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Resumo

Neste trabalho estudamos as propriedades tedricas da solucao analitica de um pro-
blema de reagao-difusao nao linear e obtivemos a existéncia, unicidade e o comportamento
assintotico da solugao fraca e forte global. Para mostrar a existéncia usamos o método de
Faedo-Galerkin, o teorema de compacidade de Aubin-Lions e algumas inequagdes subs-
tanciais de andlise funcional. Usamos o método da energia para a unicidade, devido a
regularidade da solucao, e para obter o comportamento assintético.

O problema a ser abordado é descrito através do problema misto de evolugao (P)

ug — a(l(u))Au + MulP~?u = f em Q = Dx]0,T7,

(P) (1)
u(x,0) =up(z) em D, u=0em X =0Dx|0,T]

onde f € L*(0,T,L*(D)),\ > 0 ¢ uma constante, uy € Hj(D), p > 2, a = a(s) é uma
funcao Lipschitz-continua, satisfazendo a desigualdade 0 < ¢ < a(s) < C onde ¢ e C sdo
constantes.

Os resultados referentes a anélise numérica do nosso problema foram obtidos usando
o método de elementos finitos para discretizagao espacial e o método de diferencas fini-
tas para a parte temporal. Além disso, foram feitas simulacoes usando MATLAB para
comprovar que os resultados teoricos obtidos sao condizentes.

Fizemos uma comparacao entre diferentes termos de reacao-difusao onde conseguimos
observar a interferéncia do termo na solucao junto com uma analise de diferentes tipos de
polinémios interpoladores relacionados ao método de elementos finitos.

Palavras Chave: Termo de difusao nao local, existéncia, unicidade, decaimento
exponencial, método de elementos finitos, método de diferencas finitas.



Abstract

In this work we study the theoretical properties of the analytical solution of a non-
linear reaction-diffusion problem and obtain the existence, uniqueness and asymptotic
behavior of the weak and strong global solution. To show the existence we use the famous
Faedo-Galerkin method, the Aubin-Lions compactness theorem and some substantial ine-
qualities of the functional analysis. We use the energy method for the uniqueness, due to
the regularity of the solution, and to obtain the asymptotic behavior.

The problem to be addressed is described through the mixed evolution problem (P)

uy — a(l(u))Au + MulP~2u = f in Q = Dx]0,T],

(1)
u(x,0) =up(z)in D, u=0in ¥ = 0Dx]0, T

where f € L*(0,T,L*(D)),\ > 0 is a constant, ug € Hg(D),p
Lipschitz-continuous function, satisfying the inequality ¢ < a(s) < C'
constants.

> 2, a=a(s)is a
where ¢ and C are

The results concerning numerical analysis of our problem we use the finite element
method for spatial discretization and the finite difference method for the temporal part.
In addition, the simulations will be done using MATLAB to prove that the theoretical
results obtained are consistent.

We have compared different terms of reaction-diffusion where we can observe the
interference of the term in the solution together with an analysis of different types of
interpolator polynomials related to the finite element method.

Keywords: Non-local diffusion term, existence, uniqueness, exponential decay, finite
element method, finite difference method.
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Objetivos

Nosso objetivo neste trabalho foi fazer um estudo da existéncia e unicidade da solugao

fraca e forte da equacao nao linear com termo de reacao-difusao nao local abaixo:

ur — a(l(u))Au + MuP"2u = f em Q = Dx]0,T],
(P) (1)
u(z,0) =up(xz) em D, u=0em X =9Dx]0,T|

Também fizemos o estudo do comportamento assintético da solucao quando t tende
para o infinito, em especial focamos no decaimento exponencial da solugao. Devido a
complexidade do problema em questao nao foram feitas as analises de erro e convergéncia

do método.

Fizemos a analise numérica do problema usando como base o método de diferencas
finitas para a parte temporal da equagao e o método de elementos finitos para a parte es-
pacial. Buscamos analisar a influéncia do termo de reacao-difusao na solucao do problema
e verificar se condiz com seu significado fisico apresentado. Além disso, comparamos as

solugoes para diferentes tipos de polinomios interpoladores, em especial o linear e o ctibico.



Capitulo 1

Introducao

Em um processo difusivo, de calor ou populacional, a velocidade de difusao v em x é

dada pela lei de Fourier

v(x) = —aVu(x) (1.1)

onde u é a temperatura ou densidade populacional, Vu ¢ o gradiente usual de u e a

é uma constante que depende do meio onde o processo é realizado.

O valor de a pode ser considerado como uma constante fisica atrelada ao material
usado. Podemos também considerar o caso onde ela dependerd de uma quantidade nao

local.

Assim, estudando a difusao de uma populagiao (por exemplo, uma populacao de bac-
térias) é razoavel assumir que ela depende da populagao total no dominio €2 representado

por

l(u):/gudx (1.2)

ou seja, ela representa a velocidade da migragao dependente da populacao total em

O problema proposto é uma equacao parabolica nao-linear onde o termo de reagao-
difusao depende do tempo com uma pertubacao nao linear e uma forga externa, mais

precisamente este problema aparece em dinamica populacional.

Este tipo de coeficiente de difusao foi proposto por Chipot e Rodrigues em 1992 ([8])

para problemas elipticos. Nesse trabalho os autores provaram a existéncia de solucoes
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fracas e que a unicidade nao se verifica no caso geral.

Em 1997 e 1999, Chipot e Lovat ([6],[7]) estudaram a existéncia de solugdes, além do

comportamento assintotico, para problemas nao locais na forma

w — a(l(u))Au = f(x,t) in Qr,
(1.3)

u(z,0) =up(x) in Q, u=01in I'r

Em 2004, Corréa, Menezes e Ferreira [12] estenderam os resultados obtidos por Chipot
e Lovat, considerando a(l(u)) e f(x,t) funcdes continuas. Em 2013, Simsen e Ferreira
[33] mostraram a existéncia, unicidade e continuidade dos dados iniciais além de um

importante resultado sobre a existéncia de um atrator global, do seguinte problema

w; — a(l(u))Au + |[ulP72u = f em Q = Dx]0,T],
(1.4)
u(x,0) =up(z) em D, u=0em X =0Dx]0,T]|

Para mostrarmos a existéncia de solugoes fracas usaremos o método de Faedo-Galerkin
que consiste em um método de integracao aproximada de equagoes diferenciais parci-
ais. Este método foi primeiramente proposto por Boris Grigorievitch Galerkin(1871-1945)
como uma generalizacao do método de Ritz, onde teve o primeiro trabalho publicado por
Garlerkin sobre o assunto em 1915 |20]. Trinta anos depois Sandro Faedo [16]| desenvolveu
o método de Faedo-Galerkin como uma combinacao dos métodos de Galerkin e Fourier,

sendo criado para encontrar solugoes para problemas de evolucao.

A partir dos resultados tedricos obtidos em [12] vamos analisar as equagdes parabo-
licas nao lineares com termo de reacao-difusao nao local no aspecto computacional, ou
seja, vamos fazer a analise numérica de equacoes deste tipo com o objetivo de mostrar
a influéncia do termo de reagao-difusao quanto & velocidade de convergéncia, além dos
diferentes tipos de funcgoes interpoladoras que podem ser usadas para discretizar nosso

problema.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: o capitulo 2 apresentamos defini¢oes
bésicas necessarios para o inicio do estudo do problema proposto, como convergéncias e
os espagos LP. Também apresentaremos neste capitulo a teoria das distribuicoes junto
com os espacos de Sobolev, assim como apresentamos o importante teorema de Carathe-

odory. No capitulo 3 faremos a apresentacao mais detalhada do problema, bem como as
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hipéteses colocadas sobre o problema, e depois demonstraremos a existéncia, unicidade e
decaimento exponencial da solugdo do problema (P). No capitulo 4 trataremos da andlise
numérica do nosso problema, onde primeiramente definiremos os dois métodos cruciais
usado para discretizar nossa equacgao, isto é, o método de elementos finitos e método de di-
ferencas finitas. A seguir iremos discretizar o problema a partir da formulacao variacional
construida com objetivo de encontrar a forma matricial usada na implementacao compu-
tacional. finalmente no capitulo 5 faremos a implementacao do problema relacionado com
o aspecto computacional onde consideramos dois termos distintos de reacao-difusao além

do comportamento da energia associada ao problema.



Capitulo 2

Analise Funcional e Teoria das Distribui-
coes

Neste capitulo estaremos abordando conceitos importantes de Anélise Funcional e

teoria das distribuicoes, que serao utilizados ao decorrer desta dissertacgao.

2.1 Espacos Meétricos e Espacos Normados

Comecaremos definindo o que é um espaco métrico, para isso definiremos primeira-

mente o que é uma métrica.

Definicao 1 Uma métrica em um conjunto M, é uma funcao d : M x M — IR que
associa cada par ordenado x,y € M um nimero real d(z,y), chamado a distincia de x a

y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer x,y,z € M :
dy) d(z,x) =0,
dy) Se x #y entao d(z,y) > 0,
ds) d(z,y) = d(y, z),
dy) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
As propriedades dy) e dy), dizem que d(z,y) > 0, com, d(z,y) = 0 se, e somente

se, x = y. A propriedade d3) nos diz que d é uma fungao simétrica das variaveis x e y, e

por fim dy) trata da desigualdade triangular.

Agora podemos dizer que, um espag¢o métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto

e d uma métrica. Quando nao houver ambiguidade, vamos simplesmente nos referir ao
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espaco métrico M.

Duas métricas sao ditas equivalentes se existir uma constante ¢, positiva, tal que

d(z,y) < cd'(z,y).

Definigao 2 Seja E um espago vetorial real. Uma norma, em E, é uma aplicagao || - | :

E — IR, que satisfaz:
i) |1€]l = 0 para todo £ € E e ||€|| =0 <= £ =0 (comprimento positivo)
i1) |X]| = [MIEll para todo €& € E e X € R (dilatagao)

ii1) 1€+ Cll < €]l + |IC]] para todo &, ¢ € E (desigualdade triangular)

O par (|| - ||, £) é denominado espago normado.

Podemos induzir uma métrica da seguinte forma, d(&,0) = || — J]|, onde &,6 € FE.

Desta forma podemos concluir que todo espaco normado é um espago métrico.

Definicao 3 Um espaco normado E ¢ dito um espaco de Banach, se o mesmo é completo

com a métrica induzida pela norma deste espaco.

Um dos principais resultados é que os espacos L sao Banach.

2.2 Espaco Topologico

Nesta secao iremos abordar o conceito de espacos topolégicos e suas principais defi-

nicoes. Primeiramente vamos definir o que é uma topologia.

Definicao 4 Uma topologia num conjunto X € uma colecdo T de subconjuntos de X, cha-

mados subconjuntos abertos sequndo a topologia T, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. X e o subconjunto () sao abertos,
2. a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto,

3. a interseccao finita de uma familia de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.
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O par (X,7), com X sendo um conjunto e T uma topologia de X, é chamado espago
topoldgico. Caso nao haja risco de confusao, chamaremos o espago topoldgico (X, 1), por

espaco topologico X .

Uma aplicacao F' : X — Y, de um espaco topolégico X em um espaco topologico Y é

dita continua, se a imagem inversa F~!(B), de todo aberto B C Y, for aberto em X.

Dado duas topologias, 7. 7', em um conjunto X, diremos que 7 é mais fina que 7’ se
? b ? ?

7/ C 1, isto é, se cada aberto de 7/ for um aberto de 7.

Exemplo 1 Para que um conjunto X seja um espaco topologico, basta considerar a topo-
logia formada por todos os subconjuntos de X . Essa topologia é conhecida como topologia
discreta. Para que X seja um espa¢o métrica, basta considerar a métrica d(z,y) = 1 se

x =1y e caso contrdrio.

QOutra topologia que podemos citar, € a topologia cadtica, que é formada apenas pelos

conjuntos X e ().

Para que duas métricas definam o mesmo espaco topologico é necessario e suficiente
que elas sejam equivalentes. Dadas duas topologias 7, 7/ em um conjunto X. Afim de que 7
seja mais fina que 7’ é necessario e suficiente que a aplicagao identidade 7 : (X, 7) — (X, 77)

seja continua.

2.2.1 O Espaco Dual

Nesta secao falaremos sobre o Espaco Dual e suas aplicacoes. Comecaremos definindo

o que ¢ o Espaco Dual.

Definicdo 5 Denotemos por E' o conjunto das funcées f : E — IR lineares e continuas,

18to é:

E ={f:F— R‘fé linear e continua }. O conjunto E' é chamado o dual de E,

e, a norma neste espaco € dada por,

Ifllg = sup [f(z)].

l#lleem<1

Denotaremos por f(z) = (f,z), quando f € E' e x € E, onde (-,-) é o produto interno
pela dualidade E', E.
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Proposicao 1 Uma aplicacao linear f é continua se, e somente se, ela é limitada.

Demonstracao 1 Com efeito, pela continuidade de f teremos que para todo € > 0 existe

0 > 0 tal que:

|z]] <6 = [f(z)| <e

o 4} 4 . ) .

Isso significa que para cada y € F, —Hy satisfaz a condicdo: Wy < 9, dai
Y

ly
entdo seque-se que:

)
/ (my) ‘ <e=|f(y)| < §||y||, donde concluimos que f é uma funcao limitada.

De maneira reciproca, vamos supor que f seja limitada. Mostraremos que f deve ser
continua. Lembremos que f é limitada se existe C' > 0 tal que |f(x)| < C||z||. Portanto,

para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se:

|z —y|| <6 = |f(z) — f(y)| <e. Basta tomar 6 = % e aplicar a linearidade de f

2.3 Espacos Reflexivos

Assim como construimos o espaco dual de um espaco vetorial, também podemos

construir o espago dual do dual. Isto é:
E" ={f:E — R;f ¢ linear e continua}

Este espaco E é também um espaco normado e completo. A norma do espaco bidual

esta dada por:

[fllee = sup f(g)

9€E’ |lgll+<1

Em geral dado um espaco vetorial £ qualquer, podemos definir o espaco dual e bi-
dual. Inclusive podemos relacionar o espaco E com o bidual E”, através da aplicacio

J:E — E", definida a seguir:

Dado = € F fixo, a aplicacdo f — (f,z) de E' em R, e portanto, ¢ uma elemento de
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1

E.

Definimos de forma natural: (J(z), f) = (f,z) = f(z),Va € E\Vf € .
Note que J é uma isometria entre os espagos F e E".

Com efeito,

[J(@)[[ex = sup  {(J(z),f) = sup (f,z) =]

FeE IflI-<1 FEE|Iflle<1

De onde obtemos uma aplicacdo injetora entre os espacos F e E'. A aplicacio J
¢ chamada de projecao canonica. Nao é verdade, em geral, que J definida acima, seja

sobrejetora. Os espacos nos quais J seja sobrejetora sao chamados de Reflexivos.

Definicao 6 Seja E um espaco de Banach, diremos que E € um espaco reflexivo, quando

a aplicagcao J definida acima € sobrejetora.

Definicao 7 Diremos que um espaco normado E € separdvel, se existe um subconjunto

enumerdvel e denso em E.

Enunciaremos dois tipos de convergéncia, que serao usadas ao longo desta dissertagao,

sao elas, convergéncia fraca e fraca *.

Definigao 8 (Convergéncia Fraca): Sejam I um espago de Banach e (u,), oy uma sequén-

cia de E. Entio u, — u se, e somente se, (p,u,) — (p,u) Vo € E-

Definiciao 9 (Convergéncia Fraca x) Sejam E um espago de Banach, ¢ € E'e (Yv),en

uma seqiiéncia de E'. Diz-se o, — @ fraco  se, e somente se, (p,,u) — (p,u),Yu € E.

Definiremos agora duas topologias que sao essenciais para os resultados que virdo a
seguir. Seja E um espaco de Banach, e, f € E'. Vamos denotar por ¢ - E = Ro
funcional linear definido como ¢¢(z) := (f,z). Com f percorrendo o conjunto E' nos

obtemos uma colegao (¢y) sy de fungoes de E em IR
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Agora nos vamos ignorar a topologia usual em FE, que é a topologia associada com a

norma, e definiremos uma nova topologia no conjunto E da seguinte forma:

Definigdo 10 A topologia fraca, denotada por o(E,E'") em E, é a topologia mais fina
associada a colegio (¢;); € .

De forma similar definimos a topologia fraca x da seguinte forma:

Definicao 11 A topologia fraca, denotada por O'(E/,E) em E', é a topologia mais fina

associada a colecio (¢,), € E.

2.4 Os Espacos L?(Q2)

Vamos agora introduzir os espagos LP, o que nos sera de grande importancia como
ferramenta. Faremos uma breve definicao e mostraremos alguns resultados relevantes para
o que se segue. Ressaltamos que as integrais sao integrais de Lebesgue, que é uma forma

mais geral de calcular integrais (|14, 4]).
Sejap € IR 0 < p < 0o, definimos:
LP(Q) = {f : Q — R| [,, |f[PdQ < o0},
considerando agora p = oo tem-se:
L>* :={f:Q — IR f é mensuravel e 3 ¢ > 0 tal que |f(x)] <c¢ q.s em Q}.

Definimos também as normas: |-, : LP(2) — IRY, para0 <p < ooe | - ||, para

p = 0o, dadas respectivamente por:

1/p
= ([ Wran) ¢ 1l =infte: 5@l < e s en0)

Lembramos que L>*(Q2) = [L'(Q)], como esta demonstragio foge do escopo deste

trabalho, apenas citaremos que ela pode ser encontrada em [4].

Definicao: Se 1 < p < oo denotamos por g o niimero definido por:

1 1
a) —+-=1sel<p<oo
p g

b)g=1l,sep=oceqg=o00sep=1
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O ntmero p é denominado expoente conjugado de gq.

Lema 1 (Desigualdade de Young) Se 1 < p,q < oo, com, %—l— é =1, e, a,b sao numeros
reals nao negativos entao:
1 1
ab < —a? + —b?
p q
a igualdade so ocorre quando aP = b9.

Demonstragao 2 Seja ¢(t) = (1—X\)+ M —t* entdo ¢'(t) = M1 —-t*"1) ese 0 < A < 1,

temos que:
o (1) <0 parat<1
o V(t) >0 parat>1
Logo para t # 1, temos p(t) > ¢(1) = 0, de onde (1 — ) + X\t > t*
(a igualdade s6 vale se t = 1)

p
Se b # 0 a desigualdade de Young seque substituindo t por % em (1 — ) + Mt >t

Por outro lado, se b =0 a desigualdade € trivial.

Lema 2 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LYQ), com 1 < p < oo.
Entio f-ge€ LYQ) e:

/ F - gldz < 1l
Q

Demonstracao 3 Os casos p = 1 e p = oo seqguem de modo imediato. Agora se

1 <p < oo temos que:
1 1 ‘ .
lf(@)||lg(z)] < =|f(x)|P + —|g(2)|?, devido a desigualdade de Young.
p q

Dessa forma, temos que:
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1 1
/ Fglde < 21712 + Sllgl
Q p q

mostrando portanto, que f.g € L'(Q). Substituindo f por \f, X > 0, seque-se que

pra 1
» 111z + A—qllgll%q

/Qlf.gldl“ <

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para \ € (0,00),

temos que o minimo ocorre para A\ = HfHZZ}HgH%/qp e o resultado seque.

Teorema 1 (da Convergéncia Dominada de Lebesgue):

Seja (f,) uma sequéncia de funcoes integraveis definidas em L'(QY). Suponha que:

. (fn),, converge g.s. para uma funcao real, mensurdvel, f,

. Eziste uma funcao integrdvel g € L'(Q), tal que | f,(z)] < g(x),VYn ¢.s. em Q.

Entao, /fd,u = lim/fnd,u.
Demonstracao 4 Ver [4].
Usaremos a notacao p’ pra denotar o conjugado de p, isto é, % + % = 1.

Teorema 2 (Representacio de Riez) Sejam 1 < p < 0o e ¢ € (LP)'. Entdo existe um

unico u € LY tal que:

(or ) =/uf,er 1%

Além disso,  ||ull . = |||l (Ley-

Demonstracao 5 ver [31].
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Segue como consequéncia deste teorema que podemos identificar,
wy=r'
onde 1 < p < oo.

Dizemos que uma seqiiéncia (¢,) converge para ¢ em LP (Q) se [[¢ — ¢|l1p) — 0,

1 <p< oo
Definicao 12 Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma

seqiiéncia de elementos (wy,) de H tais que:

i) |wn| =1 Vn, (W, wm) = 0Vn,m, m #n;

ii) O espago gerado pela (w,) é denso em H.

A seguinte proposicao estabelece que a convergéncia em LP () d& origem a uma

convergéncia pontual.
Proposigao 2 Sejam Q0 C R" um aberto, 1 <p < oo, u € LP(Q) e (u),ey uma seqiién-

cia em LP(Q) convergindo para u em LP (Q). Entdo existe uma subseqiéncia de (uy),

ainda denotada por (uy), tal que:

1) ug () = u(x), g.s. em

1) |ug (x)] < h(x), ¢.s. em Q, Vk €N, com h € LP ()
Teorema 3 Se 1 < p < 0o, entio o espago LY(Q) ¢ reflexivo.

Demonstracao 6 Ver [4/.

2.5 Outros Resultados Importantes

A seguir enunciaremos algumas defini¢coes e resultados, de grande relevancia, que

serao utilizados posteriormente.
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Teorema 4 (Banach - Steinhaus):

Sejam E e F dois espagos de Banach. Seja (T;)ie; uma familia (nao necessariamente

enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E em F.

Suponhamos que sup [|T;X|| < oo,V x € E. Entdo: sup ||T;X||z(g,r) < 00
iel iel

Dito de outro modo, existe uma constante C' tal que ||T;z|| < C||z||, Ve € EeViel

Demonstracao 7 ver [4].

Proposicao 3 Seja E um espaco de Banach e (x,) uma sucessio em E. Se verifica:

can—zemo(E E) = (fix,) = (f,x),V feFE,
. Se x,, = x fortemente, entdo x,, — x fracamente para o(E, El),
. Se x, — x fracamente para o(E, E'), entio ||z,|| € limitada e ||z|| < liminf ||z,

. Sex, — x fracamente em o(E, E') e se f, — f fortemente em E (isto €, || fu—fllz — 0),

entdo (fn,xn) — (f, ).

Demonstracao 8 wver [4].

Observagao- A parte (IIT) da proposi¢ao (1.1) é uma consequéncia do teorema de

Banach-Steinhaus.

Proposicdo 4 Seja E um espaco de Banach e (f,) uma sucessio em E'. Se verifica:

1. fo > f em o(EE) < (fp,z) — (f,2),V x € E,
2. Se f, — f forte, entio f, — f em o(E ', E"),
3. Se f, = f em o(E',E"), entio f, > f em o(E',E),

4. Se fo = fem o(E',E), entio ||f,| esta limitada e || f|| < liminf || f,||,
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. Se f, = fema(EE) e sex, — x fortemente em E, entao (f,,x,) — (f, ).

Demonstracao 9 wver [/].

Teorema 5 Seja E um espaco de Banach separdvel e seja (f,) uma sucessio limitada

em E'. Entio eriste uma subsucessio (fn.) que converge na topologia o(EE).

Teorema 6 (Banach-Alaoglu) Sejam E um espag¢o de Banach separdvel e E' o seu dual
topoldgico. Entio o conjunto: By = {f € E';||f|| < 1} ¢ compacto na topologia fraca

estrela.
Demonstracao 10 ver [31].

Lema 3 (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < p; < oo, i = 0,1 e By, B, By espagos
de Banach sendo que By e By sao reflexivos tais que By % B By (<i> indica imersao

compacta). Para 0 < T < 0o, consideremos o espago
W ={w; we L"0,T;By) e w € LP(0,T; By)}, com a norma
lwllw = [lwllLroo.1:80) + Wl Lri0,1;8,)- Entao:
(I) W é um espago de Banach

(II) W < L™(0,T; B)
Demonstracao 11 wver [31].

Observacao: Como conseqiiéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(uy), N € uma seqiiéncia limitada em L (0,T'; By) e (u;,), N uma seqiiéncia limitada em
L?(0,T; By) entdo (u,),oy € limitada em W. Dai, segue que existe uma subseqiiéncia

(U, )N de (u,) tal que u,, — u forte em L*(0,T; B).

2.5.1 Teorema de Carathéodory - Prolongamento de Solucao

O préximo resultado é de grande importancia para a solucao de nosso problema
principal, visto que nos permite prolongar a solucao, ou seja, a solugao se torna global.

Vejamos primeiramente algumas condicoes para depois enunciarmos e demonstrarmos o
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teorema.

Sejam D C R®™ e f: D — R™. Dizemos que f satisfaz as condicdes de Carathéodory

sobre D se:
i) f (t,x) é mensuravel em t, para cada z fixo;
it) f (t,x) é continua em x, para cada t fixo;

i71) Para cada compacto K em D, existe uma fungao real integravel my () tal que:

|f (&)l < mi (t),V(t,x) € D (1.1)
Consideremos o retangulo B = {(t,z) € R"™}; [t —to| < a,|z — 29| < b, com
a,b>0.

Teorema 7 (Carathéodory): Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢oes de Carathéo-
dory sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t —to] < B (8 > 0), existe uma solu¢do do

problema de valor inicial:

X' = £ (£ X) i
X () = X, |

Demonstracao 12 ver [31].

Corolario 1 (Prolongamento de solugao):

Seja D = [0,w] x B, com 0 <w < oo, B={x €R" x| <b}, b>0 e f nas condi¢oes
de Carathéodory. Seja ainda ¢ (t) uma solugdo de:

X' =f(tX)
X (0) = Xo, || Xo|l <.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, |¢ (t)] <
M, para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até
[0,w].
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Demonstracido 13 wver [31].

Teorema 8 (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-se que

a sequéncia u, € X € limitada. Entao existe uma subsequéncia u,, € u, € X tal que:

Up, — U

Demonstracido 14 ver [12].

Teorema 9 (Banach-Alaoglu) Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha-se que

a sequéncia f, € X' € limitada. Entao existe uma subsequéncia f,, € f, € X' tal que:

S =
Demonstracao 15 ver [12].

Lema 4 (Lema de Gronwall) : Sejam ¢, : [a,b] — R funcdes continuas e nao-

neqativas.

seot) at [ o(o)vids

t
(com a > 0), entdo: ¢ (t) < aexp {/ W (s) ds] ,Vt € [a,b].
Em particular, ¢ (¢) é limitada e se o = 0, entao ¢ = 0.

t
Demonstracao 16 Fazendo w (t) = a+/ @ (s) 1 (s)ds, decorre da hipdtese que @ (t) <
w (t) e pelo teorema fundamental do cdlculo, seque que W (t) = o ()4 (t). Logo, w' (t) <
w ()Y (t), donde seque:

(1)
PIO) < (t)

S

Integrando a ultima desigualdade de a até t, obtemos:

[5tw=[vors
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Assim,

/%m d5</¢

Portanto,

In (;”((3) < /:w(s) ds, isto €,
t)gozexp(/atw(s)dé;), t e [ab]

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w(t), seque o Lema.

Lema 5 Seja 7y (t) continua e nao-negativa em [0,T]. Se:

t
v(t) <Ci+ Cg/ [y (t) +~ (t)z] ds, 0 <t <T, entao existem Ty >0 e C > 0 tais

que:
’}/(t> < C,Vt € [O,To] 01,02 > 0.

2.6 Espaco de Funcoes Testes

Sejam €2 C R™ um aberto limitado e ¢ : £ — R, uma funcao continua. Denomi-
namos suporte de ¢ ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos x pertencentes a 2 onde ¢

nao se anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, tem-se:

supp (¢) = {r € Qp (z) # 0} em Q.

Usando a defini¢cao conclui-se que o supp (¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se

anula e valem as seguintes relagoes:

1) supp (@ + 1) C supp (p) U supp (¥),

2) supp (¢y) C supp (@) N supp (),
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3) supp (\p) = X supp (¢), A € R — {0}.

Exemplo 2 Seja ¢ : R— R' tal que ¢o(z) = 2? :

Verifica-se que o supp () = {0}, portanto supp (p) ndo é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as funcoes ¢ : 0 — IR, com su-
porte compacto contido em €2 que , sejam infinitamente diferencidveis. Com esse intuito
definamos o espacos C§°(2), como sendo o espago vetorial das funcoes indefinidamente
diferenciaveis e suporte compacto contido em 2. Os elementos de C§°(€2) sdo denomina-

dos funcoes testes em (2.

Exemplo 3 Dados xy € R", r >0, denotamos por B, (zo) a bola aberta de centro xy de
raio v, isto é, B, (xg) = {x € R"; ||z — x| <71} . Se B, (x9) C Q, define-se ¢ : @ — R

por:

2
exp( 4 5 2) se ||z — ol <7
[ = o|” =

0 se ||l —xo|| > 7.

p(z) =

Neste exemplo, verificamos que supp (¢) = B,(x¢) € um compacto e que C§°(€2) é nao
vazio. O espago C3°(2) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°(2).

Observagao: Por um multi-indice, entendemos, uma n-upla o = (aq, ..., ) de ni-
meros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = ay + - - -+ a,, a ordem do multi-indice

e por D* o operador derivagao parcial, de ordem |a/,

olel

[65] (o7
n
€Ty ¢+ - axn

D =

Para o = (0,...,0), temos por definigao D% = ¢

A seguir daremos nogoes de convergéncia em Cg°(€2), tornando-o um espago vetorial

topologico.
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2.7 Convergéncia em C3°(£2)

Dizemos que uma sucessao (¢, )neny de fungoes em C§°(§2) converge para ¢ em

C°(2) quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C € tal que
supp (p) C K e supp(p,) C K,Yn € N
it) D*p, — D*p uniformemente em K para todo multi-indice a.

O espago vetorial Cg° (£2), junto com a nogao de convergéncia definida acima é um
espaco vetorial topologico que denotamos por D(€2), e é denominado espagos das funcoes

testes.

Observagao Sendo (2 limitado, obtemos D(2) < LP() V p, tal que 1 < p < oo,

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(Q2), temos que:

[ 1@l ds < suplo@Pm (@) <o

e

Isto prova a inclusdo algébrica. Para a continuidade, seja ¢, — ¢ em D(2). Mostra-

remos que:

/ lon (z (z)|” dz — 0 note que,

Llen@ =p@rde= [ lonie) = p@P do

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Ison( ) — ¢ ()" dz = lim Klson(w)—so(fﬂ)lpdw

n—oo n—oo

n—oo

= [l o (@) = o @) do =0

Podemos ainda mostrar que a imersao anterior ¢ densa. Para isso ver [27].
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2.8 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduz-se o conceito

de distribuigoes escalares.

Denomina-se distribuicao escalar sobre €2 a todo funcional linear e continua sobre

D(Q), isto é, uma funcdo T : D(2) — R que satisfaz as seguintes condi¢oes:

i) T (o + ) = oT'(p) + BT (Y)Y, € D () Vo, f € R.

it) T é continua, isto ¢, se (¢,), oy converge para ¢, em D (), entao T (¢,) — T (@)
em R

O valor da distribui¢do T na fungdo teste ¢ é denotado por (T, ¢). Definiremos o

espaco vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nogao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuigoes sobre 2. Neste espaco, diz-se que a
sucessao (1,),en, converge para 1" quando a sucessdao ((T,,¥)),.y converge para (T, ¢)
em IR para toda ¢ € D(2). O espaco das distribui¢oes sobre 2, com esta nocao de

convergéncia é denotado por D’'(2).

As distribuicGes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de

funcgoes localmente integréaveis.

Definicao 13 Diz-se que uma funcdao u : 0 — R € localmente integrdvel em Q quando
u € integrdvel o Lebesque em todo compacto K C §2. O espaco das fungoes localmente

integrdveis é denotado por L}, (Q). Em simbolo temos:

uwe L, (Q) < / lu(x)| dx < oo, para todo compacto K C Q.

loc

K

Exemplo 4 Sejau € L}, (Q) e definamos T, : D(2) — R por:

loc

(T, ) = / u(z)p (z) dz

Q

Nestas condicoes T, € uma distribuicao escalar sobre €.
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De fato, nao € dificil mostrar a linearidade de T, pois seque da linearidade da inte-

gral. Resta-nos mostrar que T, é continua; seja dada uma seqiéncia (p,) de fungoes

veN
testes sobre Q convergindo em D () para uma fungao teste p. Entao:

(s 00) — Tun )| = [T 00 — 0)] = / u(@) (o0 — ) (x) da
< / () (@ — ) ()] de

< sup |p, — g0|/ lu (x)| dz — 0.
Q

Pois, ¢, — ¢ uniformemente.

A distribuicao T, assim definida é dita gerada pela funcao localmente integravel u"e,
usando Lema Du Bois Raymond, tem-se que 7 ¢ univocamente determinada por u, no

seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste sentido iden-
1

loc

tificamos u com a distribuicao T}, e o espaco L;,.(Q2) das fun¢oes localmente integraveis

pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D' (Q).

Lema 6 (de Du Bois Raymond): Seja u € L}, .(Q). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em ().

Demonstracao 17 ver [4].

1

Vale ressaltar que existem distribuicoes nao definidas por funcoes de L.

(Q), como

pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 5 Seja xy um ponto de Q) e definamos a fung¢io &, : D (2) — IR dada por:

<5I07 (70> = 90(1'0)

E fdcil verificar que 0z € uma distribuicao. Tal distribuicao é conhecida por Dis-
tribui¢do de Dirac, em homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac (1902-1984).
Entretanto, mostra-se que a distribuicio 65, nao € definida por uma fun¢io u € L} (),

loc

isto é, nao existe u € L}, (Q) tal que:
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/Q w(@)p(x)dz = p(zo), Y € D ()

De fato, suponhamos que a distribuicao d,, € definida por alguma funcao

u € L} .(Q). Entdo tem-se:

(B, ) = / u(@)p(x)dz = p(zo), Y € D(Q)

Tomando ¢ € D (Q) definida por: £(z) = ||z — zo||” ©(z), seque-se que:

£(20) = (310, €) = / u(@) |1z — zol* pla)dz = 0,Y¢ € D (Q)

Portanto, tem-se ||z — zo||” u(x) = 0 quase sempre em Q, logo u(z) = 0 quase sempre
em ), isto €, (0y,,0) = 0,V € D(Q), ou seja, p(xg) = 0, ¢ € D(Q), que é uma

contradicao.

~ N . ’ . L.
Com essa noc¢ao de convergéncia, D (£2) passa a ser um espago vetorial topologico e

temos a seguinte cadeia de injecoes continuas e densas:
D(Q) = LP(Q) = LL (Q) =D (Q),1<p< .

2.9 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espacgos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada

distribucional para objetos de D'(2)

A motivacdo no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a féormula de integracao por partes do Céalculo,

sendo este conceito generalizado para distribuigdes quaisquer em D’ (2).

Seja T' uma distribui¢do sobre 2 e o um multi-indice. A derivada (no sentido das

distribuicoes de ordem « de T' é definida como sendo o funcional linear:

DT :D(2) — R tal que:



2.9 Convergéncia e Derivada Distribucional 32

(DT, @) = (—1)*"(T, D) ,p € D (Q)

Segue da definicao acima que cada distribuicao T' sobre () possui derivadas de todas

1

as ordens. Assim as fungoes de L, .

(Q) possuem derivadas de todas as ordens no sentido

das distribui¢coes. Observe que a aplicagao:

D*: D' (Q) = D' (Q)
¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (). Isto significa que:

lim 7, =T em D'(Q) entdo lim D*T, = DT em D' (Q)

vV—rO0 vV—r 0

Observagao: Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

1
loc

fungdo L. (), que ndo é, em geral, uma fun¢ao L}, (), como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 6 Seja u a funcio de Heaviside, isto €, u € definida em IR e tem a sequinte

forma:

1 se x>0

)

u(r) =
0 se x<0

assumindo qualquer valor em x = 0.

Esta fungao u pertence a L. () mas sua derivada u' = &y nao pertence a L}, (Q).

loc
Como 6y & Li,. (), basta verificar que u' = .

loc

De fato:

(W 0) = —{u, ') = —/OOO ¢ (2)dr = / J (2)dr = (0) = 6y, Y € D ().

o0

Tal fato, motivara a definicdo de uma classe significativa de espagos de Banach de

funcoes, conhecidos sob a denominacao de Espacos de Sobolev.
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Observagao: Se u € C*(IR"), para cada |o| < k , entdo a nocdo de derivada no

sentido classico coincide com a noc¢ao derivada no sentido das distribuigoes, isto é:

DT, = Tpa,¥ |a| < k,

é uma conseqiiéncia simples da férmula de integracao de Gauss.

2.10 Espacos de Sobolev

Apresentaremos nesta secao uma classe de espacgos fundamentais para o estudo das

Equacoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

2.10.1 O espago H™ (9Q2)

Seja 2 um aberto do IR" com fronteira regular I'. Foi observado na secao anterior
que se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢oes.
Viu-se que D% nao é, em geral, uma distribuicao definida por uma func¢ao de L? (2),
pois estamos interessados em espacos de distribuicdes u € LP (€2) cujas derivadas distri-

bucionais permanecam em LP (Q); tais espacos serdo denominados Fspagos de Sobolev.

O espago vetorial LP (2), 1 < p < oo, é o espago das (classes de) fungoes reais

v: Q — R, mensuraveis, tais que |[v[” é integravel a Lebesgue em .

Este espaco quando munido da norma:

1/p
o]0y = ( / \vwdx) ,

¢ espago de Banach ver ([4]) .

O conjunto de todas as fungoes mensuraveis v essencialmente limitadas em €2 é deno-

tado por L™ (2), define-se a norma de v por:

||U||Loo<m = supess |v (z)|,Yv € L> (Q)

O espago L™ (2) é também um espago de Banach ver ([4]) .
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No caso particular onde p = 2, temos que L? () ¢ um espaco de Hilbert. Neste caso

o produto interno é dado por:

cuja norma induzida é:

1/2
2
ol = ([ o)
Q

Dados um inteiro m >0 e 1 < p < 00, 0 espaco de Sobolev de ordem m sobre €2, é o
espago vetorial denotado por W™ (Q), constituido das fungdes u € LP () para as quais

D*u € L? (Q), para todo multi-indice o, com || < m. Em simbolo temos:
WP (Q) ={u e LP(Q) : D*u € LP (), Vo, multi-indice, com |a| < m}

O espaco W™P (Q) serd munido da norma

1/p

HUHWWP(Q) = Z HDauHip(g) 1 <p<oo

la|<m

esep=o0

||U||wm’o<>(9) - Z ||Dau||L°°(Q)

|a| <m

Em todos os casos W™P (Q2) é um espaco de Banach.
O espago W™P () é um espaco reflexivo se 1 < p < 0o e separdvel se 1 < p < oo.

No caso particular em que p = 2, 0 espaco W2 (Q) é um espago de Hilbert, denota-

mos por H™ (£2), isto &,

H™(Q) ={ue L*(Q); D € L*(Q),Va, |a| <m},
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as derivadas D, evidentemente, no sentido das distribuicoes.

Define-se em H™ ()) o produto escalar:

((u, v)) gmq) = Z (D"‘u,Dav)LQ(m dx,Yu,v € H™ (),

la|<m g

com norma induzida por este produto escalar dada por:

1/2

_ a, \2
il = | 3 [ (Do, do

lal<m

pode ser mostrado que que H™ (2) é espago de Hilbert separdvel.ver ([4])

Para se ter uma idéia mais apurada dos espagos de Sobolev, descrevemos alguns casos

particulares.

Em dimensao n = 1, temos,

/ ! d
H' (a,b) = {u € L*(a,b);u" € L*(a,b)}, u = d_QtL
Neste caso
2 ’ 2 ’ 2

i = [ la e+ [ @ e
Em dimensao n > 2, teremos

1 2 du 2 ;
H'(Q) =< uel (Q),% eL (), i=1,...,n

e neste caso,

“ ou 2
||U||?{1(Q) :/Q[U(%,IEQ,--'7$n)]2d901d$2--.d$n+2/9 (% (%Jz,m,xn)) dzridzy . .. dz,,
i=1 !

ou, de modo mais conciso, escrevemos

2 2
iy = [ o+ [ [9ufds
Q Q
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E oportuno observar que, embora o espaco vetorial das funcoes testes D () seja
denso em L? (), 1 < p < oo, em geral ele ndo é denso em W™P (Q2). Isto ocorre porque
a norma de WP (Q) é “bem maior"que a norma de L? (Q2) e por isso WP (Q) possui
menos seqiiéncia convergentes. Isto motivou a definigdo dos espagos W™ (€2) como sendo

a aderéncia de D (§2) em W™ (§2). No caso p = 2 denotaremos esta aderéncia por HJ" (2).

Os espagos W;"" (2) e, em particular os espagos H{" (), desempenham papel funda-

mental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

Teorema 10 Seja T € D' (Q). Entao, T € WP (Q) se, e somente se, existem fungoes
Jo € L1(Q) tais que T = Z D%,.

la|<m

Demonstracido 18 wver [24].

Proposicdo 5 (Caracterizagdo de H~' (Q)) Se T for uma forma linear continua so-

bre H} (), entdo existem n + 1 fungdes ug, uy, . .., u, de L*(Q), tais que:

TZUO—Fian

=1

Demonstracao 19 ver [24].

De posse destes dois resultados podemos concluir que se u € H} (9), entdo Au €

H='(9), sendo o operador A : H} () — H~' (), linear, continuo e isométrico.

Lema 7 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C IR um aberto limitado em alguma

direcio. Se u € H} (), entdo existe uma constante C' > 0 tal que

2 2
|U|L2(Q) <C |VU|L2(Q)

Demonstracao 20 ver [25].
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Observagdo: Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em H} (),

as normas [|ul| g1 (q) € [Vl g sdo equivalentes.

De fato, consideremos a norma em H}(Q). Se v € H}(Q), tem-se:
2 2

[0l 0y = [0122(0) + [VVIL2 () = V[T

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:

2
HUHJQLP(Q) < (14 0) [Vl

Conclui-se das desigualdades acima que em Hj(€), as normas [|v][g1(q) e VU120

sao equivalentes.

2.11 Espagos LP (0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma || - |x , 7 um namero real
positivo e xg a fungao caracteristica do conjunto E. Uma fungao vetorial ¢ : |0, 7] — X,
é dita simples quando assume apenas um ntumero finito de valores distintos. Dada uma

fungao simples ¢ : (0,7') — X com representa¢ao canonica

k
()= xppi
=1

onde cada E; C (0,7) é mensuravel, i« = 1,2,...,k, e os conjuntos E; sdo dois a dois
disjuntos, m (E;) < oo e p; € X, 1 =1,2,...,k, definimos a integral de ¢ como sendo o

vetor de X dado por

Dizemos que uma fungao vetorial v : (0,7") — X é Bochner integravel (B—integravel)

se existir uma seqiiéncia (y,) de funcoes simples tal que:

veN

(1) o, — uwem X, q.s em (0,7);
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(i7) ~lim lr () = @m (8)[| x dt =0

k,m—soc0 0

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por defini ¢ao, o vetor de X dado por

T T
/ w(t)dt = lim [ o, (t)dt
0

n—oo 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma func¢io vetorial v : (0,7) C IR— X é fracamente mensuravel quando a fungao
numérica t — (&, u (t)) for mensuravel, V& € X', onde X’ é o dual topologico de X; dize-
mos que u é fortemente mensuravel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de fungoes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao a

aplicacdo t — |lu(t)]|y é integravel a Lebesgue.

Aqui denotaremos por L? (0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de)
fungoes u : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcao ¢ — |ju (t)[/% é

integravel a Lesbegue em (0,7"), munido da norma

T 1/p
el ooy = ( [ o dt)
0

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

T
() = | (W) 0(5) s
Por L> (0,T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de) fungoes
u:(0,T) CR— X,

que sdo fortemente mensuraveis e tais que ¢t — |lu(t)||y € L*(0,7). A norma em
L*>(0,7T; X) é definida por

HuHLOO(O,T;X) = SUPESSyc)o 1] [u(®)]] x
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Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP (0,7;X) é um espaco
reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espaco de Banach L9 (0,7; X'),
onde p e g sao indices conjugados, isto é, 119 + é = 1. No caso, p = 1, o dual topologico do
espago L' (0, T; X) se identifica ao espago L> (0,7; X’). A dualidade entre esses espagos

¢ dada na forma integral:

(u, U)(LP(OTX)) xLP(0,T;X) — = (u, U)LQ(OTX’)XLP(OTX)

Definicao 14 Uma fungao f : [0, T] — X ¢é integrdvel se existe uma seqiéncia {Sk}y de
funcoes vetoriais simples, tal que,
T
/ ||Sk(t) — f(t)||xdt — 0, com k — oo
0

se [ € integrdvel, define-se

/ ft)du = hm TSk(t)dt
0

A expressao / f(t)du é dita integral de Bochner de f, em relagao a p.
0

Exemplo 7 Sejamu € LP (0,T;X),1 <p< o0, ep € D(0,T). Consideremos a fun¢ao
T,:D(0,T) — X, definida por

T, (o) = / u(s) ¢ (5) ds,

onde a integral € calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagdo T, € linear e conti-
nua de D (0,T) em X e por esta razio é denominada distribui¢io vetorial. A distribui¢do
T, € univocamente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar u com a distri-
buicao T, por ela definida e, portanto, LP (0,T; X) — D' (0,T;X) com inje¢ao continua

e densa.

O espaco das aplicacoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado es-

pago das distribui¢oes vetoriais sobre (0,77) com valores em X, o qual denotaremos por
D'(0,T;X).
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Definicao 15 Seja T € D' (0,T;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr n d"p
— = (-1 T, — )V 9(0,7T).
(Ge) = (155 ) vwen 0.

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo, estamos representando o espaco de Banach das

fungoes continuas w : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||u||CU([O7T];X) = trerf(%}T(] [u ()]l x

Por C? ([0,T]; X), denotaremos o espago das fungoes u : [0,7] — X fracamente

continuas, isto ¢, a aplicagdo t — (v, u (t)) x, x ¢ continua em [0,7],Vv € X".

Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacao t — (u(t),v)y, v € H.

Vamos enunciar e demonstrar um teorema sobre regularidade, que seré de grande
importancia para garantir as condicoes do teorema de existéncia, antes porém, precisamos
de trés lemas auxiliares, os quais omitiremos as devidas provas ([4]). Vejamos:

Lema 8 Seu e L*(0,T,X), v € L*(0,T,X") e € C~([0,T)), entdo:

d /
1) E(uﬂ?)X =(u',n)xx VneX

2) %(QU) =0u +0'u

Demonstracao 21 ver [21].

Lema 9 Consideremos o espaco de Hilbert W = {u; u € L*(0,T;X) e «' € L*(0,T; X")},

como oproduto interno

(w, v)w = (u,v)r201x) + (W, V) L200.7:x7)
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Entao o conjunto dos vetores v = 60n com 0 € C*([0,T]) en € X ¢ total em W.

Demonstracio 22 wver [21].

Teorema 11 (de Regularidade) SejaY um espago de Hilbert tal que X — Y, X € denso

em Y e aimersao de X em'Y € continua. Tem-se:

i) Seuw € W entao u € C°([0,T];Y)

i1) Se u,v sao fungoes satisfazendo i) entdo a fungao t — (u(t),v(t))y € absoluta-

mente continua e vale a sequinte igualdade:

d

2 (@), o))y = (W' (1), v(t)) xox + (u(t), v'(8))xx,

onde a derivada no primeiro membro da iqualdade é a derivada no sentido das distri-

buigoes sobre (0,T) da funcao (u(t),v(t))y

Demonstracao 23 wver [21].

[Lema fundamental do calculo variacional] Seja f uma fun¢do continua em um conjunto

aberto  C R? que satisfaz a seguinte igualdade

/f@mwmaza
Q

para todas as funcoes de suporte compacto h em 2, entao f = 0.

Demonstracao 24 ver [22].



Capitulo 3

Equacao parabdlica nao linear com termo
de reacao-difusao nao local

3.1 Apresentacao do Problema de Evolucao

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solucao fraca , forte, unicidade e

decaimento exponencial para o PVI (P) dado a seguir:

(

uy — a(l(u)Au + NulP2u=f em Qx (0,7)
u(t) =0 sobre 02 x (0,T)

u(z,0) = ug(x) em €2

Aqui Q denota um aberto limitado do IR', n > 1, com fronteira 02 = I', A uma

constante nao negativa, p > 2, sendo u escalar.

A existéncia sera feita, via método de Faedo (alerkin, teorema de compacidade de

Aubin-Lions e alguns resultados importantes de Anéalise Funcional.

No que se segue, utilizaremos as seguintes notagées: (( , )); || - |5 (, ); | - |;
para designar o produto interno e a norma em H}(Q) e L?*(Q2), respectivamente. Aqui
estamos considerando o espaco Hj(f2), munido da “norma do gradiente", ou seja, se
u(t) € HYQ), entao ||u(t)]] = |Vu(t)]. Também estamos considerando H () como
sendo o dual topologico de H} ().
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3.2 Hipoteses

Assumiremos as seguintes hipoteses:

H1>U0 S Lz(Q),
Hy)a : R — R € limitada com 0 < a™ <a(l) <at,l €R,
Hs)a : R — R é Lipschitz-continua com |a(s) — a(r)| < Als —r|,s,r € R,

Hy)l: L*(2) — R, ¢ uma forma linear e continua, isto ¢, 3g € L*(Q2) tal que:

() = 1, (u) = /Q g(z)u(z)dz Yu € L2(Q)

Hs)f € L*(0,T; L*(9))

3.3 Existéncia de Solucao Fraca Global

Teorema 12 Sejap > 2, A >0e0 < T < +o0. Se as hipsteses HI-H5 forem satisfeitas,

entao existe uma solucao fraca u da equacao, tal que:
i) we [L2(0,T: HY(©)) N C(0,T); L)
i) ug € L*(0,T; H1(Q))
iii) u(0) = o

iv) i(u, h) +a(l(u))/Vu.Vhdx+)\/ lulP~?uhdr = / fhdzx
dt Q Q Q
Para toda h € H}(QY) no sentido D'(0,T)

Demonstragao : Para demonstrar o teorema de solucao fraca vamos dividi-la em

trés partes, problema aproximado, estimativas a priori e prolongamento da solucao.
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(Problema Aproximado)
Considere {w;};en a base hilbertiana de Hj(€2).

Definimos entao o conjunto V,,, = [wq, wy, ..., w,,] como sendo o subespaco gerado por
Wy, Wy, ..., Wy,. O problema aproximado (PA), associado a (P) consiste em encontrar uma

solucao sob a forma:

m

U (t) =Y Ojm(t)wi(z) € Vi,

j=1
Assim, como u,, define uma solucao para nosso problema, definimos o seguinte pro-

blema aproximado (PA):

(U B) — a(l(tm)) (A, b) + )‘<|Um|p_2uma h) = (f,h)
(PA)

{um(0)} = {uom} em L*(Q),

Onde ug,, ¢ uma aproximagao de uo, ou seja, existe a;,, € R (j = 1,...,m) tal que:

m
Ugm = Z QjmWw; — ug, forte em L*(Q)
=1

Substituindo u,,(t) e h = w;(z), para ¢ = 1,...,m, em (PA), e usando o fato de que
{w;} em Hy(Q) temos:

(3 0,09 — (13 Byt (@) ) (A D0 Oty ). i)

(D 105wy (@) P20 (B (), wi()) = (fw3(a)

Jj=1

ou seja,

Ol (£) = Aja(l(tm)) (At i) = A([thn [Pt w3) + (f, 07)

Oim(0) =ajm (j=1,...,m)
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Colocando o problema em forma matricial temos
Y'=F(t,Y)
T
Y<O) = YE)? onde YE] = |: AO1m Q2m o oo Oy ]

Temos portanto um sistema matricial equivalente a um sistema de edo’s de 1* ordem.
(Estimativas a Priori)

Estimativa I:

Pelo Teorema de Caratheodory, sabemos que nosso problema tem uma solucao local
em algum intervalo [0,%,[,0 < ¢, < T. Assim, para mostrar que podemos estender essa

solucao para todo intervalo usaremos a Estimativa I calculada a seguir.

Tomemos h = u,, no problema aproximado PA, dessa maneira, temos:

(U tm) — (U (t) ) (A, U ) + )\(]um]p72um, Um) = (f, tm)

(3.1)
Agora,
d d
Lt = 1) = 0 t) - Gt 1) = 200 1),
logo
1d
(Ul Up) = 5%’%@’2 e pela primeira identidade de Green

/(—Au)vdw - / Vu.Vodr = /v@dF, tomando v = uy,, € como u,|r = 0 temos:
Q Q r ov
(— Ay, Upy) = /(—Aum)umdm = / Vi VU dz = |V, |* = ||t ||?

Q Q

Podemos escrever 3.1 como sendo:

5 = [uml* + all(m)) [ * + Aum[” = (f, wm) (3.2)
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Utilizando as desigualdades de Holder e Poincaré, podemos reescrever o membro do

lado direito da equacao 3.2 como

a=

[ Vtlde < Uy + 5 NonlBiy
Como a funcao a é limitada inferiormente, pode escrever a inequacao da forma

d _
Zlumliz@ + @ lunliy @) + 2Munl@) < Cllf lz2@)

Integrando em [0, ¢], obtém-se

t t t
[ —— / ety -2 / a2yt < et (2, 0) 320y +C / 1 122(0ydt < C

onde C é uma constante que nao depende de t e m.

Concluimos entao que

U € limitada em Ly (0,T; La(S2)), (3.3)
U, € limitada em Lo (0,T; Hy(S2)), (3.4)
U, € limitada em L,(0,T; L,(Q2)) (3.5)

Estimativa II:

Usando o sistema (P) como referéncia e seu respectivo problema aproximado (PA),

tem-se:

ul = a(l(tp)) At — Mt [P U + f € H () (3.6)

m

Observe que —a(l(uy,))Au,, define um elemento de H~'(Q), dado pela dualidade:

< — a(l(ty)) Ay, h1> = a(l(un)) /Q Vit Vhydz
Y hy € H2(Q)(3.7)

Usando o fato de que —a(l(uy,))Au,, € H (), ou seja, pertencem ao dual topolo-
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gico de H}(Q), isto é, sao formas lineares e continuas, concluimos que ambos o0s termos

sao limitados.

Portanto, temos que:

(ul)) é limitada em L*(0,T; H '()) (3.8)

m

(Passagem ao Limite)

Pelo corolario de Banach-Alouglu-Bourbaki, podemos extrair uma subsequéncia de

() que ainda denotaremos por (u,,) tais que:

Um = u  fraco estrela em L*=(0,T; L*(Q)) (3.9)
Uy — u  fraco em L*(0,T; Hy(Q)) (3.10)
(ul,) — v fraco em L*(0,T; H1(Q)) (3.11)
Consequentemente:
T T
/ (upn, ) dt —>/ (w, h)dt ¥ h e L0, T: I2() (3.12)
0 0
T T
/ (U, h))dt —>/ ((u,h)dt ¥ h € L*(0,T; Hy(S2)) (3.13)
0 0

Usando as convergéncias 3.9, 3.11 e o Lema de Compacidade de Aubin-Lions, obser-

vando que H}(Q) << L*(Q) — H (), segue:

(t) — u forte em L*(0,T; L*(Q))  para todo T > 0 (3.14)
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Uma vez que z — |z|P"?z é uma funcao continua, deduz-se
U, |P U, — |ulP~?u qtp em 2x]0, T

Observando que p/ = z% > 1 & o conjugado de p>1 conclui-se que

|un [P~2u,, € limitada em Ly (0,T; Ly(Q))

Além disso, podemos concluir que

[P~y = [uf" " em Ly (0,7 Ly (Q))

o que implica que

T T
/0 /Q|un|p_2unhdxdt—>/o /Q|u|p_2uhda7dt,VXELp(O,T;Lp(Q))

Precisamos mostrar agora, que:

a(l(wn)) /0 ' /Q Vit Vhdt —> a(l(u)) /0 ' /Q V. Vhit (3.15)

Para todo h € L?(Q)

E suficiente provarmos que:

a(l(up)) — a(l(u)) em L*(0,T),¥ T >0 (3.16)

Devido a continuidade de a basta mostrarmos que:

() — () forte em L*(0,T) (3.17)

De fato, pois:
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T T T
/ () — 1(w))|?dt = / (U, — u)|?dt < 05/ [t — ul?dt < €
0 0 0

Este ultimo resultado, decorre da convergéncia 3.14

3.3.1 Verificacao das Condicoes Iniciais

Do resultado de regularidade temos que:

u € C°0,T; L*(Q)) (3.18)

Dessa maneira, faz sentido calcularmos u(0). Seja 6 € C*(0,T;1R), com #(0) = 1 e
(T)=0

Da convergéncia 3.12 obtemos:

/OT(um,z)Gdt s /OT(u,z)th (3.19)

onde z € L*(Q)

Integrando por partes 3.19 podemos escrever:

(um(t), 2)0(t) — (um(0), 2)0(0) — /O (um, 2)0'dt — (u(t), 2)0(t) — (u(0),2)6(0) —
/T(u, 2)0'dt

Dessa maneira, temos:

—(um(0), 2) —/0 (U, 2)0'dt — —(u(0), 2) —/0 (u, 2)0'dt (3.20)

Usando a convergéncia 3.12 em 3.20 temos:
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(um(0), 2) — (u(0), 2)

Como ug,, converge forte para ug em L*(()), consequentemente fraco em L?(f2). Desta

maneira:
(tom, 2) — (o, 2)
Da unicidade do limite tem-se:

(u(0), 2) —> (ug,2) Vz € L*(Q2)

Portanto,

u(0) = ug (3.21)

3.3.2 Existéncia de Solugcao Forte Global

Se considerarmos os dados mais regulares obtemos a solucao mais regular dado pelo

teorema abaixo:

Teorema 13 Suponha-se que ug € Loo(Q)NH(Q) e fOT | fllo.dt < C, entao o problema

(P) admite uma solugdo forte u.

Demonstracgao :

Multiplicando a equacao do problema por Au e integrando em €, resulta em

/QutAud:B—/Qa(l(u))(Au)zdx+)\/Q|u|p_2uAudx:/QfAudx

Aplicando o teorema de Green no primeiro e tltimo termos, obtém-se
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/QVutVudx + /Qa(l(u))(Au)?d:c + Ap — 1)/

|ulP~?|Vu|*dr = —/ fAudx
Q Q

Apos isso, integramos em [0, T,

T T T
L / Vul2de + / / a(l(w))(Au)2dzdt + A(p — 1) / / 2|V 2dzdt
2 0 0 Q 0 Q

1 T
:—/ |Vu0|2dx—/ /fAudxdt
2 Ja o Ja

Pela desigualdade de Cauchy e o limite inferior de a, conclui-se que

T T
/ Vul2de + a- / / (Auw)2dzdt < O / (Vo |2der + / / Fddt)
Q 0 Q Q 0 Q

Utilizando a hipotese do teorema, prova-se que Au € L*(0,T; L*(2)). Assim, podemos

deduzir que

uy = a(l(u))Au — Mu[P?u+ f € L*(0,T; L*(Q2))

Portanto a solugao ¢ uma solucao forte, no sentido de wu;, Au € L?(0,T; L*(Q)).

3.4 Unicidade

Teorema 14 ( de Unicidade): Sejap > 2, A > 0e 0 < T < +o0. Se as hipdteses

Hi1-H5 forem satisfeitas, entao o problema tem, no mdrimo uma solucao.

Demonstracao :
Sejam wuy,us : [0, 7] — L?(2), fungoes vetoriais solugoes de (P), temos entdo:

d
_(uhh)—i—a(l(ul))/Vul.Vhd:U—i-/Mul\p2u1hdx:/fhdx
dt Q Q Q

%(uz,h)m(mg)) / Vs Vhiz / Mua P 2ushdz — / fhz
Q Q Q
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Subtraindo as duas equagoes anteriores e escolhendo ¢ = u; — uy € h = ¢, obtém-se

1d

510" + allw)lII” + AP *ur = Jusl" s, ur — up)

< Ja(l(uz)) — a(l(w)) / Vi Voda

No passo anterior usamos o fato que i((ul —ug), h) +a(l(uy)) / V(uy —uy)Vhdr =
Q

dt
(a(l(u2))—a(l(ul))>/QVu2Vhdx
Com efeito,pois:
(a(l(UQ))—a(l(ul))>/QVUQ.Vhdx:a(l(u2))/QVu2.Vhdx
—a(l(ul))/QVUQ.Vhdx:a(l(ug))/QVUQ.Vhdx

—a(l(uy)) /Q Vu,.Vhdx + %(ul, h) + a(l(uy)) /Q Vu,.Vhdx — %(ug, h)

—a(l(uz)) / Vuy.Vhdz.
Q
Segue portanto o resultado.

Usando o fato que (|ug [P~ 2u; — |ug[P~%ug, u; — ug) > 0, obtemos que

1d

5 10 + a()61? < fa(l(us)) = )] [ VuaVoda

Pelas propriedades de a e [, tem-se que

1d

5711 91° T a0l < All(uz) — W)l lluallllofl <

All(ug = ur)l[lugll[|ol] < Clug = wallluz|[| 4]
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Assim,
1d

2 - 2 2
IR + a6l < M@)o

com

M) =
Definindo o = |¢|?, obtemos que
da
— < M(t
o S M(t)a

Logo a(t) = 0 e portanto u; = us.

3.5 Decaimento Exponencial da Solucao

Nesta secao, estudaremos o comportamento da solucao quando ¢ — o0, neste
caso, mostraremos que a energia associada ao sistema decai exponencialmente. Para isso

usaremos a funcao de energia associada ao sistema como sendo

Teorema 15 Sejap > 2 e A > 0, considere f(x,t) =0, entdo a energia satisfaz

E(t) < E(0)e®!

onde © € uma constante positiva que apenas depende de a~ e ).

Demonstragao : Considerando o problema (P) e multiplicando-o por u e integrando

em (), obtemos
(u u) — a(l(u))(Au, u) + (JufP~?u,u) =0

Desta forma, teremos

1d

—— uzdx+/a(l(u))|Vu|2dx+/\/ |ulPdz =0

Assim,
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d
aE(t) + 2a(l(w))|Vul|? 4+ 2\||u||? < 0

Como Al|ul|P > 0, temos

d 2
3 E(t) + 2a(l(u))[Vul” < 0

Utilizando H2 e a desigualdade de Poincaré,

d
%E(t) < —2a” |Vul?

< —2a”C1|u* < —2Cya” E(t)

Logo,
E(t) < E(0)e®!

com O = —2Csa.

Segue portanto o resultado requerido.

Lema 10 Seja ¥ : (0,00) — R uma funcao nao negativa e limitada. Se existem duas

constantes a > 0 e 8 > 0 tais que

sup UP(s) < a[U(t) — W(t+1)],Vt >0

t<s<t+1

Entao existem constantes positivas C e v tais que
U(t) < Ce™ ™, Vt >0, quandof =0
U(t) <C(t+ 1)_%, vVt >0, quandof >0

Demonstracao 25 ver [29].

Teorema 16 Sejap > 2 e A > 0, considere f(x,t)#0, entio a energia satisfaz

E(t) < BE(0)e™®!

onde © € uma constante positiva que apenas depende de a~ e ().

Demonstracao 26 ver [17].



Capitulo 4

Analise Numérica

Neste capitulo vamos fazer um estudo do nosso problema de valor inicial com uma
abordagem numérica. Utilizaremos para isso dois métodos para discretizar nossa equacao
no espaco e no tempo, o método de elementos finitos (FEM) e o método de diferengas

finitas, respectivamente.

Primeiramente, vamos mostrar as definicoes basicas destes dois métodos, para maiores
informacoes ver [15], [22], [13] e [34]. Em seguida vamos utilizar a formula¢ao variaci-
onal para discretizar nossa equacao e obter, assim, uma forma pratica de simular nosso

problema.

4.1 Meétodo de Elementos Finitos

O método de elementos finitos (MEF) é uma técnica para construcao de solugoes apro-
ximadas para problemas de valor de fronteira. O método consiste em dividir o dominio
da solucao em um numero finito de subdominios, os elementos finitos, e usando concei-
tos de formulacao variacional construimos uma aproximacao da solugao nesta colecao de

subdominios.

Formalmente, um elemento finito consiste na seguinte tripla:

e Uma geometria K
e Um espaco de fungoes polinomiais P em K

e Um conjunto de n = dim(P) funcionais L;,i = 1,2,...,n definindo os graus de
liberdade
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4.1.1 Implementacao basica do método de elementos finitos

Considere o problema de valor de fronteira

— Uy + p()uy +1(x)u = f(z),2 € w; = (0,L)
u(0) =0 (4.1)
u(L) =0

Para aplicar o MEF neste problema em 1D, temos que seguir os seguintes passos.

Obtencao da forma fraca

A fim de aplicar o método proposto devemos primeiramente obter a forma fraca da

equacao 4.1, dada por

/ vxuxdx—i-?"/ vudx:/ vfdz (4.2)
1 z1 1

Aproximacao da solugao

O proximo passo é subdividir o dominio, neste caso o intervalo |0,1][, em N subinter-
valos nos quais sao chamados elementos finitos. Nestes subintervalos definem-se funcoes
aproximadoras ou interpolantes, comumente escolhem-se funcoes polinomiais pois se con-

segue uma boa aproximacao para a grande maioria dos problemas.

Fazendo uso da funcao interpoladora ¢, aproximamos u por uma funcao u dada por

u(x) = ¢;(x)u(x). Escolhendo v como sendo ¢ obtermos

[ ([ e fores

Podendo reduzir para a seguinte equacao (K +rM)u = F.

Para problemas de dimensao 2, por exemplo, as subdivisoes se dao por meio de uma
certa geometria, sendo as mais comuns as escolhas por malhas triangulares ou utilizando

tetraedros pois estas se adaptam bem ao contorno dos dominios.

A escolha tanto da malha quanto das funcgoes interpoladoras sao de grande importancia

pois malhas muito finas com muitos nos apresentam grande precisao mas geram maiores
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custos computacionais.

Modelo do método

A ultima etapa consiste em calcular a solu¢ao aproximada do seu problema. Apos
a etapa anterior nosso objetivo é calcular a solugcdo aproximada u resolvendo o sistema
(K +rM)u=F.

4.1.2 Exemplo de aplicacao do método de elementos finitos

Considere a equacao do calor em duas dimensoes

ur = aAu, (z,y,t) € Q x [0,T]
U(i[),y,()) =0, (xay) €
uw(0,y,t) =u(l,y,t) = u(x,0,t) = 100, u(x, 1,t) = 500, t € [0, T](4.4)

onde Q= {(z,y) eR*:0<z<1,0<y <1}

Em seguida tomamos uma fungao teste (polinomio interpolador) ¢ e multiplicamos

4.4 por ela,integrando em sequéncia

/Qut¢jdx:/QOzVuV¢jdx (4.4)

Tomando u = ¢;(z)u(t) obtemos

Q Q
ou numa forma reduzida, M@ = Au. Discretizando também no tempo temos (M +
AtA)I™ = Mu™=Y. Esta discretizacdo temporal serd abordada na proxima sessio.

Para resolver numericamente esta equagao foi utilizada uma malha triangular nao

uniforme com espagamento de 0.1 e com At = 0.01. A figura 4.1 ilustra a malha utilizada.
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Figura 4.1: Malha

As figuras seguintes mostram o resultado obtido para alguns tempos. O estado esta-

cionario foi obtido no passo 277.

450

400

i 350

Figura 4.2: t=0
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Figura 4.3: t=0.03

Figura 4.4: t=0.12
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Figura 4.5: Solucao nos tempos t—0.2,0.3,0.4,0.5 com o termo de difusao

4.2 Meétodo de Diferencas Finitas

O método de diferengas finitas consiste em particionar o dominio da funcao incégnita
criando um dominio discreto e substituir as derivadas existentes no problema por apro-
ximacoes de diferencas. Essas aproximacoes sao determinadas pela expansao de Taylor.
Assim, chega-se as equacoes discretizadas que sao utilizadas em para encontrar solucoes

numéricas.

Para isso, é feita a subdivisao do dominio em x e t utilizando um espacamento Az e

At.

Vamos procurar as aproximagoes da solugao u(x,t) sobre os pontos da malha, onde

denotaremos por U},

Ui =~ u(xj,t,)

Agora vamos discretizar as derivadas aproximando as derivadas parciais pela diferenca

de U}' com seus pontos vizinhos. Para isso é utilizado a expansao de Taylor em torno de

(CC]'J tn)'

Teorema 17 Seja v uma fungdo derivdvel, até a ordem (k+1) em x, entdo para cada

(xj,t,), existe wum nimero 1 entre x; e xj41 tal que
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akv A:Uk ak+lv A$k+1

ov
v(@jr1,tn) = v(@), 1) + oz (@, t) Az + .. e k<mj7tn)T+W(n7tn)m

onde o tdltimo termo representa o erro da aproximacao da expansao pelo polindmio de

Taylor de ordem k e Az = x4, — z;

Demonstragao : Ver [34]

Assim, tomando u e expandindo até a ordem 2 em x, temos

ou 0%u Ax?
U(xj+1,tn> :u<xj7tn)+%(xja )AZE+ a 2(7717 )T
isolando a derivada, obtemos
ou w(zjpr, tn) — ulxg,t,) 0% Ax

8_x(xj’tn) - Ax 022 (Th’tn)7

Esta expressao é denominada diferenca avancada na variavel x. Assim usando as

aproximacoes, obtemos

Ou = Uj
R e

Analogamente podemos refazer para a variavel t. Tomando u e expandindo até a

ordem 2 em t, temos

ou 0*u At?
w(@j, ty) = w(xj, ty) + = T — (@), ty) At + — BTE —(zj,m2) — 5

isolando a derivada, obtemos

ou u(x;, tyr1) —ulx;, t, 0%u At
o (x],t ): ( J +1)At ( J ) . T (xj7n2)7

Esta expressao é denominada diferenca avangada na varidvel t. Assim usando as

aproximacoes, obtemos
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4.3 Solucao semidiscreta

Nesta secao iremos discretizar o problema no espago. Para isso, tomemos (; uma
funcao teste onde assumimos que ela se anula na fronteira do dominio e é integravel por

partes. Assim multiplicamos nossa equacgao pela funcao teste, obtendo

/Qutcjdx—l—a(l(u)/QVutVdex—l—/QMp2u§jd:c:/ﬂfg“jd:c

Aqui, assumimos que a funcao teste sera definida pela funcao de interpolacao dada

por:

(ZL‘ — 1’1_1)/(1‘2 — ZL‘Z‘_l), x € [[Ei_l, {L‘Z]
G(®) = § (zip1 — )/ (zip1 — ), @ € [25,Ti14] (4.4)

0, caso contrario

A figura 4.6 representa a interpolacao ¢ dada acima

50 X1 L1 i i1 X
° b 3 ° °

Figura 4.6: Funcao de interpolagao

Podemos também formular o problema semidiscreto tendo como objetivo encontrar

os coeficientes &;(t) com

u(z,t) = u(x,t) = Zfz(t)@(x)

tal que
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{ Doimt Jo GGda&i + 37 a(L(320, §66)) Jo VGV Gdaés + [ 9(6)¢da = [, fGdx
5@(0) = 5? = Uo

onde g(z,t) = |u[P"?u. Podemos reescrever o problema acima na forma matricial

como

{ Mei+ a6+ O(w) = Fo)

onde M = [, ¢Cdx, A =a(l(3], &(¢dx)) [, VCVede,C = [, g(&)Cde, F = [, f¢dx

Assim reduzimos nosso problema em uma equacao diferencial ordinaria de primeira

ordem.

4.4 Solucao totalmente discreta

Para finalizar o estudo teérico do problema, discretizamos o mesmo no tempo utili-
zando diferencas finitas. A discretizacao temporal sera feita utilizando o método de Euler
regressivo. Desta maneira, aproximamos a derivada temporal em cada instante de tempo

t, pela diferenca finita

U(SL’, thrl) — U(Q?, tn)

u'(z,t,) = A7

Considere U,, a aproximacao de u(z,t,), entdo o problema totalmente discreto sera

calcular U,, de tal forma que se anule na fronteira de € e satisfaca

p—2 _
/Q(Un)tgdx+a(l(u)/QVUnV§d:1:+/Q]Un\ Uncdas—/ﬂfcdm

Definindo novamente a base ¢ e utilizando U(x,t) = >, &()G(x), podemos escrever

em forma matricial

{ (M + AtA(6 1)) = ALF(1,) = MO(601) + M
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4.5 Construcao das Matrizes da Discretizacao

Nas sessoes anteriores vimos como discretizar nosso problema afim de que pudessemos
chegar numa forma matricial que facilita a implementacao computacional. Nesta secao

vamos discutir um pouco mais sobre as matrizes geradas.

4.5.1 Matriz de Massa

Vamos definir a forma da matriz de massa, deste jeito vamos calcular as entradas M;;

da matriz, lembrando que ela envolve o produto das funcoes testes, ou seja, M = fﬂ (Cdzx.

Como a interpolacao ¢ um polindémio de primeiro grau, podemos usar a formula de
Simpson para calcular a integral de M;;. Como as funcoes interpoladoras nao apresentam
entradas para |i — j| > 1 podemos calcular apenas as entradas M;;, M;,1; e M;; 1. Todas

as outras entradas sao nulas. desta forma a matriz de massa M ¢ tridiagonal.

Calculando as entradas M;; usando a férmula de Simpson, temos

Tit1
M;; = /Cda:—/ Cdx+/ CCdr =

0+4(3) 1+4(3)%+0 hi  his

l 1
6 i+ 6 i+1 3 3

onde hz =X — Tj—-1-

Em seguida calculamos as entradas M, 1;

Ti41
Mi+1i = /Ci(¢+1d$ Z/ Q‘Cz‘+1d$ =
I xT;

1x0+4(3)?+0x1 his1

i+1 —

[@xNINTE

.. hs
Similarmente encontramos que M1 = = !

Portanto a matriz de massa toma forma
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hoooh
5 5 0 0
hi hy y he ha
6 3+3 6
h h h h
0 ha  hy 4 hs by
M = 6 3 3 6
0
hn—l hn—l h @
6 3 +3 6
0 0 % %

A matriz global M pode ser escrita como a soma de n matrizes mais simples

ha  ha
3 6
M = + oy =M'+M*+---+M"
hy
36
hn  hy
G 3

Desta forma podemos observar que cada matriz M’ é da forma
1 2 1

MT =
1 9

4.5.2 Matriz de Forcga

Agora vamos definir a matriz de for¢a F. Note que por ser definida por F' = fQ fldx ela
depende da funcao f o que nos impede de ter um célculo exato. Mesmo assim, podemos

aproximar F' usando quadratura. Por exemplo, usando a regra do trapezoidal, nos temos

F= [ soar | fado+ [ e fGs
~ (f(@ic)G(zimr) + f(2)G(@a) hi/2 + (f(@ig1) G (Tigr) + f(23)G(20)) higa /2 =

(04 f(wi)hi/2 4 (f(zi) + 0)hit1/2 = f(xi)(hi + hit1)/2

O vetor forgca aproximada toma forma
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f(zo)(h1)/2
f(z1)(hy + ha)/2
f(x2)(ha + h3)/2

f(@n-1)(hn-1 + hn)/2
f(@n)(hy) /2

4.5.3 Matriz de Rigidez

Vamos definir a matriz de rigidez A, lembrando que ela foi definida por A = «a fQ V({V{dzx.
Como nos ftens anteriores nao precisamos calcular todas as entradas da matriz de rigidez
pois ela é tridiagonal e simétrica, assim, valos calcular as entras A; e A;1. Para isso
usaremos a quadratura do ponto médio para aproximar A. Definimos entdo a; como o

valor de a no ponto médio do intervalo. Quando i=j temos

X4 Ti41
Ay = / alldx = / al*dw + / aldx
I Ti_1 T;

1 (—1)? a; | iyl
iTzhi taipi—5—hip1 = —+ 57—
! h i P2 b i

Do mesmo modo fazemos para quando j =i + 1

Tit1
o ! ! . / !
Ajiy1 = /a i1Gdr = / aG; 1 Gdz
I T
—1 1 A;4+1
ai+1h_h_hi+1 ==
i+1 i1

hz’—i—l

A matriz de rigidez fica da seguinte forma

ai M
T T 0 0
& a1y G2 a2
hi  h ha ha
a2 az a _ as
A= 0 ho ho ™ hs hs
' 0
_ Gn-1 n—1 an _ Aan
hn_l hn—l + h'n, hn
ay an
0 0 “he

A matriz de rigidez global A pode ser escrita como a soma de n matrizes mais simples
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= A+ A%+

s
I
|2
+
&S
|
—_
—_
_|_
_|_
?l@
IS S

-4+ A"

Desta forma podemos observar que cada matriz A’ é da forma



Capitulo 5

Resultados Computacionais

Para exemplificar a teoria exposta foram feitas as simulacoes para o problema apre-
sentado considerando alguns casos.As simulacoes foram feitas usando o MATLAB por
causa da sua vasta variedade de recursos internos da linguagem que facilita a obtencgao e
a analise de resultados preliminares. Como mostrado no capitulo anterior, na analise nu-
mérica dos exemplos feitos foi aplicado o método de elementos finitos na varidvel espacial

e diferencas finitas avangadas na variavel temporal.

Primeiramente consideramos como condi¢ao inicial u(z,0) = sen(mz) e a fungao
flz,t) = (sen(mx)e "3 Os termos nio lineares sao dados por l(u) = [udz, , p =
3 e A = 2. Discretizamos a variavel temporal e espacial por At = 0.01, Az = 0.01,

respectivamente, utilizando o polindmio interpolante mostrado anteriormente em 4.3.

Na figura 5.1 é apresentada a evolugao da solugao no tempo.

u(x,t)

R
SO
R

W

A
L)
AR

Figura 5.1: Evolugao da solugao aproximada no tempo
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Em seguida utilizamos o mesmo exemplo s6 que para dois casos diferentes, primeira-
mente foi realizada a simulacao para o caso em que nao existe o termo de reacao-difusao,
ou seja, a(l(u)) = 1. Em seguida foi considerado o termo de reagao-difusdo usando

a(l(u)) = el wd=,

Nas figuras 5.2 e 5.3 apresentemos a curva da solugao para tempos especificos. Observa-
se que com o termo de reagao-difusao a solugao decai mais rapido, o que condiz com o

fato dela estar associada a velocidade de propagagao no dominio.

1=0.2
Gt e t=0.3

0121 / % t=0.4
% =0.5
0.1 / " 1

'
0.08 / N\ |
= / b
> '
" / L
0.06 [ / i
/ LY
/ == -
0.04 F / A\ .
'l -~ et N\
2 e Y
0.021 [/ - e N
A // ‘.\ \.\
/ GEEPIEEEE S \
e — T N
o == : . s s s ] ; ——
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X
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0.08F 7 N\ 1

= / N

X / \

5 ¥ X

0.06 F / \ E
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.-"r. \'-.
ooat / Cop————— %
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0.02 1 ,,"J _,-"/ \‘W-._‘ ‘.\ 4
/L e ———— e T — — )

Figura 5.3: Solucao com o termo de difusao
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A figura 5.4 representa a andlise da energia associada da soluc¢ao para t — oo. Como

era de se esperar, com base nos resultados tedricos, a solucao de fato decai exponencial-
mente no tempo.

0.3 I
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0.25 II
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|
Il
021 \
— .II\
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w 215 \
\
\__.\
011 .8
™
\\
4
2 \
0.05 \\‘-».
01
o 1 1 T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Figura 5.4: Decaimento da energia associada ao problema

No segundo exemplo consideramos como condicao inicial u(x,0) = sen(mwz) e a fung¢ao

Lr2sin(rx)e ™ Y2 4+ sin(sin(rx)e™ ¥/?). Os termos nio lineares sio dados por I(u)

fudm, , p = 7e X =>5. Discretizamos a variavel temporal e espacial por At = 0.01, Az =
0.01, respectivamente.

Porém, diferente do primeiro exemplo, usamos como funcao interpoladora um polino-
mio ciibico por partes dada a seguir

(
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TE - Se T € |Tiv, Tival;

0 sex & [xi—92, Tital;

\

(5.0)
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Na figura 5.5 é apresentada a evolugao da solugao no tempo.

u(x.t)

Figura 5.5: Evolucao da solugao aproximada no tempo

Em 5.6 apresentamos um recorte da solucao para certos tempos especificados.

0.14 . . . . . . ; . .
t=0.2
t=0.3

012 == 1=0.4 3
i i t=0.5
S
il \ |
_0o8F / ! 1
= LY
0.06 i X -
/ %
\
/ — X
0.04 / % -
ef e A
J (..i"". Ty b
nozk f :
4 ./"J i B
0 V’:T———.———._ S R — —.———T:‘\\\.
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Figura 5.6: Solucao aproximada para t=0.2,t=0.3,t=0.4 e t=0.5
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A fim de fazer uma comparacao da convergéncia da solucao entre as funcoes interpo-
lantes lineares e cibicas, foi feita a simulacao com os mesmos parametros do exemplo 2

para uma funcao linear.

Na figura 5.7 apresentamos a solu¢ao para o polinémio linear(Ul) e para o polinomio

cibico(U2) para o tempo t=0.2 e na figura 5.8 para o tempo t=0.5

0.5 T T T T T T T .

U
0.45 uz|

04r1 g

035 i 2
03 "4 \

4
g: 0.25 \

. y )
015} #: X

0.05 / | T & \\_ 1

Figura 5.7: Solucoes para t=0.2
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Figura 5.8: Solucoes para t=0.5



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi feito o estudo para a existéncia e a unicidade das solugoes para a
equagao de reagao-difusao (P). Além disso foi mostrado o comportamento da solugao con-
siderando o decaimento exponencial, ou seja, que a solucao decai a uma taxa exponencial

com o tempo.

As simulagoes apresentaram resultados numéricos condizentes com a teoria proposta.
As simulagoes com e sem o termo de reacao-difusao mostraram que o termo realmente
aumenta a velocidade de propagagao da solucao. Os resultados obtidos pelo decaimento
seguiu o esperado mostrando de fato que a solucao decai exponencialmente quando o
tempo tende para o infinito. Por fim mostramos que ao utilizar polinéomios interpoladores
de maior grau que por sua vez se ajustam melhor a sua discretizagao obtemos melhores

resultados para a solucao.



Capitulo 7

Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros podemos estender diversas propriedades relacionadas com o
problema (P), por exemplo dependéncia continua dos dados iniciais de posse que 0 mesmo
seja bem posto, pode-se ainda generaliza-lo com relacdo a solvabilidade (existéncia e
unicidade das solugoes fraca e forte) considerando o operador nao linear p-laplaciano,
laplaciano de p(x). Podemos também fazer a andlise do erro numérico das simulagoes,

além de um estudo da convergéncia e estabilidade do método usado.

Vale ressaltar que existe poucos resultados na literatura relacionado com o problema
(P) considerando os operadores mencionados anteriormente. Além disso pode-se ainda
estudar a andlise numérica do problema em questao e suas simulacoes usando métodos

adequados, por exemplo, o método de Rothe.
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