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Resumo

O método Analytic Hierarchy Process (AHP) vem sendo amplamente testado e im-
plementado em inúmeras problemáticas de decisão que requerem, por meio de avaliações
de múltiplos critérios, a priorização de soluções potenciais. Conquanto, apesar de seus
aspectos positivos e de sua vasta aplicabilidade, o método AHP tem sido objeto de fre-
quentes críticas na literatura, o que justi�ca o surgimento de extensivos estudos e novos
re�namentos para o método. Propõe-se, então, neste trabalho, analisar o procedimento
de síntese global dos resultados do método AHP, que originalmente é feito por uma agre-
gação aditiva, segundo um modelo baseado em Sistemas de Equações Lineares. Com esta
análise, tornou-se possível maiores interpretações geométricas/matemáticas desta etapa
de agregação �nal de resultados do AHP. Por meio de uma metodologia qualitativa, de
caráter exploratório e explicativo, procedeu-se com o formalismo teórico pretendido, que
foi veri�cado e validado utilizando-se estudos de múltiplos casos. Estes estudos foram,
em sua maioria, artigos cientí�cos que versavam sobre aplicações do AHP tradicional.
Constatou-se, mediante veri�cações computacionais, que o método AHP não é arbitrário
na entrega de soluções, isto é, o método AHP entregará soluções especí�cas conforme o
número de critérios/alternativas do modelo. Por outro lado, com a análise de sensibilidade
destas soluções retornadas pelo AHP, revelou-se que as perturbações nos elementos do ve-
tor de prioridades dos critérios não foram modi�cadas com o modelo baseado em Sistemas
de Equações Lineares e ainda, que não foram constatadas, a princípio, correlações entre
estas perturbações e o número de condicionamento, embora não seja plausível a�rmar
que estas correlações inexistam. Por �m, analisou-se brevemente a dependência linear
entre vetores-coluna e vetores-linha da matriz de preferências locais das alternativas em
relação aos critérios e mostrou-se algumas implicações do procedimento de fatoração dos
vetores-coluna redundantes desta matriz de preferências, o que indicou uma necessidade
de maiores estudos deste procedimento.



Abstract

The Analytic Hierarchy Process (AHP) method has been extensively tested and imple-
mented on numerous decision problems that require, through multi-criteria assessments,
the prioritization of potential solutions. Although, despite its positive aspects and its
wide applicability, the AHP method has been frequently criticized in the literature, which
justi�es the emergence of extensive studies and further re�nements to the method. In this
research, it is proposed to analyze the overall synthesis procedure of the results of the
AHP method, which is originally made by an additive aggregation, according to a model
based on Systems of Linear Equations. With this analysis, greater geometric / mathema-
tical interpretations of this stage of the �nal aggregation of AHP results became possible.
Through a qualitative methodology, exploratory and explanatory type, proceeded with
the intended theoretical formalism, which was veri�ed and validated using multiple case
studies. These studies were mostly scienti�c articles about traditional AHP applications.
It was found out, by computational checks, that the AHP method is not arbitrary in
giving solutions, i.e. the AHP method will give speci�c solutions according to the number
of criteria / alternatives of the model. On the other hand, with the sensitivity analysis
of these solutions returned by the AHP, it was revealed that the perturbations in the
elements of criteria priority vector were not modi�ed with the model based on Systems
of Linear Equations and, also, that were not found, at �rst, correlations between these
perturbations and the conditioning number, although it is not plausible to say that these
correlations do not exist. Finally, the linear dependence between column and line vectors
of the local preferences matrix of alternatives over criteria was brie�y analyzed and some
implications of the redundant column vectors factorization procedure of this preference
matrix were shown, indicated a need for further studies of this procedure.
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Capítulo 1

Introdução

Decisões permeiam todas as atividades humanas, seja em nível pessoal ou em nível

organizacional, e muitas dessas decisões são tomadas de maneira informal ou intuitiva.

No entanto, ao longo dos tempos, a necessidade de melhores decisões levou à busca de

abordagens estruturadas que conduzissem a um processo decisório mais satisfatório, ba-

seado em tudo que o decisor sabe, julga e sente, satisfazendo suas preferências de forma

e�caz e lógica [94].

Por conseguinte, na década de 70 surgiram os métodos de Apoio Multicritério à Deci-

são (AMD), que se �rmou como área da Pesquisa Operacional, com o intuito de enfrentar

situações especí�cas em que um decisor, de forma sistemática, deveria resolver um pro-

blema de decisão, composto por fatores tangíveis e/ou intangíveis, em que várias eram

as restrições (ou, critérios) a serem satisfeitas de forma simultânea [19, 58]. Dentre as

várias metodologias para problemas de AMD que existem, o Analytic Hierarchy Process

(AHP) deve ser destacado por sua ampla utilização em problemáticas de decisão com-

plexas. Essencialmente, o AHP fornece um procedimento compreensivo e racional para

modelar problemáticas de decisão multicritério numa hierarquia linear descendente, quan-

ti�car seus elementos tangíveis e/ou intangíveis, relacionar estes elementos com as metas

globais e avaliar ou priorizar soluções alternativas. Em termos práticos, o AHP quebra

um problema em subproblemas e, posteriormente, agrega as soluções dos subproblemas -

obtidas por um processo de priorização, após a realização dos julgamentos humanos - em

uma solução geral, ou seja, o método AHP parte do problema geral para um problema

mais particular e concreto [131, 119, 125, 128].

Aplicações do AHP podem ser encontradas em diferentes campos, sejam em situações,

por exemplo, de priorizações de ações/alternativas, avaliação de custos e benefícios, alo-

cação de recursos, medidas de desempenho, decisões estratégicas, resolução de con�itos,



1.1 Justi�cativa 9

decisões e previsões políticas ou sociais ou priorização de projetos [41, 108, 160]. Estas

aplicações são comumente executadas com a utilização do AHP, devido sua versatilidade,

combinado com outras metodologias, o que maximiza a robustez dos resultados pretendi-

dos. Entretanto, em paralelo com a popularidade crescente do método AHP, encontram-se

suas críticas, em diversas perspectivas [47, 57, 132].

Quanto as críticas mais difundidas e debatidas na literatura, destacam-se aquelas des-

tinadas ao procedimento de síntese global das prioridades locais do método AHP, que é

realizado mediante uma agregação aditiva destas prioridades e que determina as priorida-

des globais das alternativas. Estas críticas, em geral, estão relacionadas à: (1) dependência

do processo de agregação com a escolha da técnica de normalização das prioridades locais

das alternativas; (2) quebra da condição de reciprocidade de julgamentos; (3) distorções

inesperadas dos julgamentos locais quando as prioridades globais das alternativas são de-

duzidas; (4) ocorrência de inversões no ranking de prioridades globais das alternativas

com a inclusão/remoção de alternativas e/ou critérios no modelo (a este fenômeno, dá-se

o nome de rank reversals) [77]. Neste contexto, com o intuito de evitar o rank reversals,

que é um fenômeno comum também à outros método de AMD, sugestões de modi�cações

nesta etapa de síntese das prioridades locais do AHP foram propostas [17, 85, 110, 139].

Historicamente, tais modi�cações sugeridas destinaram-se, essencialmente, ao pro-

cesso de normalização envolvido na agregação aditiva das prioridades locais, quando este

processo é dado como a causa do problema, e à própria agregação aditiva dos resultados,

quando esta é dada como a causa de todos os problemas, devendo ser substituída por uma

agregação multiplicativa. No entanto, nenhuma destas modi�cações sugeridas ao método

AHP, a princípio, analisou a etapa de agregação aditiva das prioridades locais em termos

de um Sistema de Equações Lineares. E, analisar esta etapa por este outro ponto de vista,

torna possível inéditos desdobramentos, no âmbito matemático, e maiores entendimentos

das pendências existentes na literatura associadas ao procedimento de síntese das prio-

ridades locais do AHP. Isto porque existe um vasto conhecimento da Álgebra Linear já

deduzido, no que tange à Sistemas de Equações Lineares, que pode ser extrapolado ao

método AHP quando este último é reformulado nestes termos [8, 48, 54, 83, 152].

1.1 Justi�cativa

Os motivos que justi�cam a presente pesquisa podem ser subdivididos sob alguns

pontos de vista. Tomando como ponto de partida a escolha do método AHP, três aspectos



1.1 Justi�cativa 10

fundamentais devem ser considerados: relevância do AHP no cenário mundial, já que é

um dos métodos de decisão multicritério mais utilizados historicamente; disponibilidade

da formulação matemática do AHP na literatura, o que traduz uma maior compreensão

de seu funcionamento; críticas frequentes, oriundas da comunidade cientí�ca, em diversos

aspectos do método AHP.

No campo cientí�co, em contrapartida, vislumbra-se a importância da presente pro-

posta, primeiramente, pela ausência de trabalhos semelhantes no que tange à reformulação

da síntese das prioridades locais do método AHP em termos de Sistemas de Equações Li-

neares. Agora, em relação ao tipo de análise realizada nesta dissertação, a justi�cativa

deve ser orientada à dois estudos principais realizados: (1) estudo de unicidade/existência

da solução retornada pelo AHP; (2)estudo da estabilidade da solução retornada pelo AHP.

Em relação ao estudo de unicidade/existência da solução realizado nesta disserta-

ção, isto é relevante porque o procedimento de agregação aditiva das prioridades locais,

utilizado tradicionalmente no AHP, não garante matematicamente que a solução entre-

gue com o AHP não seja arbitrária, já que o processo de agregação de forma aditiva

ignora outras possíveis soluções matemáticas do problema. Logo, este estudo de uni-

cidade/existência, sobretudo, permite demonstrar qual solução o AHP retorna e, por

conseguinte, aceitar/rejeitar a hipótese desta solução retornada ser arbitrária, uma vez

que, se esta hipótese for aceita, a utilização do método AHP em problemas reais perde

todo o sentido.

Por outro lado, o estudo da estabilidade da solução retornada pelo AHP é relevante,

principalmente, porque esta solução retornada pode ser sensível à pequenas perturbações,

que podem estar associadas às incertezas na etapa de comparações entre pares de ele-

mentos, uma vez que pode envolver variáveis subjetivas. Contudo, esta análise já existe

para a síntese global dos resultados do AHP, mas não em termos de Sistemas de Equa-

ções Lineares. E, note que o estudo da estabilidade de Sistemas de Equações Lineares é

um problema bem conhecido da matemática, com diversos conteúdos construídos e que

podem ser estendidos ao AHP. Efetuar esta análise com Sistemas de Equações Lineares,

portanto, pode destacar possíveis in�uências das incertezas na etapa de comparações en-

tre pares de elementos, de um modo não observado, e, ainda, mostrar novas evidências

quanto à con�abilidade da solução do AHP.
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1.2 Objetivo geral

Esta dissertação busca analisar a síntese de resultados globais do método AHP, que

tradicionalmente utiliza o processo de agregação aditiva das prioridades locais, baseado

em Sistemas de Equações Lineares, possibilitando, assim, interpretações geométricas e/ou

matemáticas de alguns aspectos da metodologia AHP e, não menos importante, maiores

contribuições para as discussões atuais.

1.3 Objetivos especí�cos

Os objetivos especí�cos desta dissertação são:

• apresentar um revisão bibliográ�ca sobre os métodos de AMD, principalmente, o

método AHP, onde, este último, por ser o foco desta pesquisa, será amplamente

enfatizado;

• reformular, sem perda de generalidade, o processo de agregação aditiva das priori-

dades locais em termos de um Sistema de Equações Lineares;

• procurar compreender, com a formulação em termos de Sistemas de Equações Line-

ares, quais são as soluções retornadas pelo método AHP;

• analisar, com a formulação em termos de Sistemas de Equações Lineares, a estabi-

lidade das soluções retornadas pelo método AHP;

• examinar, por meio de fundamentos de Álgebra Linear e simulações computacionais,

quais são os impactos da existência de idênticos vetores de prioridades locais das

alternativas em relação aos critérios e de sua respectiva fatoração para com o método

AHP.

1.4 Procedimento metodológico

Esta dissertação delimita-se a analisar os fundamentos matemáticos unicamente do

método AHP tradicional, proposto por Saaty, embora sejam descritos outros formalismos

ou modi�cações do AHP tradicional, isto é, todos os procedimentos algébricos, análises e

interpretações serão realizados pontualmente no procedimento de síntese global ou agre-

gação aditiva das prioridades locais do método AHP. E, levando-se em consideração esta



1.4 Procedimento metodológico 12

problemática, os procedimentos técnicos da pesquisa serão descritos com base em três

tipologias principais, segundo os autores [113], que são elas: pesquisa quanto aos objeti-

vos, que contempla a pesquisa exploratória, descritiva e explicativa; pesquisa quanto aos

procedimentos, que aborda o estudo de caso, o levantamento, a pesquisa bibliográ�ca,

documental, participante e experimental; e a pesquisa quanto à abordagem do problema,

que compreende a pesquisa qualitativa e quantitativa.

Em relação, inicialmente, aos objetivos, a presente pesquisa pode ser classi�cada como

exploratória e explicativa. Exploratória, por objetivar, a partir de um aprofundamento

nos conceitos preliminares sobre o objeto de estudo, tornar o problema estudado menos

complexo, reunir mais conhecimento e construir questões importantes para a condução da

pesquisa. E, explicativa pelo fato desta pesquisa ampliar generalizações e de�nir modelos

teóricos, na tentativa de conectar as ideias e fatores identi�cados para compreender o

porquê de determinados fenômenos [49, 113].

Os procedimentos na pesquisa cientí�ca referem-se à maneira pela qual se conduz o

estudo e, portanto, se obtém os dados [113]. Neste caso, esta dissertação está classi�cada

como: estudo de múltiplos casos, pela necessidade de veri�cação e validação da proposta

deste trabalho em contextos reais e claramente de�nidos; pesquisa bibliográ�ca, pela

necessidade, por exemplo, da compreensão das fundamentações do método à ser estudado

e de dados quantitativos para os testes comparativos [49, 113]. Agora, cabe dizer que

a pesquisa bibliográ�ca foi elaborada a partir de livros, periódicos indexados e artigos

cientí�cos que tratavam, principalmente, do método AHP e de Álgebra Linear e, como

mencionado, o intuito desta pesquisa transcendeu a ideia da compreensão teórica do tema,

visto que havia uma necessidade de obtenção de dados, oriundos de aplicações reais do

método AHP, para a realização dos testes computacionais.

Estes dados, que seriam a matriz de prioridades das alternativas em relação aos cri-

térios e o vetor de prioridades dos critérios em relação aos objetivos, foram agrupados

de acordo com o número de alternativas e critérios dos problemas de decisão: número de

critérios maior que o número de alternativas (C > A); número de alternativas igual ao

número de critérios (C = A); número de critérios menor que o número de alternativas

(C < A). Isto, além de organizar e sumarizar os dados gerados a partir da pesquisa bibli-

ográ�ca, será útil no desenvolvimento algébrico da formulação em termos de Sistemas de

Equações Lineares e nos testes computacionais. Deve-se dizer, ainda, que não houve uma

abundância de dados, visto que não é raro, na literatura, autores disponibilizarem dados

parciais ou, ainda, somente os resultados �nais.
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Por outro lado, os códigos computacionais, utilizados pela necessidade de veri�ca-

ção e validação da proposta deste trabalho, foram desenvolvidos mediante o software

MATLAB R©. Maiores detalhes dos procedimentos computacionais utilizados estarão dis-

ponibilizados nos Apêndices A, B e C. E, para �nalizar, quanto a abordagem do problema,

classi�ca-se como qualitativa. Isso se dá pela ausência de técnicas e instrumentos esta-

tísticos como base de análise do tema e, por outro lado, pela presente análise ser, de

fato, mais profunda em relação ao fenômeno estudado, com o foco na interpretação ou

desenvolvimento de ideias ou hipóteses [49, 113].

1.5 Estruturação da dissertação

O Capítulo 1, portanto, expôs uma breve contextualização e descrição do problema

estudado, descrevendo, em seguida, a justi�cativa, os objetivos, a metodologia e a deli-

mitação da pesquisa. Neste sentido, o restante do trabalho está estruturado da seguinte

forma: no Capítulo 2 será apresentado uma revisão bibliográ�ca sobre os métodos de

AMD, versando suas principais abordagens, problemáticas e evolução ao longo dos anos,

e, ainda, exibindo alguns dos principais aspectos e fundamentos do método AHP. Pos-

teriormente, no Capítulo 3 será desenvolvido, por meio da aplicação de alguns conceitos

de Álgebra Linear, a proposta desta pesquisa. Já no Capítulo 4, serão apresentados os

resultados atingidos, mediante simulações computacionais, e a análise dos mesmos. Por

último, no Capítulo 5 são encontradas as conclusões do presente trabalho, bem como

algumas recomendações para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Revisão da literatura

Este capítulo, pode ser dividido em duas principais seções, no qual apresentará uma

breve revisão bibliográ�ca sobre: (i) o Apoio Multicritério à Decisão, contextualizando

suas principais abordagens, problemáticas e evolução temporal; (ii) o método AHP, onde

será apresentado alguns de seus aspectos constitutivos, fundamentos matemáticos que o

sustentam e os principais avanços e propostas de melhoria para o método, oriundos de

suas respectivas críticas, ao longo dos anos.

2.1 Apoio Multicritério à Decisão (AMD)

Os primeiros métodos de Apoio Multicritério à Decisão (AMD) ou, simplesmente, mé-

todos de decisão multicritério, começaram a surgir na década de 70 e podem ser de�nidos

como um conjunto de diferentes estruturas e métodos analíticos criados para atuar em

problemáticas de decisão, onde é preciso selecionar, ordenar ou classi�car alternativas,

em um sistema com alto grau de possibilidades de interação entre múltiplos elementos

[19, 89]. Estes métodos objetivam apoiar decisores em contextos complexos e repletos

de incertezas. Complexos por envolverem diversas variáveis tangíveis e/ou intangíveis,

parcialmente explicitadas ou não, que podem interagir entre si ou não e únicas para cada

problema [42]. Incertos no âmbito: epistêmico, por contextos de decisão demandarem

um conhecimento de informações qualitativas/quantitativas que os decisores nem sem-

pre possuem e/ou nem sempre conseguem mensurar, o que implica em incerteza para os

fatos e preferências; ontológico, por estes contextos não permitirem uma previsibilidade

total dos riscos e das consequências oriundas de uma decisão; da ambiguidade, por estes

contextos envolverem decisores com visões e julgamentos (sustentados por seus próprios

valores, conhecimento, experiência e o que consideram racional), geralmente, discordantes
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[34].

Em virtude, por exemplo, de uma maior incerteza e subjetividade, prazos mais cur-

tos, condições que mudam rapidamente e riscos mais altos, os problemas de decisão atuais

estão se tornando cada vez mais complexos [21]. Contudo, o AMD é uma das áreas da

Pesquisa Operacional que mais cresceram nas últimas duas décadas, objetivando, prin-

cipalmente, auxiliar o decisor a organizar e sintetizar todas as informações presentes no

problema de decisão, possibilitando, assim, a recomendação de ações ou cursos de ações

à quem vai tomar a decisão [19, 90]. Agora, cabe mencionar que, apesar do AMD ser

uma área da Pesquisa Operacional, devido às restrições de um problema com estrutura

multicritério serem, geralmente, con�itantes e pela in�uência das variáveis qualitativas,

surge a suposição de ausência de uma solução ótima capaz de atender todos os fatores ao

mesmo tempo, diferentemente da tradicional Pesquisa Operacional [144, 146].

Desde há alguns anos, pesquisadores vêm demonstrando o aumento signi�cativo na

utilização dos métodos de decisão multicritério e a expansão destes métodos para novos

campos de aplicações [78, 151, 165]. Isto pode ser notado, por exemplo, na área da saúde,

mediante uma revisão de 521 publicações entre os anos de 1960 e 2011 realizada em [35],

como se vê na Figura 2.1, ou, ainda, na área de ciências ambientais, como ressaltado em

[25, 66].

Figura 2.1: Os métodos de decisão multicritério em problemas na área da saúde ao longo
dos anos.

Fonte: Adaptado de [35]

O AMD, portanto, tenta representar o mais �elmente possível os valores e julgamentos

do decisor, mesmo que estas não sejam totalmente consistentes, para, com isso, estabelecer

uma relação de preferências entre as alternativas que estão sendo avaliadas, priorizadas

ou ordenadas, sob a in�uências de múltiplos critérios. Dentre as diversas áreas de aplica-
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ção, podem ser citadas: Engenharia Industrial, Engenharia Mecânica, Engenharia Civil,

Pesquisa Operacional, Ciência da Computação, Gestão e Negócios, Economia, Matemá-

tica Aplicada (interdisciplinar), Tecnologias e Ciências Ambientais, Saúde e Sociedade,

Sistemas de Informação e, �nalmente, Energia e Recursos Hídricos [41, 165]. A seguir,

serão desdobrados aspectos mais especí�cos quanto aos possíveis resultados pretendidos

ao lidar com problemáticas de decisão multicritério.

2.1.1 Tipos de problemas de decisão multicritério

O resultado pretendido em problemáticas de decisão multicritério, segundo [116], pode

ser identi�cado em quatro tipos básicos:

• Problema tipo α: Nesse tipo de problema, também chamado de problemática de

escolha, a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se identi�car a melhor

alternativa (ou ação) ou um conjunto �nito, tão pequeno quanto possível, das me-

lhores ou mais satisfatórias alternativas ( A′ ⊂ A) [98, 108, 116, 146]. A Figura 2.2

demonstra uma possível representação deste respectivo problema.

Figura 2.2: Problema tipo α ou problemática de escolha.
Fonte: Adaptado de [98]

• Problema tipo β: Nesse tipo de problema, também chamado de problemática de

classi�cação, a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se distribuir as al-

ternativas em categorias pré-de�nidas, que guardem algum tipo de ordem de prefe-

rência ou importância entre si, com o intuito de esclarecer a decisão por uma triagem

resultante da alocação de cada ação a uma categoria (ou classe) [98, 108, 116, 146].

A Figura 2.3 demonstra uma possível representação deste respectivo problema.
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Figura 2.3: Problema tipo β ou problemática de classi�cação.
Fonte: Adaptado de [98]

• Problema tipo γ: Nesse tipo de problema, também chamado de problemática de or-

denação (ranking), a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se estabelecer

uma ordem de preferências (parcial ou completa) das alternativas, das melhores para

as piores [98, 108, 116, 146]. A Figura 2.4 demonstra uma possível representação

deste respectivo problema.

Figura 2.4: Problema tipo γ ou problemática de ordenação.
Fonte: Adaptado de [98]

• Problema tipo δ: Nesse tipo de problema, também chamado de problemática de

descrição (description), deseja-se identi�car e descrever as principais características

que distinguem as alternativas, visando esclarecer a decisão por uma descrição por

meio de um procedimento cognitivo de análise, que pode ser automatizado e utilizado

repetidamente [98, 108, 116, 146].

Neste contexto, diversos métodos surgiram para ajudar no entendimento e análise

dos problemas de decisão com múltiplos critérios. O desenvolvimento desses métodos foi

motivado não somente pelo amplo campo de aplicações reais, mas também pela busca,
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por parte dos pro�ssionais, de técnicas so�sticadas baseadas em otimização matemática

e computação cientí�ca, capazes de reduzir a subjetividade dos problemas de tomada de

decisão, em conjunto com os avanços tecnológicos ao longo dos anos [90, 173]. A seguir,

serão mostradas as principais abordagens dos métodos de decisão multicritério e suas

respectivas características.

2.1.2 Principais abordagens dos métodos de decisão multicritério

Os métodos de decisão multicritério, em geral, serão diferentes entre si, seja pela

fundamentação teórica, pelos questionamentos demandados, pela área de atuação ou,

ainda, pelos tipos de resultados gerados [84]. E, estas distinções implicam em diversos

agrupamentos e/ou classi�cações para estes métodos [45, 104, 150, 164]. Tomando como

referência a classi�cação proposta em [116], três principais linhas de abordagem podem

ser destacadas: critério único de síntese; sobreclassi�cação ou superação; julgamento in-

terativo. Esta classi�cação, que é apresentada na Figura 2.5, é similarmente encontrada

em [19, 84, 156], contudo, a abordagem do critério único de síntese e a abordagem do jul-

gamento interativo são tratadas, respectivamente, como modelos de mensuração de valor

e modelos de níveis de referência, aspiração ou meta.

Figura 2.5: Alguns métodos de decisão multicritério e suas respectivas classi�cações.
Fonte: Adaptado de [59]

Os métodos que utilizam a abordagem do critério único de síntese são derivados da

Escola Americana de pensamento e baseados na teoria da utilidade multiatributo (Multri-

attribute Utility Theory - MAUT ). Alguns autores referem-se aos modelos ligados à Escola

Americana como Métodos Multicritério de Tomada de Decisão (MCDM), classi�cando-os

como racionalistas, por serem formulados segundo regras pré-estabelecidas consideradas
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necessárias para assegurar um comportamento racional e determinar como os métodos de-

vem funcionar, e se caracterizam por auxiliar o decisor a construir uma função utilidade

para representar o valor de uma opção em relação a outra, conforme suas preferências,

e, ainda, por agregar todas as informações acerca do problema por meio de uma grande

síntese [106, 112].

Os métodos da abordagem de sobreclassi�cação, por sua vez, são inspirados na Es-

cola Francesa (Europeia) de pensamento e se diferem por possibilitar a elaboração de

modelos mais �exíveis, ausentes de comparação entre todas as alternativas do problema,

e equilibrados, tendo em vista que é escolhida a alternativa que possuir um desempenho

superior na maioria dos critérios [106, 112]. Os métodos relacionados à Escola Francesa

passaram a ser denominados como Métodos de Apoio Multicritério à Decisão (MCDA) e,

diferentemente da abordagem anterior, são ditos serem construtivistas, já que, com rela-

ções de superioridade, auxiliam o decisor a construir o conhecimento sobre o problema por

meio da especi�cação de apenas alguns con�áveis parâmetros de entrada e da execução

de algoritmos complexos, sem a necessidade de hierarquização das alternativas [106].

Já os modelos baseados na abordagem do julgamento interativo, em geral, são de-

senvolvidos no âmbito de tentativas e erros e estruturas de programação matemática

multiobjetivo. Essa abordagem, alternando entre cálculos computacionais interativos de

soluções e�cientes e diálogos com o decisor, possibilita a convergência da solução �nal

para as alternativas que mais se aproximam de níveis desejáveis de satisfação de um

determinado critério, diferentemente das abordagens do critério único de síntese ou de

sobreclassi�cação que buscam a alternativa dominante [9, 59]. Geralmente, então, essa

abordagem é utilizada com o intuito de �ltrar, de maneira e�ciente, as alternativas mais

adequadas. Segundo [9], os modelos de otimização multiobjetivo permitem não apenas

captar mais adequadamente as características essenciais do problema real mas também

melhorar a percepção dos problemas por parte dos decisores.

Vale ressaltar que, segundo [112], alguns métodos não se enquadram exclusivamente

dentro de uma dessas três abordagens, sendo referenciados como métodos híbridos, como

o método Tomada de Decisão Interativa Multicritério (TODIM), que possui elementos

tanto da Escola Francesa quanto da Escola Americana. Além disso, existem métodos que,

a partir de seus conceitos iniciais, englobam outros conceitos de diferentes formalismos,

como o AHP-Fuzzy.

Portanto, além de depender dos critérios que compõe um determinado problema, a

solução �nal obtida em um problema de decisão multicritério irá depender do método uti-
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lizado, visto que cada método é construído com diferentes fundamentações axiomáticas

ou formalismos matemáticos, possuindo pontos fortes e pontos fracos [106]. Os mode-

los oriundos da Escola Americana, por exemplo, são criticados por exigirem um decisor

completamente racional, sempre capaz de de�nir sua preferência entre quaisquer duas al-

ternativas, enquanto os modelos da Escola Francesa podem gerar interpretações ambíguas

e comportamento inesperado de seus métodos, já que não se fundamentam em uma teoria

axiomática bem estruturada e completa [106]. E, isto mostra, então, que a escolha do

método dependerá, pelo menos, da racionalidade do decisor, da escolha e a estruturação

dos critérios, do problema especí�co de decisão e de seu respectivo contexto [59, 115]. A

seguir, serão explorados maiores detalhes do método AHP.

2.2 Analytic Hierarchy Process (AHP)

Originalmente proposto por Thomas Saaty, na década de 70, o AHP é um dos métodos

mais conhecidos e utilizados mundialmente em problemáticas de decisão multicritério, com

aumento de publicações nos países em desenvolvimento [70, 160]. Isto se justi�ca por sua

simplicidade de utilização e capacidade de lidar com fatores qualitativos e quantitativos,

o que é considerado um avanço em comparação com outros métodos de AMD e faz com

que seu uso seja indicado para diversos problemas relacionados à priorização de soluções

potenciais por meio da avaliação de um conjunto de critérios [11, 41, 72, 117, 131].

A teoria construtiva do AHP é baseada no funcionamento da mente humana diante

de problemas complexos, no qual se caracteriza por transformar problemas, que envolvem

múltiplos critérios, em uma estrutura hierárquica mais fácil de ser compreendida e avali-

ada, reduzindo um problema maior para uma sequência de comparações entre pares que

considera o conhecimento e a experiência do decisor, para estimar magnitudes relativas

no processo comparativo, como tão importantes quanto dados quantitativos [119, 122].

Assim, segundo [79], o AHP pode ser visto como um método que organiza sentimentos,

intuição e lógica, de uma ou mais partes interessadas, numa abordagem estruturada que

permite uma maior objetividade na tomada de decisão, mesmo que nesta decisão estejam

envolvidos atributos intangíveis.

A Figura 2.6, então, fornece uma boa perspectiva da evolução temporal das publica-

ções relacionadas ao AHP. Esta �gura foi gerada por 9.069 artigos publicados contendo

os termos �Analytic Hierarchy Process� nos campos Resumo, Título e/ou Palavras-chave,

entre 1979 e Outubro de 2019, utilizando a Web of Science como base de dados.



2.2 Analytic Hierarchy Process (AHP) 21

Figura 2.6: Número de publicações relacionadas ao método AHP ao longo dos anos.
Fonte: O autor

Agora, note que na Figura 2.6, devido à restrição imposta pelos termos de busca, a

primeira publicação referente ao AHP, que acontece em 1977 com [117], não é mencionada.

Por outro lado, segundo [125], o AHP é baseado em quatro princípios:

1. Decomposições: o problema complexo é decomposto em níveis hierárquicos que

demonstram as relações entre o objetivo global, os critérios, os subcritérios (se hou-

verem) e as alternativas, como exempli�cado na Figura 2.7. Como caraterística

implícita em estruturas hierárquicas, o AHP assume independência entre os elemen-

tos do mesmo nível, sendo esse um requisito para a sua aplicação.

Figura 2.7: Estrutura Básica do AHP.
Fonte: [136]

2. Priorizações: o impacto de cada elemento na hierarquia é determinado por compa-
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rações entre pares de elementos separadamente, tendo como referência comparativa

um dos elementos do nível acima. O processo de comparações entre pares demanda

a utilização de uma escala.

3. Síntese: as prioridades são reunidas por meio do Princípio da Composição Hierár-

quica para a síntese geral das alternativas que compõe a hierarquia.

4. Análise de sensibilidade: a estabilidade do resultado é analisada por meio de varia-

ções nas prioridades dos elementos.

Existe uma gama de aplicações bem-sucedidas do AHP, especialmente em problemas

de larga escala que envolvem múltiplos critérios e onde a avaliação das alternativas é

principalmente subjetiva [41, 127]. Estas aplicações podem ser agrupadas de acordo com

as características do problema em questão, onde tal problema poderá ser de: seleção,

avaliação, análise de custo-benefício, alocações, planejamento e desenvolvimento, priori-

zação e ranking, e, por último, tomada de decisão [160]. Em [41], por sua vez, é destacado

como possíveis áreas de aplicação do método AHP: Métodos Matemáticos, Negócios e Ad-

ministração, Economia, Questões Sociais e Saúde, Ciência da Computação, Engenharia

Mecânica, Tecnologia e Ciência Ambiental, Ciência dos Materiais, Ecologia, Geociência

e Estudos Sociais. Devido ainda à sua versatilidade, atualmente, há uma tendência de

aplicações do AHP em conjunto à outras técnicas, tais como: Programação Linear, Redes

Neurais ou Conjuntos Fuzzy [82, 148, 160]. Em [148], por exemplo, 61% das publicações

faziam referência à aplicações utilizando o AHP integrado com outros métodos, como

detalhado na Figura 2.8.

Figura 2.8: Ferramentas e técnicas utilizadas em conjunto com o AHP.
Fonte: Adaptado de [148]
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O AHP, portanto, é um método, segundo [136], simples e claro, útil para analistas

e tomadores de decisão, na resolução de problemas complexos, composto por elementos

mensuráveis de forma qualitativa e/ou quantitativa. Ele é útil, também, quando diversos

interesses estão envolvidos na problemática de decisão e o número de pessoas que parti-

cipam do processo é grande. Os julgamentos aplicados no modelo são uma construção

pessoal dos tomadores de decisão (percepção, experiência, tendência e contribuição). Mas,

existem exigências que devem ser respeitadas para um bom funcionamento deste método,

como será visto nas seções a seguir.

2.2.1 Axiomas e fundamentações que sustentam o AHP

Como apresentado na Seção 2.2, o método AHP, basicamente, divide o problema em

níveis hierárquicos, facilitando sua compreensão e avaliação, e determina, por meio de

uma síntese dos valores dos agentes de decisão, uma medida global para cada uma das

alternativas, priorizando-as ou classi�cando-as ao �nal do método [147]. Quatro axiomas

governam o método AHP [119, 123]:

• Axioma 1: (Comparação Recíproca). O tomador de decisão deve ser capaz de

realizar comparações entre pares de elementos e declarar a intensidade de suas pre-

ferências respeitando a condição de reciprocidade: se x denota a preferência de A

em relação à B, então 1/x deve denotar a preferência de B em relação à A.

• Axioma 2: (Homogeneidade). Os elementos de um mesmo nível na hierarquia devem

possuir um mesmo nível de importância, sendo possível a comparação entre eles, de

modo que as preferências são representadas por meio de uma escala limitada.

• Axioma 3: (Independência). Os elementos de um nível da hierarquia devem ser mu-

tuamente excludentes entre si e, ao expressar preferências, os critérios são assumidos

independentemente das propriedades das alternativas, assim como as alternativas

não possuem dependência entre si.

• Axioma 4: (Expectativa). Para o propósito de tomar uma decisão, a estrutura

hierárquica deve ser considerada completa.

A não validade dos axiomas apresentados podem gerar diversas consequências na me-

todologia AHP [125]. Se o Axioma 1 não é satisfeito, provavelmente o questionamento

utilizado para extrair os julgamentos, nas comparações entre pares, não é claro ou corre-

tamente declarado. Se, por sua vez, o Axioma 2 não é satisfeito, seria possível comparar
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pares de elementos amplamente díspares, como um grão de areia comparado com uma

laranja. Quando essa disparidade é grande, é recomendável que os elementos sejam colo-

cados em grupos separados de tamanho comparável ou em níveis diferentes (clusters). Já

se o Axioma 3 não é satisfeito, haveria uma dependência entre os pesos dos critérios e as

alternativas consideradas. E, �nalmente, se o Axioma 4 não é satisfeito, então o decisor

não está utilizando todos os critérios e/ou todas as alternativas disponíveis, o que implica

numa decisão incompleta. Conhecendo os axiomas que sustentam o método AHP, torna-

se importante, agora, mencionar como o AHP irá funcionar. Isto, então, é desenvolvido a

seguir.

2.2.2 Sistematização do AHP

O método AHP pode ser estruturado, com base em [65, 127, 128, 136], nas seguintes

etapas:

• Etapa 1: De�nição do problema, formulação dos objetivos ou determinação do tipo

de conhecimento procurado. Nesta etapa, portanto, deve-se de�nir o problema cui-

dadosamente, incluindo todos os detalhes, partes afetadas, viabilidade de resolução

e informações possíveis.

• Etapa 2: Hierarquização dos elementos presentes no problema de decisão. Nesta

etapa, então, o problema é subdividido em múltiplas partes e a hierarquia é cons-

truída, onde, no topo, situa-se o objetivo da decisão, nos níveis intermediários se

encontram os critérios (para os quais os elementos subsequentes dependem) e, por

último, no nível mais baixo, geralmente, um conjunto de alternativas ou ações. Essa

etapa facilita a compreensão e a avaliação do problema, entretanto, para não violar o

Axioma 4, deve-se veri�car se os níveis estão internamente completos e consistentes

e, ainda, se as relações entre os níveis estão claras.

• Etapa 3: Construção de uma matriz de comparação entre pares para os elementos

de um mesmo nível sob cada elemento localizado no nível imediatamente superior,

pois, em uma hierarquia completa, os elementos de um nível inferior afetam aque-

les de nível superior. Essas matrizes de julgamentos, que deverão ser quadradas,

serão utilizadas, basicamente, para a obtenção do vetor de prioridades locais das

alternativas, após a realização da Etapa 4 e da Etapa 5.

• Etapa 4: Execução dos julgamentos para as matrizes de comparações entre pares.

Nesta etapa, a partir de uma escala pré-de�nida (que possibilita transformar os juí-
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zos dos decisores em valores numéricos), o decisor deve representar suas preferências

entre os elementos comparados, tendo como referência os elementos do nível supe-

rior. Por exemplo, em um problema composto apenas por critérios e alternativas,

para o nível dos critérios, cada par de critérios será comparado entre si com relação

ao objetivo e, analogamente, cada par de alternativas, do nível das alternativas, será

comparado entre si sob cada critério. Contudo, julgamentos pessoais ou subjetivos

podem provocar inconsistências nesta etapa.

• Etapa 5: Mensuração da inconsistência nos julgamentos para cada matriz de julga-

mentos construída na Etapa 3 e julgada na Etapa 4. Esta etapa é necessária para

garantir que os julgamentos estejam consistentes entre si. Quando a consistência

não for satisfatória, recomenda-se revisar ou refazer julgamentos.

• Etapa 6: Obtenção das prioridades locais das alternativas e síntese global dos re-

sultados. Uma vez que todas as comparações entre pares foram realizadas e estão

consistentes, o vetor de prioridades locais das alternativas pode ser deduzido para

cada matriz de comparações e utilizado em uma grande síntese hierárquica, medi-

ante um processo de agregação aditiva, para determinar a prioridade global de cada

alternativa ou ação.

• Etapa 7: Análise de sensibilidade de cada valor segundo os juízos estabelecidos.

Por último, devem ser observados os efeitos gerados no ranking das alternativas em

função de alterações no vetor de prioridades locais dos critérios ou das alternativas.

Estas etapas, referentes à estrutura AHP, podem ser caracterizadas em um diagrama

sequencial explicativo, como indica a Figura 2.9.

Pelo intuito fundamental desta dissertação, que está no tratamento e análise de alguns

aspectos matemáticos do AHP, torna-se necessário abordar, mais sucintamente, algumas

das etapas apresentadas. Isto, portanto, será desenvolvido nas seções subsequentes.
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Figura 2.9: Fluxograma geral do AHP.
Fonte: Adaptado de [136, 65]

2.2.2.1 Comparação entre pares e Escala Fundamental de Saaty

Sabe-se que o método AHP procura reduzir a complexidade de resolução de um pro-

blema a partir da decomposição do mesmo em níveis hierárquicos. Contudo, apesar da

de�nição da estrutura hierárquica, as relações entre os elementos de um mesmo nível ainda

não são bem compreendidas. Sendo assim, subsequente ao processo de hierarquização,

encontra-se o processo de comparação entre pares de elementos situados em um mesmo

nível da hierarquia, que pode ser realizado por um único julgador ou pode ser realizado

em grupo.

Esta etapa de comparação entre pares de elementos (critérios, subcritérios ou alterna-

tivas), demandada pelo AHP, pode ser realizada de dois modos: o modo relativo e o modo
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absoluto [118]. O modo relativo, para determinar a melhor dentre as alternativas, procede

com comparações entre pares de alternativas de acordo com algum critério/subcritério es-

pecí�co (tangível ou intangível). Por outro lado, o modo absoluto, ou abordagem com

ratings, se difere por utilizar um conjunto de níveis de categorias, baseado em padrões es-

tabelecidos, por exemplo, pela sociedade ou pela experiência do decisor, associado a cada

critério/subcritério para a comparação das alternativas. Embora, segundo [126], o modo

absoluto permita uma maior quantidade de alternativas acopladas ao modelo e, ainda, um

menor número de julgamentos a serem realizados pelo decisor, este trabalho enfatizará no

modo relativo, visto que a fundamentação do AHP se deu com sua utilização.

Os elementos de um nível hierárquico são comparados, em termos relativos, de acordo

com a sua importância ou contribuição, para um dado atributo, que ocupa o nível, ime-

diatamente acima dos elementos que estão sendo comparados [136]. Nesse processo, a

determinação dos graus de preferência é realizada utilizando-se a Escala Fundamental de

Saaty, apresentada na Tabela 2.1, onde os valores variam de 1 a 9 e fazem referência à

intensidade da preferência de um elemento sobre o outro.

Intensidade de preferência De�nição Explicação
1 Igualmente importante As duas atividades contribuem

igualmente para o objetivo.
3 Moderadamente mais impor-

tante
A experiência e o julgamento
favorecem levemente um ele-
mento em relação à outro.

5 Fortemente mais importante A experiência e o julgamento
favorecem fortemente um ele-
mento em relação à outro.

7 Muito fortemente mais impor-
tante

Um elemento é muito forte-
mente favorecido em relação à
outro.

9 Extremamente mais impor-
tante

A evidência favorece um ele-
mento em relação à outro com
o mais alto grau de certeza.

2,4,6,8 Valores importantes interme-
diários

Quando se procura uma con-
dição de compromisso entre as
duas de�nições.

1.1-1.95 Quando todos os elementos
comparados são muito próxi-
mos e quase indistinguíveis, um
decimal é adicionado à 1 para
mostrar uma diferença apropri-
ada

Pela di�culdade na atribuição
de decimais, uma maneira al-
ternativa seria comparar duas
atividades próximas com ou-
tras muito contrastantes.

Recíprocos aos valores de cima Se ao elemento i for atribuído
um dos valores acima quando
comparado ao elemento j, en-
tão j possui o valor recíproco
quando comparado com o i.

Consideração lógica.

Tabela 2.1: Escala Fundamental de Saaty.
Fonte: Adaptado de [120, 127]
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Para a utilização da escala, o decisor deve estar ciente que os julgamentos associados

aos números ímpares asseguram razoável distinção entre os pontos de medição, enquanto

aos números pares, representam situações com necessidade de um ponto médio como solu-

ção negociada. Assim, além da escala apresentada não impedir a comparação de elementos

intangíveis, ela é capaz de converter os dados empíricos em um modelo matemático, o que

distingue o AHP das demais técnicas comparativas [125, 127, 174].

O processo de comparação, por sua vez, fornece uma escala relativa de medidas de

prioridade ou peso dos elementos. Para a formalização da matriz de comparações entre

pares, consideremos {x1, x2, . . . , xn} como o conjunto de elementos (alternativas, subcri-

térios ou critérios) a serem comparados entre pares e, ainda, {w1, w2, . . . , wn} como os

seus respectivos pesos. Dessa forma, para cada par de elementos (xi, xj), a razão wi/wj

representa o valor relativo entre a prioridade do elemento dominante (xi) em relação ao

elemento dominado (xj). Com a execução de n(n− 1)/2 julgamentos, onde n é o número

de elementos, torna-se possível a construção de uma matriz de comparações entre pares

arbitrária A, de dimensão n× n, como de�nida na Equação (2.1).

A = (wi/wj) =


w1/w1 w1/w2 . . . w1/wn

w2/w1 w2/w2 . . . w2/wn

...
...

. . .
...

wn/w1 wn/w2 . . . wn/wn

 (2.1)

A Equação (2.1), como se vê, representa a intensidade da preferência do decisor me-

diante a comparação de pares de elementos. É possível, também, denotar aij como o

elemento referente à razão wi/wj, o que permite reescrever a Equação (2.1) conforme

mostra a Equação (2.2). Note que aij traduz o quão mais (ou menos) importante é o

elemento xi em relação à xj quando comparados em relação ao elemento do nível superior

na hierarquia.

A = [aij] =



1 a12 . . . a1j . . . a1n

1

a12

1 . . . a2j . . . a2n

...
...

1

a1j

1

a2j

. . . aij . . . ain

...
...

1

a1n

1

a2n

. . .
1

ain
. . . 1


(2.2)
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Ademais, é importante destacar que a matriz de comparação entre pares, de�nida na

Equação (2.2), é dita ser positiva, recíproca e consistente. Positiva, porque esta matriz

deverá ser composta por elementos positivos, isto é, aij = wi/wj > 0, ∀i, j = 1, 2, . . . , n,

cujo aii = wi/wi = 1, uma vez que não existe, a priori, diferença de preferência entre dois

elementos iguais quando comparados entre si, aii = wi/wi = 1. Recíproca, porque aji =

a−1
ij , conforme diz o Axioma 1, presente na Seção 2.2.1. Consistente, porque aik = aijajk,

∀i, j, k = 1, 2, . . . , n. Mas, note que, como será visto na Seção 2.2.2.3, a propriedade

aik = aijajk, que é chamada de propriedade da transitividade, não sempre será satisfeita

em casos práticos, visto que esta depende, por exemplo, da precisão dos julgamentos do

decisor. Portanto, pode-se dizer que toda matriz consistente é uma matriz recíproca, mas

nem todas as matrizes recíprocas serão consistentes [74, 121].

Agora, com a construção da matriz de comparações entre pares A, como de�nida

na Equação (2.2), torna-se necessário, em segundo momento, a determinação do vetor

prioridades associado à ela. Contudo, duas críticas devem ainda ser mencionadas neste

momento, embora fujam do escopo desta dissertação. A primeira crítica está no fato do

AHP poder demandar um alto número de comparações, uma vez que o número de com-

parações é proporcional ao número de critérios, subcritérios e alternativas que compõem

a hierarquia, o que pode gerar, além de um maior esforço computacional, indesejáveis

impactos na qualidade dos julgamentos. Como forma de minimizar este número de com-

parações e suas possíveis consequências, algumas metodologias podem ser encontradas

em [63, 96, 145, 161, 172]. Em contrapartida, a segunda crítica refere-se à Escala Fun-

damental de Saaty, utilizada no processo de comparações entre pares de elementos, uma

vez que: (1) não existem fundamentos teóricos ou evidências de correspondência en-

tre as descrições verbais da Escala Fundamental e os seus respectivos valores absolutos;

(2) esta é internamente inconsistente, já que valores superiores à 9 não são permitidos;

(3) há uma di�culdade, por parte do decisor, no entendimento interpretativo no uso

desta escala, podendo gerar ambiguidades e, por conseguinte, possíveis erros na realiza-

ção dos julgamentos; (4) não existem zeros absolutos na escala. Logo, para contornar este

conjunto de críticas, novas escalas foram propostas, cada uma das quais com diferentes

impactos nas prioridades deduzidas - possibilitando um maior destaque ao elemento jul-

gamento como mais preferencial - e na consistência das comparações, como pode se ver

em [15, 37, 40, 44, 56, 64, 67, 88, 133].
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2.2.2.2 Dedução das prioridades locais

Para isto, Saaty propõe o Método do Autovetor. Este método, formalizado inicial-

mente com uma matriz de comparações entre pares perfeitamente consistente e estendido,

independente da consistência, para quaisquer matrizes, em termos gerais, deduz o vetor de

prioridades mediante a resolução da Equação (2.3), cujo λmax é o autovalor principal de A

e w é o seu autovetor principal associado (ou, em termos do AHP, o vetor de prioridades

procurado). Maiores detalhes das razões para o uso da Equação (2.3) na dedução do vetor

de prioridades locais, a partir de uma matriz de comparações entre pares A, podem ser

encontrados em [117, 64, 121, 129, 140].

n∑
j=1

aijwj = λmaxwi (2.3)

Note que, para uma matriz de comparações A perfeitamente consistente, pode-se de-

monstrar, uma vez que todas as linhas desta matriz são combinações lineares da primeira,

que todos os n autovalores de A, exceto um, serão iguais à zero. Agora, como a soma

dos autovalores de A deve ser igual à soma dos elementos da diagonal principal de A, isto

é,
n∑

i=1

λi =
n∑

i=1

aii, cujo aii = 1, i = 1, 2, . . . , n, pode-se dizer que, neste caso particular,

o único e maior autovalor λi que existirá será igual à n e será chamado de λmax [117].

Perceba que, se a matriz A representa a comparação de C critérios em relação aos obje-

tivos, é correto a�rmar que n = C. Por outro lado, apesar de ser natural suspeitar que

λmax possa ser um número complexo, visto que autovalores são raízes de polinômios, o

Teorema de Perron-Frobenius [46] para matrizes composta por elementos positivos, isto

é, aij > 0,∀i, j, garante que sempre existirá solução única (autovalor e autovetor, ambos

reais e positivos) para a Equação (2.3).

Ademais, por meio da teoria das perturbações, em [117, 119, 121] é mostrado que a

matriz [aij] representa uma pequena perturbação de uma matriz perfeitamente consistente

e subjacente a ela, e, ainda, que o autovetor principal de [aij], além de coincidir com o vetor

de prioridades procurado, sofrerá pequenas variações mediante pequenas perturbações na

matriz consistente. Isto pode ser observado na Figura 2.10, segundo [69], com a plotagem

da função do polinômio característico de duas matrizes de comparações entre pares, sendo

a primeira consistente (M1), com autovetor −→m1 ≈ (0, 67; 0, 11; 0, 22), e a segunda quase

consistente (M2), com autovetor −→m2 ≈ (0, 61; 0, 12; 0, 27), ambas as matrizes de�nidas na

Equação (2.4).
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Figura 2.10: Plotagem grá�ca dos polinômios característicos de M1 e M2.
Fonte: Adaptado de [69]

M1 =


1 6 3
1
6

1 1
2

1
3

2 1

 ; M2 =


1 6 2
1
6

1 1
2

1
2

2 1

 (2.4)

Em contrapartida, o problema se torna encontrar um autovalor dominante (λmax) que

satisfaça a Equação (2.3) e, com isso, forneça o vetor de prioridades. Com esse intuito,

então, três métodos são destacados em [24]: o Método de Saaty, o Método das Potências e,

não menos importante, o Método da Média Geométrica. Cabe dizer que, Independente do

método escolhido, o autovetor w será entendido como o vetor de prioridades dos elementos

e deverá satisfazer a Equação (2.5).

n∑
i=1

wi = 1 (2.5)

1. Método de Saaty

OMétodo de Saaty, descrito pela Equação (2.6), fornece, de forma menos trabalhosa,

resultados aproximados para o autovalor e autovetor da matriz de comparação entre

pares A. É importante mencionar que os resultados gerados, à partir de médias

aritméticas, possuirão maior precisão quando os julgamentos forem mais consistentes

[24].
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wi =

n∑
j=1

(
aij∑n
i=1 aij

)
n

(2.6)

2. Método das Potências

O Método das Potências é um método numérico aplicável a matriz de comparações

entre pares A, visto que o Teorema de Perron-Frobenius garante a existência de

um autovalor dominante para ela. Então, se os autovalores de A satisfazem |λ1| >
|λ2| > . . . > |λn|, logo o método das potências pode ser utilizado para calcular o

autovalor |λ1| de maior magnitude e seu autovetor correspondente [81].

Quanto ao funcionamento, o método das potências procede de forma iterativa, sob

certo grau de precisão ε, na produção de escalares e vetores que convergem para o

autovalor e o autovetor dominante, respectivamente. Contudo, se |λ2| é quase tão

grande quanto |λ1|, a convergência será lenta.

Seja, então, a iteração denotada por k, onde k = 1, . . . ,m, e a primeira aproximação

do autovetor dada por w1 = [n−1, . . . , n−1, . . . , n−1]
T . Para aproximações sucessivas

(k > 2), um valor auxiliar dk = Awk−1 é introduzido. O autovetor é, portanto,

determinado pelo processo iterativo de�nido pela Equação (2.7), onde processo é

�nalizado quando o critério de parada, representado pela Equação (2.8), é satisfeito

[24].

wk
i =

dki
n∑

i=1

dki

(2.7)

∧
i=1,...,n

(
max

∣∣wk
i − wk−1

i

∣∣ < ε
)

(2.8)

3. Método da Média Geométrica

E, por �nal, outra maneira de dedução do vetor de prioridades, segundo [29], seria

utilizar o Método da Média Geométrica, também chamado de Método dos Míni-

mos Quadrados Logarítmicos. Logo, para um determinado elemento da matriz de

julgamentos positiva e recíproca A, a prioridade local é determinada mediante nor-

malização da média geométrica da linha associada à esse elemento, como de�nido

pela Equação (2.9).
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wi =

(
n∏

j=1

aij

) 1
n

n∑
i=1

(
n∏

j=1

aij

) 1
n

(2.9)

É válido mencionar que existem críticas também ao Método do Autovetor como me-

todologia de dedução do vetor de prioridades locais. Isto pode ser visto, por exemplo, em

[12], onde foi mostrado a existência de distorções nos julgamentos realizados pelos deci-

sores após o cálculo do autovetor principal da matriz de comparação entre pares, o que

sugere que o Método do Autovetor é capaz de violar a condição de preservação de ordem.

Isto signi�ca que, no que tange à dominância, se o elemento x1 é fortemente superior ao

elemento x2 e o elemento x3 é moderadamente superior ao elemento x4, não é garantido

que, para um vetor de prioridades w, a relação w(x1)/w(x2) > w(x3)/w(x4) não seja

violada. Neste contexto, metodologias alternativas para este �m foram propostas. Mais

especi�camente, segundo [28], há uma disponibilidade na literatura de, pelo menos, 18

metodologias para se obter o vetor de prioridades de uma matriz de comparação positiva

e recíproca. Estas metodologias, conforme [52], podem ser divididas em duas classes prin-

cipais, sendo uma baseada na ideia de pequenos erros mediante pequenas perturbações

(como, por exemplo, o Método do Autovetor - à Direita [117], à Esquerda [71] ou Modi�-

cado - e o Método da Média Aritmética das Linhas) e outra baseada na minimização da

distância entre a matriz consistente mais próxima e a matriz de�nida pelo decisor (como

o Método da Média Geométrica [85]).

2.2.2.3 Mensuração da consistência dos julgamentos

Como se vê, o AHP é um método de decisão multicritério que, em suma, hierarquiza

problemas, que podem ser complexos e/ou incertos, e utiliza comparações entre pares de

elementos que compõem esta hierarquia para deduzir, de maneira intuitiva, as preferências

locais em cada nível. Contudo, este procedimento comparativo pode gerar problemas na

obtenção dos resultados �nais, uma vez que não são raras as situações cuja propriedade

de transitividade nos julgamentos é violada. Isto porque, na prática, quando o deci-

sor lida com problemas que demandam comparações entre pares de elementos e nestas

comparações estão envolvidos, de alguma maneira, critérios/subcritérios/alternativas que

dependem da subjetividade do decisor, os julgamentos realizados tornam-se imprecisos -

e, provavelmente, inconsistentes - e a propriedade de transitividade melhor representada
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por aik ≈ aij · ajk, ∀i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} [6, 61, 117, 174].

Neste âmbito, como os julgamentos aij raramente serão perfeitos, Saaty propõe uma

maneira de mensurar o quão consistentes estão estes julgamentos efetuados. Esta mensu-

ração, que é de�nida na Equação (2.10), é tratada como índice de consistência (CI) e está

fundamentada no Método do Autovetor. Note que, no caso da matriz A ser perfeitamente

consistente, λmax = n e, consequentemente, CI = 0 [117, 174].

CI =
λmax − n
n− 1

(2.10)

Mas, como o CI cresce de acordo com a dimensão matricial n, Saaty, alegou que

apenas o CI não era su�ciente para mensurar a consistência. Assim, o autor propõe

a razão de consistência (CR), de�nida na Equação (2.11), com o intuito de analisar o

quão inconsistentes os julgamentos foram em relação a grandes amostras de julgamentos

puramente aleatórios. Para tal, o CR acopla na sua formulação o índice randômico (RI),

que representa os valores médios de CI, detalhados em [6] e gerados a partir de simulações

randômicas que utilizaram grandes amostras de matrizes aleatórias de ordem crescente.

Para aceitar a matriz como consistente, não tendo que o decisor proceder com a revisão

dos julgamentos, os valores de CR não devem ser maiores que 0,1. Maiores detalhes das

razões para o uso da Equação (2.11) na mensuração dos julgamentos, a partir de uma

matriz de comparações entre pares A qualquer, podem ser encontrados em [117, 121, 129].

CR =
CI

RI
(2.11)

A mensuração da consistência nos julgamentos, por sua vez, não se limitou à meto-

dologia desenvolvida por Saaty e, além de contribuir com o surgimento de procedimentos

alternativos para mensuração da consistência, o tema ainda produz diversas discussões

entre pesquisadores [1, 68]. Isso se dá pela metodologia de Saaty gerar diversos questio-

namentos, como, por exemplo: Faz, realmente, sentido utilizar um índice de consistência,

Equação (2.11), que compara os julgamentos com matrizes puramente aleatórias? O que

garante o limite de 10% como critério para consistência? Esse limite de 10% não deveria

variar conforme a dimensão da matriz? E, ainda, se utilizados outros procedimentos para

dedução das prioridades locais, como apresentado na Seção 2.2.2.2, seria apropriado men-

surar a consistência com a metodologia tradicional (Método do Autovetor)? Portanto,

uma investigação mais profunda destes questionamentos, da metodologia de mensuração

da consistência fornecida por Saaty e de índices de consistência alternativos podem ser
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encontrados em [3, 14, 39, 53, 75, 92, 107, 111, 145, 149].

2.2.2.4 Síntese das prioridades globais das alternativas

A última etapa na utilização do AHP consiste na síntese global dos resultados, que

acontece por intermédio de um processo de agregação por adição das prioridades locais

dos elementos em todos os níveis. Este procedimento se caracteriza por ser um dos modos

mais populares para se classi�car as alternativas, com base nas comparações entre pares,

e por obter tais classi�cações mediante uma soma ponderada do desempenho de cada

alternativa em todos os critérios. Assim, após o processo de agregação, a prioridade

global de cada alternativa é determinada, possibilitando ao decisor a escolha da melhor

alternativa [100, 119, 174].

Logo, suponha que um decisor possua n critérios em alternativas. Seja bj a prioridade

local do j-ésimo critério com respeito ao objetivo, em que
∑n

j=1 bj = 1. E, seja gij a prio-

ridade local da i -ésima alternativa com respeito ao j-ésimo critério, em que
∑m

i=1 gij = 1.

Em outras palavras, [gij] é dito ser a matriz de prioridades locais das alternativas em rela-

ção aos critérios, onde seus vetores-coluna são constituídos por n autovetores wi (um para

cada critério) oriundos das matrizes de comparações entre pares de alternativas. Neste

contexto, o procedimento de síntese global ou agregação aditiva das prioridades locais

do método AHP é apresentado pela Equação (2.12), em que Xi representa a prioridade

global da i -ésima alternativa [110, 138].

Xi =
n∑

j=1

gijbj (2.12)

Cabe dizer que o método AHP, quando utiliza o procedimento de agregação aditiva

das prioridades locais para obter as prioridades globais das alternativas, como de�nido

na Equação (2.12), este é também chamado de AHP Distributivo. Maiores detalhes das

razões para o uso da Equação (2.12) podem ser encontrados em [117, 121, 129].

Ademais, é importante mencionar, mesmo que super�cialmente, que o uso do AHP

Distributivo proporciona o surgimento de um fenômeno conhecido como rank reversals.

Este fenômeno foi percebido, primeiramente, na década de 80, em [17], quando foi notado

que o acréscimo de uma alternativa, cópia de uma já existente, tinha capacidade de alte-

rar toda uma ordem de prioridades, em um conjunto de avaliações consistentes, mesmo

quando os critérios e seus pesos permanecessem os mesmos. Portanto, o rank reversals é

um fenômeno que refere-se à alteração da ordenação �nal das alternativas, previamente
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de�nida, em consequência, por exemplo, da inclusão/remoção de alternativas/critérios

cópias de algum já existente no modelo[4, 85, 90, 130]. As diferentes tipologias deste

fenômeno podem ser encontradas em [4]. O rank reversals, que não é uma exclusivi-

dade do AHP e que ocorre independente da consistência da matriz de julgamentos, pode

acontecer devido: o procedimento de agregação das prioridades locais; o procedimento de

normalização; os pesos dos critérios; o uso indevido do método; a incerteza do processo

de decisão; e, a dependência estrutural entre os critérios e as alternativas [4, 68]. Em

virtude do rank reversals, inúmeros debates surgiram quanto à validade do AHP, o que

favoreceu na eclosão de novas propostas de melhorias/modi�cações ao método AHP de

Saaty. Dentre estas propostas, podem ser citados:

• AHP B-G [17, 18, 124];

• AHP Referenciado [135, 138];

• Linking Pin AHP [102, 139, 137, 171];

• AHP Multiplicativo [16, 85, 162, 158];

• Benchmark AHP [170];

• Dominant AHP [73];

• Data Envelopment AHP [97, 110, 168, 167].

2.2.2.5 Análise de sensibilidade das prioridades globais das alternativas

A análise de sensibilidade pode ser de�nida como estabilidade ou comportamento da

solução para pequenas variações nas preferências ou nos parâmetros que ocorrem durante

o processo de resolução sistemático. Em geral, se com estas pequenas variações o ran-

king não mudar, os resultados obtidos são considerados robustos e, caso contrário, são

considerados sensíveis. E, como modelos de decisão complexos podem ser inerentemente

instáveis, esta análise torna possível a geração de diferentes cenários que podem resultar

em outros rankings, necessitando de discussões adicionais para se chegar a um consenso

[68, 99]. Entretanto, segundo [159], há uma maior limitação de pesquisas relacionadas à

análise de sensibilidade em modelos de decisão multicritério determinístico, que são mo-

delos mais intuitivos e cujas variáveis envolvidas recebem apenas um conjunto de valores

não-probabilísticos, no processo de avaliação de desempenhos dos elementos, e são com-

binadas de maneira determinística, a �m de avaliar o impacto das mudanças em uma ou

mais variáveis [105].
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Em relação ao AHP, por exemplo, que é considerado um modelo de decisão multi-

critério determinístico, o desenvolvimento do procedimento metodológico para análise de

sensibilidade iniciou-se em [91], onde, utilizando-se múltiplos níveis hierárquicos, foram

analisados os efeitos causados nas prioridades dos subcritérios ou das alternativas medi-

ante modi�cações nos vetores de prioridades que compõem a matriz de prioridades locais

das alternativas e, ainda, a relação das modi�cações com possíveis impactos na reversão

de prioridades entre as alternativas. Contudo, o procedimento apresentado em [91] não

era capaz de realizar uma análise de sensibilidade de dados pontuais, cujo intuito fosse,

por exemplo, saber a sensibilidade de um único critério ou de uma única alternativa em

termos de um determinado critério.

Posteriormente, em [10] foi apresentado um procedimento de identi�cação do crité-

rio mais crítico em um problema de múltiplos níveis. Mas, como esta metodologia não

especi�ca qual deverá ser a menor perturbação no peso dos critérios que possibilite altera-

ções nas prioridades globais das alternativas, uma análise de sensibilidade complementar

é desenvolvida em [159], onde foi aplicada em dois problemas especí�cos. No primeiro

problema, após alguns desenvolvimentos algébricos, uma formulação para retornar o quão

crítico cada critério era foi demonstrada e, com isso, tornou-se possível deduzir a menor

modi�cação nos pesos dos critérios capaz de provocar a reversão no ranking das alterna-

tivas. Já no segundo problema, por argumentos similares, uma formulação para retornar

o quão críticos os desempenhos das alternativas (ou, em outras palavras, dos elementos

da matriz de prioridades locais) eram foi demonstrada e, assim, tornou-se possível iden-

ti�car a menor modi�cação no desempenho das alternativas também capaz de provocar

a reversão no ranking das alternativas após o procedimento de síntese. Maiores detalhes

desta última análise de sensibilidade podem ser encontrados em [103, 159].



Capítulo 3

Uma análise matemática do método AHP

A síntese global dos resultados, abordada na Seção 2.2.2.4 com a Equação (2.12),

pode ser rede�nida, por sua vez, na forma matricial. Consideremos, então, um problema

composto por C critérios e A alternativas. Logo, de�ne-se BC,1 como o vetor de prioridades

locais dos critérios em relação aos objetivos e GA,C como a matriz de prioridades locais

das alternativas em relação aos critérios. Deste modo, o vetor de prioridades globais das

alternativas de um problema genérico, designado por XA,1, satisfaz a Equação (3.1).

XA,1 = GA,CBC,1 (3.1)

Observemos, pela Equação (3.1), que a solução (ou, vetor de prioridades globais das

alternativas) XA,1 do método AHP já é explicitamente dada. Isto é, não é necessário

resolver um Sistema de Equações Lineares para obter a solução de um problema genérico.

Por este motivo, a representação de�nida pela Equação (3.1), que representa o processo

de síntese global ou agregação aditiva das prioridades locais, será chamada de Formulação

Tradicional ou Formulação com Solução Explícita. Também é importante notar que, com

a Formulação Tradicional, a solução é sempre única e será denotada por XORG
A,1 .

Por outro lado, a síntese global dos resultados do método AHP também pode ser

escrita na forma de um Sistema de Equações Lineares tradicional, como mostra a Equação

(3.2). Para deduzir a Equação (3.2), dentre as diversas formas possíveis, basta pré-

multiplicar a Equação (3.1) pela matriz arbitrária CC,A. Esta formulação, por sua vez,

será tratada como Formulação Equivalente do método AHP ou Formulação com Solução

Implícita, onde, neste momento, é necessário resolver este Sistema de Equações Lineares

para obter o vetor de prioridades globais das alternativas. A solução da Equação (3.2)

será denotada por XEQV
A,1 .
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CC,AXA,1 = DC,1 = CC,AGA,CBC,1 (3.2)

Embora tenha sido de�nido DC,1 = CC,AGA,CBC,1, a Equação (3.2) ainda não está

parametrizada em termos de todas as variáveis da Formulação Tradicional. Este ajuste

de CC,A será realizado na Seção 3.4 e, por hora, continuemos com a Formulação Equi-

valente na forma mais genérica, como a de�nida na Equação (3.2). Agora, veja que,

diferentemente da Formulação Tradicional, o Sistema de Equações Lineares de�nido na

Formulação Equivalente pode, ainda, ter nenhuma ou outras soluções, o que dependerá

de como foram construídas a matriz GA,C e o vetor BC,1. Isto, portanto, permite que

conceitos de unicidade/existência e estabilidade da solução retornada pelo AHP sejam,

então, estudados.

Note que o estudo destes conceitos poderia, a título de exemplo, viabilizar a classi�-

cação do AHP conforme [60]. Isto é, se a solução com a Formulação Equivalente existe, é

única e contínua em relação aos dados observados, ou seja, XEQV
A,1 = XORG

A,1 e XEQV
A,1 é uma

solução estável, pode-se dizer que o método AHP tradicional é um problema matemático

�bem-posto�, em consonância com a de�nição presente em [60]. Caso um destes três re-

quisitos seja violado, ou seja, XEQV
A,1 = XORG

A,1 mas XEQV
A,1 seja uma solução instável ou,

simplesmente, caso XEQV
A,1 6= XORG

A,1 , visto que a Formulação Tradicional ignora ou des-

conhece outras possíveis soluções matemáticas do problema, o método AHP tradicional,

segundo ainda [60], é dito ser �mal-posto� e com graves implicações para seu uso prático.

Mas, esta classi�cação não será desenvolvida nesta dissertação, uma vez que inúmeros pro-

blemas reais, bem como os problemas inversos, são mal-postos quando traduzidos num

modelo matemático aceitável [62].

Cabe, por último, mencionar que a formulação em termos de um Sistema de Equações

Lineares é, de fato, útil do ponto de vista matemático porque existem muitos resultados

da Álgebra Linear que podem ser aproveitados [48, 54, 83, 152]. A título de exemplo, em

consequência da Equação (3.2), torna-se possível atribuir uma interpretação geométrica

inédita ao método AHP. Seja S um subespaço vetorial com dimensão igual ao número de

alternativas (S ⊆ RA) e seja um vetor desse espaço denotado pelo vetor de prioridades

globais das alternativas XA,1. Então, cada equação do sistema denotado na Equação (3.2)

pode ser geometricamente interpretada como a equação de um hiperplano no subespaço S.

Desta forma, o número de hiperplanos, de�nidos pela matriz CC,A, seria igual ao número de

critérios e o vetorXA,1, se existir, determinaria os pontos comuns a todos estes hiperplanos.

Dependendo das entradas da matriz de prioridades das alternativas em relação aos critérios
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e das componentes do vetor de prioridades locais dos critérios em relação aos objetivos,

existiriam três possibilidades para as interseções entre os hiperplanos: um único ponto

comum, nenhum ponto em comum ou in�nitos pontos em comum.

Na Seção 3.1, então, serão destacadas algumas peculiaridades matemáticas da refor-

mulação do processo de síntese global dos resultados do método AHP de�nido na Equação

(3.2), discutindo, principalmente, como serão as soluções da Equação (3.2) e quando estas

serão iguais a solução retornada pela Formulação Tradicional.

3.1 Formulação matemática equivalente para o método

AHP

Em Álgebra Linear se diz que, para uma matriz CC,A, o posto (ou, rank) de CC,A é

a dimensão do subespaço de RC gerado pelas colunas de CC,A. Logo, o posto de CC,A,

de�nido segundo as colunas da matriz, é o número máximo de colunas linearmente in-

dependentes da matriz CC,A. De maneira análoga, o posto pode ser de�nido segundo

as linhas da matriz, como o número máximo de linhas linearmente independentes de

CC,A, que é equivalente ao posto de�nido segundo colunas [83]. Então, pode-se dizer que

posto(CC,A) = K ∈ N, cujo K é o número máximo de linhas, ou de colunas, linearmente

independentes dessa matriz. Ademais, o posto de CC,A pode ser também interpretado

como o número de pivôs da forma escalonada de CC,A [8, 83, 152].

Por outro lado, como os vetores-linha de CC,A estão em RA e os vetores-coluna, em

RC , o espaço linha de CC,A tem, no máximo, dimensão A, e o espaço coluna tem, no

máximo, dimensão C. Como o posto de CC,A é a dimensão comum dos espaços linha

e coluna, segue que o posto é, no máximo, o menor dos dois números C e A, isto é,

posto(CC,A) ≤ min{C,A} [8]. Cabe ressaltar que, sempre quando o posto de uma matriz

CC,A for igual a min{C,A}, dizemos que a matriz é de posto completo. Em caso contrário,

dizemos que a matriz é de�ciente em posto ou é de posto incompleto [8, 81]. Neste sentido,

se posto(CC,A) = A, é dito que a matriz CC,A possui posto completo por colunas (full-

column rank) e, em contrapartida, se posto(CC,A) = C, é dito que a matriz CC,A possui

posto completo por linhas (full-row rank). Veja que, como caso particular para matrizes

quadradas (C = A), a matriz CA,A ser de�ciente em posto é equivalente a esta matriz ser

singular (det(CA,A) = 0) [152].

A de�nição do posto matricial, brevemente apresentada, fornece uma relação entre um

Sistema de Equações Lineares e sua matriz de coe�cientes. Por exemplo, quando a matriz
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aumentada [CC,A;DC,1] ∈ RC×(A+1) possui o mesmo posto da matriz CC,A, que é igual

ao número de incógnitas do sistema, a solução é única. Isto equivale dizer que o vetor

DC,1 ∈ RC pertence ao subespaço gerado pelas colunas de CC,A. No entanto, quando o

posto da matriz aumentada [CC,A;DC,1] ∈ RC×(A+1) é maior que o posto da matriz CC,A,

não haverá solução para o sistema. E, por último, quando se tem posto [CC,A;DC,1] =

posto(CC,A) = K ∈ N, cujo K < A, existirão uma in�nidade de soluções, tendo a solução

do sistema K variáveis básicas e (A−K) variáveis livres (consequentemente, se K = A,

então não haverão variáveis livres) [83].

Para a análise de soluções da Formulação Equivalente, portanto, três possibilidades

devem ser analisadas: número de critérios maior do que o número de alternativas (C > A);

número de critérios igual ao número de alternativas (C = A); número de critérios menor

que o número de alternativas (C < A).

3.1.1 Número de critérios maior do que o número de alternativas

Neste caso, a matriz CC,A, que compõe a Equação (3.2), é retangular, onde o número

de equações é maior do que o número de incógnitas (C > A). Este Sistema de Equações

Lineares é dito ser sobredeterminado (overdetermined) e, caso o vetor DC,1 seja combi-

nação linear dos vetores-coluna da matriz CC,A, existirá solução e este sistema é dito ser

consistente. Caso contrário, a solução inexiste e este sistema é dito ser inconsistente. Na

maior parte dos casos, não haverá uma solução que satisfaça exatamente a Equação (3.2),

pois uma das equações será impossível de ser satisfeita, mas é possível procurar uma so-

lução que torne o erro tão pequeno quanto possível, ou seja, uma solução que minimize

‖ DC,1 − CC,AXA,1 ‖2
2, ∀XA,1 ∈ RA×1, que será dada pela projeção ortogonal de DC,1

sobre o espaço coluna da matriz CC,A [48, 54, 109, 141, 152].

Por conseguinte, esta solução procurada e minimizadora de ‖ DC,1 − CC,AXA,1 ‖2
2, é

sempre de�nida pela Equação (3.3), independente de quão consistente/inconsistente seja

o Sistema de Equações Lineares [86]. Porém, se as colunas da matriz CC,A for linearmente

independentes, isto é, posto(CC,A) = A, existirá uma inversa à esquerda, denotada por

C−leftA,C , tal que C−leftA,C CC,A = IA,A, cujo IA,A denota a matriz identidade, e a solução será

de�nida porXA,1 = C−leftA,C DC,1, devendo ser única e coincidente com a solução da Equação

(3.1). Esta solução, de�nida na Equação (3.3) para posto completo por colunas, é oriunda

das chamadas Equações Normais do problema de mínimos quadrados. Em contrapartida,

se posto(CC,A) < A (posto incompleto), existirão in�nitas soluções para a Equação (3.2),

isto é, a solução de�nida na Equação (3.3) não é única, uma vez que inúmeros vetores
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XA,1 minimizam o resíduo ‖ DC,1 − CC,AXA,1 ‖2
2.

XA,1 = C−leftA,C DC,1 = [CT
A,CCC,A]−1CT

A,CCC,AGA,CBC,1 (3.3)

Ademais, a matriz QA,A ≡ CT
A,CCC,A, por ser formada pelo produto de uma matriz

com sua transposta, é dita ser simétrica. E, se QA,A é não-singular, então sua respectiva

inversa também será simétrica, isto é, Q−1
A,A = [Q−1

A,A]T [8]. Considerando que QA,A é

não-singular, isto é, posto(CC,A) = A, C−leftA,C = [CT
A,CCC,A]−1CT

A,C = Q−1
A,AC

T
A,C , onde o

expoente [·]T denota a transposta de uma matriz ou vetor, isto é, [CC,A]T = CT
A,C . E,

ainda no caso da matriz CC,A ∈ RC×A ser de posto completo por colunas, pode-se dizer

que a matriz QA,A ≡ CT
A,CCC,A é simétrica e positiva de�nida [48].

Neste contexto, a Equação (3.3) seria um caso favorável para utilizar a decomposição

de Cholesky, isto é, CT
A,CCC,A poderia ser decomposta unicamente no produto LA,AL

T
A,A,

onde LA,A é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos. Com

CT
A,CCC,A fatorada em duas matrizes triangulares, a solução da Equação (3.3) seria ob-

tida com a resolução de LT
A,AXA,1 = YA,1, cujo vetor YA,1 é determinado pela resolução

de LA,AYA,1 = CT
A,CCC,AGA,CBC,1. Isto nos daria um custo computacional de, aproxi-

madamente, CA2 + (1/3)A3 operações. Contudo, devido a erros de arredondamento, o

cálculo de CT
A,CCC,A poderá ser afetado por uma perda de algarismos signi�cativos, com

a consequente perda do caráter de�nido positivo da própria matriz, como será visto na

Seção 3.3 [33, 36, 54].

Uma alternativa mais conveniente à decomposição de Cholesky, por questões de e�ci-

ência e precisão, seria obter a solução de�nida na Equação (3.3) com a decomposição QR,

que utiliza de transformações ortogonais para reduzir o problema de mínimos quadrados à

um sistema triangular. Esta decomposição pode ser implementada, por exemplo, usando

re�exões de Householder ou processo de Gram�Schmidt, e, para toda matriz CC,A, com

C ≥ A e posto(CC,A) = A, ela existe e é única. Logo, escrevendo a decomposição QR

da matriz CC,A, vêm CC,A = Qort
C,CRC,A, cuja matriz Qort

C,C é ortogonal e a matriz RC,A

é triangular (trapezoidal) superior. Particionando, agora, a decomposição QR anterior,

obtemos CC,A = Qort
C,CRC,A = [Q̃C,A Q̃A,C ]

[
R̃A,A

0

]
= Q̃C,AR̃A,A, cujas matrizes Q̃C,A e

R̃A,A são formadas, respectivamente, pelas primeiras A colunas ortonormais de Qort
C,C e

primeiras A linhas não-nulas da matriz RC,A. Então, quando aplicado ao problema de

mínimos quadrados, a solução da Equação (3.2), de�nida na Equação (3.3), é única e

idêntica à solução de XA,1 = R̃−1
A,A

(
Q̃C,A

)T
DC,1. Isto nos daria um custo computacional
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de, aproximadamente, 2CA2−2C3 operações (se, A� C, o custo seria em torno de 2CA2

operações) [33, 36, 48, 54, 109].

Entretanto, perceba que, pela hipótese de posto(CC,A) = A, a matriz R̃A,A, gerada na

decomposição QR, é não-singular (e, por ser triangular, muito mais fácil de ser invertida).

Por outro lado, se posto(CC,A) < A (posto incompleto), R̃A,A será singular (assim como

a matriz CT
A,CCC,A da Equação (3.3), por pelo menos uma de suas entradas da diagonal

principal ser nula, e a solução do Sistema de Equações Lineares mostrada na Equação (3.3)

em termos da decomposição QR irá falhar. Neste caso de posto incompleto (ou, de posto

desconhecido), outro método deverá ser empregado, como, por exemplo, a decomposição

QR com pivotamento de coluna, variante da decomposição QR, ou a decomposição SVD,

que será formulada na Seção 3.2. E, como em problemas carentes da hipótese de posto

completo existem in�nitas soluções de mínimos quadrados, dentre estas, haverá uma única

solução de mínimos quadrados no espaço-linha de CC,A, que será aquela de menor norma

[48, 54].

3.1.2 Número de critérios igual ao número de alternativas

Neste caso, a matriz CA,A, que compõe a Equação (3.2), é quadrada, onde o número

de equações é igual ao número de incógnitas (C = A). Logo, resolver este Sistema de

Equações Lineares é, portanto, encontrar as A incógnitas que satisfaçam as A equações.

Este Sistema de Equações Lineares terá solução se, e somente se, o vetor DA,1 for com-

binação linear dos vetores-coluna da matriz CA,A. Se posto(CA,A) = A (posto completo),

isto é, as colunas referentes às variáveis do sistema possuem posição de pivô, o sistema

terá uma única solução, como mostra a Equação (3.4). Note que esta solução irá coincidir

com a solução da Formulação Tradicional, de�nida na Equação (3.1).

XA,1 = C−1
A,ADA,1 = C−1

A,ACA,AGA,ABA,1 = GA,ABA,1 (3.4)

Ademais, quando posto(CA,A) = A, CT
A,ACA,A é positiva de�nida e não haverão auto-

valores nulo para a matriz QA,A. Por outro lado, se posto(CA,A) < A (posto incompleto),

o sistema pode ter in�nitas soluções ou nenhuma. Haverão in�nitas soluções quando as

equações do sistema são consistentes mas alguma coluna não é pivô, isto é, quando o

vetor DA,1 é combinação linear dos vetores-coluna da matriz CA,A para muitas escolhas

de XA,1. Mas, não existirá solução quando uma das equações é impossível de ser satis-

feita, isto é, quando o vetor DA,1 não é combinação linear dos vetores-coluna da matriz
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CA,A, característica de um sistema inconsistente. Isto, portanto, irá depender do vetor

DA,1 = CA,AGA,ABA,1. Neste caso, seria interessante conhecer qual é a escolha das va-

riáveis livres que fazem a solução da Equação (3.2) igual à solução da Equação (3.1)

(XEQV
A,1 = XORG

A,1 ).

3.1.3 Número de critérios menor do que o número de alternativas

Neste caso, a matriz CC,A, que compõe a Equação (3.2), é retangular, onde o número

de equações é menor do que o número de incógnitas (C < A), e o Sistema de Equações Li-

neares é dito ser subdeterminado (underdetermined). Embora seja possível a um sistema

subdeterminado ser inconsistente, eles serão, em geral, consistentes com um número in�-

nito de soluções [81]. Logo, a Equação (3.2) pode ter in�nitas soluções ou nenhuma, mas

nunca uma única solução, visto que a solução envolverá K variáveis principais e A −K
variáveis livres, cujo posto(CC,A) = K ≤ min{C,A}. Se o sistema for consistente, isto é,

posto(CC,A) = C (posto completo por linhas), por meio da Fatoração LU, é possível �xar

as variáveis livres e obter soluções particulares do conjunto in�nito de soluções [54].

Agora, por não existirem restrições para DC,1, para todo DC,1 a Equação (3.2) pode

ser resolvida. Uma solução básica para este sistema é obtida fazendo-se as A−K variáveis

livre iguais à zero e resolvendo-se as K equações para as K incógnitas remanescentes [27].

Mas esta solução não é de grande interesse, pelo fato do método AHP retornar vetores de

prioridades globais das alternativas (XA,1) ausentes de elementos nulos.

Por outro lado, uma possível solução do sistema subdeterminado é exibida na Equação

(3.5). Esta solução é proveniente do problema de otimização, onde deseja-se minimizar

‖ XA,1 ‖2
2 sujeito à CC,AXA,1 = DC,1. Portanto, a escolha de uma solução particular, de

modo a proporcionar uma solução ótima para o problema de otimização, é feita mediante

a solução de norma mínima [80, 152]. Porém, se posto(CC,A) = C (posto completo por

linhas), existirá uma inversa à direita, denotada por C−rightA,C , tal que CC,AC
−right
A,C = IC,C ,

e uma possível solução seria XA,1 = Cright
A,C DC,1, embora seja aceitável existirem outras

soluções caso existam outras inversas à direita. Esta solução, de�nida na Equação (3.5)

para posto(CC,A) = C, é oriunda das chamadas Equações Normais do problema de norma

mínima [80, 152].

XA,1 = C−rightA,C DC,1 = CT
A,C [CC,AC

T
A,C ]−1CC,AGA,CBC,1 (3.5)

Ademais, a matriz PC,C ≡ CC,AC
T
A,C , por ser formada pelo produto de uma matriz
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com sua transposta, é dita ser simétrica. E, se PC,C é não-singular, então sua respectiva

inversa também será simétrica, isto é, P−1
C,C = [P−1

C,C ]T [8]. Considerando que PC,C é

não-singular (e, por conseguinte, QA,A é singular), isto é, posto(CC,A) = A, C−rightA,C =

CT
A,C [CC,AC

T
A,C ]−1 = CT

A,CP
−1
C,C . E, ainda no caso da matriz CC,A ∈ RC×A ser de posto

completo por linhas, pode-se dizer que a matriz PC,C ≡ CC,AC
T
A,C é simétrica e positiva

de�nida [48].

Agora, para que a solução mostrada na Equação (3.5) coincida com a solução da

Equação (3.1), é necessário que se veri�que a condição CT
A,C [CC,AC

T
A,C ]−1CC,A = IA,A.

Esta condição implica em que C−rightA,C também seja uma inversa à esquerda de CC,A, o que

é impossível para C < A. Logo, a Equação (3.2) sempre possuirá uma solução quando

existir C−rightA,C e, se C−leftA,C também existir, pode-se dizer que esta solução será única.

Entretanto, somente matrizes quadradas não-singulares (K = A = C) possuirão inversa

à esquerda e à direita (C left
A,C = Cright

A,C = C−1
K,K).

A solução mostrada na Equação (3.5) pode ser obtida, por exemplo, com a reso-

lução de dois Sistema de Equações Lineares acoplados, isto é, XA,1 = CT
A,CZC,1, onde

[CC,ACA,C ]ZC,1 = CC,AGA,CBC,1 [141]. Conquanto, a Equação (3.5) enfrentará as mesmas

di�culdades de resolução da solução mostrada na Equação (3.3). Assim, para uma matriz

CC,A de posto completo, é viável utilizar, novamente, a decomposição QR para a obtenção

da solução via Equação (3.5).

Neste contexto, considerando a hipótese de posto completo por linhas, a decomposição

QR será dada, agora em termos da transposta, por CT
A,C = Qort

A,ARA,C . Particionando,

agora, a decomposição QR anterior, obtemos CT
A,C = [Q̃A,C Q̃C,A]

[
R̃C,C

0

]
= Q̃A,CR̃C,C ,

cujas matrizes Q̃A,C e R̃C,C são, respectivamente, formadas pelas primeiras C colunas

ortonormais de Qort
A,A e primeiras C linhas não-triviais da matriz RA,C . Portanto, a solução

via Equação (3.5), em termos da decomposição QR, é dada por XA,1 = Q̃A,CR̃
−1
C,CDC,1, no

qual poderá ser obtida com a resolução de dois Sistemas de Equações Lineares acoplados,

onde o primeiro sistema XA,1 = Q̃A,CYC,1 dependeria da resolução de R̃C,CYC,1 = DC,1.

Entretanto, perceba que, pela hipótese de posto(CC,A) = C, a matriz R̃C,C , gerada na

decomposição QR, é não-singular. Por outro lado, se posto(CC,A) < C (posto incompleto),

R̃C,C será singular, bem como a matriz CC,AC
T
A,C da Equação (3.5). Neste caso de posto

incompleto (ou, de posto desconhecido), outro método deverá ser empregado, como, por

exemplo, a decomposição SVD, que será formulada na Seção 3.2. Resumindo, quando

C < A o sistema pode ter in�nitas soluções (no caso de posto completo ou não) ou pode
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não ter solução. Assim, seria interessante conhecer qual é a escolha das componentes livres

que fazem a solução da Equação (3.5) igual à solução da Equação (3.1) (XORG
A,1 = XEQV

A,1 ).

3.2 Formulação matemática equivalente generalizada

Como visto, a Seção 3.1 abordou com maiores detalhes a Formulação Equivalente e

caracterizou, de acordo com o número de alternativas e critérios, possíveis soluções com

esta formulação, como destacam as Equações 3.3, 3.4 e 3.5, geradas a partir da Equação

(3.2). Entretanto, quando, por exemplo, CC,A é uma matriz de posto incompleto, devido

à singularidade das matrizes CT
A,CCC,A, CA,A ou CC,AC

T
A,C , as Equações 3.3, 3.4 e 3.5

podem não ter solução única. Torna-se necessário, então, generalizar o conceito de matriz

inversa com garantia de unicidade. Maiores detalhes deste tópico podem ser encontrados

em [13, 22, 33, 48, 54, 152].

Sendo assim, consideremos um Sistema de Equações Lineares genérico, como de�nido

pela Equação (3.2), onde a matriz CC,A ∈ RC×A é retangular (C 6= A). Então, como

demonstrado em [48, 54], sempre existe uma única matriz C†A,C ∈ RA×C , denominada

de inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-inversa de CC,A, que satisfaz quatro

propriedades:

• CC,AC
†
A,CCC,A = CC,A

• C†A,CCC,AC
†
A,C = C†A,C

• [CC,AC
†
A,C ]T = CC,AC

†
A,C

• [C†A,CCC,A]T = C†A,CCC,A

Embora as matrizes CC,AC
†
A,C e C†A,CCC,A aparentam desempenhar o papel de matriz

identidade na multiplicação à esquerda por CC,A e C†A,C , respectivamente, essas matrizes

só serão mesmo iguais à matriz identidade em casos especiais, como, por exemplo, no

caso onde a matriz CC,A é quadrada (C = A) e de posto completo. Neste caso, então, a

pseudo-inversa coincide com a matriz inversa, isto é, C†A,A = C−1
A,A [152, 153]. Logo, na

hipótese da matriz CC,A ser de posto completo (isto é, posto(CC,A) = min{C,A}) e me-

diante algumas manipulações algébricas, a pseudo-inversa de CC,A pode ser determinada

conforme a Equação (3.6) [13, 33, 166].



3.2 Formulação matemática equivalente generalizada 47

C†A,C =


[CT

A,CCC,A]−1CT
A,C , se C > A

C−1
A,A, se C = A

CT
A,C [CC,AC

T
A,C ]−1, se C < A

(3.6)

Por outro lado, se CC,A não for de posto completo, embora ainda exista uma única

pseudo-inversa, a representação de�nida na Equação (3.6) não é válida. Agora, note que,

com a pseudo-inversa de CC,A de�nida, torna-se viável postular a Formulação Equivalente

de forma generalizada. Para este �m, basta pré-multiplicarmos a pseudo-inversa de CC,A

na Equação (3.2), isto é, C†A,CCC,AXA,1 = C†A,CDC,1 = C†A,CCC,AGA,CBC,1 = GA,CBC,1.

Isto mostra, em outras palavras, que por meio da pseudo-inversa é possível obter para

a Formulação Equivalente a mesma solução da Formulação Tradicional. Neste âmbito,

a Equação (3.7), cujo DC,1 = CC,AGA,CBC,1, estabelece uma conexão entre a inversa

generalizada de Moore-Penrose e a Equação (3.2).

XA,1 = C†A,CDC,1 (3.7)

Por último, para completar esta argumentação, é importante mencionar que existem

várias formas de computar uma pseudo-inversa. E, uma destas formas, como será visto,

está na utilização da decomposição SVD da matriz que se deseja inverter [54, 153]. A

decomposição SVD, por sua vez, sempre existe e é numericamente estável, apesar do alto

custo computacional, e, em termos gerais, usa transformações ortogonais para reduzir o

problema em um sistema diagonal, diferentemente da decomposição QR. Nesta conjun-

tura, pode-se dizer que toda matriz CC,A ∈ RC×A, com posto(CC,A) = K ≤ min{C,A},
real ou complexa, pode ser fatorada em um produto UC,CΣC,AV

T
A,A. A matriz UC,C ∈ RC×C

diagonaliza ortogonalmente a matriz CC,AC
T
A,C , tendo suas colunas compostas pelos de-

nominados vetores singulares à esquerda de CC,A. A matriz VA,A ∈ RA×A, diferentemente,

diagonaliza ortogonalmente a matriz CT
A,CCC,A, tendo suas colunas compostas pelos deno-

minados vetores singulares à direita de CC,A. E, por último, a matriz ΣC,A ∈ RC×A é uma

matriz diagonal composta pelos K valores singulares de CC,AC
T
A,C , de�nidos por σ, cujos

os mesmos satisfazem σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σK > 0, como se vê na Equação (3.8) [22, 81, 153].

ΣC,A =

[
Σ̂K,K 0

0 0

]
∈ RC×A, Σ̂K,K = diag(σ1, σ2, . . . , σK) ∈ RK×K . (3.8)

Baseada na fatoração CC,A = UC,CΣC,AV
T
A,A, a pseudo-inversa ou inversa generali-
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zada de Moore-Penrose da matriz CC,A em termos da decomposição SVD é de�nida como

C†A,C = VA,AΣ†A,CU
T
C,C , cuja matriz Σ†A,C , apresentada na Equação (3.9), é a pseudo-

inversa de ΣA,C [22, 48, 54, 81, 153]. É fácil mostrar também que a Equação (3.6) não se

altera com a pseudo-inversa de CC,A em termos da decomposição SVD. Veja, por exemplo,

quando o número de critérios for maior do que o número de alternativas (C > A) e CC,A de

posto completo por colunas: [CT
A,CCC,A]−1CT

A,C = [VA,AΣT
A,CΣC,AV

T
A,A]−1VA,AΣT

A,CU
T
C,C =

VA,A[ΣT
A,CΣC,A]−1ΣT

A,CU
T
C,C = C†A,C . Argumentos semelhantes podem ser utilizados quando

o número de critérios for menor do que o número de alternativas (C < A) e CC,A com

posto completo por linhas [13].

Σ†A,C =

[
Σ̂−1

K,K 0

0 0

]
∈ RA×C , Σ̂−1

K,K = diag(σ−1
1 , σ−1

2 , . . . , σ−1
K ) ∈ RK×K . (3.9)

Deste modo, a Equação (3.7) poderia ser reescrita como XA,1 = VA,AΣ†A,CU
T
C,CDC,1,

sendo CC,A uma matriz quadrada ou não, de posto completo ou não. Em síntese, então,

é admissível dizer que quando C > A e posto(CC,A) = A, a solução da Equação (3.7)

(e, coincidente com a solução da Formulação Tradicional) será aquela que minimiza o

erro ‖ DC,1 − CC,AXA,1 ‖ sobre RA. No caso de C < A e posto(CC,A) = C, a solução

da Equação (3.7) de melhor escolha (e, coincidente com a solução da Formulação Tra-

dicional) será a de menor norma dentre todas as demais [22, 33, 36]. Agora, quando

posto(CC,A) = K < min{C,A}, haverão uma in�nidade de soluções em RA que minimi-

zam ‖ DC,1 − CC,AXA,1 ‖. Logo, a solução da Equação (3.7) é obtida, por exemplo, com

a decomposição SVD Truncada, e é dita ser a solução de mínima norma do problema de

mínimos quadrados. Maiores detalhes deste caso de posto incompleto são encontrados em

[13, 33, 54, 166].

Agora, para evitar soluções com erros gerados por incertezas/imprecisões e julgados

inadequados para o uso a que se destina, sempre devemos nos atentar para a sensibilidade

dos dados que compõe a Formulação Equivalente e, ainda, para a in�uência do arredonda-

mento em ponto �utuante e suas operações aritméticas. Esta análise será desenvolvida na

Seção 3.3 e, embora seja considerada uma análise de sensibilidade do problema e existam

outros modos de efetuá-la, aqui, será realizada pelo número de condicionamento, onde será

examinado relações entre incertezas dos elementos do problema e a precisão da solução

[32, 48, 54, 80].
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3.3 Número de condicionamento para Sistema de Equa-

ções Lineares

Existem várias abordagens para estimar o número de condicionamento de uma matriz

[32, 54, 80]. Neste contexto, apresentaremos uma das primeiras abordagens para este

número, tomando a Formulação Equivalente, Equação (3.2), como ponto de partida. Deste

modo, considerando, inicialmente, CA,A ∈ RA×A, caso especí�co cujo número de critérios e

alternativas são iguais, isto é, C = A, é possível de�nir o número de condicionamento desta

matriz, caso esta não seja singular, como cond(CA,A) = ‖CA,A‖‖C−1
A,A‖ = cond(C−1

A,A),

onde cond(·) ∈ R e ‖ · ‖ representa alguma norma matricial. Embora o número de

condicionamento varie de acordo com a norma utilizada, os resultados serão �próximos�

[48, 54]. Além disso, veja que 1 ≤ cond(·) ≤ ∞. Para o caso de cond(·) = 1, é dito que a

matriz é perfeitamente condicionada.

Sejam, então, ∆DA,1, ∆CA,A e ∆XA,1 as incertezas em DA,1, CA,A e XA,1, respetiva-

mente. Então, após algumas manipulações algébricas, é possível obter duas desigualdades,

como mostrado pelas Equações 3.10 e 3.11 em [54, 80]. Estas desigualdades determinam

como pequenas modi�cações no vetor DA,1 e na matriz CA,A irão in�uenciar na solução

XA,1, isto é, elas estabelecem uma relação entre os erros relativos provocados pelas in-

certezas dos dados de entrada do Sistema de Equações Lineares, onde o limite superior

para o erro relativo na solução tem uma dependência proporcional com o erro relativo dos

dados do problema, cujo fator de proporcionalidade é o cond(CA,A). Desta forma, para

um cond(CA,A)� 1, o que classi�caria a matriz como mal condicionada, pequenas incer-

tezas nos dados de entrada, como em DA,1 ou em CA,A, conduzirão a grandes variações

nos dados de saída (XALT
A,1 ) [32, 48, 54, 80].

‖∆XA,1‖
‖XA,1‖

≤ cond(CA,A)
‖∆DA,1‖
‖DA,1‖

(3.10)

‖∆XA,1‖
‖XA,1 + ∆XA,1‖

≤ cond(CA,A)
‖∆CA,A‖
‖CA,A‖

(3.11)

Como mencionado, um alto número de condicionamento está, relativamente, associ-

ado a uma grande variação na solução de Sistema de Equações Lineares. E, geralmente,

quanto maior é o número de condicionamento de uma matriz, menor é seu determinante,

ou seja, para cond(CA,A) → ∞, é esperado ter det(CA,A) → 0. Deste modo, é possível

interpretar o problema em termos de �proximidade�, onde, quanto maior for o número de
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condicionamento da matriz CA,A, menor é a diferença relativa entre a matriz CA,A e a

matriz singular mais próxima a ela (ou, equivalentemente, mais próximo seus autovalores

estarão da origem) [32]. E, como o determinante está relacionado com a singularidade

da matriz ou, ainda, com a dependência linear das colunas da matriz considerada, cabe-

ria outra interpretação geométrica consistente com a anterior, isto é, quanto maior é o

número de condicionamento, mais �próximo� estão as colunas (ou, linhas) da matriz de

serem linearmente dependentes [169]. No entanto, deve ser dito que não é aconselhável

utilizar o determinante ou os autovalores de uma determinada matriz como mensuração

do condicionamento, como demonstra o contra-exemplo em [32]. Na verdade, é o conjunto

de valores singulares de CA,A que fornece a mensuração do condicionamento [32, 48].

Torna-se necessário, �nalmente, generalizar o conceito do número de condicionamento

para matrizes retangulares e, não menos importante, matrizes singulares, visto que estes

também são possíveis casos com a Formulação Equivalente. Logo, para CC,A ∈ RC×A, onde

C 6= A, como não está de�nida a inversa para matrizes retangulares, pode-se escrever

cond(CC,A) = ‖CC,A‖‖C†A,C‖, como se vê em [32]. Com respeito à norma-2, o número

de condicionamento também pode ser de�nido, como mencionado, por cond(CC,A) =

‖CC,A‖‖C†A,C‖ =
σmax

σmin

, cuja relação pode ser entendida como a razão entre o maior e o

menor valor singular da matriz CC,A [32, 33, 48, 54, 152].

Com a generalização do número de condicionamento, pode-se observar os efeitos do

fator de proporcionalidade, designado por cond(CC,A), na solução da Formulação Equi-

valente. É importante também mencionar que o número de condicionamento da matriz

CT
A,CCC,A, presente, por exemplo, na Equação (3.3), é dado pelo quadrado do número de

condicionamento da matriz CC,A, isto é, cond(CT
A,CCC,A)2 = cond(CC,A)2

2. Sendo assim,

qualquer mal condicionamento de CC,A faz-se muito maior na matriz CT
A,CCC,A, o que,

comumente, re�ete na estabilidade e precisão de qualquer método numérico utilizado para

resolução da Equação (3.3) ou 3.5 [32, 48]. Isto, segundo [36], justi�caria a Decomposição

QR ser mais precisa e recomendável em relação à Decomposição de Cholesky e, ainda,

o motivo da Decomposição SVD não ampliar as perturbações dos dados de entrada (

‖CC,A‖2 = ‖ΣC,A‖2 ). Agora, em um caso de matrizes altamente mal-condicionadas, a

�m de estabilizar o problema, pode ser necessário a utilização de outros métodos, como o

método de regularização de Tikhonov ou, ainda, a decomposição SVD Truncada. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [48, 54].

Agora, com a descrição e generalização do número de condicionamento, é necessário,

por �nal, destacar que o problema estudado neste trabalho possibilita incertezas e/ou



3.4 Formulação matemática equivalente parametrizada 51

imprecisões: (1) incertezas na construção do vetor BC,1 e/ou da matriz GA,C , visto que

são matrizes formadas por autovetores oriundos do processo de comparações entre pa-

res de elementos, podendo envolver variáveis subjetivas; (2) imprecisões devido aos erros

de arredondamento/truncamento ao realizar os cálculos devido a aritmética de precisão

�nita do computador. Logo, não seria absurdo dizer que estas incertezas presentes na

construção do vetor BC,1 e/ou da matriz GA,C podem in�uenciar na solução da Formu-

lação Equivalente (XEQV
A,1 ). E, se estas incertezas de BC,1 e/ou de GA,C in�uenciam na

solução, surge a hipótese do número de condicionamento estar relacionado com a estabili-

dade/con�abilidade das soluções retornadas pelo método AHP. Neste contexto, o número

de condicionamento pode ser dito, a princípio, como uma análise de sensibilidade para

a Formulação Equivalente (diferente, por sinal, da análise mencionada na Seção 2.2.2.5)

e busca determinar como pequenas incertezas no vetor BC,1 e/ou na matriz GA,C , que

vêm dos julgamentos efetuados pelo decisor, irão in�uenciar na solução XA,1. Esta é a

importante decorrência da presente seção. Adiante, na Seção 3.4, a matriz CC,A e, por

conseguinte, o vetor DC,1 = CC,AGA,CBC,1, presentes na Equação (3.2), serão ajustados

para as variáveis da Formulação Tradicional.

3.4 Formulação matemática equivalente parametrizada

Tomando como referência a matriz de preferências locais das alternativas sob cada

critério GA,C , uma possível escolha particular (não a única), respeitando as dimensões

matriciais, seria CC,A = GT
C,A. Isto, portanto, de�ne a Formulação Equivalente como a

Equação (3.12), cujo DC,1 = GT
C,AGA,CBC,1. Cabe dizer que a Equação (3.12), embora

esteja parametrizada, ainda será tratada como Formulação Equivalente do método AHP

ou Formulação com Solução Implícita, visto que todas as argumentações elaboradas nas

Seções 3.1 e 3.3 são completamente válidas também com esta escolha.

GT
C,AXA,1 = DC,1 (3.12)

Com esta escolha particular, bem como para Equação (3.2), existirão três possibilida-

des para o sistema de�nido na Equação (3.12): número de critérios maior do que o número

de alternativas (C > A); número de critérios igual ao número de alternativas (C = A);

número de critérios menor do que o número de alternativas (C < A).

Quando o número de critérios for maior do que o número de alternativas (C > A),

o Sistema de Equações Lineares será sobredeterminado e, provavelmente, inconsistente,
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uma vez que o vetor DC,1 não será combinação linear dos vetores-coluna da matriz

GT
C,A. Neste contexto, inexistirá solução que satisfaça simultaneamente todas as res-

trições impostas na Equação (3.12), mas pode-se determinar a solução que está mais

próxima possível da solução procurada, que será dada pela solução de mínimos qua-

drados: XA,1 = [GA,CG
T
C,A]−1GA,CDC,1. Note que, se as colunas da matriz GT

C,A são

linearmente independentes (posto(GT
C,A) = A), a solução de mínimos quadrados da Equa-

ção (3.12) deverá ser única e coincidirá com a solução da Equação (3.1), isto é, XA,1 =

[GA,CG
T
C,A]−1GA,CDC,1 = [GA,CG

T
C,A]−1GA,CG

T
C,AGA,CBC,1 = IA,AGA,CBC,1 = GA,CBC,1.

Perceba também que, em termos da interpretação geométrica mencionada anteriormente,

em que o método AHP poderia ser visto como um conjunto de hiperplanos, esta caracte-

rização da solução �nal XA,1 é equivalente a buscar o hiperplano que minimize a soma dos

quadrados das distâncias perpendiculares entre os todos os hiperplanos deste conjunto.

Já quando o número de critérios for igual ao número de alternativas (C = A), o

Sistema de Equações Lineares será quadrado e poderá ser consistente, existindo uma ou

mais soluções, ou inconsistente, inexistindo solução. Neste contexto, existirá uma única

solução que satisfaça simultaneamente todas as restrições impostas na Equação (3.12)

quando posto(GT
A,A) = A. Note que, se as linhas e colunas da matriz GT

A,A são linearmente

independentes, a solução da Equação (3.12) é única e coincide com a solução da Equação

(3.1), isto é, XA,1 = [GT
A,A]−1DA,1 = [GT

A,A]−1GT
A,AGA,ABA,1 = IA,AGA,ABA,1 = GA,ABA,1.

Mas, se posto(GT
A,A) < A, existirá uma in�nidade de soluções ou a solução inexistirá.

Em contrapartida, quando o número de critérios for menor do que o número de alter-

nativas (C < A), o Sistema de Equações Lineares será subdeterminado e, provavelmente,

consistente com um número in�nito de soluções, uma vez que o vetor DC,1 será combina-

ção linear dos vetores-coluna da matriz GT
C,A para muitas escolhas de XA,1. Em outras

palavras, pode-se dizer que a solução, neste caso, deverá conter parâmetros (graus de li-

berdade) que, quando escolhidos, levarão a diferentes soluções. Logo, existirá uma in�ni-

dade de soluções que satisfarão simultaneamente todas as restrições impostas na Equação

(3.12), mas pode-se determinar uma solução particular, com garantia de unicidade, que

será dada pela solução de menor norma: XA,1 = GA,C [GT
C,AGA,C ]−1DC,1. Note que, se

as linhas da matriz GT
C,A são linearmente independentes (posto(GT

C,A) = C), a solução de

menor norma da Equação (3.12) deverá ser única e coincidirá com a solução da Equa-

ção (3.1), isto é, XA,1 = GA,C [GT
C,AGA,C ]−1DC,1 = GA,C [GT

C,AGA,C ]−1GT
C,AGA,CBC,1 =

GA,CIC,CBC,1 = GA,CBC,1.

Nestas circunstâncias, é apropriado mencionar que a pseudo-inversa de CC,A, em ter-
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mos de GA,C , é representada pela Equação (3.13) unicamente na hipótese de posto com-

pleto. Quando posto(GT
C,A) = K < min{C,A} (posto incompleto), embora ainda exista

uma única pseudo-inversa, a representação de�nida na Equação (3.13) não é válida. Po-

rém, mesmo nestes casos, é possível utilizar a pseudo-inversa para obter uma solução da

Equação (3.12) com, por exemplo, a decomposição SVD Truncada, como mencionado na

Seção 3.2.

C†A,C =


[GA,CG

T
C,A]−1GA,C = [QA,A]−1GA,C , se C > A

G−1
A,A, se C = A

GA,C [GT
C,AGA,C ]−1 = GA,C [PC,C ]−1 , se C < A

(3.13)

A partir ainda de CC,A = GT
C,A, algumas veri�cações algébricas também podem ser

realizadas. A título de exemplo, pode-se veri�car que o produto entre as matrizes CC,A

e CT
A,C não será comutativo, nem quando A = C, isto é, CT

A,CCC,A 6= CC,AC
T
A,C . Para

ser comutativo, no caso de A = C, devemos ter CT
A,ACA,A = CA,AC

T
A,A, que seria possível

se, e somente se, a matriz CA,A fosse uma matriz simétrica (CA,A = CT
A,A). Mas, como

CC,A = GT
C,A, esta é uma condição improvável para o método AHP, uma vez que as linhas

da matriz CC,A serão autovetores normalizados, oriundos de comparações entre pares,

ausentes de um padrão pré-de�nido.

Por outro lado, também pode-se veri�car se as matrizes quadradas QA,A e PC,C são

ortogonais ou, ainda, involutory (que, numa possível tradução para o português, podem

ser ditas matrizes involutivas). Tal veri�cação é relevante devido a existência de muitos

resultados da Álgebra Linear para matrizes com estas características. Cabe apontar que

uma matriz quadrada CK,K é dita ser ortogonal se os vetores formados pelas colunas da

matriz tem comprimento unitário e são ortogonais. Deste modo, toda matriz ortogonal

veri�ca CK,KC
T
K,K = IK,K e CT

K,KCK,K = IK,K , cujo CK,K é não-singular e C−1
K,K = CT

K,K

[8]. Também, é sabido que uma matriz quadrada é involutory se esta é a própria inversa,

isto é, CK,K = C−1
K,K . Por conseguinte, se CK,K é uma matriz involutory, C2

K,K = IK,K

[23]. No caso particular de CK,K ser uma matriz simétrica, então CK,K será ortogonal

se, e somente se, for involutory. Neste sentido, será provado que, dada a construção da

matriz GA,C do método AHP, é impossível que as matrizes QA,A e PC,C sejam ortogonais

ou involutory, considerando a escolha particular CC,A = GT
C,A.

Proposição: Sejam as matrizes QA,A ≡ GA,CG
T
C,A e PC,C ≡ GT

C,AGA,C de�nidas pela

matriz GA,C do método AHP. Se QA,A e PC,C são não-singulares, então estas matrizes não
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são ortogonais e nem involutory.

Prova: A prova será baseada em redução ao absurdo, também conhecida como prova

por contradição. Primeiro mostraremos que a matriz QA,A não pode ser involutory.

Suponha o contrário, que a matriz QA,A é involutory. Logo, Q−1
A,A = QA,A e, con-

sequentemente, a Equação (3.14) é gerada. Entretanto, todas as entradas de QA,A são

estritamente positivas (qi,j > 0), devido a GA,C ser formada por vetores normalizados

oriundos de matrizes de comparações entre pares locais. Isto é, gi,j > 0, ∀i = 1, . . . , A

e ∀j = 1, . . . , C. Portanto, o produto e soma das entradas de QA,A nunca poderá ser

igual a zero. Consequentemente, as entradas zeros fora da diagonal principal da matriz

identidade IA,A nunca serão obtidas. Logo, a identidade de�nida pela Equação (3.14) não

se veri�ca, e isto implica em que a matriz Q−1
A,A 6= QA,A.

IA,A = Q−1
A,AQA,A = QA,AQA,A = GA,CG

T
C,AGA,CG

T
C,A (3.14)

Neste instante, será mostrado que a matriz QA,A não pode ser ortogonal. Suponha o

contrário, que a matriz QA,A é ortogonal. Logo, Q−1
A,A = QT

A,A e considerando que QA,A é

simétrica segue, a Equação (3.15). Note que esta é a mesma Equação (3.14). Logo, todos

os argumentos apresentados acimas também são válidos aqui. Portanto, Q−1
A,A 6= QT

A,A.

IA,A = Q−1
A,AQA,A = QT

A,AQA,A = QA,AQA,A = GA,CG
T
C,AGA,CG

T
C,A (3.15)

Argumentos semelhantes podem ser usados para realizar a prova referente à matriz

PC,C . �

Note, por último, que ao pré-multiplicarmos ambos os lados da Equação (3.12) por

GA,C e obtermos GA,CG
T
C,AXA,1 = GA,CDC,1 = GA,CG

T
C,AGA,CBC,1, pode-se escrever o

lado direito deste sistema como GA,CPC,CBC,1 = QA,AGA,CBC,1, cujo QA,A ≡ CT
A,CCC,A =

GA,CG
T
C,A e PC,C ≡ CC,AC

T
A,C = GT

C,AGA,C , o que sugere a identidade GA,CPC,C =

QA,AGA,C . Tomando a transposta e sabendo que as matrizes QA,A e PC,C são matri-

zes simétricas, obtemos, a partir dos argumentos anteriores, a identidade designada por[
GT

C,AGA,C

]
GT

C,A = GT
C,A

[
GA,CG

T
C,A

]
. Esta identidade sempre irá se veri�car, indepen-

dente do posto matricial.

Embora tenha sido mencionado, estritamente no segundo parágrafo da presente seção,

as situações cuja solução da Equação (3.12) coincide com a solução da Formulação Tradi-

cional, deve-se destacar que estas situações apenas são válidas nos casos em que a matriz
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CC,A é de posto completo. Por outro lado, quando a matriz CC,A não é de posto completo,

a Equação (3.12) terá uma in�nidade de soluções, o que pode ser contornado com a uti-

lização de outros métodos, como, por exemplo, a Equação (3.7), isto é, XA,1 = C†A,CDC,1,

onde CC,A = GT
C,A. Mas, cabe dizer que, devido à escolha particular CC,A = GT

C,A, surge

uma possibilidade de assegurar que a matriz CC,A seja sempre uma matriz de posto com-

pleto, o que viabiliza, em todo caso, o uso das Equações Normais. Este procedimento será

desenvolvido na Seção 3.5.

3.5 Análise de dependência linear na matriz de priori-

dades locais das alternativas

Como abordado na Seção 3.1, uma das principais aplicações do posto matricial, de�-

nido por posto(GT
C,A) ≤ min{C,A} para a matriz GT

C,A (recordando a escolha particular

CC,A = GT
C,A), está no número de soluções de um Sistema de Equações Lineares, isto

é, dados GT
C,A e DC,1, quando existe uma solução para GT

C,AXA,1 = DC,1? Quando, por

exemplo, o posto de GT
C,A for menor que min{C,A}, a matriz GT

C,A é dita ser de posto

incompleto, existindo in�nitas soluções para o Sistema de Equações Lineares de�nido na

Equação (3.12). Esta situação de posto incompleto surge, por exemplo, quando as co-

lunas de uma matriz são combinações lineares umas das outras (em termos da matriz

GA,C , isto é análogo a dizer que o decisor julgou, no processo de comparação entre pares,

ter as mesmas preferências para o conjunto de alternativas em pelo menos dois critérios

diferentes).

No entanto, pelo modo com que é colocada a Formulação Tradicional, é possível,

mediante a fatoração dos vetores-coluna de GA,C que são iguais (fatoração por meio do

termo em comum), utilizar a Formulação Equivalente ausente de matrizes de coe�cientes

de posto incompleto. Isto porque são os vetores-coluna redundantes de GA,C que tornam o

posto da matriz de coe�cientes da Equação (3.12) menor que C ou A, isto é, posto(GT
C,A) <

{C,A}, o que com este tratamento poderia ser evitado. Por conseguinte, espera-se que

com esta fatoração a matriz em questão, seja ela oriunda da Formulação Tradicional ou

da Formulação Equivalente, tenha um menor número de condicionamento, o que implica

em menor sensibilidade dos dados.

Mas, cabe relembrar que os vetores-coluna de GA,C (vetores-linha de GT
C,A) são au-

tovetores (ou, vetores de preferências locais) oriundos do processo de julgamento entre

pares de alternativas em relação à algum critério. Logo, não é raro (e, nem errado) no
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método AHP existirem matrizes GA,C com autovetores (vetores-coluna) iguais. Então,

perceba que ao fatorar um vetor-coluna de GA,C , este critério não é removido do modelo

em questão, apesar deste fornecer as mesmas preferências para alternativas que algum

outro critério, isto é, o modelo é o mesmo, porém escrito matematicamente de forma

diferente. Desta maneira, a solução obtida com a fatoração de vetores-coluna de GA,C

será idêntica à solução inicial se, e somente se, os pesos em BC,1 destes critérios fatorados

forem redistribuídos ao peso em BC,1 do critério �xado. A prova disto é demonstrada a

seguir.

Proposição: Seja a matriz de prioridades locais das alternativas sob cada critério

de�nida por GA,C . Se existirem quaisquer n colunas de GA,C idênticas entre si, onde ∀n ∈
{2, 3, . . . , C}, então, de todas estas colunas idênticas, n−1 colunas podem ser fatoradas da

matriz de preferências locais das alternativas e a solução, neste caso, permanece idêntica

à solução original.

Prova: Considere a Formulação Tradicional de�nida na Equação (3.1) reescrita em

termos da combinação linear dos vetores-coluna de GA,C , como mostra a Equação (3.16),

cujo ĝ1, ĝ2, . . . , ĝC representam os vetores-coluna deGA,C , isto é, ĝk =
[
g1k g2k . . . gAk

]T
,

∀k = {1, 2, . . . , C}.

XA,1 =


g1,1 g1,2 . . . g1,C

g2,1 g2,2 . . . g2,C

...
...

...
...

gA,1 gA,2 . . . gA,C




b1,1

b2,1

...

bC,1

 = b1,1ĝ1 + b2,1ĝ2 + . . .+ bC,1ĝC (3.16)

Suponha, então, que as duas primeiras colunas da matrizGA,C sejam idênticas (n = 2),

isto é, ĝ1 = ĝ2. Neste caso, teremos XA,1 = b1,1ĝ1 + b2,1ĝ2 + b3,1ĝ3 + . . . + bC,1ĝC =

(b1,1 + b2,1)ĝ2 + b3,1ĝ3 . . . bC ĝC,1. Suponha, agora, que as três primeiras colunas da matriz

GA,C sejam idênticas (n = 3), isto é, ĝ1 = ĝ2 = ĝ3. Neste segundo caso, teremos XA,1 =

b1,1ĝ1 + b2,1ĝ2 + b3,1ĝ3 + b4,1ĝ4 + . . .+ bC,1ĝC = (b1,1 + b2,1 + b3,1)ĝ3 + b4,1ĝ4 + . . .+ bC ĝC,1.

E, por último, suponha que para as n primeiras colunas da matriz GA,C sejam idênticas,

isto é, ĝ1 = ĝ2 = . . . = ĝn. Neste último caso, teremos: XA,1 = b1,1ĝ1 + b2,1ĝ2 + . . . bn,1ĝn +

b(n+1),1ĝn+1 + . . . + bC,1ĝC = (b1,1 + b2,1 + . . . + bn,1)ĝn + b(n+1),1ĝn+1 + . . . + bC ĝC,1, como

mostra a Equação (3.17).
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XA,1 =


g1,n g1,(n+1) . . . g1,C

g2,n g2,(n+1) . . . g2,C

...
...

...
...

gA,n gA,(n+1) . . . gA,C





n∑
j=1

bj,1

b(n+1),1

...

bC,1

 (3.17)

Note que, ainda no caso das n primeiras colunas da matriz GA,C serem iguais, se ante-

riormente tínhamos XA,1 = GA,CBC,1 como solução inicial com a Formulação Tradicional,

pode-se a�rmar que esta mesma solução também pode ser obtida, porém em um modelo

ausente de vetores-coluna de GA,C iguais, por XA,1 = G̃A,W B̃W,1, cujo W = C − (n− 1).

Mas, deve ser reiterado que as soluções apenas serão equivalentes se, e somente se, hou-

ver uma redistribuição dos pesos de BC,1 referentes às colunas fatoradas para a coluna

colocada em evidência, pois, deste modo, é possível partir da forma fatorada e retornar

para Equação (3.16). Isto, inclusive, é demonstrado pela Equação (3.17), onde as n − 1

primeiras colunas da matriz GA,C são fatoradas (pelo fato das n primeiras serem iguais)

e seus respectivos pesos, referentes à BC,1, são agregados ao peso do n-ésimo elemento de

BC,1.

Argumentos semelhantes, portanto, podem ser usados para quaisquer n combinações

de vetores-coluna de GA,C que sejam idênticos, estando ordenados ou não. �

Mas, para a�rmar que a matriz GA,C é composta por vetores-coluna redundantes, é

recomendável mensurar o ângulo entre os vetores-coluna da matriz GA,C . Este ângulo,

denotado por θ, pode ser determinado conforme a Equação (3.18), cujo Y1,N e Z1,N ,

∀N ∈ {1, 2, . . . , C}, designam dois vetores-coluna quaisquer de GA,C . Como resultado

desta mensuração, duas ocasiões principais podem surgir: (1) vetores-coluna de GA,C

paralelos, isto é, θ = 0; (2) vetores-coluna de GA,C quase paralelos, isto é, θ ≈ 0. Quando

temos vetores de GA,C paralelos, que são ditos linearmente dependentes, um deles não

agrega novas informações na matriz do método AHP e isto pode tornar GA,C uma matriz

de posto incompleto. Quando temos vetores de GA,C quase paralelos, que são ditos quase

linearmente dependentes, então a matriz GA,C é de posto quase incompleto (e pode se

tornar de posto incompleto pelos erros de arredondamento/truncamento ao realizar os

cálculos devido a aritmética de precisão �nita do computador).

cos (θ) =
Y1,N · ZT

N,1

|Y1,N |2|Z1,N |2
(3.18)

Isto nos permite concluir que mensurar o ângulo entre os vetores-coluna da matriz
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GA,C proporciona conhecer o quão paralelos estes vetores estão e identi�car quais conjun-

tos de vetores são estes. No caso de existirem vetores-coluna de GA,C paralelos pode-se

a�rmar então que, dada a Formulação Tradicional XA,1 = GA,CBC,1 com GA,C composto

por vetores-coluna linearmente dependentes, sempre existirá uma matriz fatorada G̃A,W

e um vetor B̃W,1 tal que GA,CBC,1 = G̃A,W B̃W,1. E, dentre as notáveis contribuições deste

procedimento algébrico, podem estar: (1) escolhas mais apropriadas para CC,A quando

GA,C tem posto incompleto; (2) melhor número de condicionamento da matriz fatorada,

visto que os vetores-coluna linearmente dependentes da matriz original são removidos,

garantindo maior robustez ao modelo; (3) soluções da Formulação Equivalente sempre

em conformidade com as Equações 3.3, 3.4 e 3.5, uma vez que, com a escolha particular

CW,A = G̃T
W,A, a matriz CW,A será carente de vetores-linha paralelos e, portanto, será de

posto completo.

Ademais, deve ser mencionado que, além das colunas, as linhas da matriz GA,C tam-

bém podem ser combinações lineares umas das outras, o que também pode tornar a matriz

GT
C,A de posto incompleto, existindo in�nitas soluções para o Sistema de Equações Line-

ares de�nido na Equação (3.12). Em termos do método AHP, esta representa a situação,

que pode ser dita mais atípica, porém não impossível, em que o decisor detém das mesmas

preferências para, ao menos, duas alternativas em relação a todos os critérios do modelo

(isto é, observando todos os autovetores oriundos da comparação entre pares de alterna-

tivas, ao menos duas componentes, para todos os autovetores, deveriam ter os mesmos

valores), o que leva a dizer que os critérios presentes no modelo em questão não permi-

tem fazer uma distinção entre as alternativas redundantes. Neste caso, que também deve

ser constatado com a mensuração prévia dos ângulos entre os vetores-linha de GA,C , a

fatoração não se aplica do modo demonstrado e a remoção direta dos vetores-linha redun-

dantes de GA,C , apesar de possivelmente trazer melhorias, quebraria alguns padrões do

AHP, como, por exemplo, uma solução XA,1 normalizada. Portanto, este caso especí�co

de vetores-linha idênticos, na matriz GA,C , não será explorado nesta dissertação.

A seção 3.6, por �nal, irá discorrer e sumarizar, mesmo que super�cialmente, os

principais desdobramentos abordados no Capítulo 3. Isto, além de condensar tudo o que

foi exposto, irá proporcionar uma maior compreensão do que será realizado no Capítulo

4.
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3.6 Síntese dos principais resultados do Capítulo 3

Como mencionado, o método AHP, em sua forma tradicional, utiliza um processo de

agregação aditiva para sintetizar as preferências locais dos elementos que compõem uma

determinada hierarquia. Esta síntese, que nesta dissertação foi chamada de Formulação

Tradicional, é escrita como XA,1 = GA,CBC,1, cujo GA,C é a matriz de prioridades locais

das alternativas em relação aos critérios, BC,1 é o vetor de prioridades locais dos critérios

em relação aos objetivos e XA,1 é o vetor de prioridades globais das alternativas. E, como

característica ímpar da Formulação Tradicional, sempre existirá uma única solução.

Em contrapartida, com a pré-multiplicação de uma matriz CC,A na Formulação Tra-

dicional, este processo de agregação aditiva das prioridades locais torna-se formulado em

termos de um Sistema de Equações Lineares, isto é, CC,AXA,1 = CC,AGA,CBC,1. Esta for-

mulação, por sua vez, foi tratada como Formulação Equivalente do método AHP ou For-

mulação com Solução Implícita. Note que uma escolha particular viável (não a única) seria

CC,A = GT
C,A, o que permitiu escrever o Sistema de Equações Lineares, agora com todas as

variáveis em termos de GA,C e BC,1, como GT
C,AXA,1 = GT

C,AGA,CBC,1 ou GT
C,AXA,1 = DC,1,

cujo DC,1 = GT
C,AGA,CBC,1. E, como nesta formulação é necessário resolver um Sistema

de Equações Lineares para obter o vetor de prioridades globais das alternativas, não exis-

tem garantias de unicidade ou, até mesmo, de existência de solução, diferentemente da

Formulação Tradicional. Neste contexto, devem ser reiteradas as situações nas quais a

solução da Formulação Equivalente e da Formulação Tradicional se coincidirão.

Estas situações de coincidência das soluções retornadas irão depender, basicamente,

da dimensão da matriz GT
C,A e, ainda, da dependência linear entre linhas e colunas -

ou, equivalentemente, do posto(GT
C,A) - desta respectiva matriz. Considerando, inicial-

mente, que as linhas e as colunas da matriz GT
C,A são linearmente independentes, isto

é, posto(GT
C,A) = min{C,A}, a Formulação Equivalente retornará a mesma solução da

Formulação Tradicional se esta for: XA,1 = [GA,CG
T
C,A]−1GA,CDC,1, para número de

critérios maior do que o número de alternativas; XA,1 = [GT
A,A]−1DA,1, para número

de critérios igual ao número de alternativas; XA,1 = GA,C [GT
C,AGA,C ]−1DC,1, para nú-

mero de critérios menor do que o número de alternativas. Por outro lado, quando

posto(GT
C,A) < min{C,A}, re�exo da dependência linear entre linhas e/ou colunas da

matriz GT
C,A, a Formulação Equivalente retornará a mesma solução da Formulação Tra-

dicional se esta for: XA,1 = C†A,CDC,1, cujo CC,A = GT
C,A, independente do número de

critérios e de alternativas.
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Ademais, se esta dependência linear estiver contida nas linhas da matriz GT
C,A, o que

poderia ser a�rmado com a mensuração dos ângulo entre os vetores-linha desta matriz,

uma outra alternativa seria fatorar os vetores-coluna redundantes de GA,C para, então,

utilizar a Formulação Equivalente. Isto é, considerando que posto(GT
C,A) < min{C,A}

e, após uma mensuração, é constatado que existem n vetores-coluna de GA,C idênticos,

pode-se escrever a Formulação Tradicional, sem perda de generalidade, como XA,1 =

G̃A,W B̃W,1, cujo W = C − (n− 1) e, com isto, reformular a Formulação Equivalente como

G̃T
W,AXA,1 = D̃W,1, cujo D̃W,1 = G̃T

W,AG̃A,W B̃W,1. Com isto, a Formulação Equivalente

retornará a mesma solução da Formulação Tradicional se esta for: XA,1 = [G̃T
A,A]−1D̃A,1,

para W igual ao número de alternativas; XA,1 = [G̃A,W G̃
T
W,A]−1G̃A,W D̃W,1, para W maior

do que o número de alternativas; XA,1 = G̃A,W [G̃T
W,AG̃A,W ]−1D̃W,1, para W menor do que

o número de alternativas. Em contrapartida, se a dependência linear estiver nas colunas

da matriz GT
C,A, este procedimento não se aplicará.

Por último, diversos conceitos da Álgebra Linear podem ser, com a Formulação Equi-

valente, ainda estendidos à esta etapa de síntese de resultados do AHP, como, por exemplo,

análises de sensibilidade para Sistemas de Equações Lineares. Dentre estas análises, está o

número de condicionamento, que é um conceito que visa examinar, em termos da Formu-

lação Equivalente GT
C,AXA,1 = DC,1, como erros ou incertezas em GT

C,A e/ou DC,1, dados

de entrada, se propagam para XA,1, que são os dados de saída do modelo. Neste contexto,

como GT
C,A e DC,1 são matrizes construídas por GA,C e BC,1 e, por outro lado, as matrizes

GA,C e BC,1 são oriundas do etapa de comparação entre pares de elementos, etapa esta

que pode envolver variáveis qualitativas e julgamentos subjetivos, o número de condici-

onamento é um conceito que, ao ser aplicado de forma ainda não vista ao AHP, poderá

evidenciar como variações nos julgamentos locais e erros de truncamento irão in�uenciar

na estabilidade de XA,1. Ademais, como o número de condicionamento é um forma de

análise de sensibilidade, correlações deste com a análise proposta em [159] poderão ser

ainda buscadas.



Capítulo 4

Resultados

Nesta Seção, a Formulação Tradicional será confrontada com a Formulação Equiva-

lente e os resultados computacionais exibidos. Estes resultados, necessários para a veri�ca-

ção e validação da proposta desta dissertação, foram gerados com o software MATLABR©,

tendo como variáveis de entrada a matriz de prioridades locais das alternativas em relação

aos critérios (GA,C) e o vetor de prioridades locais dos critérios em relação aos objetivos

(BC,1), ambos oriundos de alguma aplicação do método AHP.

Agora, para selecionar as aplicações do AHP de onde seriam retiradas GA,C e BC,1,

duas restrições tiveram de ser respeitadas: aplicações cujo processo de síntese global dos

resultados era efetuado via agregação aditiva, uma vez que este originou todo o desenvol-

vimento da Formulação Equivalente; e aplicações em que GA,C e BC,1 possuíam colunas

constituídas por autovetores normalizados, o que garante o padrão do AHP tradicional.

Em consequência das variáveis de entrada, três resultados foram retornados: (1) a so-

lução �nal XA,1 (ou, o vetor de prioridades globais das alternativas), obtida, de maneiras

diferentes, com a Formulação Tradicional e com a Formulação Equivalente; a estabili-

dade da solução �nal XA,1, obtida com a Formulação Tradicional e com a Formulação

Equivalente, utilizando perturbações percentuais nos elementos de BC,1 e o número de

condicionamento (este último aplicado unicamente na Formulação Equivalente); (3) a fa-

toração de vetores-coluna idênticos da matriz GA,C e sua in�uência em modelos tratados

com o AHP. Estas, portanto, foram as variáveis de saídas dos testes computacionais, sendo

a base das análises e conclusões deste estudo.
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4.1 Análise das soluções via Formulação Tradicional e

Equivalente

A primeira etapa de testes computacionais consistiu em confrontar a solução da For-

mulação Tradicional (XORG
A,1 ), que já é explicitamente dada, com a obtida via Formulação

Equivalente. Esta etapa era de fundamental interesse nesta dissertação, uma vez que na

eventualidade de divergência entre soluções, toda a construção algébrica elaborada deveria

ser invalidada.

Mas, para a realização desta etapa, deve-se mencionar que a Formulação Equivalente

retornará soluções em conformidade com o método numérico empregado na resolução de

seu Sistema de Equações Lineares. Neste caso, serão consideradas três possíveis soluções

para a Formulação Equivalente:

1. XEQV 1
A,1 , que se deu pela resolução da Equação (3.12) por meio do comando barra

invertida (\ ), isto é, XEQV 1
A,1 = GT

C,A \DC,1, cujo DC,1 = GT
C,AGA,CBC,1;

2. XEQV 2
A,1 , que se deu pela resolução da Equação (3.12) utilizando as Equações Nor-

mais, onde existirão três eventualidades: número de critérios maior do que o nú-

mero de alternativas, que implica em XEQV 2
A,1 = [GA,CG

T
C,A]−1GA,CDC,1; número de

critérios igual ao número de alternativas, que implica em XEQV 2
A,1 = [GT

A,A]−1DA,1;

e, número de critérios menor do que o número de alternativas, que implica em

XEQV 2
A,1 = GA,C [GT

C,AGA,C ]−1DC,1. Aqui, bem como em XEQV 1
A,1 , utilizou-se o co-

mando de barra invertida (\ );

3. XEQV 3
A,1 , que se deu pela resolução da Equação (3.12) via pseudo-inversa, isto é,

XEQV 3
A,1 = C†A,CDC,1, cujo C

†
A,C está de�nido na Equação (3.13) (em caso de posto

completo) e DC,1 = GT
C,AGA,CBC,1.

O Algoritmo 1 exibe um esquemático da implementação computacional. Maiores

detalhes do código computacional utilizado são encontrados no Apêndice A.

Perceba que o comando barra invertida (\ ) do MATLABR©, utilizado na obtenção

de XEQV 1
A,1 e XEQV 2

A,1 , implementará, visando reduzir o tempo computacional, diferentes

métodos numéricos de acordo com as matrizes de coe�cientes do Sistema de Equações

Lineares em questão. Por exemplo, para XEQV 1
A,1 , quando o número de critérios for igual

ao número de alternativas, será utilizada a Fatoração LU. Mas, quando o número de

critérios não coincidir com o número de alternativas, a fatoração utilizada será a QR,
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Algoritmo 1 (GA,C , BC,1)

1: A solução via Formulação Tradicional é dada por XORG
A,1 = GA,CBC,1

2: Tomando a escolha particular CC,A = GT
C,A e DC,1 = GT

C,AGA,CBC,1

3: Calcule XEQV 1
A,1 = CC,A \DC,1

4: se C > A então

5: Calcule XEQV 2
A,1 = [CT

A,CCC,A] \ CT
A,CDC,1

6: senão se C = A então

7: Calcule XEQV 2
A,1 = [CA,A] \DA,1

8: senão

9: Calcule XEQV 2
A,1 = CT

A,C

[
[CC,AC

T
A,C ] \DC,1

]
10: �m se

11: Calcule XEQV 3
A,1 = C†A,CDC,1

12: Compare XORG
A,1 com XEQV 1

A,1

13: Compare XORG
A,1 com XEQV 2

A,1

14: Compare XORG
A,1 com XEQV 3

A,1

onde retornará a solução que minimiza ‖ DC,1 −GT
C,AXA,1 ‖2

2, sendo única para sistemas

lineares sobredeterminados e não única para subdeterminados (neste último caso, XEQV 1
A,1

é escolhido de forma que o número de entradas diferentes de zero seja minimizado). Agora,

para XEQV 2
A,1 , que, independente do número de critérios e alternativas, sempre será obtida

com matrizes de coe�cientes quadradas, a Fatoração LU será o método implementado.

Logo, torna-se viável confrontar a solução via Formulação Tradicional (XORG
A,1 ), com

aquelas obtidas via Formulação Equivalente. Então, tomando a matriz de prioridades

locais das alternativas em relação aos critérios (GA,C) e o vetor de prioridades locais dos

critérios em relação aos objetivos (BC,1) como parâmetros das simulações, foram deduzidos

XEQV 1
A,1 , XEQV 2

A,1 e XEQV 3
A,1 em conformidade com o Algoritmo 1. As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3

apontam os resultados computacionais gerados, onde no Teste 1, Teste 2 e Teste 3 buscou-

se comparar XORG
A,1 , respectivamente, com XEQV 1

A,1 , XEQV 2
A,1 e XEQV 3

A,1 . No momento em que

estas soluções comparadas foram iguais, atribuiu-se �V�. Caso contrário, atribuiu-se �F�.

A fonte utilizada para obter GA,C e BC,1, a dimensão da matriz CC,A, a classi�cação do

Sistema de Equações Lineares (quadrado, subdeterminado e sobredeterminado) e o posto

da matriz CC,A também são mostrados.

1 Fonte dim(CC,A) Posto Teste 1 Teste 2 Teste 3
2 [154] 3x3 Completo V V V
3 [157] 5x5 Completo V V V
4 [51] 5x5 Completo V V V
5 [38] 5x5 Completo V V V
6 [93] 8x8 Completo V V V

Tabela 4.1: Comparações entre soluções para C = A (sistema quadrado)
Fonte: O autor.
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1 Fonte dim(CC,A) Posto Teste 1 Teste 2 Teste 3
2 [31] 3x6 Completo F V V
3 [134] 4x6 Completo F V V
4 [7] 5x6 Completo F V V
5 [76] 5x6 Incompleto F V V
6 [87] 5x6 Completo F V V
7 [136] 3x7 Completo F V V
8 [175] 6x7 Completo F V V
9 [155] 8x10 Completo F V V

Tabela 4.2: Comparações entre soluções para C < A (sistema subdeterminado)
Fonte: O autor.

Como se vê na Tabela 4.2, o Teste 1 não veri�cou nos casos de número de critérios

menor do que o número de alternativas, independente do posto matricial, e nos casos cuja

matriz GA,C é de posto incompleto (linha 5 da Tabela 4.2). Este resultado era esperado,

visto que a solução da Formulação Equivalente gerada pelo comando barra invertida terá

no máximo K componentes não-nulas, cujo K é o posto de GA,C , e ausentes de garantias

de unicidade.

1 Fonte dim(CC,A) Posto Teste 1 Teste 2 Teste 3
2 [43] 5x2 Completo V V V
3 [2] 5x3 Completo V V V
4 [20] 5x3 Completo V V V
5 [101] 7x3 Completo V V V
6 [50] 7x3 Completo V V V
7 [50] 7x3 Completo V V V
8 [50] 7x3 Completo V V V
9 [50] 7x3 Completo V V V
10 [24] 7x3 Completo V V V
11 [143] 8x3 Completo V V V
12 [143] 8x3 Completo V V V
13 [26] 5x4 Completo V V V
14 [142] 6x4 Completo V V V
15 [55] 9x4 Incompleto F F V
16 [5] 6x5 Completo V V V
17 [30] 7x5 Completo V V V
18 [95] 9x5 Completo V V V
19 [114] 10x5 Completo V V V
20 [163] 12x6 Completo V V V

Tabela 4.3: Comparações entre soluções para C > A (sistema sobredeterminado)
Fonte: O autor.

Agora, no caso de maior número de critérios em relação a alternativas e de posto

completo (exceto a linha 15 da Tabela 4.3), o Teste 1 se veri�ca, pelo fato da solução

da Formulação Equivalente gerada pelo comando barra invertida ser a de mínimos qua-

drados. Por outro lado, o Teste 2 não se veri�cou quando a matriz GA,C era de posto

incompleto (linha 15). Este resultado, que era esperado de acontecer nos dois casos de

posto incompleto encontrados (e, provavelmente, não aconteceu no caso mostrado na linha
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5, da Tabela 4.3, pela estrutura por trás do comando de barra invertida), evidencia que,

quando posto(GA,C) < min{A,C}, as soluções via Equações Normais perdem a validade

pela singularidade das matrizes GA,CG
T
C,A e/ou GT

C,AGA,C .

E, por �nal, o Teste 3 se veri�cou em todos os casos, independente do posto matricial

e da dimensão da matriz GA,C , o que mostra que a solução da Formulação Equivalente

via pseudo-inversa sempre coincide com a solução da Formulação Tradicional.

Finalmente, esta análise na solução �nal XA,1 retornada via Formulação Tradicional

e Formulação Equivalente permite, portanto, validar a construção algébrica elaborada,

na medida em que cada situação se comportou da maneira esperada. Com esta análise,

revelou-se que a solução obtida com a Formulação Tradicional, Equação (3.1), será aná-

loga a solução da Formulação Equivalente se esta última for aquela que minimiza o resíduo

‖ DC,1 −GT
C,AXA,1 ‖ sobre RA, cujo DC,1 = GT

C,AGA,CBC,1. E, no caso de uma in�nidade

de soluções em RA que minimizam este resíduo, a solução da Formulação Tradicional

coincidirá com a solução da Formulação Equivalente se esta última for a de menor norma.

Além disto, esta análise ainda possibilita, indiretamente, demonstrar como aplicar a For-

mulação Equivalente em situações reais, que estejam de acordo com as condições iniciais

impostas, e quando sua solução coincidirá com a retornada pela Formulação Tradicional.

A próxima etapa, de modo geral, veri�cará o quão estáveis serão as soluções retornadas

pelo método AHP.

4.2 Análise de sensibilidade via Formulação Equivalente

A segunda etapa de testes computacionais consistiu em estudar os impactos das in-

certezas na construção do vetor BC,1 e/ou da matriz GA,C na estabilidade da solução

via Formulação Equivalente. Para esta análise, que é uma análise de sensibilidade, duas

vertentes foram primordiais:

1. determinação da perturbação percentual (ou, relativa) mínima para provocar mu-

dança ordinal no ranking de prioridades globais das alternativas e o elemento asso-

ciado a esta perturbação, que será chamado de elemento crítico;

2. obtenção do número de condicionamento da matriz em questão utilizada na Formu-

lação Equivalente.

O propósito principal deste estudo é confrontar esta perturbação percentual mínima

com o número de condicionamento, visto que é esperado existir uma relação entre estas
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estimações, uma vez que para um número de condicionamento muito maior que 1, maiores

sejam as incertezas presentes na construção do vetor BC,1 e/ou da matriz GA,C , o que

implica em soluções menos estáveis. Cabe mencionar que esta extensão do conceito de

número de condicionamento, que é uma das análises de sensibilidade de Sistemas de

Equações Lineares, para o método AHP é realizada de maneira inédita. Logo, tomando

a matriz de prioridades locais das alternativas em relação aos critérios (GA,C) e o vetor

de prioridades locais dos critérios em relação aos objetivos (BC,1) como parâmetros das

simulações, deduziu-se a perturbação percentual mínima suportada pelo vetor BC,1 e o

número de condicionamento do Sistema de Equações Lineares em questão.

A determinação da perturbação percentual (ou, relativa) mínima se deu por intermédio

de pequenas perturbações unicamente nos elementos do vetor BC,1, que se incrementa-

riam continuamente a �m de induzir mudanças ordinais no ranking das alternativas. Este

procedimento incorreu na Formulação Tradicional e na Equivalente e foi validado com-

putacionalmente, por conta da equivalência entre os resultados retornados, utilizando-se

como referência o estudo de [103], cujo processo de dedução das perturbações percentuais

mínimas em BC,1 se deu mediante a generalização do método proposto por [159].

Mas, deve-se dizer que, além de perturbações nos elementos do vetor BC,1, é possível

perturbar, da mesma forma, os elementos da matriz GA,C . No entanto, por conta da

escolha particular CC,A = GT
C,A, a perturbação dos elementos da matriz GA,C geraria um

efeito indesejável no lado esquerdo (CC,A) e no lado direito (DC,1) da Formulação Equi-

valente, o que di�cultaria na visualização dos efeitos do número de condicionamento na

solução da Formulação Equivalente. Isto, então, justi�ca a determinação de perturbações

unicamente em BC,1.

O Algoritmo 2, por sua vez, demonstra uma maneira da obtenção da perturbação per-

centual (ou, relativa) mínima no vetor BC,1. Note que RORG refere-se ao ranking ordinal

das alternativas via Formulação Tradicional, ranking este oriundo do vetor de prioridades

globais da alternativas que é obtido nas condições iniciais de GA,C e de BC,1 do problema

em questão, e RPERT ao ranking ordinal perturbado das alternativas via Formulação Tra-

dicional ou Formulação Equivalente. Por outro lado, ε refere-se à perturbação percentual

incorrida nos elementos do vetor BC,1, que tende a incrementar-se continuamente em um

valor δ. Esta perturbação deverá ter um valor mínimo positivo, quando o propósito é

ampliar a prioridade de algum elemento, e um valor mínimo negativo, quanto este pro-

pósito for o oposto, o que irá depender da pré-�xação de δ. Portanto, a perturbação

percentual mínima no vetor BC,1 será o mínimo dentre a perturbação percentual positiva
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mínima, obtida, por exemplo, para δ = 0.00001, e a perturbação percentual negativa

mínima, para δ = −0.00001. Cabe mencionar que a escolha de δ = ±0.00001, em termos

gerais, é justi�cada por retornar a perturbação percentual mínima com uma boa precisão

e num tempo computacional baixo. Maiores detalhes do código computacional utilizado

são encontrados no Apêndice B.

Algoritmo 2 (GA,C , BC,1, RORG, δ)

1: Faça, inicialmente, RPERT = RORG

2: Seja ε = 0
3: Seja δ = 0.00001
4: enquanto RPERT for igual a RORG faça

5: Faça ε = ε+ δ
6: para todo elemento presente em BC,1 faça

7: Perturbe em ε um elemento de BC,1 e renormalize BC,1

8: Obtenha a solução perturbada via Formulação Tradicional ou Formulação Equi-
valente

9: Atualize RPERT

10: se RPERT for diferente de RORG então

11: A perturbação percentual positiva mínima é εpos = ε
12: Encerre o processo
13: �m se

14: �m para

15: �m enquanto

16: Refaça o processo anterior, a partir da Linha 1, agora com δ = −0.00001
17: A perturbação percentual negativa mínima é εneg
18: Retorne a perturbação percentual mínima ε = min{εpos, εneg}
19: Retorne o elemento crítico de BC,1 associado a esta perturbação

Neste âmbito, a Tabela 4.4 retrata os resultados provindos dos testes computacionais

desta etapa. É válido destacar, em virtude das discussões dos resultados, os três conjuntos

mais relevantes de dados desta tabela: o elemento crítico de BC,1, denotado por B∗i,j; a

perturbação percentual mínima associada à B∗i,j, denotada por ε, que são entendidos

como as perturbações percentuais ε, incidida nos elementos críticos B∗i,j, para provocar

mudanças ordinais no ranking das alternativas; o número de condicionamento; (3) e, por

�nal, o erro relativo na solução, denotado por |∆X|
|X| , e o limite superior deste erro relativo,

com base na Equação (3.10), denotado por cond× |∆D|
|D| .

Ademais, deve ser dito que os números de condicionamento, apresentados na Tabela

4.4 em termos da norma-2, foram calculados conforme a dimensão matricial. Neste con-

texto, quando o número de critérios for maior do que o número de alternativas (sistema so-

bredeterminado), o número de condicionamento será cond(QA,A)2, cujo QA,A = GA,CG
T
C,A.

Quando o número de critérios e alternativas forem iguais, o número de condicionamento
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será cond(GA,A)2. Em contrapartida, quando o número de critérios for menor do que

o número de alternativas (sistema subdeterminado), o número de condicionamento será

cond(PC,C)2, cujo PC,C = GT
C,AGA,C . Note que estas são as matrizes de coe�cientes nos

possíveis casos, sendo, portanto, estas que devem ser invertidas e mensuradas. Agora, se

estas matrizes de coe�cientes são mal-condicionadas, pequenas variações em seus elemen-

tos fazem as soluções �carem bem distintas, visto que os erros se propagarão de forma

mais signi�cativa.

1 Fonte ε(%) B∗i,j cond(GA,A)2 cond(PC,C)2 cond(QA,A)2
|∆X|
|X| cond× |∆D|

|D|
2 [154] -79,6910 B1,1 8,2345 - - 0,1938 0,8528
3 [157] 9,9010 B1,1 47,9739 - - 0,0227 0,5744
4 [51] -5,0020 B5,1 498,2661 - - 0,0162 7,3651
5 [38] -74,4420 B3,1 221,3326 - - 0,0909 4,1629
6 [93] -36,8760 B3,1 186,2421 - - 0,0264 1,2514
7 [31] -38,6050 B3,1 - 2,758E+03 - 0,0049 4,5586
8 [134] -9,0270 B4,1 - 25,0309 - 0,0185 0,2187
9 [7] -4,1670 B2,1 - 78,0754 - 0,0056 0,1253
10 [76] -69,8140 B2,1 - 6,787E+16 - 0,1047 2,385E+15
11 [87] 40,8280 B3,1 - 377,6452 - 0,2949 100,7044
12 [136] 33,9840 B2,1 - 22,6116 - 0,0396 0,3325
13 [175] -29,4080 B5,1 - 5,702E+04 - 0,0836 2,908E+03
14 [155] -1,4400 B4,1 - 1,475E+03 - 0,0015 1,7841
15 [43] -11,8080 B1,1 - - 2,0669 0,0445 0,0700
16 [2] -134,1280 B1,1 - - 5,7264 0,3471 1,0154
17 [20] -99,6120 B4,1 - - 73,3376 0,1507 6,8817
18 [101] -67,2970 B1,1 - - 13,4576 0,1532 0,8192
19 [50] -49,5730 B3,1 - - 14,5518 0,1110 0,8584
20 [50] -86,7190 B3,1 - - 382,7132 0,2455 43,4359
21 [50] -20,9890 B3,1 - - 14,2122 0,0263 0,1329
22 [50] -67,6260 B3,1 - - 6,0269 0,2045 0,6118
23 [24] -27,6010 B6,1 - - 6,0334 0,0389 0,1260
24 [143] -80,4630 B5,1 - - 17,9689 0,0610 0,3661
25 [143] -131,5810 B3,1 - - 29,1212 0,0657 0,4588
26 [26] -44,9060 B3,1 - - 370,8743 0,1030 23,4785
27 [142] -69,3190 B2,1 - - 204,9365 0,1910 37,4067
28 [55] -105,4830 B5,1 - - 6,288E+18 0,0517 5,584E+16
29 [5] -21,1140 B2,1 - - 1,257E+05 0,0330 1,487E+03
30 [30] -40,1560 B3,1 - - 1,554E+03 0,0445 38,9694
31 [95] 8,4660 B9,1 - - 245,4658 0,0097 0,7202
32 [114] 10,4570 B3,1 - - 1,935E+05 0,0087 499,6355
33 [163] -41,9850 B5,1 - - 532,5898 0,0227 6,0605

Tabela 4.4: Análise de sensibilidade em termos relativos
Fonte: O autor.

Agora, com os resultados produzidos, a primeira decorrência que deve ser destacada

está na perturbação percentual (ou, relativa) mínima, cuja Formulação Tradicional retor-

nou o mesmo valor da Formulação Equivalente. Este resultado, que não está explicitado

na Tabela 4.4, signi�ca que a perturbação percentual mínima ε, que incide em seu res-

pectivo critério crítico B∗i,j, irá provocar mudanças ordinais na solução independente da
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formulação (Formulação Tradicional ou Formulação Equivalente) utilizada. E, isto justi-

�ca o porquê da existência de uma única coluna para as perturbações percentuais mínimas

e para os critérios mais críticos e, ainda, reforça a equivalência entre a Formulação Tra-

dicional e a Formulação Equivalente também no âmbito da sensibilidade dos dados.

Por outro lado, os resultados mostrados na Tabela 4.4 não evidenciam, a princípio,

uma relação entre perturbações percentuais mínimas e o número de condicionamento.

Como se vê, existiram situações cujos números de condicionamento estão próximos mas

com perturbações percentuais mínimas bem diferentes (linhas 22 e 23 ou linhas 25 e 30),

como mostra a Figura 4.1, e situações de baixo número de condicionamento mas com

perturbações percentuais mínimas, relativamente, pequenas (linha 9).

Figura 4.1: Números de condicionamento próximos e o comportamento das perturbações
percentuais mínimas.

Fonte: O autor

Existe também outra forma de perceber que não é notória a relação entre perturbações

percentuais mínimas no vetor BC,1 e o número de condicionamento. Para isto, conside-

remos como referência a linha 14 da Tabela 4.4, esta que representa o caso de maior

instabilidade do vetor BC,1, onde apenas uma perturbação de −1, 4400% na preferência

do elemento B4,1 já seria su�ciente para modi�car a ordem das prioridades globais das

alternativas. Note que o número de condicionamento deste caso é dado por 1, 475E + 03.

Agora, na existência de uma relação direta entre perturbações percentuais mínimas e o

número de condicionamento, seria esperado que, com o aumento do número de condicio-

namento, maior seria a sensibilidade de BC,1 e, consequentemente, a solução XA,1. Porém,
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como se vê na Figura 4.2, o aumento do número de condicionamento não necessariamente

implica em soluções XA,1 mais instáveis.

Figura 4.2: Elevação do número de condicionamento e o comportamento das perturbações
percentuais mínimas.

Fonte: O autor

Mas, embora a relação entre estas perturbações percentuais mínimas com o número de

condicionamento não tenha sido bem evidenciada, o erro relativo da solução mediante as

perturbações percentuais, onde é gerado uma solução perturbada (ordinalmente diferente

da solução inicial) e esta permite o cálculo de |∆X|
|X| , em todos os casos esteve abaixo do

limite superior obtido pelo número de condicionamento.

4.3 Análise da fatoração de vetores-coluna redundantes

Esta terceira etapa consistirá no estudo das implicações da fatoração dos vetores-

coluna redundantes da matriz GA,C . O interesse neste simples procedimento algébrico,

em termos gerais, está em uma provável melhoria na robustez do modelo em questão,

seja ele tratado pela Formulação Tradicional ou, ainda, pela Formulação Equivalente.

Neste contexto, os seguintes parâmetros foram necessários: dimensão matricial antes e

depois da fatoração, denotada, respectivamente, por dim(GA,C) e dim(G̃A,W ); o posto da

matriz GA,C , classi�cado em �C� (posto completo) ou �I� (posto incompleto); o elemento

crítico de BC,1, denotado por B∗i,j; a perturbação percentual mínima associada à B∗i,j,

denotada por ε; o número de condicionamento na norma-2, denotado por cond(·)2; e, por
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último, o par de vetores-coluna (PVC) de GA,C com a menor mensuração de ângulo, em

graus, denotado por θ. A Tabela 4.5 apresenta, então, estes parâmetros unicamente nos

casos considerados neste estudo em que existiram ao menos dois vetores-coluna de GA,C

paralelos (linearmente dependentes). Maiores detalhes do código computacional utilizado

são encontrados no Apêndice C.

1 Fonte dim(GA,C) Posto ε(%) B∗i,j cond(PC,C)2 cond(QA,A)2 PVC θ (◦)

2 [76] 6x5 I -69,8140 B2,1 6,787E+16 - 1 e 3 8,537E-07
3 [43] 2x5 C -11,8080 B1,1 - 2,0669 3 e 5 0
4 [24] 3x7 C -27,6010 B6,1 - 6,0334 3 e 5 0
5 [55] 4x9 I -105,4830 B5,1 - 6,288E+18 2 e 3 0

Tabela 4.5: Casos de vetores-coluna redundantes de GA,C antes da fatoração
Fonte: O autor.

Cabe dizer que, para elaboração da Tabela 4.5, uma mensuração prévia dos ângulos

entre os vetores-coluna de GA,C deu-se como necessária. E, a partir da Tabela 4.5, é fácil

observar que dois destes casos selecionados são dados como de posto incompleto e, por

conseguinte, com um elevado número de condicionamento. A Tabela 4.6, por sua vez,

apresenta os mesmos parâmetros da Tabela 4.5, porém avaliados após o procedimento de

fatoração de vetores-coluna redundantes de GA,C .

1 Fonte dim(G̃A,W ) Posto ε(%) B∗i,j cond(PC,C)2 cond(QA,A)2 PVC θ (◦)

2 [76] 6x4 C -69,8140 B2,1 694,7642 - 1 e 2 19,0562
3 [43] 2x4 C -11,8080 B1,1 - 1,7867 3 e 4 1,0051
4 [24] 3x6 C -27,6010 B6,1 - 5,3481 5 e 6 14,9425
5 [55] 4x3 C -105,4830 B5,1 1,888E+03 - 1 e 2 4,0524

Tabela 4.6: Casos de vetores-coluna redundantes de GA,C após a fatoração
Fonte: O autor.

Como se vê, ao confrontar os resultados das Tabelas 4.5 e 4.6, a fatoração de vetores-

coluna redundantes da matriz GA,C tende, em geral, a reduzir o número de condiciona-

mento desta matriz, principalmente se esta for muito mal condicionada (veja esta mudança

nas linhas 2 e 5 das Tabelas 4.5 e 4.6). Isto era esperado porque, com este simples procedi-

mento, a matriz GA,C - que não terá mais esta dimensão e, sim, G̃A,W , cujoW = C−(n−1)

e n−1 é o número de vetores-coluna fatorados - passa a não ter vetores-coluna linearmente

dependentes. E, como a matriz G̃A,W sempre será de posto completo, é sempre garan-

tido a existência de soluções da Formulação Equivalente mediante as Equações Normais,

pela não-singularidade das matrizes G̃A,W G̃
T
W,A e/ou G̃T

W,AG̃A,W . Em contrapartida, esta

fatoração pode ter pouca ou nenhuma in�uência nos valores das perturbações percentu-

ais mínimas em BC,1, como mostram as Tabelas 4.5 e 4.6. Nos casos aqui tratados, por

exemplo, não houve in�uência, mas isto não implica que não exista nenhuma (seja para
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melhorar ou para piorar a sensibilidade dos dados). Portanto, pode-se dizer que maiores

desenvolvimentos devem ser feitos com o procedimento de fatoração de vetores-coluna

para indicar uma efetividade real, uma vez que este procedimento modi�cou, com relação

ao modelo antecedente à fatoração, o número de condicionamento da matriz GA,C (princi-

palmente quando esta matriz era de posto incompleto), mas não gerou grandes mudanças

na perturbação percentual mínima no vetor BC,1.



Capítulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

Nesta dissertação, é realizada uma análise matemática da síntese global ou agregação

aditiva das prioridades locais do método AHP, que se deu pela reformulação deste proce-

dimento em termos de Sistemas de Equações Lineares. Esta reformulação, tratada como

Formulação Equivalente e validada na etapa de análise das soluções, foi obtida com a pré-

multiplicação de uma matriz genérica CC,A (que, quando é assumido a escolha particular,

CC,A = GT
C,A) na Formulação Tradicional e foi motivada, principalmente, pela diversidade

de críticas atribuídas ao método AHP (inclusive em sua forma de agregar os resultados

�nais) em conjunto com a ausência de garantias de unicidade de solução com a Formula-

ção Tradicional desta síntese. Isto, então, gerou um procedimento de síntese global dos

resultados dependente da resolução de um Sistema de Equações Lineares para retornar o

vetor de prioridades globais das alternativas, o que permitiu contribuições incomuns em

alguns aspectos da metodologia AHP, indo de encontro ao cumprimento objetivo geral e

dos especí�cos.

Neste contexto, a primeira contribuição a ser destacada está na caracterização da

solução �nal XA,1 do método AHP. Isto porque a etapa de análise das soluções revelou

que a solução obtida com a Formulação Tradicional coincidirá com a solução da Formu-

lação Equivalente se esta última for a solução de mínimos quadrados e, na circunstância

de uma in�nidade de soluções de mínimos quadrados (como nos casos de GA,C ser de

posto incompleto), se esta última for a solução de menor norma. Note, então, que esta

caracterização da solução retornada pelo método AHP, que apenas foi possível quando

utilizou-se a Formulação Equivalente, mostra que o método AHP em sua Formulação

Tradicional, embora desconheça outras possíveis soluções, por alguma razão, não escolhe

soluções arbitrariamente. Caso as soluções retornadas com o AHP fossem arbitrárias, a

sua utilização em problemas reais perderia todo o sentido.
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Agora, a segunda contribuição relevante, alcançada com a reformulação proposta,

está na análise de sensibilidade da solução �nal XA,1, uma vez que esta análise revelou

que existe uma equivalência entre a Formulação Tradicional e a Formulação Equivalente

também no limite de perturbação suportado nos elementos do vetor de prioridades dos

critérios antes de quaisquer mudanças ordinais no ranking de prioridades globais das

alternativas. Esta equivalência, que pode indicar mais um ponto positivo da Formulação

Equivalente, não era esperada. Em contrapartida, o propósito principal desta análise

de sensibilidade, que era confrontar a perturbação percentual mínima com o número de

condicionamento (este que é uma análise de sensibilidade para Sistemas de Equações

Lineares acoplado ineditamente ao método AHP), não gerou maiores conclusões, visto

que o número de condicionamento muito maior que 1 não implicou em soluções menos

estáveis, quando o parâmetro de estabilidade foi a perturbação percentual mínima no

vetor BC,1. Mas, esta ausência de maiores conclusões não implica numa irrelevância do

número de condicionamento para com o método AHP, apenas sugere que maiores estudos

devem ser realizados.

A terceira, e última, contribuição a ser destacada está na fatoração de vetores-coluna

redundantes da matriz GA,C , no qual mostrou-se como um procedimento simples e trans-

parente, cujo intuito principal estaria, a princípio, na garantia de maior robustez ao

modelo e, por conseguinte, na maior estabilidade da solução obtida. E, como esta fato-

ração deveria ser utilizada apenas na existência de vetores-coluna redundantes/paralelos

(ou, linearmente dependentes), este procedimento foi complementado com a mensuração

dos ângulos entre os vetores-coluna da matriz GA,C , que deveria anteceder a fatoração.

Em termos, mais uma vez, da interpretação geométrica mencionada, mensurar os ângulos

entre os vetores-coluna de GA,C é análogo a mensurar o quão paralelos os hiperplanos

do modelo estão. No entanto, apesar deste procedimento de fatoração proporcionar, por

exemplo, matrizes bem condicionadas e a existência das Equações Normais, ainda não se

pode a�rmar quais são as reais melhorias com esta fatoração, uma vez que as perturba-

ções percentuais em BC,1 tenderam a ser as mesmas do modelo não-fatorado. Este último

resultado, em particular, vai de encontro com os resultados gerados na etapa de análise

de sensibilidade e evidencia, novamente, a di�culdade na correlação entre o número de

condicionamento e perturbações percentuais mínimas nos elementos de BC,1.

Como se vê, o estudo desenvolvido nesta dissertação abordou diversos aspectos im-

portantes do procedimento de síntese global dos resultados do método AHP de um modo

não visto na literatura, alcançando todos os objetivos pretendidos. E, além de analisar

este procedimento em outra perspectiva e buscar compreender algumas particulares desta
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etapa quase �nal do método AHP, deve-se mencionar que a maior contribuição deste tra-

balho está na apresentação de uma Formulação Equivalente para o processo de síntese

global dos resultados, que é esperado ser continuamente empregada no intuito de con-

tribuir nas discussões atuais e, por conseguinte, sanar os diversos questionamentos que

ainda pairam o método AHP, uma vez que esta reformulação abre maiores possibilidades

de análises.

Como proposta, então, para a realização de trabalhos futuros, há a sugestão do desen-

volvimento de uma nova análise de sensibilidade para a Formulação Equivalente, uma vez

que existem outras análises de sensibilidade para Sistemas de Equações Lineares. Com

esta nova análise, outros conceitos poderão ser estudados, até mesmo a mensuração da

consistência dos julgamentos efetuados no processo de comparação entre pares. Há, ainda,

a sugestão de analisar o rank reversals agora com a utilização da Formulação Equivalente,

buscando compreender melhor este fenômeno e suas causas, uma vez que esta é uma das

principais críticas ao AHP. Outra proposta seria veri�car como a dependência linear ou

a quase dependência linear entre vetores-coluna e vetores-linha realmente in�uenciam as

soluções com a Formulação Equivalente.
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APÊNDICE A

function [X0, X1, X2, X3] = solutions(G, b)

X0 = G * b;

C = G';

D = C * G * b;

X1 = C\D;

[m,n]=size(C);

if m >= n

X2 = (C'*C) \ (C' * C * G * b);

elseif m == n

X2 = (C') \ ( C * G * b);

else

Y2 = (C*C') \ (C * G * b);

X2 = C' * Y2;

end

X3 = pinv(C) * D;

return;
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APÊNDICE B

function R = ranking(vetor)

L = length(vetor);

vetor_aux = sort(vetor, 'descend');

for i=1:L

for j=1:L

if vetor(i)==vetor_aux(j)

R(i)=j;

end

end

end

return;

function [eps_trad, i, eps_eqv, j, left, right] = perturb(G, b, delta)

[m,n] = size(G);

R_ORG = ranking( G * b );

R_TRAD = R_ORG;

eps_trad = 0;

while isequal(R_ORG, R_TRAD)==1

eps_trad = eps_trad + delta;

for i=1:n

b_aux = b;

b_aux(i) = b_aux(i) * (1 + eps_trad);

b_aux = b_aux./sum(b_aux);

X1 = G * b_aux;

R_TRAD = ranking( X1 );

if isequal(R_ORG, R_TRAD)~=1;

break
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end

end

end

R_EQV = R_ORG;

eps_eqv = 0;

while isequal(R_ORG, R_EQV)==1

eps_eqv = eps_eqv + delta;

for j=1:n

b_aux = b;

b_aux(j) = b_aux(j) * (1 + eps_eqv);

b_aux = b_aux./sum(b_aux);

D = G' * G * b_aux;

if n > m

k = cond(G * G');

X2 = (G * G') \ (G * D);

elseif m == n

k = cond(G');

X2 = G' \ D;

else

k = cond(G' * G);

Y2 = (G' * G) \ D;

X2 = G * Y2;

end

R_EQV = ranking( X2 );

if isequal(R_ORG, R_EQV)~=1;

delta_X = X2 - G * b;

delta_D = D - G' * G * b;

left = norm(delta_X)/norm( G * b );

right = ( norm(delta_D)/norm( G' * G * b ) ) * k;

break

end

end

end

return;
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APÊNDICE C

function [min_val_1,col_1,col_2,min_val_2,lin_1,lin_2] = angulo_min(matriz)

[m,n]=size(matriz);

for i=1:n

for j=1:n

if j~=i

u = matriz(:,i);

v = matriz(:,j);

CosTheta = dot(u,v)/(norm(u)*norm(v));

ThetaInDegrees = acosd(CosTheta);

M(i,j) = ThetaInDegrees;

else

M(i,j) = 360;

end

end

end

[min_val_1,idx]=min(M(:));

[col_1,col_2]=ind2sub(size(M),idx);

for i=1:m

for j=1:m

if j~=i

u = matriz(i,:);

v = matriz(j,:);

CosTheta = dot(u,v)/(norm(u)*norm(v));

ThetaInDegrees = acosd(CosTheta);

N(i,j) = ThetaInDegrees;

else

N(i,j) = 360;
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end

end

end

[min_val_2,idx]=min(N(:));

[lin_1,lin_2]=ind2sub(size(N),idx);

return;
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