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Resumo

O método Analytic Hierarchy Process (AHP) vem sendo amplamente testado e im-
plementado em intimeras probleméticas de decisao que requerem, por meio de avaliacoes
de maltiplos critérios, a priorizacao de solucoes potenciais. Conquanto, apesar de seus
aspectos positivos e de sua vasta aplicabilidade, o método AHP tem sido objeto de fre-
quentes criticas na literatura, o que justifica o surgimento de extensivos estudos e novos
refinamentos para o método. Propoe-se, entao, neste trabalho, analisar o procedimento
de sintese global dos resultados do método AHP, que originalmente é feito por uma agre-
gacao aditiva, segundo um modelo baseado em Sistemas de Equacoes Lineares. Com esta
analise, tornou-se possivel maiores interpretacoes geométricas/matematicas desta etapa
de agregacao final de resultados do AHP. Por meio de uma metodologia qualitativa, de
carater exploratoério e explicativo, procedeu-se com o formalismo teérico pretendido, que
foi verificado e validado utilizando-se estudos de maltiplos casos. Estes estudos foram,
em sua maioria, artigos cientificos que versavam sobre aplicacoes do AHP tradicional.
Constatou-se, mediante verificacoes computacionais, que o método AHP nao é arbitrario
na entrega de solucoes, isto é, o método AHP entregara solugoes especificas conforme o
numero de critérios/alternativas do modelo. Por outro lado, com a anélise de sensibilidade
destas solucoes retornadas pelo AHP, revelou-se que as perturbacdes nos elementos do ve-
tor de prioridades dos critérios nao foram modificadas com o modelo baseado em Sistemas
de Equacoes Lineares e ainda, que nao foram constatadas, a principio, correlagoes entre
estas perturbagoes e o numero de condicionamento, embora nao seja plausivel afirmar
que estas correlacoes inexistam. Por fim, analisou-se brevemente a dependéncia linear
entre vetores-coluna e vetores-linha da matriz de preferéncias locais das alternativas em
relacao aos critérios e mostrou-se algumas implicagoes do procedimento de fatoracao dos
vetores-coluna redundantes desta matriz de preferéncias, o que indicou uma necessidade
de maiores estudos deste procedimento.



Abstract

The Analytic Hierarchy Process (AHP) method has been extensively tested and imple-
mented on numerous decision problems that require, through multi-criteria assessments,
the prioritization of potential solutions. Although, despite its positive aspects and its
wide applicability, the AHP method has been frequently criticized in the literature, which
justifies the emergence of extensive studies and further refinements to the method. In this
research, it is proposed to analyze the overall synthesis procedure of the results of the
AHP method, which is originally made by an additive aggregation, according to a model
based on Systems of Linear Equations. With this analysis, greater geometric / mathema-
tical interpretations of this stage of the final aggregation of AHP results became possible.
Through a qualitative methodology, exploratory and explanatory type, proceeded with
the intended theoretical formalism, which was verified and validated using multiple case
studies. These studies were mostly scientific articles about traditional AHP applications.
It was found out, by computational checks, that the AHP method is not arbitrary in
giving solutions, i.e. the AHP method will give specific solutions according to the number
of criteria / alternatives of the model. On the other hand, with the sensitivity analysis
of these solutions returned by the AHP, it was revealed that the perturbations in the
elements of criteria priority vector were not modified with the model based on Systems
of Linear Equations and, also, that were not found, at first, correlations between these
perturbations and the conditioning number, although it is not plausible to say that these
correlations do not exist. Finally, the linear dependence between column and line vectors
of the local preferences matrix of alternatives over criteria was briefly analyzed and some
implications of the redundant column vectors factorization procedure of this preference
matrix were shown, indicated a need for further studies of this procedure.
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Capitulo 1

Introducao

Decisoes permeiam todas as atividades humanas, seja em nivel pessoal ou em nivel
organizacional, e muitas dessas decisoes sao tomadas de maneira informal ou intuitiva.
No entanto, ao longo dos tempos, a necessidade de melhores decisoes levou & busca de
abordagens estruturadas que conduzissem a um processo decisério mais satisfatoério, ba-
seado em tudo que o decisor sabe, julga e sente, satisfazendo suas preferéncias de forma

eficaz e logica [94].

Por conseguinte, na década de 70 surgiram os métodos de Apoio Multicritério a Deci-
sao (AMD), que se firmou como area da Pesquisa Operacional, com o intuito de enfrentar
situagoes especificas em que um decisor, de forma sistematica, deveria resolver um pro-
blema de decisao, composto por fatores tangiveis e/ou intangiveis, em que varias eram
as restri¢oes (ou, critérios) a serem satisfeitas de forma simultanea [19, 58]. Dentre as
varias metodologias para problemas de AMD que existem, o Analytic Hierarchy Process
(AHP) deve ser destacado por sua ampla utilizacdo em probleméticas de decisdo com-
plexas. Essencialmente, o AHP fornece um procedimento compreensivo e racional para
modelar problematicas de decisao multicritério numa hierarquia linear descendente, quan-
tificar seus elementos tangiveis e/ou intangiveis, relacionar estes elementos com as metas
globais e avaliar ou priorizar solugoes alternativas. Em termos praticos, o AHP quebra
um problema em subproblemas e, posteriormente, agrega as solucoes dos subproblemas -
obtidas por um processo de priorizagao, apos a realizacao dos julgamentos humanos - em
uma solucao geral, ou seja, o método AHP parte do problema geral para um problema

mais particular e concreto [131, 119, 125, 128|.

Aplicacoes do AHP podem ser encontradas em diferentes campos, sejam em situacoes,
por exemplo, de priorizagdes de acOes/alternativas, avaliagdo de custos e beneficios, alo-

cacao de recursos, medidas de desempenho, decisoes estratégicas, resolucao de conflitos,
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decisoes e previsoes politicas ou sociais ou priorizacao de projetos [41, 108, 160]. Estas
aplicagoes sao comumente executadas com a utilizacao do AHP, devido sua versatilidade,
combinado com outras metodologias, o que maximiza a robustez dos resultados pretendi-
dos. Entretanto, em paralelo com a popularidade crescente do método AHP, encontram-se

suas criticas, em diversas perspectivas [47, 57, 132].

QQuanto as criticas mais difundidas e debatidas na literatura, destacam-se aquelas des-
tinadas ao procedimento de sintese global das prioridades locais do método AHP, que é
realizado mediante uma agregacao aditiva destas prioridades e que determina as priorida-
des globais das alternativas. Estas criticas, em geral, estao relacionadas a: (1) dependéncia
do processo de agregacao com a escolha da técnica de normalizacao das prioridades locais
das alternativas; (2) quebra da condigao de reciprocidade de julgamentos; (3) distor¢oes
inesperadas dos julgamentos locais quando as prioridades globais das alternativas sao de-
duzidas; (4) ocorréncia de inversdes no ranking de prioridades globais das alternativas
com a inclusao/remocao de alternativas e/ou critérios no modelo (a este fendmeno, da-se
o nome de rank reversals) |77]. Neste contexto, com o intuito de evitar o rank reversals,
que é um fenomeno comum também a outros método de AMD, sugestoes de modificagoes

nesta etapa de sintese das prioridades locais do AHP foram propostas [17, 85, 110, 139|.

Historicamente, tais modificacoes sugeridas destinaram-se, essencialmente, ao pro-
cesso de normalizacao envolvido na agregacao aditiva das prioridades locais, quando este
processo ¢ dado como a causa do problema, e & propria agregacao aditiva dos resultados,
quando esta é dada como a causa de todos os problemas, devendo ser substituida por uma
agregacao multiplicativa. No entanto, nenhuma destas modificacoes sugeridas ao método
AHP, a principio, analisou a etapa de agregacao aditiva das prioridades locais em termos
de um Sistema de Equacoes Lineares. E, analisar esta etapa por este outro ponto de vista,
torna possivel inéditos desdobramentos, no ambito matematico, e maiores entendimentos
das pendéncias existentes na literatura associadas ao procedimento de sintese das prio-
ridades locais do AHP. Isto porque existe um vasto conhecimento da Algebra Linear ja
deduzido, no que tange a Sistemas de Equacoes Lineares, que pode ser extrapolado ao

método AHP quando este ultimo é reformulado nestes termos |8, 48, 54, 83, 152].

1.1 Justificativa

Os motivos que justificam a presente pesquisa podem ser subdivididos sob alguns

pontos de vista. Tomando como ponto de partida a escolha do método AHP, trés aspectos
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fundamentais devem ser considerados: relevancia do AHP no cenario mundial, ja que é
um dos métodos de decisao multicritério mais utilizados historicamente; disponibilidade
da formulacao mateméatica do AHP na literatura, o que traduz uma maior compreensao
de seu funcionamento; criticas frequentes, oriundas da comunidade cientifica, em diversos

aspectos do método AHP.

No campo cientifico, em contrapartida, vislumbra-se a importancia da presente pro-
posta, primeiramente, pela auséncia de trabalhos semelhantes no que tange a reformulacao
da sintese das prioridades locais do método AHP em termos de Sistemas de Equacoes Li-
neares. Agora, em relacdo ao tipo de analise realizada nesta dissertacao, a justificativa
deve ser orientada a dois estudos principais realizados: (1) estudo de unicidade/existéncia

da solugao retornada pelo AHP; (2)estudo da estabilidade da solu¢ao retornada pelo AHP.

Em relagao ao estudo de unicidade/existéncia da solucao realizado nesta disserta-
¢ao, isto é relevante porque o procedimento de agregacao aditiva das prioridades locais,
utilizado tradicionalmente no AHP, nao garante matematicamente que a solucao entre-
gue com o AHP nao seja arbitraria, jA que o processo de agregacao de forma aditiva
ignora outras possiveis solucoes mateméticas do problema. Logo, este estudo de uni-
cidade/existéncia, sobretudo, permite demonstrar qual solugdo o AHP retorna e, por
conseguinte, aceitar/rejeitar a hipotese desta solugdo retornada ser arbitraria, uma vez
que, se esta hipotese for aceita, a utilizagao do método AHP em problemas reais perde

todo o sentido.

Por outro lado, o estudo da estabilidade da solugao retornada pelo AHP é relevante,
principalmente, porque esta solucao retornada pode ser sensivel a pequenas perturbacoes,
que podem estar associadas as incertezas na etapa de comparacoes entre pares de ele-
mentos, uma vez que pode envolver varidveis subjetivas. Contudo, esta andlise ja existe
para a sintese global dos resultados do AHP, mas nao em termos de Sistemas de Equa-
coes Lineares. E, note que o estudo da estabilidade de Sistemas de Equacoes Lineares é
um problema bem conhecido da matematica, com diversos contetdos construidos e que
podem ser estendidos ao AHP. Efetuar esta analise com Sistemas de Equacoes Lineares,
portanto, pode destacar possiveis influéncias das incertezas na etapa de comparacoes en-
tre pares de elementos, de um modo nao observado, e, ainda, mostrar novas evidéncias

quanto a confiabilidade da solucao do AHP.
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1.2 Objetivo geral

Esta dissertacao busca analisar a sintese de resultados globais do método AHP, que
tradicionalmente utiliza o processo de agregacao aditiva das prioridades locais, baseado
em Sistemas de Equagoes Lineares, possibilitando, assim, interpretagoes geométricas e/ou
matematicas de alguns aspectos da metodologia AHP e, ndo menos importante, maiores

contribuigoes para as discussoes atuais.

1.3 Objetivos especificos

Os objetivos especificos desta dissertacao sao:

e apresentar um revisao bibliografica sobre os métodos de AMD, principalmente, o
método AHP, onde, este ultimo, por ser o foco desta pesquisa, serd amplamente

enfatizado;

e reformular, sem perda de generalidade, o processo de agregacao aditiva das priori-

dades locais em termos de um Sistema de Equacoes Lineares;

e procurar compreender, com a formulacao em termos de Sistemas de Equagoes Line-

ares, quais sao as solucoes retornadas pelo método AHP;

e analisar, com a formulacao em termos de Sistemas de Equagoes Lineares, a estabi-

lidade das solucdes retornadas pelo método AHP;

e examinar, por meio de fundamentos de Algebra Linear e simulagoes computacionais,
quais sao os impactos da existéncia de idénticos vetores de prioridades locais das

alternativas em relacao aos critérios e de sua respectiva fatoracao para com o método
AHP.

1.4 Procedimento metodologico

Esta dissertacao delimita-se a analisar os fundamentos matemaéticos unicamente do
método AHP tradicional, proposto por Saaty, embora sejam descritos outros formalismos
ou modificacbes do AHP tradicional, isto é, todos os procedimentos algébricos, analises e
interpretacoes serao realizados pontualmente no procedimento de sintese global ou agre-

gacao aditiva das prioridades locais do método AHP. E, levando-se em consideracao esta
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problemética, os procedimentos técnicos da pesquisa serao descritos com base em trés
tipologias principais, segundo os autores |113|, que sdo elas: pesquisa quanto aos objeti-
vos, que contempla a pesquisa exploratoria, descritiva e explicativa; pesquisa quanto aos
procedimentos, que aborda o estudo de caso, o levantamento, a pesquisa bibliografica,
documental, participante e experimental; e a pesquisa quanto & abordagem do problema,

que compreende a pesquisa qualitativa e quantitativa.

Em relagao, inicialmente, aos objetivos, a presente pesquisa pode ser classificada como
exploratoria e explicativa. Exploratoria, por objetivar, a partir de um aprofundamento
nos conceitos preliminares sobre o objeto de estudo, tornar o problema estudado menos
complexo, reunir mais conhecimento e construir questoes importantes para a conducgao da
pesquisa. E, explicativa pelo fato desta pesquisa ampliar generalizacoes e definir modelos
tedricos, na tentativa de conectar as ideias e fatores identificados para compreender o

porqué de determinados fenomenos [49, 113].

Os procedimentos na pesquisa cientifica referem-se & maneira pela qual se conduz o
estudo e, portanto, se obtém os dados [113]. Neste caso, esta dissertacao esta classificada
como: estudo de multiplos casos, pela necessidade de verificacao e validacao da proposta
deste trabalho em contextos reais e claramente definidos; pesquisa bibliografica, pela
necessidade, por exemplo, da compreensao das fundamentacoes do método a ser estudado
e de dados quantitativos para os testes comparativos [49, 113]. Agora, cabe dizer que
a pesquisa bibliografica foi elaborada a partir de livros, peridédicos indexados e artigos
cientificos que tratavam, principalmente, do método AHP e de Algebra Linear e, como
mencionado, o intuito desta pesquisa transcendeu a ideia da compreensao teoérica do tema,
visto que havia uma necessidade de obtencao de dados, oriundos de aplicacoes reais do

método AHP, para a realizacao dos testes computacionais.

Estes dados, que seriam a matriz de prioridades das alternativas em relacao aos cri-
térios e o vetor de prioridades dos critérios em relacao aos objetivos, foram agrupados
de acordo com o nimero de alternativas e critérios dos problemas de decisao: nimero de
critérios maior que o numero de alternativas (C' > A); nimero de alternativas igual ao
nimero de critérios (C' = A); namero de critérios menor que o nimero de alternativas
(C < A). Isto, alem de organizar e sumarizar os dados gerados a partir da pesquisa bibli-
ogréafica, sera 1til no desenvolvimento algébrico da formulagao em termos de Sistemas de
Equacoes Lineares e nos testes computacionais. Deve-se dizer, ainda, que nao houve uma
abundancia de dados, visto que nao é raro, na literatura, autores disponibilizarem dados

parciais ou, ainda, somente os resultados finais.
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Por outro lado, os codigos computacionais, utilizados pela necessidade de verifica-
cao e validacao da proposta deste trabalho, foram desenvolvidos mediante o software
MATLAB®. Maiores detalhes dos procedimentos computacionais utilizados estarao dis-
ponibilizados nos Apéndices A, B e C. E, para finalizar, quanto a abordagem do problema,
classifica-se como qualitativa. Isso se d& pela auséncia de técnicas e instrumentos esta-
tisticos como base de anélise do tema e, por outro lado, pela presente andlise ser, de
fato, mais profunda em relacao ao fenomeno estudado, com o foco na interpretacao ou

desenvolvimento de ideias ou hipoteses [49, 113].

1.5 Estruturacao da dissertacao

O Capitulo 1, portanto, expds uma breve contextualizacao e descricao do problema
estudado, descrevendo, em seguida, a justificativa, os objetivos, a metodologia e a deli-
mitacao da pesquisa. Neste sentido, o restante do trabalho esta estruturado da seguinte
forma: no Capitulo 2 serd apresentado uma revisao bibliografica sobre os métodos de
AMD, versando suas principais abordagens, problematicas e evolu¢ao ao longo dos anos,
e, ainda, exibindo alguns dos principais aspectos e fundamentos do método AHP. Pos-
teriormente, no Capitulo 3 serd desenvolvido, por meio da aplicagao de alguns conceitos
de Algebra Linear, a proposta desta pesquisa. J& no Capitulo 4, serdo apresentados os
resultados atingidos, mediante simulacoes computacionais, e a analise dos mesmos. Por
ultimo, no Capitulo 5 sao encontradas as conclusdes do presente trabalho, bem como

algumas recomendacoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao da literatura

Este capitulo, pode ser dividido em duas principais secoes, no qual apresentara uma
breve revisdo bibliografica sobre: (i) o Apoio Multicritério & Decisao, contextualizando
suas principais abordagens, probleméticas e evolugao temporal; (ii) o método AHP, onde
serd apresentado alguns de seus aspectos constitutivos, fundamentos matematicos que o
sustentam e os principais avancgos e propostas de melhoria para o método, oriundos de

suas respectivas criticas, ao longo dos anos.

2.1 Apoio Multicritério & Decisao (AMD)

Os primeiros métodos de Apoio Multicritério a Decisdo (AMD) ou, simplesmente, mé-
todos de decisao multicritério, comecaram a surgir na década de 70 e podem ser definidos
como um conjunto de diferentes estruturas e métodos analiticos criados para atuar em
probleméticas de decisao, onde é preciso selecionar, ordenar ou classificar alternativas,
em um sistema com alto grau de possibilidades de interagao entre multiplos elementos
[19, 89]. Estes métodos objetivam apoiar decisores em contextos complexos e repletos
de incertezas. Complexos por envolverem diversas variaveis tangiveis e/ou intangiveis,
parcialmente explicitadas ou nao, que podem interagir entre si ou nao e inicas para cada
problema [42]. Incertos no ambito: epistémico, por contextos de decisdio demandarem
um conhecimento de informagoes qualitativas/quantitativas que os decisores nem sem-
pre possuem e/ou nem sempre conseguem mensurar, o que implica em incerteza para os
fatos e preferéncias; ontolégico, por estes contextos nao permitirem uma previsibilidade
total dos riscos e das consequéncias oriundas de uma decisao; da ambiguidade, por estes
contextos envolverem decisores com visoes e julgamentos (sustentados por seus proprios

valores, conhecimento, experiéncia e o que consideram racional), geralmente, discordantes
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[34].

Em virtude, por exemplo, de uma maior incerteza e subjetividade, prazos mais cur-
tos, condicoes que mudam rapidamente e riscos mais altos, os problemas de decisao atuais
estdo se tornando cada vez mais complexos [21|. Contudo, o AMD é uma das areas da
Pesquisa Operacional que mais cresceram nas tltimas duas décadas, objetivando, prin-
cipalmente, auxiliar o decisor a organizar e sintetizar todas as informacoes presentes no
problema de decisao, possibilitando, assim, a recomendacao de acoes ou cursos de acoes
a quem vai tomar a decisdo [19, 90]. Agora, cabe mencionar que, apesar do AMD ser
uma area da Pesquisa Operacional, devido as restricoes de um problema com estrutura
multicritério serem, geralmente, conflitantes e pela influéncia das variaveis qualitativas,
surge a suposicao de auséncia de uma solucao 6tima capaz de atender todos os fatores ao

mesmo tempo, diferentemente da tradicional Pesquisa Operacional [144, 146].

Desde ha alguns anos, pesquisadores vém demonstrando o aumento significativo na
utilizacao dos métodos de decisao multicritério e a expansao destes métodos para novos
campos de aplicagoes [78, 151, 165]. Isto pode ser notado, por exemplo, na area da saude,
mediante uma revisao de 521 publicagoes entre os anos de 1960 e 2011 realizada em [35],
como se vé na Figura 2.1, ou, ainda, na area de ciéncias ambientais, como ressaltado em

25, 66].
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Figura 2.1: Os métodos de decisao multicritério em problemas na area da saide ao longo

dos anos.
Fonte: Adaptado de [35]

O AMD, portanto, tenta representar o mais fielmente possivel os valores e julgamentos
do decisor, mesmo que estas nao sejam totalmente consistentes, para, com isso, estabelecer
uma relacao de preferéncias entre as alternativas que estao sendo avaliadas, priorizadas

ou ordenadas, sob a influéncias de multiplos critérios. Dentre as diversas areas de aplica-
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¢ao, podem ser citadas: Engenharia Industrial, Engenharia Mecanica, Engenharia Civil,
Pesquisa Operacional, Ciéncia da Computacao, Gestao e Negocios, Economia, Matema-
tica Aplicada (interdisciplinar), Tecnologias e Ciéncias Ambientais, Saide e Sociedade,
Sistemas de Informacao e, finalmente, Energia e Recursos Hidricos [41, 165]. A seguir,
serao desdobrados aspectos mais especificos quanto aos possiveis resultados pretendidos

ao lidar com problemaéticas de decisao multicritério.

2.1.1 Tipos de problemas de decisao multicritério

O resultado pretendido em probleméaticas de decisao multicritério, segundo [116], pode

ser identificado em quatro tipos béasicos:

e Problema tipo a: Nesse tipo de problema, também chamado de probleméatica de
escolha, a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se identificar a melhor
alternativa (ou a¢ao) ou um conjunto finito, tdo pequeno quanto possivel, das me-
lhores ou mais satisfatorias alternativas ( A’ C A) [98, 108, 116, 146]. A Figura 2.2

demonstra uma possivel representacao deste respectivo problema.

Al
Alternativas selecionadas

Figura 2.2: Problema tipo a ou problematica de escolha.
Fonte: Adaptado de [9§]

e Problema tipo 3: Nesse tipo de problema, também chamado de problemaética de
classificagao, a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se distribuir as al-
ternativas em categorias pré-definidas, que guardem algum tipo de ordem de prefe-
réncia ou importancia entre si, com o intuito de esclarecer a decisao por uma triagem
resultante da alocagao de cada a¢do a uma categoria (ou classe) (98, 108, 116, 146|.

A Figura 2.3 demonstra uma possivel representacao deste respectivo problema.
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Categoria 1

Categoria 2

Categoria k

Figura 2.3: Problema tipo S ou problematica de classificacao.
Fonte: Adaptado de [9§]

e Problema tipo 7: Nesse tipo de problema, também chamado de problematica de or-
denacao (ranking), a partir de um conjunto de alternativas (A), deseja-se estabelecer
uma ordem de preferéncias (parcial ou completa) das alternativas, das melhores para
as piores [98, 108, 116, 146]. A Figura 2.4 demonstra uma possivel representagao

deste respectivo problema.
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Figura 2.4: Problema tipo v ou problematica de ordenagcao.
Fonte: Adaptado de [9§]
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e Problema tipo 0: Nesse tipo de problema, também chamado de problemética de
descricao (description), deseja-se identificar e descrever as principais caracteristicas
que distinguem as alternativas, visando esclarecer a decisao por uma descricao por
meio de um procedimento cognitivo de anélise, que pode ser automatizado e utilizado
repetidamente [98, 108, 116, 146].

Neste contexto, diversos métodos surgiram para ajudar no entendimento e anéalise
dos problemas de decisao com multiplos critérios. O desenvolvimento desses métodos foi

motivado nao somente pelo amplo campo de aplicacoes reais, mas também pela busca,
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por parte dos profissionais, de técnicas sofisticadas baseadas em otimizagao matematica
e computacao cientifica, capazes de reduzir a subjetividade dos problemas de tomada de
decis@o, em conjunto com os avangos tecnologicos ao longo dos anos [90, 173|. A seguir,
serao mostradas as principais abordagens dos métodos de decisao multicritério e suas

respectivas caracteristicas.

2.1.2 Principais abordagens dos métodos de decisao multicritério

Os métodos de decisao multicritério, em geral, serao diferentes entre si, seja pela
fundamentacgao teodrica, pelos questionamentos demandados, pela area de atuacao ou,
ainda, pelos tipos de resultados gerados [84]. E, estas distingdes implicam em diversos
agrupamentos e/ou classificacoes para estes métodos [45, 104, 150, 164]. Tomando como
referéncia a classificagdo proposta em [116], trés principais linhas de abordagem podem
ser destacadas: critério tinico de sintese; sobreclassificacao ou superacao; julgamento in-
terativo. Esta classificacao, que é apresentada na Figura 2.5, é similarmente encontrada
em [19, 84, 156], contudo, a abordagem do critério tunico de sintese e a abordagem do jul-
gamento interativo sao tratadas, respectivamente, como modelos de mensuracao de valor

e modelos de niveis de referéncia, aspiracao ou meta.

- Multi--Attribute Utility Theory (MAUT)
| Critério Unico de Sintese || - Simple Multi Attribute Rating Technique (SMART)

{Value measurement models) - Analytic Hierarchy Process (AHP)
- Technique for Order of Preference by Similarity to Ideal Solution (TOPSIS)

Abord Superacao || - ELimination and Choice Expressing Reality (ELECTRE)
ordagem {Qutranking models) - Preference Ranking Organization Method for Enrichment Evaluations (PROMETHEE)

- Step Method (STEM)
__| Julgamento interativo || - Interval Criterion Weights {ICW})

{Goal, aspiration and reference level modelk) - Pareto Race;
- Tri-Criteria Linear Programming Package (TRIMAP)

Figura 2.5: Alguns métodos de decisao multicritério e suas respectivas classificagoes.
Fonte: Adaptado de [59]

Os métodos que utilizam a abordagem do critério nico de sintese sao derivados da
Escola Americana de pensamento e baseados na teoria da utilidade multiatributo (Multri-
attribute Utility Theory - MAUT ). Alguns autores referem-se aos modelos ligados & Escola
Americana como Métodos Multicritério de Tomada de Decisao (MCDM), classificando-os

como racionalistas, por serem formulados segundo regras pré-estabelecidas consideradas
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necessarias para assegurar um comportamento racional e determinar como os métodos de-
vem funcionar, e se caracterizam por auxiliar o decisor a construir uma func¢ao utilidade
para representar o valor de uma opc¢ao em relacao a outra, conforme suas preferéncias,
e, ainda, por agregar todas as informagoes acerca do problema por meio de uma grande
sintese [106, 112].

Os métodos da abordagem de sobreclassificacao, por sua vez, sao inspirados na Es-
cola Francesa (Europeia) de pensamento e se diferem por possibilitar a elaboracao de
modelos mais flexiveis, ausentes de comparacao entre todas as alternativas do problema,
e equilibrados, tendo em vista que é escolhida a alternativa que possuir um desempenho
superior na maioria dos critérios [106, 112]. Os métodos relacionados a Escola Francesa
passaram a ser denominados como Métodos de Apoio Multicritério & Decisao (MCDA) e,
diferentemente da abordagem anterior, sao ditos serem construtivistas, ja que, com rela-
coes de superioridade, auxiliam o decisor a construir o conhecimento sobre o problema por
meio da especificacao de apenas alguns confidveis parametros de entrada e da execucao

de algoritmos complexos, sem a necessidade de hierarquizagao das alternativas [106].

J& os modelos baseados na abordagem do julgamento interativo, em geral, sao de-
senvolvidos no ambito de tentativas e erros e estruturas de programacao matematica
multiobjetivo. Essa abordagem, alternando entre cdlculos computacionais interativos de
solucoes eficientes e didlogos com o decisor, possibilita a convergéncia da solucao final
para as alternativas que mais se aproximam de niveis desejaveis de satisfacao de um
determinado critério, diferentemente das abordagens do critério tinico de sintese ou de
sobreclassificagdo que buscam a alternativa dominante |9, 59|. Geralmente, entdo, essa
abordagem é utilizada com o intuito de filtrar, de maneira eficiente, as alternativas mais
adequadas. Segundo [9], os modelos de otimizagdo multiobjetivo permitem nao apenas
captar mais adequadamente as caracteristicas essenciais do problema real mas também

melhorar a percepcao dos problemas por parte dos decisores.

Vale ressaltar que, segundo [112], alguns métodos nao se enquadram exclusivamente
dentro de uma dessas trés abordagens, sendo referenciados como métodos hibridos, como
o método Tomada de Decisao Interativa Multicritério (TODIM), que possui elementos
tanto da Escola Francesa quanto da Escola Americana. Além disso, existem métodos que,
a partir de seus conceitos iniciais, englobam outros conceitos de diferentes formalismos,

como o AHP-Fuzzy.

Portanto, além de depender dos critérios que compoe um determinado problema, a

solucao final obtida em um problema de decisao multicritério ird depender do método uti-
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lizado, visto que cada método é construido com diferentes fundamentacoes axiomaticas
ou formalismos matematicos, possuindo pontos fortes e pontos fracos [106]. Os mode-
los oriundos da Escola Americana, por exemplo, sao criticados por exigirem um decisor
completamente racional, sempre capaz de definir sua preferéncia entre quaisquer duas al-
ternativas, enquanto os modelos da Escola Francesa podem gerar interpretacoes ambiguas
e comportamento inesperado de seus métodos, ja que nao se fundamentam em uma teoria
axioméatica bem estruturada e completa [106]. E, isto mostra, entdo, que a escolha do
método dependerd, pelo menos, da racionalidade do decisor, da escolha e a estruturacao
dos critérios, do problema especifico de decisao e de seu respectivo contexto [59, 115]. A

seguir, serao explorados maiores detalhes do método AHP.

2.2  Analytic Hierarchy Process (AHP)

Originalmente proposto por Thomas Saaty, na década de 70, o AHP é um dos métodos
mais conhecidos e utilizados mundialmente em problematicas de decisao multicritério, com
aumento de publica¢oes nos paises em desenvolvimento |70, 160]. Isto se justifica por sua
simplicidade de utilizacao e capacidade de lidar com fatores qualitativos e quantitativos,
o que é considerado um avanco em comparagao com outros métodos de AMD e faz com
que seu uso seja indicado para diversos problemas relacionados a priorizacao de solucoes

potenciais por meio da avaliacdo de um conjunto de critérios [11, 41, 72, 117, 131].

A teoria construtiva do AHP é baseada no funcionamento da mente humana diante
de problemas complexos, no qual se caracteriza por transformar problemas, que envolvem
miltiplos critérios, em uma estrutura hierarquica mais facil de ser compreendida e avali-
ada, reduzindo um problema maior para uma sequéncia de comparacoes entre pares que
considera o conhecimento e a experiéncia do decisor, para estimar magnitudes relativas
no processo comparativo, como tao importantes quanto dados quantitativos [119, 122].
Assim, segundo [79], o AHP pode ser visto como um método que organiza sentimentos,
intuicao e logica, de uma ou mais partes interessadas, numa abordagem estruturada que
permite uma maior objetividade na tomada de decisao, mesmo que nesta decisao estejam

envolvidos atributos intangiveis.

A Figura 2.6, entao, fornece uma boa perspectiva da evolucao temporal das publica-
¢oes relacionadas ao AHP. Esta figura foi gerada por 9.069 artigos publicados contendo
os termos “Analytic Hierarchy Process” nos campos Resumo, Titulo e/ou Palavras-chave,

entre 1979 e Outubro de 2019, utilizando a Web of Science como base de dados.
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Figura 2.6: Numero de publicacoes relacionadas ao método AHP ao longo dos anos.
Fonte: O autor

Agora, note que na Figura 2.6, devido & restricdo imposta pelos termos de busca, a
primeira publicagio referente ao AHP, que acontece em 1977 com [117], ndo é mencionada.

Por outro lado, segundo [125], o AHP é baseado em quatro principios:

1. Decomposigoes: o problema complexo é decomposto em niveis hierarquicos que
demonstram as relagoes entre o objetivo global, os critérios, os subcritérios (se hou-
verem) e as alternativas, como exemplificado na Figura 2.7. Como carateristica
implicita em estruturas hierarquicas, o AHP assume independéncia entre os elemen-

tos do mesmo nivel, sendo esse um requisito para a sua aplicacao.

Objetivo

Critérios de
Avaliagio

Alternativas

Figura 2.7: Estrutura Basica do AHP.
Fonte: [136]

2. Priorizagoes: o impacto de cada elemento na hierarquia é determinado por compa-



2.2 Analytic Hierarchy Process (AHP) 22

racoes entre pares de elementos separadamente, tendo como referéncia comparativa
um dos elementos do nivel acima. O processo de comparacoes entre pares demanda

a utilizacao de uma escala.

3. Sintese: as prioridades sao reunidas por meio do Principio da Composicao Hierar-

quica para a sintese geral das alternativas que compoe a hierarquia.

4. Andlise de sensibilidade: a estabilidade do resultado é analisada por meio de varia-

coes nas prioridades dos elementos.

Existe uma gama de aplicacées bem-sucedidas do AHP, especialmente em problemas
de larga escala que envolvem miultiplos critérios e onde a avaliacao das alternativas é
principalmente subjetiva [41, 127]. Estas aplica¢oes podem ser agrupadas de acordo com
as caracteristicas do problema em questao, onde tal problema podera ser de: selecao,
avaliacao, andlise de custo-beneficio, alocagoes, planejamento e desenvolvimento, priori-
zagao e ranking, e, por ultimo, tomada de decisao [160]. Em [41], por sua vez, é destacado
como possiveis areas de aplicacao do método AHP: Métodos Matematicos, Negocios e Ad-
ministragdo, Economia, Questoes Sociais e Satude, Ciéncia da Computacao, Engenharia
Mecanica, Tecnologia e Ciéncia Ambiental, Ciéncia dos Materiais, Ecologia, Geociéncia
e Estudos Sociais. Devido ainda a sua versatilidade, atualmente, ha uma tendéncia de
aplicacoes do AHP em conjunto & outras técnicas, tais como: Programacao Linear, Redes
Neurais ou Conjuntos Fuzzy [82, 148, 160]. Em [148], por exemplo, 61% das publicacoes
faziam referéncia a aplicacoes utilizando o AHP integrado com outros métodos, como

detalhado na Figura 2.8.

SWOT, 5

Algoritmo Genético, 5 Simulagdo, 15

Légica Fuzzy, 5

Analise Fatorial, 6
TOPSIS, 12

Balanced Scorecard, 6

Meétodo Delphi, 7
Sistema de Informacio Geografica, 11

Analise Envoltdria de Dados, 7 Programagéio par Metas, 9

Figura 2.8: Ferramentas e técnicas utilizadas em conjunto com o AHP.
Fonte: Adaptado de [148]
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O AHP, portanto, é um método, segundo [136], simples e claro, util para analistas
e tomadores de decisao, na resolucao de problemas complexos, composto por elementos
mensuraveis de forma qualitativa e/ou quantitativa. Ele é 1til, também, quando diversos
interesses estao envolvidos na problemaética de decisao e o niimero de pessoas que parti-
cipam do processo é grande. Os julgamentos aplicados no modelo sao uma construgao
pessoal dos tomadores de decisao (percepgao, experiéncia, tendéncia e contribuigao). Mas,
existem exigéncias que devem ser respeitadas para um bom funcionamento deste método,

como sera visto nas segoes a seguir.

2.2.1 Axiomas e fundamentacoes que sustentam o AHP

Como apresentado na Secao 2.2, o método AHP, basicamente, divide o problema em
niveis hierdrquicos, facilitando sua compreensao e avaliacao, e determina, por meio de
uma sintese dos valores dos agentes de decisao, uma medida global para cada uma das
alternativas, priorizando-as ou classificando-as ao final do método [147]. Quatro axiomas

governam o método AHP [119, 123]:

e Axioma 1: (Comparacao Reciproca). O tomador de decisdo deve ser capaz de
realizar comparacoes entre pares de elementos e declarar a intensidade de suas pre-
feréncias respeitando a condicao de reciprocidade: se x denota a preferéncia de A

em relagdo & B, entdo 1/x deve denotar a preferéncia de B em relagdo a A.

e Axioma 2: (Homogeneidade). Os elementos de um mesmo nivel na hierarquia devem
possuir um mesmo nivel de importancia, sendo possivel a comparacao entre eles, de

modo que as preferéncias sao representadas por meio de uma escala limitada.

e Axioma 3: (Independéncia). Os elementos de um nivel da hierarquia devem ser mu-
tuamente excludentes entre si e, ao expressar preferéncias, os critérios sao assumidos
independentemente das propriedades das alternativas, assim como as alternativas

nao possuem dependéncia entre si.

e Axioma 4: (Expectativa). Para o propoésito de tomar uma decisao, a estrutura

hierarquica deve ser considerada completa.

A nao validade dos axiomas apresentados podem gerar diversas consequéncias na me-
todologia AHP [125]. Se o Axioma 1 nao é satisfeito, provavelmente o questionamento
utilizado para extrair os julgamentos, nas comparagoes entre pares, nao é claro ou corre-

tamente declarado. Se, por sua vez, o Axioma 2 nao é satisfeito, seria possivel comparar
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pares de elementos amplamente dispares, como um grao de areia comparado com uma
laranja. Quando essa disparidade é grande, é recomendavel que os elementos sejam colo-
cados em grupos separados de tamanho comparavel ou em niveis diferentes (clusters). Ja
se o Axioma 3 nao é satisfeito, haveria uma dependéncia entre os pesos dos critérios e as
alternativas consideradas. E, finalmente, se o Axioma 4 nao é satisfeito, entdo o decisor
nao esta utilizando todos os critérios e/ou todas as alternativas disponiveis, o que implica
numa decisao incompleta. Conhecendo os axiomas que sustentam o método AHP, torna-
se importante, agora, mencionar como o AHP ira funcionar. Isto, entao, é desenvolvido a

seguir.

2.2.2 Sistematizacao do AHP

O método AHP pode ser estruturado, com base em [65, 127, 128, 136], nas seguintes

etapas:

e Etapa 1: Defini¢ao do problema, formulacao dos objetivos ou determinacao do tipo
de conhecimento procurado. Nesta etapa, portanto, deve-se definir o problema cui-
dadosamente, incluindo todos os detalhes, partes afetadas, viabilidade de resolucao

e informacoes possiveis.

e Etapa 2: Hierarquizacao dos elementos presentes no problema de decisao. Nesta
etapa, entao, o problema é subdividido em multiplas partes e a hierarquia é cons-
truida, onde, no topo, situa-se o objetivo da decisao, nos niveis intermediarios se
encontram os critérios (para os quais os elementos subsequentes dependem) e, por
ultimo, no nivel mais baixo, geralmente, um conjunto de alternativas ou acoes. Essa
etapa facilita a compreensao e a avaliacao do problema, entretanto, para nao violar o
Axioma 4, deve-se verificar se os niveis estao internamente completos e consistentes

e, ainda, se as relagoes entre os niveis estao claras.

e Etapa 3: Construcao de uma matriz de comparacao entre pares para os elementos
de um mesmo nivel sob cada elemento localizado no nivel imediatamente superior,
pois, em uma hierarquia completa, os elementos de um nivel inferior afetam aque-
les de nivel superior. Essas matrizes de julgamentos, que deverao ser quadradas,
serao utilizadas, basicamente, para a obtencao do vetor de prioridades locais das

alternativas, apos a realizacao da Etapa 4 e da Etapa 5.

e Ftapa 4: Execucao dos julgamentos para as matrizes de comparagoes entre pares.

Nesta etapa, a partir de uma escala pré-definida (que possibilita transformar os jui-
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zos dos decisores em valores numéricos), o decisor deve representar suas preferéncias
entre os elementos comparados, tendo como referéncia os elementos do nivel supe-
rior. Por exemplo, em um problema composto apenas por critérios e alternativas,
para o nivel dos critérios, cada par de critérios sera comparado entre si com relagao
ao objetivo e, analogamente, cada par de alternativas, do nivel das alternativas, sera
comparado entre si sob cada critério. Contudo, julgamentos pessoais ou subjetivos

podem provocar inconsisténcias nesta etapa.

e [tapa 5: Mensuragao da inconsisténcia nos julgamentos para cada matriz de julga-
mentos construida na Etapa 3 e julgada na Etapa 4. Esta etapa é necesséaria para
garantir que os julgamentos estejam consistentes entre si. Quando a consisténcia

nao for satisfatoria, recomenda-se revisar ou refazer julgamentos.

e Etapa 6: Obtencao das prioridades locais das alternativas e sintese global dos re-
sultados. Uma vez que todas as comparacoes entre pares foram realizadas e estao
consistentes, o vetor de prioridades locais das alternativas pode ser deduzido para
cada matriz de comparacoes e utilizado em uma grande sintese hierarquica, medi-
ante um processo de agregacao aditiva, para determinar a prioridade global de cada

alternativa ou acao.

e Etapa 7: Analise de sensibilidade de cada valor segundo os juizos estabelecidos.
Por tdltimo, devem ser observados os efeitos gerados no ranking das alternativas em

funcao de alteracoes no vetor de prioridades locais dos critérios ou das alternativas.

Estas etapas, referentes a estrutura AHP, podem ser caracterizadas em um diagrama

sequencial explicativo, como indica a Figura 2.9.

Pelo intuito fundamental desta dissertacao, que est& no tratamento e anélise de alguns
aspectos matematicos do AHP, torna-se necessario abordar, mais sucintamente, algumas

das etapas apresentadas. Isto, portanto, sera desenvolvido nas secoes subsequentes.
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Figura 2.9: Fluxograma geral do AHP.
Fonte: Adaptado de [136, 65]

2.2.2.1 Comparagao entre pares e Escala Fundamental de Saaty

Sabe-se que o método AHP procura reduzir a complexidade de resolucao de um pro-
blema a partir da decomposicao do mesmo em niveis hierarquicos. Contudo, apesar da
definicao da estrutura hierarquica, as relagoes entre os elementos de um mesmo nivel ainda
nao sao bem compreendidas. Sendo assim, subsequente ao processo de hierarquizacao,
encontra-se o processo de comparacao entre pares de elementos situados em um mesmo
nivel da hierarquia, que pode ser realizado por um tnico julgador ou pode ser realizado

em grupo.

Esta etapa de comparagao entre pares de elementos (critérios, subcritérios ou alterna-

tivas), demandada pelo AHP, pode ser realizada de dois modos: o modo relativo e o modo
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absoluto [118]. O modo relativo, para determinar a melhor dentre as alternativas, procede
com comparagoes entre pares de alternativas de acordo com algum critério/subcritério es-
pecifico (tangivel ou intangivel). Por outro lado, o modo absoluto, ou abordagem com
ratings, se difere por utilizar um conjunto de niveis de categorias, baseado em padroes es-
tabelecidos, por exemplo, pela sociedade ou pela experiéncia do decisor, associado a cada
critério/subcritério para a comparacao das alternativas. Embora, segundo [126], o modo
absoluto permita uma maior quantidade de alternativas acopladas ao modelo e, ainda, um
menor niumero de julgamentos a serem realizados pelo decisor, este trabalho enfatizara no

modo relativo, visto que a fundamentacao do AHP se deu com sua utilizacao.

Os elementos de um nivel hierdrquico sao comparados, em termos relativos, de acordo
com a sua importancia ou contribuicao, para um dado atributo, que ocupa o nivel, ime-
diatamente acima dos elementos que estdo sendo comparados [136]. Nesse processo, a
determinacao dos graus de preferéncia é realizada utilizando-se a Escala Fundamental de
Saaty, apresentada na Tabela 2.1, onde os valores variam de 1 a 9 e fazem referéncia a

intensidade da preferéncia de um elemento sobre o outro.

Intensidade de preferéncia

Definigao

Explicacao

1

Igualmente importante

As duas atividades contribuem
igualmente para o objetivo.

3 Moderadamente mais impor- | A experiéncia e o julgamento
tante favorecem levemente um ele-
mento em relagao a outro.

5 Fortemente mais importante A experiéncia e o julgamento
favorecem fortemente um ele-
mento em relagao a outro.

7 Muito fortemente mais impor- | Um elemento é muito forte-

tante mente favorecido em relacao a
outro.

9 Extremamente mais impor- | A evidéncia favorece um ele-

tante mento em relacao a outro com
o mais alto grau de certeza.
2,4,6,8 Valores importantes interme- | Quando se procura uma con-
diérios dicdo de compromisso entre as
duas definigoes.
1.1-1.95 Quando todos os elementos | Pela dificuldade na atribuicao

comparados sao muito proxi-
mos e quase indistinguiveis, um
decimal é adicionado & 1 para
mostrar uma diferenca apropri-

ada

de decimais, uma maneira al-
ternativa seria comparar duas
atividades préximas com ou-
tras muito contrastantes.

Reciprocos aos valores de cima

Se ao elemento ¢ for atribuido
um dos valores acima quando
comparado ao elemento j, en-
tdo j possui o valor reciproco
quando comparado com o i.

Consideragao logica.

Tabela 2.1: Escala Fundamental de Saaty.

Fonte: Adaptado de [120, 127]
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Para a utilizacao da escala, o decisor deve estar ciente que os julgamentos associados
aos numeros impares asseguram razoavel distin¢ao entre os pontos de medi¢ao, enquanto
aos nimeros pares, representam situacoes com necessidade de um ponto médio como solu-
¢ao negociada. Assim, além da escala apresentada nao impedir a comparacao de elementos
intangiveis, ela é capaz de converter os dados empiricos em um modelo matematico, o que

distingue o AHP das demais técnicas comparativas [125, 127, 174].

O processo de comparacao, por sua vez, fornece uma escala relativa de medidas de
prioridade ou peso dos elementos. Para a formalizacao da matriz de comparagoes entre
pares, consideremos {x1, s, ..., z,} como o conjunto de elementos (alternativas, subcri-
térios ou critérios) a serem comparados entre pares e, ainda, {wy,ws,...,w,} como os
seus respectivos pesos. Dessa forma, para cada par de elementos (z;,z;), a razdo w;/w;,
representa o valor relativo entre a prioridade do elemento dominante (z;) em rela¢do ao
elemento dominado (x;). Com a execucdo de n(n — 1)/2 julgamentos, onde n é o niimero
de elementos, torna-se possivel a construcao de uma matriz de comparacgoes entre pares

arbitraria A, de dimensao n x n, como definida na Equagao (2.1).

wyfwy wifwy ... wy/wy,
wa/wy  wefwe ... wy/wy,

A= (wfuy) = | 2.)
Wy /Wy Wy wy ... Wy Wy

A Equacao (2.1), como se vé, representa a intensidade da preferéncia do decisor me-
diante a comparacio de pares de elementos. E possivel, também, denotar @;; cOmMo o
elemento referente & razao w;/w;, o que permite reescrever a Equacdo (2.1) conforme
mostra a Equagao (2.2). Note que a;; traduz o quao mais (ou menos) importante é o
elemento z; em relacao a x; quando comparados em relacao ao elemento do nivel superior

na hierarquia.

1 a2 ... a1 ... Qip
1
— 1 ce Q25 ... dap
a12
L I A U, 22)
ay; s, i in
1 1 1
- = — 1
L Qi1p  A2p Qi -
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Ademais, é importante destacar que a matriz de comparacao entre pares, definida na
Equacdo (2.2), é dita ser positiva, reciproca e consistente. Positiva, porque esta matriz
deveréa ser composta por elementos positivos, isto é, a;; = w;/w; > 0, Vi,j =1,2,...,n,
cujo a; = w;/w; = 1, uma vez que nao existe, a priori, diferenga de preferéncia entre dois

elementos iguais quando comparados entre si, a;; = w;/w; = 1. Reciproca, porque a;; =
—1
ij
Vi, i,k = 1,2,...,n. Mas, note que, como serd visto na Secao 2.2.2.3, a propriedade

a;;, conforme diz o Axioma 1, presente na Secao 2.2.1. Consistente, porque a;, = a;;a;,
a;; = a;jak, que ¢ chamada de propriedade da transitividade, nao sempre sera satisfeita
em casos praticos, visto que esta depende, por exemplo, da precisao dos julgamentos do
decisor. Portanto, pode-se dizer que toda matriz consistente ¢ uma matriz reciproca, mas

nem todas as matrizes reciprocas serdo consistentes [74, 121].

Agora, com a construgdo da matriz de comparacgoes entre pares A, como definida
na Equacdo (2.2), torna-se necesséario, em segundo momento, a determinagao do vetor
prioridades associado a ela. Contudo, duas criticas devem ainda ser mencionadas neste
momento, embora fujam do escopo desta dissertacao. A primeira critica esta no fato do
AHP poder demandar um alto nimero de comparacoes, uma vez que o nimero de com-
paragoes ¢ proporcional ao ntimero de critérios, subcritérios e alternativas que compoem
a hierarquia, o que pode gerar, além de um maior esforco computacional, indesejaveis
impactos na qualidade dos julgamentos. Como forma de minimizar este nimero de com-
paracoes e suas possiveis consequéncias, algumas metodologias podem ser encontradas
em [63, 96, 145, 161, 172]. Em contrapartida, a segunda critica refere-se & Escala Fun-
damental de Saaty, utilizada no processo de comparacgoes entre pares de elementos, uma
vez que: (1) nao existem fundamentos tedricos ou evidéncias de correspondéncia en-
tre as descricoes verbais da Escala Fundamental e os seus respectivos valores absolutos;
(2) esta é internamente inconsistente, jA que valores superiores a 9 nao sdo permitidos;
(3) ha uma dificuldade, por parte do decisor, no entendimento interpretativo no uso
desta escala, podendo gerar ambiguidades e, por conseguinte, possiveis erros na realiza-
¢ao dos julgamentos; (4) ndo existem zeros absolutos na escala. Logo, para contornar este
conjunto de criticas, novas escalas foram propostas, cada uma das quais com diferentes
impactos nas prioridades deduzidas - possibilitando um maior destaque ao elemento jul-
gamento como mais preferencial - e na consisténcia das comparagoes, como pode se ver

em [15, 37, 40, 44, 56, 64, 67, 88, 133].
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2.2.2.2 Dedugao das prioridades locais

Para isto, Saaty propde o Método do Autovetor. Este método, formalizado inicial-
mente com uma matriz de comparagoes entre pares perfeitamente consistente e estendido,
independente da consisténcia, para quaisquer matrizes, em termos gerais, deduz o vetor de
prioridades mediante a resolu¢ao da Equacao (2.3), cujo A\q. € 0 autovalor principal de A
e w é o seu autovetor principal associado (ou, em termos do AHP, o vetor de prioridades
procurado). Maiores detalhes das razoes para o uso da Equacao (2.3) na dedugao do vetor
de prioridades locais, a partir de uma matriz de comparagoes entre pares A, podem ser
encontrados em [117, 64, 121, 129, 140].

n
Zaijw]— = )\maxwi (23)
j=1
Note que, para uma matriz de comparagoes A perfeitamente consistente, pode-se de-
monstrar, uma vez que todas as linhas desta matriz sao combinagoes lineares da primeira,
que todos os n autovalores de A, exceto um, serao iguais a zero. Agora, como a soma
dos autovalores de A deve ser igual a soma dos elementos da diagonal principal de A, isto
n n
&, > N = D> a;, cujo a; = 1,1 = 1,2,...,n, pode-se dizer que, neste caso particular,
i=1 i=1
o tnico e maior autovalor \; que existira sera igual a n e serd chamado de \,4, [117].
Perceba que, se a matriz A representa a comparacao de C critérios em relacdo aos obje-
tivos, é correto afirmar que n = C'. Por outro lado, apesar de ser natural suspeitar que
Amaz POSSa ser um nimero complexo, visto que autovalores sao raizes de polindmios, o
Teorema de Perron-Frobenius [46] para matrizes composta por elementos positivos, isto
é, a;; > 0,Vi, j, garante que sempre existird solu¢ao tnica (autovalor e autovetor, ambos

reais e positivos) para a Equacao (2.3).

Ademais, por meio da teoria das perturbagoes, em [117, 119, 121]| & mostrado que a
matriz [a;;] representa uma pequena perturbacao de uma matriz perfeitamente consistente
e subjacente a ela, e, ainda, que o autovetor principal de [a;;], além de coincidir com o vetor
de prioridades procurado, sofrerd pequenas variacoes mediante pequenas perturbacoes na
matriz consistente. Isto pode ser observado na Figura 2.10, segundo [69], com a plotagem
da funcao do polinémio caracteristico de duas matrizes de comparacoes entre pares, sendo
a primeira consistente (M), com autovetor m A (0,67;0,11;0,22), e a segunda quase
consistente (M3), com autovetor my ~ (0,61;0,12;0,27), ambas as matrizes definidas na

Equacao (2.4).
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£ = 2%32=0 ) = -NH30H1/6=0

Autovalor

Autovalor méximo

/ maximo /

- L

Zero duplo/ ’ ¢ A / ’ ’ \ A

Autovalor complexo
duplo

Figura 2.10: Plotagem grafica dos polinomios caracteristicos de M; e M.
Fonte: Adaptado de [69]
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Em contrapartida, o problema se torna encontrar um autovalor dominante (\,q.) que
satisfaca a Equacdo (2.3) e, com isso, fornega o vetor de prioridades. Com esse intuito,
entdo, trés métodos sdo destacados em [24]: o Método de Saaty, o Método das Poténcias e,
nao menos importante, o Método da Média Geométrica. Cabe dizer que, Independente do
método escolhido, o autovetor w sera entendido como o vetor de prioridades dos elementos

e devera satisfazer a Equacao (2.5).

iwi =1 (2.5)

1. Método de Saaty
O Método de Saaty, descrito pela Equagao (2.6), fornece, de forma menos trabalhosa,
resultados aproximados para o autovalor e autovetor da matriz de comparacgao entre
pares A. E importante mencionar que os resultados gerados, a partir de médias

aritméticas, possuirao maior precisao quando os julgamentos forem mais consistentes

[24].
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w; =2 (2.6)

2. Método das Poténcias
O Método das Poténcias ¢ um método numérico aplicavel a matriz de comparacoes
entre pares A, visto que o Teorema de Perron-Frobenius garante a existéncia de
um autovalor dominante para ela. Entao, se os autovalores de A satisfazem |A;| >
|Ao| > ... > |\,|, logo o método das poténcias pode ser utilizado para calcular o

autovalor |\;| de maior magnitude e seu autovetor correspondente [81].

Quanto ao funcionamento, o método das poténcias procede de forma iterativa, sob
certo grau de precisao €, na producao de escalares e vetores que convergem para o
autovalor e o autovetor dominante, respectivamente. Contudo, se |Ay| é quase tao
grande quanto |\;|, a convergéncia sera lenta.

Seja, entao, a iteracao denotada por k, onde kK = 1,...,m, e a primeira aproximag¢ao
do autovetor dada por w* = [n~!,...,n",...,n"Y]". Para aproximacoes sucessivas
(k > 2), um valor auxiliar d* = Aw*~! é introduzido. O autovetor &, portanto,
determinado pelo processo iterativo definido pela Equagao (2.7), onde processo é

finalizado quando o critério de parada, representado pela Equacao (2.8), é satisfeito
[24].

dF
wh = — (2.7)

1 0n
> d;
=1

/\ (max |wf — wf™!| <¢) (2.8)
i=1,...,n

? 9eecy

3. Método da Média Geométrica
E, por final, outra maneira de dedugao do vetor de prioridades, segundo [29], seria
utilizar o Método da Média Geométrica, também chamado de Método dos Mini-
mos Quadrados Logaritmicos. Logo, para um determinado elemento da matriz de
julgamentos positiva e reciproca A, a prioridade local é determinada mediante nor-
malizacao da média geométrica da linha associada a esse elemento, como definido

pela Equagao (2.9).
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(fi)
o 1 (2.9)

E valido mencionar que existem criticas também ao Método do Autovetor como me-
todologia de deducao do vetor de prioridades locais. Isto pode ser visto, por exemplo, em
[12], onde foi mostrado a existéncia de distor¢oes nos julgamentos realizados pelos deci-
sores apos o calculo do autovetor principal da matriz de comparagao entre pares, o que
sugere que o Método do Autovetor ¢ capaz de violar a condigao de preservagao de ordem.
Isto significa que, no que tange & dominancia, se o elemento x; é fortemente superior ao
elemento x5 e o elemento x3 é moderadamente superior ao elemento z4, nao ¢ garantido
que, para um vetor de prioridades w, a relagdo w(z1)/w(xe) > w(xz)/w(zs) ndo seja
violada. Neste contexto, metodologias alternativas para este fim foram propostas. Mais
especificamente, segundo [28], h4 uma disponibilidade na literatura de, pelo menos, 18
metodologias para se obter o vetor de prioridades de uma matriz de comparacao positiva
e reciproca. Estas metodologias, conforme [52|, podem ser divididas em duas classes prin-
cipais, sendo uma baseada na ideia de pequenos erros mediante pequenas perturbacoes
(como, por exemplo, o Método do Autovetor - & Direita [117], & Esquerda [71] ou Modifi-
cado - e 0 Método da Média Aritmética das Linhas) e outra baseada na minimizagao da
distancia entre a matriz consistente mais proxima e a matriz definida pelo decisor (como

o Método da Média Geométrica [85]).

2.2.2.3 Mensuracgao da consisténcia dos julgamentos

Como se v&, o AHP é um método de decisao multicritério que, em suma, hierarquiza
problemas, que podem ser complexos e/ou incertos, e utiliza comparagdes entre pares de
elementos que compoem esta hierarquia para deduzir, de maneira intuitiva, as preferéncias
locais em cada nivel. Contudo, este procedimento comparativo pode gerar problemas na
obtencao dos resultados finais, uma vez que nao sao raras as situacoes cuja propriedade
de transitividade nos julgamentos ¢ violada. Isto porque, na pratica, quando o deci-
sor lida com problemas que demandam comparagoes entre pares de elementos e nestas
comparagoes estao envolvidos, de alguma maneira, critérios/subcritérios/alternativas que
dependem da subjetividade do decisor, os julgamentos realizados tornam-se imprecisos -

e, provavelmente, inconsistentes - e a propriedade de transitividade melhor representada
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por ai; & a;; - ajk, Vi, j, k€ {1,2,...,n} [6, 61, 117, 174].

Neste ambito, como os julgamentos a;; raramente serao perfeitos, Saaty propoe uma
maneira de mensurar o quao consistentes estao estes julgamentos efetuados. Esta mensu-
racdo, que é definida na Equagao (2.10), é tratada como indice de consisténcia (CI) e esta
fundamentada no Método do Autovetor. Note que, no caso da matriz A ser perfeitamente

consistente, A,,.; = n e, consequentemente, C'I =0 [117, 174].

/\maa: -n

CI = (2.10)

n—1

Mas, como o CI cresce de acordo com a dimensao matricial n, Saaty, alegou que
apenas o C'I nao era suficiente para mensurar a consisténcia. Assim, o autor propoe
a razao de consisténcia (CR), definida na Equagao (2.11), com o intuito de analisar o
quao inconsistentes os julgamentos foram em relacao a grandes amostras de julgamentos
puramente aleatorios. Para tal, o C'R acopla na sua formulacao o indice randémico (RI),
que representa os valores médios de C'I, detalhados em [6] e gerados a partir de simulagoes
randomicas que utilizaram grandes amostras de matrizes aleatorias de ordem crescente.
Para aceitar a matriz como consistente, nao tendo que o decisor proceder com a revisao
dos julgamentos, os valores de C'R nao devem ser maiores que 0,1. Maiores detalhes das
razoes para o uso da Equacao (2.11) na mensuragao dos julgamentos, a partir de uma

matriz de comparagoes entre pares A qualquer, podem ser encontrados em [117, 121, 129].

e

C’R—m

(2.11)

A mensuracao da consisténcia nos julgamentos, por sua vez, nao se limitou & meto-
dologia desenvolvida por Saaty e, além de contribuir com o surgimento de procedimentos
alternativos para mensuracao da consisténcia, o tema ainda produz diversas discussoes
entre pesquisadores [1, 68]. Isso se da pela metodologia de Saaty gerar diversos questio-
namentos, como, por exemplo: Faz, realmente, sentido utilizar um indice de consisténcia,
Equacdo (2.11), que compara os julgamentos com matrizes puramente aleatorias? O que
garante o limite de 10% como critério para consisténcia? Esse limite de 10% n&o deveria
variar conforme a dimensao da matriz? E, ainda, se utilizados outros procedimentos para
deducao das prioridades locais, como apresentado na Secao 2.2.2.2, seria apropriado men-
surar a consisténcia com a metodologia tradicional (Método do Autovetor)? Portanto,
uma investigacao mais profunda destes questionamentos, da metodologia de mensuragao

da consisténcia fornecida por Saaty e de indices de consisténcia alternativos podem ser
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encontrados em [3, 14, 39, 53, 75, 92, 107, 111, 145, 149|.

2.2.2.4 Sintese das prioridades globais das alternativas

A dltima etapa na utilizagao do AHP consiste na sintese global dos resultados, que
acontece por intermédio de um processo de agregagao por adicao das prioridades locais
dos elementos em todos os niveis. Este procedimento se caracteriza por ser um dos modos
mais populares para se classificar as alternativas, com base nas comparacgoes entre pares,
e por obter tais classificacoes mediante uma soma ponderada do desempenho de cada
alternativa em todos os critérios. Assim, ap6s o processo de agregacao, a prioridade
global de cada alternativa é determinada, possibilitando ao decisor a escolha da melhor

alternativa [100, 119, 174|.

Logo, suponha que um decisor possua n critérios e m alternativas. Seja b; a prioridade
local do j-ésimo critério com respeito ao objetivo, em que Z?:l b; = 1. E, seja g;; a prio-
ridade local da i-ésima alternativa com respeito ao j-ésimo critério, em que > . g;; = L.
Em outras palavras, [g;;] ¢ dito ser a matriz de prioridades locais das alternativas em rela-
¢ao aos critérios, onde seus vetores-coluna sao constituidos por n autovetores w; (um para
cada critério) oriundos das matrizes de comparagoes entre pares de alternativas. Neste
contexto, o procedimento de sintese global ou agregacao aditiva das prioridades locais
do método AHP é apresentado pela Equagao (2.12), em que X; representa a prioridade
global da i-ésima alternativa [110, 138|.

j=1

Cabe dizer que o método AHP, quando utiliza o procedimento de agregacao aditiva
das prioridades locais para obter as prioridades globais das alternativas, como definido
na Equagao (2.12), este é também chamado de AHP Distributivo. Maiores detalhes das

razoes para o uso da Equacao (2.12) podem ser encontrados em [117, 121, 129|.

Ademais, é importante mencionar, mesmo que superficialmente, que o uso do AHP
Distributivo proporciona o surgimento de um fenémeno conhecido como rank reversals.
Este fenomeno foi percebido, primeiramente, na década de 80, em [17], quando foi notado
que o acréscimo de uma alternativa, copia de uma ja existente, tinha capacidade de alte-
rar toda uma ordem de prioridades, em um conjunto de avaliacoes consistentes, mesmo
quando os critérios e seus pesos permanecessem os mesmos. Portanto, o rank reversals é

um fenomeno que refere-se & alteracao da ordenacao final das alternativas, previamente
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definida, em consequéncia, por exemplo, da inclusdo/remogao de alternativas/critérios
copias de algum ja existente no modelo|4, 85, 90, 130]. As diferentes tipologias deste
fenomeno podem ser encontradas em [4]. O rank reversals, que nao é uma exclusivi-
dade do AHP e que ocorre independente da consisténcia da matriz de julgamentos, pode
acontecer devido: o procedimento de agregacao das prioridades locais; o procedimento de
normalizagao; os pesos dos critérios; o uso indevido do método; a incerteza do processo
de decisao; e, a dependéncia estrutural entre os critérios e as alternativas [4, 68]. Em
virtude do rank reversals, intmeros debates surgiram quanto a validade do AHP, o que
favoreceu na eclosao de novas propostas de melhorias/modificacoes ao método AHP de

Saaty. Dentre estas propostas, podem ser citados:

o AHP B-G [17, 18, 124];

AHP Referenciado [135, 138];

Linking Pin AHP [102, 139, 137, 171];

AHP Multiplicativo [16, 85, 162, 158;

Benchmark AHP [170];

Dominant AHP [73];

e Data Envelopment AHP (97, 110, 168, 167].

2.2.2.5 Analise de sensibilidade das prioridades globais das alternativas

A andlise de sensibilidade pode ser definida como estabilidade ou comportamento da
solucao para pequenas variacoes nas preferéncias ou nos parametros que ocorrem durante
o processo de resolucao sisteméatico. Em geral, se com estas pequenas variagoes o ran-
king nao mudar, os resultados obtidos sao considerados robustos e, caso contrario, sao
considerados sensiveis. E, como modelos de decisao complexos podem ser inerentemente
instaveis, esta anélise torna possivel a geracao de diferentes cenarios que podem resultar
em outros rankings, necessitando de discussoes adicionais para se chegar a um consenso
[68, 99]. Entretanto, segundo [159], h4 uma maior limitagdo de pesquisas relacionadas a
analise de sensibilidade em modelos de decisao multicritério deterministico, que sao mo-
delos mais intuitivos e cujas variaveis envolvidas recebem apenas um conjunto de valores
nao-probabilisticos, no processo de avaliacao de desempenhos dos elementos, e sao com-
binadas de maneira deterministica, a fim de avaliar o impacto das mudangas em uma ou

mais varidveis [105].
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Em relacdo ao AHP, por exemplo, que é considerado um modelo de decisao multi-
critério deterministico, o desenvolvimento do procedimento metodologico para analise de
sensibilidade iniciou-se em [91], onde, utilizando-se multiplos niveis hierarquicos, foram
analisados os efeitos causados nas prioridades dos subcritérios ou das alternativas medi-
ante modificacoes nos vetores de prioridades que compoem a matriz de prioridades locais
das alternativas e, ainda, a relacao das modificacoes com possiveis impactos na reversao
de prioridades entre as alternativas. Contudo, o procedimento apresentado em [91] ndo
era capaz de realizar uma anélise de sensibilidade de dados pontuais, cujo intuito fosse,
por exemplo, saber a sensibilidade de um tnico critério ou de uma tunica alternativa em

termos de um determinado critério.

Posteriormente, em [10] foi apresentado um procedimento de identificagdo do crité-
rio mais critico em um problema de multiplos niveis. Mas, como esta metodologia nao
especifica qual deverd ser a menor perturbacao no peso dos critérios que possibilite altera-
coes nas prioridades globais das alternativas, uma anélise de sensibilidade complementar
¢ desenvolvida em [159], onde foi aplicada em dois problemas especificos. No primeiro
problema, apés alguns desenvolvimentos algébricos, uma formulacao para retornar o quao
critico cada critério era foi demonstrada e, com isso, tornou-se possivel deduzir a menor
modificacao nos pesos dos critérios capaz de provocar a reversao no ranking das alterna-
tivas. J& no segundo problema, por argumentos similares, uma formulacao para retornar
o quao criticos os desempenhos das alternativas (ou, em outras palavras, dos elementos
da matriz de prioridades locais) eram foi demonstrada e, assim, tornou-se possivel iden-
tificar a menor modificagao no desempenho das alternativas também capaz de provocar
a reversao no ranking das alternativas apos o procedimento de sintese. Maiores detalhes

desta tltima andlise de sensibilidade podem ser encontrados em [103, 159|.



Capitulo 3

Uma analise matematica do método AHP

A sintese global dos resultados, abordada na Secao 2.2.2.4 com a Equagao (2.12),
pode ser redefinida, por sua vez, na forma matricial. Consideremos, entao, um problema
composto por C critérios e A alternativas. Logo, define-se B¢ como o vetor de prioridades
locais dos critérios em relacao aos objetivos e G4 ¢ como a matriz de prioridades locais
das alternativas em relagao aos critérios. Deste modo, o vetor de prioridades globais das

alternativas de um problema genérico, designado por X, ;, satisfaz a Equacao (3.1).

Xa1=GacBcn (3.1)

Observemos, pela Equagao (3.1), que a solu¢do (ou, vetor de prioridades globais das
alternativas) X4, do método AHP ji & explicitamente dada. Isto & ndo ¢ necessario
resolver um Sistema de Equacoes Lineares para obter a solugao de um problema genérico.
Por este motivo, a representagao definida pela Equacao (3.1), que representa o processo
de sintese global ou agregacao aditiva das prioridades locais, sera chamada de Formulacao
Tradicional ou Formulagao com Solucao Explicita. Também é importante notar que, com

a Formulagdo Tradicional, a solucdo é sempre tinica e serd denotada por X{%C.

Por outro lado, a sintese global dos resultados do método AHP também pode ser
escrita na forma de um Sistema de Equacoes Lineares tradicional, como mostra a Equacao
(3.2). Para deduzir a Equagao (3.2), dentre as diversas formas possiveis, basta pré-
multiplicar a Equagao (3.1) pela matriz arbitraria Ce 4. Esta formulagdo, por sua vez,
serd tratada como Formulacao Equivalente do método AHP ou Formulacdao com Solucao
Implicita, onde, neste momento, ¢ necessario resolver este Sistema de Equacdes Lineares
para obter o vetor de prioridades globais das alternativas. A solugao da Equacao (3.2)

sera denotada por Xﬁ?v.
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Cc,aXa1=Dcy1 = CeaGacBen (3.2)

Embora tenha sido definido D¢y = CoaGacBei, a Equacdo (3.2) ainda nao esta
parametrizada em termos de todas as varidveis da Formulacao Tradicional. Este ajuste
de Cc 4 serd realizado na Secao 3.4 e, por hora, continuemos com a Formulagao Equi-
valente na forma mais genérica, como a definida na Equacao (3.2). Agora, veja que,
diferentemente da Formulacao Tradicional, o Sistema de Equacgoes Lineares definido na
Formulacao Equivalente pode, ainda, ter nenhuma ou outras solugoes, o que dependera
de como foram construidas a matriz G4 ¢ e o vetor Beo ;. Isto, portanto, permite que
conceitos de unicidade/existéncia e estabilidade da solugao retornada pelo AHP sejam,

entao, estudados.

Note que o estudo destes conceitos poderia, a titulo de exemplo, viabilizar a classifi-
cagdo do AHP conforme [60]. Isto é, se a solu¢ao com a Formulagao Equivalente existe, é
tinica e continua em relacao aos dados observados, ou seja, Xi?v = X¢e Xfffv ¢ uma
solucao estavel, pode-se dizer que o método AHP tradicional é um problema matematico
“bem-posto”, em consonancia com a defini¢do presente em [60]. Caso um destes trés re-

quisitos seja violado, ou seja, XA?V = XX’EG

: EQV
simplesmente, caso X Aff # X§FC

mas Xfﬁ?v seja uma solugao instavel ou,
, visto que a Formulacao Tradicional ignora ou des-
conhece outras possiveis solucoes matematicas do problema, o método AHP tradicional,
segundo ainda [60], é dito ser “mal-posto” e com graves implicagoes para seu uso pratico.
Mas, esta classificacao nao sera desenvolvida nesta dissertacao, uma vez que intimeros pro-
blemas reais, bem como os problemas inversos, sao mal-postos quando traduzidos num

modelo matematico aceitével [62].

Cabe, por ultimo, mencionar que a formulagao em termos de um Sistema de Equacoes
Lineares é, de fato, 1til do ponto de vista matemético porque existem muitos resultados
da Algebra Linear que podem ser aproveitados [48, 54, 83, 152]. A titulo de exemplo, em
consequéncia da Equacdo (3.2), torna-se possivel atribuir uma interpretacdo geométrica
inédita ao método AHP. Seja S um subespago vetorial com dimensao igual ao nimero de
alternativas (S C R4) e seja um vetor desse espago denotado pelo vetor de prioridades
globais das alternativas X 4. Entdo, cada equacao do sistema denotado na Equacao (3.2)
pode ser geometricamente interpretada como a equagao de um hiperplano no subespaco S.
Desta forma, o ntimero de hiperplanos, definidos pela matriz C¢ 4, seria igual ao nimero de
critérios e o vetor X 4 1, se existir, determinaria os pontos comuns a todos estes hiperplanos.

Dependendo das entradas da matriz de prioridades das alternativas em relacao aos critérios



3.1 Formulacdao matemética equivalente para o método AHP 40

e das componentes do vetor de prioridades locais dos critérios em relacao aos objetivos,
existiriam trés possibilidades para as intersecoes entre os hiperplanos: um tnico ponto

comum, nenhum ponto em comum ou infinitos pontos em comum.

Na Sec¢ao 3.1, entao, serao destacadas algumas peculiaridades matematicas da refor-
mulacgao do processo de sintese global dos resultados do método AHP definido na Equacgao
(3.2), discutindo, principalmente, como serao as solugoes da Equacao (3.2) e quando estas

serao iguais a solucao retornada pela Formulagao Tradicional.

3.1 Formulacao matematica equivalente para o método
AHP

Em Algebra Linear se diz que, para uma matriz C 4, o posto (ou, rank) de Cp 4 é
a dimensao do subespago de RY gerado pelas colunas de Cc 4. Logo, o posto de Cg 4,
definido segundo as colunas da matriz, ¢ o niimero maximo de colunas linearmente in-
dependentes da matriz Cc 4. De maneira andloga, o posto pode ser definido segundo
as linhas da matriz, como o nimero maximo de linhas linearmente independentes de
Ce.a, que é equivalente ao posto definido segundo colunas [83]. Entdo, pode-se dizer que
posto(Coa) = K € N, cujo K é o nimero maximo de linhas, ou de colunas, linearmente
independentes dessa matriz. Ademais, o posto de Cc 4 pode ser também interpretado

como o numero de pivos da forma escalonada de C¢ 4 [8, 83, 152].

Por outro lado, como os vetores-linha de C¢ 4 estao em R4 e os vetores-coluna, em
R®, o espago linha de Cc 4 tem, no maximo, dimensdo A, e o espago coluna tem, no
maximo, dimensao C. Como o posto de C¢ 4 é a dimensao comum dos espagos linha
e coluna, segue que o posto é, no maximo, o menor dos dois numeros C' e A, isto é,
posto(Ce a) < min{C, A} [8]. Cabe ressaltar que, sempre quando o posto de uma matriz
Cec 4 for igual a min{C, A}, dizemos que a matriz é de posto completo. Em caso contrario,
dizemos que a matriz é deficiente em posto ou é de posto incompleto [8, 81]. Neste sentido,
se posto(Ce a) = A, é dito que a matriz Cc 4 possui posto completo por colunas (full-
column rank) e, em contrapartida, se posto(Cc 4) = C, é dito que a matriz Co 4 possui
posto completo por linhas (full-row rank). Veja que, como caso particular para matrizes
quadradas (C'= A), a matriz Cy 4 ser deficiente em posto é equivalente a esta matriz ser
singular (det(Cx 1) = 0) [152].

A definicao do posto matricial, brevemente apresentada, fornece uma relacao entre um

Sistema de Equacoes Lineares e sua matriz de coeficientes. Por exemplo, quando a matriz
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aumentada [Cg 4; Do) € RO*A+D possui 0 mesmo posto da matriz Ce 4, que é igual
ao nimero de incognitas do sistema, a solucao é tnica. Isto equivale dizer que o vetor
D¢y € RY pertence ao subespago gerado pelas colunas de Cc 4. No entanto, quando o
posto da matriz aumentada [Co_a; D] € ROXAHD 6 maior que o posto da matriz Cg 4,
nao havera solucao para o sistema. E, por tltimo, quando se tem posto [Cc a; Dea] =
posto(Cea) = K € N, cujo K < A, existirdo uma infinidade de solu¢oes, tendo a solugao
do sistema K varidveis béasicas e (A — K) variaveis livres (consequentemente, se K = A,

entao nao haverao variaveis livres) [83].

Para a anédlise de solucoes da Formulagao Equivalente, portanto, trés possibilidades
devem ser analisadas: nimero de critérios maior do que o nimero de alternativas (C' > A);
nimero de critérios igual ao nimero de alternativas (C' = A); numero de critérios menor

que o nimero de alternativas (C' < A).

3.1.1 Numero de critérios maior do que o ntimero de alternativas

Neste caso, a matriz C¢ 4, que compoe a Equacao (3.2), é retangular, onde o nimero
de equagoes é maior do que o niimero de incognitas (C' > A). Este Sistema de Equacoes
Lineares ¢ dito ser sobredeterminado (overdetermined) e, caso o vetor Doy seja combi-
nacao linear dos vetores-coluna da matriz C¢ 4, existird solucao e este sistema ¢ dito ser
consistente. Caso contrario, a solucao inexiste e este sistema é dito ser inconsistente. Na
maior parte dos casos, ndo havera uma solugao que satisfaga exatamente a Equacio (3.2),
pois uma das equagcoes serd impossivel de ser satisfeita, mas é possivel procurar uma so-
lugao que torne o erro tao pequeno quanto possivel, ou seja, uma solucao que minimize
| Deg — CoaXaq |3, VXa1 € RA*1que serd dada pela projecdo ortogonal de D¢
sobre o espaco coluna da matriz C¢ 4 [48, 54, 109, 141, 152].

Por conseguinte, esta solu¢do procurada e minimizadora de || Doy — CoaXaq |3, €
sempre definida pela Equacdo (3.3), independente de quio consistente/inconsistente seja
o Sistema de Equacoes Lineares [86]. Porém, se as colunas da matriz C¢ 4 for linearmente
independentes, isto é, posto(Cc a) = A, existird uma inversa a esquerda, denotada por
C;fgft, tal que C;lgftC'aA = 14 4, cujo I 4 denota a matriz identidade, e a solucao sera
definida por X4 = CAigftDc’l, devendo ser tinica e coincidente com a solucao da Equacao
(3.1). Esta solugao, definida na Equagao (3.3) para posto completo por colunas, é oriunda
das chamadas Equacoes Normais do problema de minimos quadrados. Em contrapartida,
se posto(Ce 4) < A (posto incompleto), existirao infinitas solu¢oes para a Equagio (3.2),

isto &, a solu¢do definida na Equagao (3.3) ndo é tinica, uma vez que inimeros vetores



3.1 Formulacdao matemética equivalente para o método AHP 42

X 41 minimizam o residuo || Doy — CoaXaa ||3-

Xag=Cy'd" Doy = [CF «Ceoa] ' C% «Ce,aGacBey (3.3)

Ademais, a matriz Qa4 = C’AT’CC'C,A, por ser formada pelo produto de uma matriz
com sua transposta, é dita ser simétrica. E, se (Q4 4 ¢ nao-singular, entao sua respectiva
inversa também sera simétrica, isto ¢, Q4" = [Q44]" [8]. Considerando que Q4.4 ¢
nao-singular, isto ¢, posto(Cca) = A, CAleft [CheCeal ' Che = @14Ch ¢y onde o
expoente [-]7 denota a transposta de uma matriz ou vetor, isto ¢, [Coa]” = Ch . E,

RCXA

ainda no caso da matriz Cc 4 € ser de posto completo por colunas, pode-se dizer

que a matriz Qa4 = C} oCc,a € simétrica e positiva definida [48].

Neste contexto, a Equagao (3.3) seria um caso favoravel para utilizar a decomposigao
de Cholesky, isto é, C£7CCC7A poderia ser decomposta unicamente no produto LA,ALZ;,Aa
onde Ly 4 é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos. Com
CAT’CCC,A fatorada em duas matrizes triangulares, a solu¢ao da Equacao (3.3) seria ob-
tida com a resolucao de LE,AXAJ = Y41, cujo vetor Y, é determinado pela resolugao
de LaaYa: = CXCCC,AG’A,CBCJ. Isto nos daria um custo computacional de, aproxi-
madamente, C'A? + (1/3)A3 operagoes. Contudo, devido a erros de arredondamento, o
calculo de 0576007 A poderd ser afetado por uma perda de algarismos significativos, com
a consequente perda do carater definido positivo da propria matriz, como serd visto na
Secao 3.3 33, 36, 54].

Uma alternativa mais conveniente & decomposicao de Cholesky, por questoes de efici-
éncia e precisao, seria obter a solugao definida na Equacao (3.3) com a decomposi¢ao QR,
que utiliza de transformacoes ortogonais para reduzir o problema de minimos quadrados a
um sistema triangular. Esta decomposicao pode ser implementada, por exemplo, usando
reflexdes de Householder ou processo de Gram—Schmidt, e, para toda matriz C¢ 4, com
C > A e posto(Cea) = A, ela existe e é Gnica. Logo, escrevendo a decomposi¢io QR
da matriz Cg 4, vém Coa = QF “ Rc ., cuja matriz QO” ¢ ortogonal e a matriz R 4

é triangular (trapezoidal) superior. Particionando, agora, a decomposicao QR anterior,

- - R . .
obtemos Cpo 4 = Q"” Rea = [Qca Qacl [ S’A] = Qc,aRa 4, cujas matrizes Qo4 €

R4 4 sao formadas, respectivamente, pelas primeiras A colunas ortonormais de Q‘(’/I’tc e

primeiras A linhas nao-nulas da matriz Rc 4. Entao, quando aplicado ao problema de
minimos quadrados, a solu¢do da Equagao (3.2), definida na Equagao (3.3), é tnica e

idéntica a solucao de X4 ; = RAA <QC A) D¢ ;. Isto nos daria um custo computacional
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de, aproximadamente, 2C' A% —2C? operagoes (se, A > C, o custo seria em torno de 2C'A?

operagoes) |33, 36, 48, 54, 109).

Entretanto, perceba que, pela hipotese de posto(Ceo 4) = A, a matriz }N%AVA, gerada na
decomposi¢ao QR, é ndo-singular (e, por ser triangular, muito mais facil de ser invertida).
Por outro lado, se posto(Cc4) < A (posto incompleto), R4 4 serd singular (assim como
a matriz CE,CCC,A da Equagao (3.3), por pelo menos uma de suas entradas da diagonal
principal ser nula, e a solu¢ao do Sistema de Equagoes Lineares mostrada na Equagao (3.3)
em termos da decomposigao QR ird falhar. Neste caso de posto incompleto (ou, de posto
desconhecido), outro método devera ser empregado, como, por exemplo, a decomposigao
QR com pivotamento de coluna, variante da decomposicao QR, ou a decomposi¢ao SVD,
que serd formulada na Secao 3.2. E, como em problemas carentes da hipotese de posto
completo existem infinitas solugoes de minimos quadrados, dentre estas, havera uma tinica
solu¢ao de minimos quadrados no espago-linha de C¢ 4, que serd aquela de menor norma
[48, 54].

3.1.2 Numero de critérios igual ao nimero de alternativas

Neste caso, a matriz Cy 4, que compoe a Equacao (3.2), é quadrada, onde o nimero
de equacgoes é igual ao numero de incognitas (C' = A). Logo, resolver este Sistema de
Equacoes Lineares ¢, portanto, encontrar as A incégnitas que satisfacam as A equagoes.
Este Sistema de Equagoes Lineares terd solugao se, e somente se, o vetor D4 ; for com-
binagao linear dos vetores-coluna da matriz Cy 4. Se posto(Ca 4) = A (posto completo),
isto é, as colunas referentes as variaveis do sistema possuem posicao de pivo, o sistema
terd uma unica solugao, como mostra a Equagao (3.4). Note que esta solugao ira coincidir

com a solugdo da Formulagao Tradicional, definida na Equacdo (3.1).

Xa1 = C,;{LgDA,l = CAT}ACA,AGA,ABAJ = GaaBa, (3.4)

Ademais, quando posto(Ca ) = A, Cy 4Ca 4 € positiva definida e nao haverao auto-
valores nulo para a matriz Q4 4. Por outro lado, se posto(C4 4) < A (posto incompleto),
o sistema pode ter infinitas solu¢oes ou nenhuma. Haverao infinitas solucoes quando as
equacoes do sistema sao consistentes mas alguma coluna nao é pivo, isto é, quando o
vetor D4 é combinacao linear dos vetores-coluna da matriz C4 4 para muitas escolhas
de X4 ;. Mas, nao existird solugao quando uma das equagoes ¢ impossivel de ser satis-

feita, isto ¢, quando o vetor D4 ; nao é combinacao linear dos vetores-coluna da matriz
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Ca 4, caracteristica de um sistema inconsistente. Isto, portanto, ird depender do vetor
Dy1 = CaaGaaBay. Neste caso, seria interessante conhecer qual ¢ a escolha das va-
riaveis livres que fazem a solu¢do da Equagdo (3.2) igual & solugdo da Equacdo (3.1)

EQV _ 3 ORG
(XA,l = Xa1 )-
3.1.3 Numero de critérios menor do que o niimero de alternativas

Neste caso, a matriz C¢ 4, que compoe a Equacgao (3.2), é retangular, onde o nimero
de equagoes é menor do que o nimero de incognitas (C' < A), e o Sistema de Equagdes Li-
neares é dito ser subdeterminado (underdetermined). Embora seja possivel a um sistema
subdeterminado ser inconsistente, eles serdao, em geral, consistentes com um niimero infi-
nito de solugoes [81]. Logo, a Equagao (3.2) pode ter infinitas solugdes ou nenhuma, mas
nunca uma tunica solucdo, visto que a solucao envolvera K varidveis principais e A — K
varigveis livres, cujo posto(Ceo a) = K < min{C, A}. Se o sistema for consistente, isto é,
posto(Ce a) = C (posto completo por linhas), por meio da Fatoragao LU, é possivel fixar

as variaveis livres e obter solu¢oes particulares do conjunto infinito de solugées [54].

Agora, por nio existirem restri¢oes para D¢, para todo D¢ a Equagao (3.2) pode
ser resolvida. Uma solu¢ao basica para este sistema é obtida fazendo-se as A — K varidveis
livre iguais & zero e resolvendo-se as K equagoes para as K incognitas remanescentes [27].
Mas esta solugao nao é de grande interesse, pelo fato do método AHP retornar vetores de

prioridades globais das alternativas (X4 1) ausentes de elementos nulos.

Por outro lado, uma possivel solucao do sistema subdeterminado é exibida na Equacao
(3.5). Esta solugao é proveniente do problema de otimizagao, onde deseja-se minimizar
| Xa1 |3 sujeito & CcaXa1 = Dy Portanto, a escolha de uma solugdo particular, de
modo a proporcionar uma solucao 6tima para o problema de otimizacao, ¢ feita mediante
a solucdo de norma minima |80, 152]. Porém, se posto(Cc.a) = C (posto completo por

. e, . N .. —right —right
linhas), existira uma inversa a direita, denotada por C,'s"™", tal que CoaC, 7" = Ioc,

- ~ . rght . . ..

e uma possivel solucao seria X4, = C%" Dc,1, embora seja aceitavel existirem outras
solugbes caso existam outras inversas a direita. Esta solugao, definida na Equagao (3.5)
para posto(Cc ) = C, é oriunda das chamadas Equagoes Normais do problema de norma

minima [80, 152].

Xag=C " Doy = C% o[ConCl o] ' CoaGacBea (3.5)

Ademais, a matriz Poc = Cg, ACZ;,C: por ser formada pelo produto de uma matriz
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com sua transposta, é dita ser simétrica. E, se Pr ¢ é nao-singular, entao sua respectiva
inversa também serd simétrica, isto &, Pyt = [Pot]T [8]. Considerando que Poc é

- : . o —right
nao-singular (e, por conseguinte, Q4 4 ¢ singular), isto é, posto(Cca) = A, C,/F7" =

RE*4 ser de posto

ChelCoaChol™ = CloPot- E, ainda no caso da matriz Coa €
completo por linhas, pode-se dizer que a matriz Po o = CoaC% o é simétrica e positiva

definida [48].

Agora, para que a solucao mostrada na Equacao (3.5) coincida com a solucao da
Equagdo (3.1), é necessario que se verifique a condi¢do C} [CoaCh o] 'Coa = Iaa.
Esta condicao implica em que ng"gght também seja uma inversa a esquerda de C¢ 4, 0 que
é impossivel para C' < A. Logo, a Equagao (3.2) sempre possuird uma solugdo quando
existir C’Zgght e, se C’Z’léf ' também existir, pode-se dizer que esta solucio sera unica.
Entretanto, somente matrizes quadradas nao-singulares (K = A = (') possuirao inversa

X C o left ight -
a esquerda e a direita (C'1! = C9 = O ).

A solucdo mostrada na Equacao (3.5) pode ser obtida, por exemplo, com a reso-
lugao de dois Sistema de Equagoes Lineares acoplados, isto é, X4, = CA?’CZCJ, onde
[CoaCaclZci = CoaGacBea [141]. Conquanto, a Equacgao (3.5) enfrentard as mesmas
dificuldades de resolu¢ao da solu¢ao mostrada na Equacao (3.3). Assim, para uma matriz
Cec, 4 de posto completo, é viavel utilizar, novamente, a decomposi¢ao QR para a obtencao

da solucao via Equacao (3.5).

Neste contexto, considerando a hipotese de posto completo por linhas, a decomposicao

QR sera dada, agora em termos da transposta, por C’A?’C = Q(X,QRA,O Particionando,

agora, a decomposicdo QR anterior, obtemos Cz,c = [Q AC Qq n

RC’C] = Qaclcc,
0

cujas matrizes Q AC € ]:chc sao, respectivamente, formadas pelas primeiras C' colunas
ortonormais de Q% t, e primeiras C linhas nao-triviais da matriz R4 ¢. Portanto, a solugao
via Equagao (3.5), em termos da decomposi¢ao QR, ¢ dada por X4, = QA,CR(}}CDCJ, no
qual podera ser obtida com a resolucao de dois Sistemas de Equacoes Lineares acoplados,

onde o primeiro sistema X4 ; = Qa,cYc1 dependeria da resolu¢ao de Re Yo = Dei.

Entretanto, perceba que, pela hipotese de posto(Ce 4) = C, a matriz RQC, gerada na
decomposicao QR, é ndo-singular. Por outro lado, se posto(Ce 4) < C' (posto incompleto),
Rc,c serd singular, bem como a matriz CQACA?F’C da Equacao (3.5). Neste caso de posto
incompleto (ou, de posto desconhecido), outro método devera ser empregado, como, por
exemplo, a decomposicao SVD, que serd formulada na Secao 3.2. Resumindo, quando

C' < A o sistema pode ter infinitas solu¢des (no caso de posto completo ou nao) ou pode
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nao ter solucao. Assim, seria interessante conhecer qual é a escolha das componentes livres

que fazem a solugdo da Equagao (3.5) igual a solucdo da Equacao (3.1) (XX?G = Xi?v).

3.2 Formulacao matematica equivalente generalizada

Como visto, a Secao 3.1 abordou com maiores detalhes a Formulagao Equivalente e
caracterizou, de acordo com o niimero de alternativas e critérios, possiveis solucoes com
esta formulacao, como destacam as Equacoes 3.3, 3.4 e 3.5, geradas a partir da Equacao
(3.2). Entretanto, quando, por exemplo, C¢ 4 é uma matriz de posto incompleto, devido
a singularidade das matrizes CZ’CC’QA, Cy,a ou CC,ACZ,Cv as Equacoes 3.3, 3.4 e 3.5
podem nao ter solucao tnica. Torna-se necessario, entao, generalizar o conceito de matriz
inversa com garantia de unicidade. Maiores detalhes deste topico podem ser encontrados
em [13, 22, 33, 48, 54, 152|.

Sendo assim, consideremos um Sistema de Equacoes Lineares genérico, como definido
pela Equacdo (3.2), onde a matriz Co 4 € RE*4 & retangular (C' # A). Entdo, como
demonstrado em [48, 54|, sempre existe uma unica matriz Cix,o € R**Y  denominada
de inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-inversa de C¢ 4, que satisfaz quatro

propriedades:

o CC’,ACI;,CCC,A =Cc.a

o O .CoaCl . =C1
actcalby o AC

o [CouClic)t = CeuClic

o [CcCoal” =ClcCon

Embora as matrizes CC,ACL’C e CL}CC’C’A aparentam desempenhar o papel de matriz
identidade na multiplicacao a esquerda por C¢ 4 e C’L’C, respectivamente, essas matrizes
sO serao mesmo iguais a matriz identidade em casos especiais, como, por exemplo, no
caso onde a matriz Co 4 ¢ quadrada (C' = A) e de posto completo. Neste caso, entdo, a
pseudo-inversa coincide com a matriz inversa, isto é, CL,A = CE}A [152, 153|. Logo, na
hipotese da matriz Ce 4 ser de posto completo (isto é, posto(Cc a) = min{C, A}) e me-
diante algumas manipulacoes algébricas, a pseudo-inversa de C¢ 4 pode ser determinada
conforme a Equacao (3.6) [13, 33, 166].
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[Cg,COC,A]_ICZ;,C7 se C>A
CL,C =49C, se C=A (3.6)
CE,C[CC,ACX,C]_Iv se C<A

Por outro lado, se C¢ 4 nao for de posto completo, embora ainda exista uma tnica
pseudo-inversa, a representacao definida na Equacao (3.6) ndo é valida. Agora, note que,
com a pseudo-inversa de C¢ 4 definida, torna-se viavel postular a Formulac¢ao Equivalente
de forma generalizada. Para este fim, basta pré-multiplicarmos a pseudo-inversa de Cc¢ 4
na Equacdo (3.2), isto &, Ol .CeuaXay = C\ Doy = Ch oCeaGacBey = GacBey.
Isto mostra, em outras palavras, que por meio da pseudo-inversa é possivel obter para
a Formulacao Equivalente a mesma solucao da Formulacao Tradicional. Neste ambito,
a Equagao (3.7), cujo Dy = CeaGacBe,, estabelece uma conexdo entre a inversa

generalizada de Moore-Penrose e a Equagao (3.2).

Xa1=CleDey (3.7)

Por ultimo, para completar esta argumentacao, é importante mencionar que existem
varias formas de computar uma pseudo-inversa. E, uma destas formas, como sera visto,
estd na utilizacdo da decomposi¢do SVD da matriz que se deseja inverter |54, 153]. A
decomposicao SVD, por sua vez, sempre existe e é numericamente estavel, apesar do alto
custo computacional, e, em termos gerais, usa transformacoes ortogonais para reduzir o
problema em um sistema diagonal, diferentemente da decomposicao QR. Nesta conjun-
tura, pode-se dizer que toda matriz Cca € R4, com posto(Coa) = K < min{C, A},
real ou complexa, pode ser fatorada em um produto UC,CEC,AVAT’A. A matriz U o € REXC
diagonaliza ortogonalmente a matriz Cg, AC’XC, tendo suas colunas compostas pelos de-
nominados vetores singulares a esquerda de C¢ 4. A matriz V4 4 € RA*4 . diferentemente,
diagonaliza ortogonalmente a matriz CXCCC, A, tendo suas colunas compostas pelos deno-
minados vetores singulares & direita de Cc 4. E, por tltimo, a matriz 3¢ 4 € RE*4 ¢ uma
matriz diagonal composta pelos K valores singulares de C¢ AO£,C= definidos por o, cujos

os mesmos satisfazem oy > 09 > ... > ox > 0, como se vé na Equagao (3.8) [22, 81, 153].

Sk 0

0 0 e RE*4, f]KK = diag(oy, 09, ...,05) € REXE, (3.8)

Yo =

Baseada na fatoracao Cca = UccXc, AVAT7 4, a pseudo-inversa ou inversa generali-
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zada de Moore-Penrose da matriz Cc 4 em termos da decomposigao SVD ¢é definida como
Cix?c = VA7AZQ7CUCT~7C, cuja matriz 214,07 apresentada na Equacao (3.9), ¢ a pseudo-
inversa de Y4 ¢ [22, 48, 54, 81, 153]. E facil mostrar também que a Equacio (3.6) nio se
altera com a pseudo-inversa de C¢ 4 em termos da decomposi¢ao SVD. Veja, por exemplo,
quando o nimero de critérios for maior do que o niimero de alternativas (C' > A) e C 4 de
posto completo por colunas: [CF Ceal 'O o = [VaaXlh ¢ XoaVi A ' VaaXh Ube =
Vaal2h oo X oUs e = Cix,c' Argumentos semelhantes podem ser utilizados quando
o nimero de critérios for menor do que o numero de alternativas (C' < A) e Co 4 com

posto completo por linhas [13].

€ R4, f];(lK = diag(oy;* 05", ...,05") € REXE, (3.9)

0 0

Deste modo, a Equaco (3.7) poderia ser reescrita como X4 = VA,AEL,CUE,CDC,D
sendo C¢ 4 uma matriz quadrada ou nao, de posto completo ou nao. Em sintese, entao,
¢ admissivel dizer que quando C' > A e posto(Cca) = A, a solucao da Equagao (3.7)
(e, coincidente com a solugdo da Formulacao Tradicional) serd aquela que minimiza o
erro || Doy — CoaXay || sobre RA. No caso de C' < A e posto(Cc.a) = C, a solugao
da Equacao (3.7) de melhor escolha (e, coincidente com a solu¢do da Formulagdo Tra-
dicional) serd a de menor norma dentre todas as demais [22, 33, 36]. Agora, quando
posto(Cc.a) = K < min{C, A}, haverao uma infinidade de solugoes em R* que minimi-
zam || Doy — CeaXag || Logo, a solugdo da Equagdo (3.7) é obtida, por exemplo, com
a decomposicao SVD Truncada, e é dita ser a solucao de minima norma do problema de
minimos quadrados. Maiores detalhes deste caso de posto incompleto sao encontrados em
[13, 33, 54, 166].

Agora, para evitar solugoes com erros gerados por incertezas/imprecisoes e julgados
inadequados para o uso a que se destina, sempre devemos nos atentar para a sensibilidade
dos dados que compoe a Formulacao Equivalente e, ainda, para a influéncia do arredonda-
mento em ponto flutuante e suas operagoes aritméticas. Esta analise sera desenvolvida na
Secao 3.3 e, embora seja considerada uma andlise de sensibilidade do problema e existam
outros modos de efetua-la, aqui, sera realizada pelo nimero de condicionamento, onde seréd
examinado relacoes entre incertezas dos elementos do problema e a precisao da solucao
[32, 48, 54, 80].
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3.3 Numero de condicionamento para Sistema de Equa-
coes Lineares

Existem varias abordagens para estimar o nimero de condicionamento de uma matriz
[32, 54, 80]. Neste contexto, apresentaremos uma das primeiras abordagens para este
niumero, tomando a Formulacao Equivalente, Equagao (3.2), como ponto de partida. Deste
modo, considerando, inicialmente, Cy 4 € R4, caso especifico cujo niimero de critérios e
alternativas sao iguais, isto é, C' = A, é possivel definir o nlimero de condicionamento desta
matriz, caso esta ndo seja singular, como cond(Caa) = [[CaalllCLLII = cond(C),
onde cond(-) € R e || - || representa alguma norma matricial. Embora o nimero de
condicionamento varie de acordo com a norma utilizada, os resultados serao “proximos”
[48, 54]. Além disso, veja que 1 < cond(-) < co. Para o caso de cond(-) = 1, é dito que a

matriz é perfeitamente condicionada.

Sejam, entao, ADy 1, AC4 4 e AX 4, as incertezas em Dyq, Ca g e Xa1, respetiva-
mente. Entao, apos algumas manipulacoes algébricas, é possivel obter duas desigualdades,
como mostrado pelas Equagoes 3.10 e 3.11 em [54, 80|. Estas desigualdades determinam
como pequenas modificagoes no vetor D4 ; e na matriz C4 4 irdo influenciar na solucao
Xa,, isto é, elas estabelecem uma relagao entre os erros relativos provocados pelas in-
certezas dos dados de entrada do Sistema de Equagoes Lineares, onde o limite superior
para o erro relativo na solucao tem uma dependéncia proporcional com o erro relativo dos
dados do problema, cujo fator de proporcionalidade é o cond(Cy 4). Desta forma, para
um cond(Cy 4) > 1, o que classificaria a matriz como mal condicionada, pequenas incer-
tezas nos dados de entrada, como em Dy, ou em Cy 4, conduzirao a grandes variagoes
nos dados de saida (X447) [32, 48, 54, 80].

[AX 4]l [AD Al

< cond(Ca.a) (3.10)
[ X a1l [Daill
[AX Al [AC 4|
’ < cond(C —_— 3.11
| Xa1+AXan| — (Caa) [Caal ( )

Como mencionado, um alto nimero de condicionamento esta, relativamente, associ-
ado a uma grande variacao na solugao de Sistema de Equacgoes Lineares. E, geralmente,
quanto maior é o nimero de condicionamento de uma matriz, menor é seu determinante,
ou seja, para cond(Ca a) — 00, é esperado ter det(Cy 4) — 0. Deste modo, é possivel

interpretar o problema em termos de “proximidade”, onde, quanto maior for o nimero de
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condicionamento da matriz C4 4, menor é a diferenca relativa entre a matriz C4 4 e a
matriz singular mais proxima a ela (ou, equivalentemente, mais proximo seus autovalores
estardo da origem) [32]. E, como o determinante esta relacionado com a singularidade
da matriz ou, ainda, com a dependéncia linear das colunas da matriz considerada, cabe-
ria outra interpretacao geométrica consistente com a anterior, isto é, quanto maior é o
nimero de condicionamento, mais “préximo” estao as colunas (ou, linhas) da matriz de
serem linearmente dependentes [169]. No entanto, deve ser dito que ndo é aconselhavel
utilizar o determinante ou os autovalores de uma determinada matriz como mensuracao
do condicionamento, como demonstra o contra-exemplo em [32]. Na verdade, é o conjunto

de valores singulares de C4 4 que fornece a mensuracao do condicionamento |32, 48].

Torna-se necessario, finalmente, generalizar o conceito do niimero de condicionamento
para matrizes retangulares e, nao menos importante, matrizes singulares, visto que estes
também sdo possiveis casos com a Formulagio Equivalente. Logo, para Cc 4 € R4 onde
C # A, como nao esta definida a inversa para matrizes retangulares, pode-se escrever
cond(Ce ) = ||CC7AH||C’L’C||, como se vé em [32]. Com respeito & norma-2, o nimero

de condicionamento também pode ser definido, como mencionado, por cond(Cc ) =

ICe,allllCh el = Zméx, cuja relagao pode ser entendida como a razao entre o maior e o

menor valor singulal}llraa matriz Cc 4 [32, 33, 48, 54, 152].

Com a generalizacao do ntimero de condicionamento, pode-se observar os efeitos do
fator de proporcionalidade, designado por cond(Ce 4), na solugao da Formulac¢ao Equi-
valente. E importante também mencionar que o nimero de condicionamento da matriz
CX’CCC,A, presente, por exemplo, na Equacao (3.3), é dado pelo quadrado do nimero de
condicionamento da matriz Cg 4, isto é, cond(C} oCc,a)2 = cond(Cg,a)3. Sendo assim,
qualquer mal condicionamento de C¢ 4 faz-se muito maior na matriz C’ATCC’Q A, O que,
comumente, reflete na estabilidade e precisao de qualquer método numérico utilizado para
resolucao da Equacao (3.3) ou 3.5 [32, 48]. Isto, segundo [36], justificaria a Decomposigao
QR ser mais precisa e recomendavel em relacao a Decomposicao de Cholesky e, ainda,
o motivo da Decomposi¢ao SVD nao ampliar as perturbagoes dos dados de entrada (
|Ce.allz = |IXc,all2 ). Agora, em um caso de matrizes altamente mal-condicionadas, a
fim de estabilizar o problema, pode ser necesséario a utilizacao de outros métodos, como o
método de regularizacao de Tikhonov ou, ainda, a decomposigao SVD Truncada. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [48, 54].

Agora, com a descricao e generalizacdo do nimero de condicionamento, é necessério,

por final, destacar que o problema estudado neste trabalho possibilita incertezas e/ou
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imprecisoes: (1) incertezas na construgao do vetor Be; e/ou da matriz G4 ¢, visto que
sao matrizes formadas por autovetores oriundos do processo de comparagoes entre pa-
res de elementos, podendo envolver varidveis subjetivas; (2) imprecisdes devido aos erros
de arredondamento/truncamento ao realizar os calculos devido a aritmética de precisao
finita do computador. Logo, nao seria absurdo dizer que estas incertezas presentes na
construcao do vetor B e/ou da matriz G4 ¢ podem influenciar na solu¢do da Formu-
lacdo Equivalente (Xi?v). E, se estas incertezas de Bgy e/ou de G4 ¢ influenciam na
solucao, surge a hipotese do niimero de condicionamento estar relacionado com a estabili-
dade/confiabilidade das solugoes retornadas pelo método AHP. Neste contexto, o nimero
de condicionamento pode ser dito, a principio, como uma analise de sensibilidade para
a Formulacado Equivalente (diferente, por sinal, da analise mencionada na Segao 2.2.2.5)
e busca determinar como pequenas incertezas no vetor Bey e/ou na matriz G4, que
vém dos julgamentos efetuados pelo decisor, irao influenciar na solucao X, ;. Esta é a
importante decorréncia da presente secao. Adiante, na Secao 3.4, a matriz Cc 4 e, por
conseguinte, o vetor D¢y = CoaGacBea, presentes na Equagdo (3.2), serdo ajustados

para as variaveis da Formulacao Tradicional.

3.4 Formulacao matematica equivalente parametrizada

Tomando como referéncia a matriz de preferéncias locais das alternativas sob cada
critério G4 ¢, uma possivel escolha particular (ndo a tnica), respeitando as dimensoes
matriciais, seria Cc 4 = Gg’ 4- Isto, portanto, define a Formulagao Equivalente como a
Equagao (3.12), cujo Doy = GgAGA’cBCJ. Cabe dizer que a Equagdo (3.12), embora
esteja parametrizada, ainda seréd tratada como Formulacao Equivalente do método AHP
ou Formulagao com Solugao Implicita, visto que todas as argumentacoes elaboradas nas

Secoes 3.1 e 3.3 sao completamente vélidas também com esta escolha.

Gg,AXA,l = D¢, (3.12)

Com esta escolha particular, bem como para Equagao (3.2), existirao trés possibilida-
des para o sistema definido na Equagao (3.12): nimero de critérios maior do que o nimero
de alternativas (C' > A); numero de critérios igual ao nimero de alternativas (C' = A);

nimero de critérios menor do que o nimero de alternativas (C' < A).

Quando o nimero de critérios for maior do que o nimero de alternativas (C' > A),

o Sistema de Equacgoes Lineares serd sobredeterminado e, provavelmente, inconsistente,
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uma vez que o vetor D¢y nao serd combinacao linear dos vetores-coluna da matriz
Ga 4- Neste contexto, inexistird solu¢ao que satisfaga simultaneamente todas as res-
tricoes impostas na Equacdo (3.12), mas pode-se determinar a solugdo que esta mais
proxima possivel da solucao procurada, que serd dada pela solucao de minimos qua-
drados: Xa1 = [GacGEal 'GacDey. Note que, se as colunas da matriz G, 4 sdo
linearmente independentes (posto(GS 1) = A), a solugdo de minimos quadrados da Equa-
¢ao (3.12) devera ser tnica e coincidird com a solu¢do da Equacdo (3.1), isto é, X4 =
[GacGE Al GacDoy = [GacGE Al GacGEaGacBoy = 14.4GacBoy = GacBe.
Perceba também que, em termos da interpretacao geométrica mencionada anteriormente,
em que o método AHP poderia ser visto como um conjunto de hiperplanos, esta caracte-
rizagao da solugao final X4, é equivalente a buscar o hiperplano que minimize a soma dos

quadrados das distancias perpendiculares entre os todos os hiperplanos deste conjunto.

J4 quando o nimero de critérios for igual ao numero de alternativas (C' = A), o
Sistema de Equagoes Lineares serd quadrado e podera ser consistente, existindo uma ou
mais solucgoes, ou inconsistente, inexistindo solucao. Neste contexto, existird uma tnica
solugdo que satisfaga simultaneamente todas as restricoes impostas na Equacao (3.12)
quando posto(GiA) = A. Note que, se as linhas e colunas da matriz GF;'_LA sao linearmente
independentes, a solucao da Equagao (3.12) é tnica e coincide com a solugao da Equagao
(3.1), isto &, X1 = [Ga,ArlDA,l = [GQA]”G%?AGA,ABAJ =IaaGaaBa1 = GaaBa.

Mas, se posto(G% ) < A, existird uma infinidade de solugdes ou a solugao inexistira.

Em contrapartida, quando o niimero de critérios for menor do que o ntimero de alter-
nativas (C' < A), o Sistema de Equagoes Lineares serd subdeterminado e, provavelmente,
consistente com um ndimero infinito de solugoes, uma vez que o vetor D¢y serd combina-
¢ao linear dos vetores-coluna da matriz G, 4 para muitas escolhas de X ;. Em outras
palavras, pode-se dizer que a solugdo, neste caso, deverd conter parametros (graus de li-
berdade) que, quando escolhidos, levardo a diferentes solugdes. Logo, existira uma infini-
dade de solucgoes que satisfarao simultaneamente todas as restricoes impostas na Equacao
(3.12), mas pode-se determinar uma solugdo particular, com garantia de unicidade, que
serd dada pela solu¢ao de menor norma: X4, = GAC[GEAGA,C]‘lDC,l. Note que, se
as linhas da matriz G¢, 4 sao linearmente independentes (posto(G¢ ,) = C), a solucao de
menor norma da Equacdo (3.12) devera ser tnica e coincidird com a solugdo da Equa-
an (3.1), 1sto é, XAJ = GA7C[G3AGA70]71DCJ = GA7C[GQAGA,C]flGSAGA’CBCJ =
GaclecBey = GacBe.

Nestas circunstancias, é apropriado mencionar que a pseudo-inversa de C¢ 4, em ter-
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mos de G4 ¢, ¢ representada pela Equacao (3.13) unicamente na hipotese de posto com-
pleto. Quando posto(G{ 4) = K < min{C, A} (posto incompleto), embora ainda exista
uma tnica pseudo-inversa, a representacao definida na Equagao (3.13) ndo é valida. Po-
rém, mesmo nestes casos, é possivel utilizar a pseudo-inversa para obter uma solucao da
Equacao (3.12) com, por exemplo, a decomposi¢ao SVD Truncada, como mencionado na
Secao 3.2.

[GA,CG(TJ,A]_lGA,C = [QA,A]_I Gac, se C>A
Che=4GkL, se C=A (3.13)
GA,C[GE’AGAyc]_l = GA,C’ [PC,C]_I , se C< A

A partir ainda de Co 4 = GL ,, algumas verificacoes algébricas também podem ser
) C,A»

realizadas. A titulo de exemplo, pode-se verificar que o produto entre as matrizes Cc 4
e C1 o ndo serd comutativo, nem quando A = C, isto &, C Ccoa # CcaCh . Para
ser comutativo, no caso de A = (', devemos ter CZ,ACA,A = CA,ACEA, que seria possivel
se, e somente se, a matriz C4 4 fosse uma matriz simétrica (Cq 4 = C% ,). Mas, como
Coa= G(Tl 4, esta € uma condigao improvavel para o método AHP, uma vez que as linhas
da matriz Cc 4 serao autovetores normalizados, oriundos de comparagoes entre pares,

ausentes de um padrao pré-definido.

Por outro lado, também pode-se verificar se as matrizes quadradas Q4,4 ¢ FPc ¢ sao
ortogonais ou, ainda, involutory (que, numa possivel tradugio para o portugués, podem
ser ditas matrizes involutivas). Tal verificagao é relevante devido a existéncia de muitos
resultados da Algebra Linear para matrizes com estas caracteristicas. Cabe apontar que
uma matriz quadrada Cx g ¢ dita ser ortogonal se os vetores formados pelas colunas da
matriz tem comprimento unitario e sao ortogonais. Deste modo, toda matriz ortogonal
verifica CK,KCIT(,K =Igke C};’KCK,K = Ik k, cujo Ck i é ndo-singular e C;(}K = C};K
[8]. Também, é sabido que uma matriz quadrada é involutory se esta é a propria inversa,
isto ¢, O x = CI_(}K. Por conseguinte, se Cx g ¢ uma matriz involutory, CIQ(’K = gk
[23]. No caso particular de Ck j ser uma matriz simétrica, entdo Ck x serd ortogonal
se, e somente se, for involutory. Neste sentido, serd provado que, dada a construcao da
matriz G 4 ¢ do método AHP, é impossivel que as matrizes Q4 4 € Pc ¢ sejam ortogonais

ou involutory, considerando a escolha particular Co 4 = GL 4.

Proposicao: Sejam as matrizes Q44 = GA,CGSA e Poo = Gg,AGA,C definidas pela

matriz G 4 ¢ do método AHP. Se Q4 4 e Pc ¢ sao nao-singulares, entao estas matrizes nao
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sao ortogonais e nem involutory.

Prova: A prova sera baseada em reducao ao absurdo, também conhecida como prova

por contradigao. Primeiro mostraremos que a matriz ()4, 4 nao pode ser involutory.

Suponha o contrario, que a matriz Qa4 é involutory. Logo, Q;}A = (a4 €, con-
sequentemente, a Equacao (3.14) é gerada. Entretanto, todas as entradas de Q4,4 sdo
estritamente positivas (¢;; > 0), devido a G4 ¢ ser formada por vetores normalizados
oriundos de matrizes de comparagoes entre pares locais. Isto é, g;; > 0, Vi =1,..., A
eVj =1,...,C. Portanto, o produto e soma das entradas de (4 4 nunca podera ser
igual a zero. Consequentemente, as entradas zeros fora da diagonal principal da matriz
identidade I4 4 nunca serdo obtidas. Logo, a identidade definida pela Equagao (3.14) ndo

se verifica, e isto implica em que a matriz QfA # Q4.

Iaa=Qu4Qa=QuaQan = GacGlGacGa (3.14)

Neste instante, serd mostrado que a matriz ()4 4 nao pode ser ortogonal. Suponha o
contrario, que a matriz Q4 4 € ortogonal. Logo, QE}A = QZ;’A e considerando que Q4 4 €
simétrica segue, a Equagao (3.15). Note que esta é a mesma Equagao (3.14). Logo, todos

os argumentos apresentados acimas também sao validos aqui. Portanto, QZIA £ QY .

Iaa=Q34Qaa=Qh 4Qaa=QuaQaa=GacGlaGacGl A (3.15)

Argumentos semelhantes podem ser usados para realizar a prova referente & matriz

Poc. W

Note, por tltimo, que ao pré-multiplicarmos ambos os lados da Equacao (3.12) por
Gac e obtermos GacGE 4 Xa1 = GacDey = GacGE ,GacBey, pode-se escrever o
lado direito deste sistema como G4.cPe,cBoy = Qa,aGacBey, cujo Qua = ChoCon =
GacGl e Poo = ConCle = GG aGac, 0 que sugere a identidade GacPoc =
Q4,4Gac. Tomando a transposta e sabendo que as matrizes Q4 4 ¢ Poc sao matri-
zes simétricas, obtemos, a partir dos argumentos anteriores, a identidade designada por
(GEAGac] GEy = GE A [GacGE 4] Esta identidade sempre ird se verificar, indepen-

dente do posto matricial.

Embora tenha sido mencionado, estritamente no segundo paragrafo da presente secao,
as situagoes cuja solugdo da Equagao (3.12) coincide com a solu¢ao da Formulagao Tradi-

cional, deve-se destacar que estas situacoes apenas sao validas nos casos em que a matriz
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Cc.a € de posto completo. Por outro lado, quando a matriz C¢ 4 nao é de posto completo,
a Equagdo (3.12) terd uma infinidade de solucoes, o que pode ser contornado com a uti-
liza¢ao de outros métodos, como, por exemplo, a Equacdo (3.7), isto é, X4 = CLCDCJ,
onde Coa = G 4. Mas, cabe dizer que, devido a escolha particular Cea = G 4, surge
uma possibilidade de assegurar que a matriz C¢ 4 seja sempre uma matriz de posto com-
pleto, o que viabiliza, em todo caso, o uso das Equacgoes Normais. Este procedimento sera

desenvolvido na Secao 3.5.

3.5 Andlise de dependéncia linear na matriz de priori-
dades locais das alternativas

Como abordado na Secao 3.1, uma das principais aplicacoes do posto matricial, defi-
nido por posto(G(, 4) < min{C, A} para a matriz G{, 4 (recordando a escolha particular
Ceca = G’aA), estd no nimero de solugoes de um Sistema de Equacoes Lineares, isto
é, dados GEA e D¢, quando existe uma solu¢ao para Gg’AXA,l = D¢1?7 Quando, por
exemplo, o posto de Gf, 4 for menor que min{C, A}, a matriz G, , ¢ dita ser de posto
incompleto, existindo infinitas solucoes para o Sistema de Equacoes Lineares definido na
Equacdo (3.12). Esta situagdo de posto incompleto surge, por exemplo, quando as co-
lunas de uma matriz sdo combinages lineares umas das outras (em termos da matriz
G a0, isto é andlogo a dizer que o decisor julgou, no processo de comparagao entre pares,
ter as mesmas preferéncias para o conjunto de alternativas em pelo menos dois critérios

diferentes).

No entanto, pelo modo com que é colocada a Formulacao Tradicional, é possivel,
mediante a fatoragdo dos vetores-coluna de G4 ¢ que sdo iguais (fatoracdo por meio do
termo em comum), utilizar a Formulagao Equivalente ausente de matrizes de coeficientes
de posto incompleto. Isto porque sao os vetores-coluna redundantes de G 4 ¢ que tornam o
posto da matriz de coeficientes da Equacao (3.12) menor que C ou A, isto é, posto(GaA) <
{C, A}, o que com este tratamento poderia ser evitado. Por conseguinte, espera-se que
com esta fatoragao a matriz em questao, seja ela oriunda da Formulacao Tradicional ou
da Formulacao Equivalente, tenha um menor niimero de condicionamento, o que implica

em menor sensibilidade dos dados.

Mas, cabe relembrar que os vetores-coluna de G4 ¢ (vetores-linha de GZ ,) sdo au-
tovetores (ou, vetores de preferéncias locais) oriundos do processo de julgamento entre

pares de alternativas em relagdo a algum critério. Logo, nao é raro (e, nem errado) no
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método AHP existirem matrizes G4 ¢ com autovetores (vetores-coluna) iguais. Entao,
perceba que ao fatorar um vetor-coluna de G 4 ¢, este critério nao é removido do modelo
em questao, apesar deste fornecer as mesmas preferéncias para alternativas que algum
outro critério, isto é, o modelo é o mesmo, porém escrito matematicamente de forma
diferente. Desta maneira, a solu¢ao obtida com a fatoracao de vetores-coluna de G4 ¢
serd idéntica a solucao inicial se, e somente se, os pesos em B¢ ; destes critérios fatorados
forem redistribuidos ao peso em B¢ do critério fixado. A prova disto é demonstrada a

seguir.

Proposicao: Seja a matriz de prioridades locais das alternativas sob cada critério
definida por G4 ¢. Se existirem quaisquer n colunas de G4 ¢ idénticas entre si, onde Vn €
{2,3,...,C}, entao, de todas estas colunas idénticas, n—1 colunas podem ser fatoradas da
matriz de preferéncias locais das alternativas e a solugao, neste caso, permanece idéntica

a solucao original.

Prova: Considere a Formulacio Tradicional definida na Equagao (3.1) reescrita em

termos da combinagao linear dos vetores-coluna de G4 ¢, como mostra a Equacao (3.16),

T
cujo g1, g2, - - -, o representam os vetores-coluna de G4 ¢, isto &, gr = |gir. Gor ... Gar| >
Vk={1,2,...,C}.
91,1 91,2 ce g1,c bl,1
92,1 92,2 ce 92.c 52,1 . . .
XA,I = . . . . . = bngl + b27192 + ...+ bC,lgC (316)
(941 gaz - gac] |bea

Suponha, entao, que as duas primeiras colunas da matriz G 4 ¢ sejam idénticas (n = 2),
isto &, g1 = §2. Neste caso, teremos X471 = b11g1 + b2192 + 3193 + ... + bc1gc =
(b11 4 b21)G2 + b3173 - . . begea. Suponha, agora, que as trés primeiras colunas da matriz
G ac sejam idénticas (n = 3), isto é, g1 = g = §3. Neste segundo caso, teremos X4 =
b11G1 + DarGo + b3103 + basds + ...+ bordo = (bra +bay +b31)ds + barGa+ ...+ bodon
E, por ultimo, suponha que para as n primeiras colunas da matriz G4 ¢ sejam idénticas,
isto &, g1 = g2 = ... = gn. Neste ultimo caso, teremos: X471 = b1 1g1 +b21G2 + ... 0,,1Gn +
bin+1),1Gn41 + - +bcpge = (b1 +bo1 + ...+ bp1)dn + bt 1),10n+1 + - - - + bege, como
mostra a Equacao (3.17).
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gLn gl,(n+1) e gLC j; bj,l
Xaa= |1 B B o (3.17)
[JAn  Jam+n) oo JAC] | boy |

Note que, ainda no caso das n primeiras colunas da matriz G 4 ¢ serem iguais, se ante-
riormente tinhamos X 41 = G4 cBc1 como solugao inicial com a Formulagao Tradicional,
pode-se afirmar que esta mesma solucao também pode ser obtida, porém em um modelo
ausente de vetores-coluna de G 4 ¢ iguais, por X4 = (N?A,Wéml, cujo W =C—(n—1).
Mas, deve ser reiterado que as solugoes apenas serao equivalentes se, e somente se, hou-
ver uma redistribuicao dos pesos de B¢ referentes as colunas fatoradas para a coluna
colocada em evidéncia, pois, deste modo, é possivel partir da forma fatorada e retornar
para Equacao (3.16). Isto, inclusive, é demonstrado pela Equacdo (3.17), onde as n — 1
primeiras colunas da matriz G4 ¢ sdo fatoradas (pelo fato das n primeiras serem iguais)
e seus respectivos pesos, referentes a B¢ 1, sao agregados ao peso do n-ésimo elemento de
BC71-

Argumentos semelhantes, portanto, podem ser usados para quaisquer n combinacoes

de vetores-coluna de G 4 ¢ que sejam idénticos, estando ordenados ou nao. B

Mas, para afirmar que a matriz G4 ¢ é composta por vetores-coluna redundantes, é
recomendavel mensurar o angulo entre os vetores-coluna da matriz G4 . Este angulo,
denotado por 6, pode ser determinado conforme a Equacdo (3.18), cujo Yin € Zn,
VN € {1,2,...,C}, designam dois vetores-coluna quaisquer de G4 ¢. Como resultado
desta mensuragdo, duas ocasides principais podem surgir: (1) vetores-coluna de G ¢
paralelos, isto ¢, § = 0; (2) vetores-coluna de G4 ¢ quase paralelos, isto ¢, § ~ 0. Quando
temos vetores de G4 ¢ paralelos, que sao ditos linearmente dependentes, um deles nao
agrega novas informagoes na matriz do método AHP e isto pode tornar G4 ¢ uma matriz
de posto incompleto. Quando temos vetores de G4 ¢ quase paralelos, que sao ditos quase
linearmente dependentes, entdo a matriz G4 ¢ ¢ de posto quase incompleto (e pode se
tornar de posto incompleto pelos erros de arredondamento/truncamento ao realizar os

célculos devido a aritmética de precisao finita do computador).

T
YLN ’ ZN,1

COS 0 = -
O) = b ZinD

(3.18)

[sto nos permite concluir que mensurar o angulo entre os vetores-coluna da matriz
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G 4,c proporciona conhecer o quao paralelos estes vetores estao e identificar quais conjun-
tos de vetores sao estes. No caso de existirem vetores-coluna de G4 ¢ paralelos pode-se
afirmar entao que, dada a Formulagao Tradicional X4 ; = G4,cBc1 com G4 ¢ composto
por vetores-coluna linearmente dependentes, sempre existird uma matriz fatorada G AW
e um vetor BWJ tal que G4 cBc1 = éA,WBI/V,l- E, dentre as notaveis contribuicoes deste
procedimento algébrico, podem estar: (1) escolhas mais apropriadas para Cc 4 quando
G a.c tem posto incompleto; (2) melhor nimero de condicionamento da matriz fatorada,
visto que os vetores-coluna linearmente dependentes da matriz original sao removidos,
garantindo maior robustez ao modelo; (3) solugées da Formulagdo Equivalente sempre
em conformidade com as Equacoes 3.3, 3.4 e 3.5, uma vez que, com a escolha particular

Cw.a = G, 4, a matriz Cyy 4 serd carente de vetores-linha paralelos e, portanto, serd de

posto completo.

Ademais, deve ser mencionado que, além das colunas, as linhas da matriz G4 ¢ tam-
bém podem ser combinacoes lineares umas das outras, o que também pode tornar a matriz
GS 4 de posto incompleto, existindo infinitas solugoes para o Sistema de Equagoes Line-
ares definido na Equagdo (3.12). Em termos do método AHP, esta representa a situagao,
que pode ser dita mais atipica, porém nao impossivel, em que o decisor detém das mesmas
preferéncias para, ao menos, duas alternativas em relacao a todos os critérios do modelo
(isto é, observando todos os autovetores oriundos da comparagao entre pares de alterna-
tivas, ao menos duas componentes, para todos os autovetores, deveriam ter os mesmos
valores), o que leva a dizer que os critérios presentes no modelo em questdo nao permi-
tem fazer uma distincao entre as alternativas redundantes. Neste caso, que também deve
ser constatado com a mensuragao prévia dos angulos entre os vetores-linha de G4 ¢, a
fatoracao nao se aplica do modo demonstrado e a remocao direta dos vetores-linha redun-
dantes de G4 ¢, apesar de possivelmente trazer melhorias, quebraria alguns padroes do
AHP, como, por exemplo, uma solucao X4, normalizada. Portanto, este caso especifico

de vetores-linha idénticos, na matriz G4 ¢, nao serd explorado nesta dissertagao.

A secao 3.6, por final, ird4 discorrer e sumarizar, mesmo que superficialmente, os
principais desdobramentos abordados no Capitulo 3. Isto, além de condensar tudo o que
foi exposto, ird proporcionar uma maior compreensao do que sera realizado no Capitulo

4.
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3.6 Sintese dos principais resultados do Capitulo 3

Como mencionado, o método AHP, em sua forma tradicional, utiliza um processo de
agregacao aditiva para sintetizar as preferéncias locais dos elementos que compoem uma
determinada hierarquia. Esta sintese, que nesta dissertacao foi chamada de Formulacao
Tradicional, é escrita como X4 1 = G4 cBc 1, cujo G4 € a matriz de prioridades locais
das alternativas em relagao aos critérios, B¢ é o vetor de prioridades locais dos critérios
em relagao aos objetivos e X 41 ¢ o vetor de prioridades globais das alternativas. E, como

caracteristica impar da Formulacao Tradicional, sempre existird uma tnica solucgao.

Em contrapartida, com a pré-multiplicagdo de uma matriz Cc 4 na Formulacao Tra-
dicional, este processo de agregacao aditiva das prioridades locais torna-se formulado em
termos de um Sistema de Equacoes Lineares, isto é, CoaXa1 = CoaGacBe. Esta for-
mulacao, por sua vez, foi tratada como Formulacao Equivalente do método AHP ou For-
mulagdo com Soluc¢ao Implicita. Note que uma escolha particular viavel (ndo a inica) seria
Cea= Gg 4, 0 que permitiu escrever o Sistema de Equagoes Lineares, agora com todas as
varidveis em termos de G4 ¢ e By, como G& 4 Xa1 = GE 4G acBeoy ou GG 4 Xa1 = Doy,
cujo Doy = GaAGAqul. E, como nesta formulagao é necessario resolver um Sistema
de Equagoes Lineares para obter o vetor de prioridades globais das alternativas, nao exis-
tem garantias de unicidade ou, até mesmo, de existéncia de solucao, diferentemente da
Formulacao Tradicional. Neste contexto, devem ser reiteradas as situacoes nas quais a

solucao da Formulacao Equivalente e da Formulacao Tradicional se coincidirao.

Estas situacoes de coincidéncia das solugoes retornadas irao depender, basicamente,
da dimensao da matriz Gg 4 €, ainda, da dependéncia linear entre linhas e colunas -
ou, equivalentemente, do posto(Gg’ 4) - desta respectiva matriz. Considerando, inicial-
mente, que as linhas e as colunas da matriz Ggy 4 sao linearmente independentes, isto
é, posto(G ) = min{C, A}, a Formulacio Equivalente retornara a mesma solucao da
Formulacao Tradicional se esta for: X4, = [GA,CGEA]*GA,CDCJ, para numero de
critérios maior do que o numero de alternativas; Xa1 = [G} 4] 'Da;1, para nimero
de critérios igual ao nimero de alternativas; X1 = GaclGE 4Gac) ' Dea, para ni-
mero de critérios menor do que o nimero de alternativas. Por outro lado, quando
posto(G¢ ,) < min{C, A}, reflexo da dependéncia linear entre linhas e/ou colunas da
matriz Gg 4, & Formulagao Equivalente retornard a mesma solu¢ao da Formulagao Tra-
dicional se esta for: X, = CLVCDCJ, cujo Coa = GG 4, independente do niamero de

critérios e de alternativas.
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Ademais, se esta dependéncia linear estiver contida nas linhas da matriz GSA, 0 que
poderia ser afirmado com a mensuracao dos angulo entre os vetores-linha desta matriz,
uma outra alternativa seria fatorar os vetores-coluna redundantes de G4 ¢ para, entao,
utilizar a Formulagao Equivalente. Isto é, considerando que posto(G{ ,) < min{C, A}
e, ap6s uma mensuracao, ¢ constatado que existem n vetores-coluna de G4 ¢ idénticos,
pode-se escrever a Formulagao Tradicional, sem perda de generalidade, como X,; =
C~¥A7WZ§W,1, cujo W = C — (n—1) e, com isto, reformular a Formulagao Equivalente como
Gl aXa1 = Dwa. cujo Dy = Gl sGawBw,. Com isto, a Formulagio Equivalente
retornard a mesma solucao da Formulagao Tradicional se esta for: X4, = [GQA]”DAJ,
para W igual ao nimero de alternativas; X, = [GA,WC?%’A]*G'A,W[?WD para W maior
do que o ntimero de alternativas; X4, = CNJAW[(N}’%;,’AC?A,W]*[?WD para W menor do que
o nimero de alternativas. Em contrapartida, se a dependéncia linear estiver nas colunas

da matriz G% 4, este procedimento nao se aplicara.

Por ultimo, diversos conceitos da Algebra Linear podem ser, com a Formulacdo Equi-
valente, ainda estendidos a esta etapa de sintese de resultados do AHP, como, por exemplo,
andlises de sensibilidade para Sistemas de Equagoes Lineares. Dentre estas analises, esta o
numero de condicionamento, que é um conceito que visa examinar, em termos da Formu-
lacao Equivalente G 4 Xa1 = Dcy1, como erros ou incertezas em G(, 4 e/ou Dg,y, dados
de entrada, se propagam para X4 1, que sao os dados de saida do modelo. Neste contexto,
cOmo GgA e D¢ sao matrizes construidas por G4 ¢ e Be i e, por outro lado, as matrizes
Gac e Bey sao oriundas do etapa de comparacao entre pares de elementos, etapa esta
que pode envolver variaveis qualitativas e julgamentos subjetivos, o nimero de condici-
onamento é um conceito que, ao ser aplicado de forma ainda nao vista ao AHP, podera
evidenciar como varia¢oes nos julgamentos locais e erros de truncamento irao influenciar
na estabilidade de X4 ;. Ademais, como o niimero de condicionamento ¢ um forma de
analise de sensibilidade, correlagbes deste com a anéalise proposta em [159] poderao ser

ainda buscadas.



Capitulo 4

Resultados

Nesta Secao, a Formulagao Tradicional sera confrontada com a Formulacao Equiva-
lente e os resultados computacionais exibidos. Estes resultados, necessérios para a verifica-
¢ao e validacao da proposta desta dissertacao, foram gerados com o software MATLAB®,
tendo como variaveis de entrada a matriz de prioridades locais das alternativas em relagao
aos critérios (G4,c) e o vetor de prioridades locais dos critérios em relacao aos objetivos

(Bc.1), ambos oriundos de alguma aplicagdo do método AHP.

Agora, para selecionar as aplicacoes do AHP de onde seriam retiradas Gac e Be g,
duas restrigoes tiveram de ser respeitadas: aplicagoes cujo processo de sintese global dos
resultados era efetuado via agregacao aditiva, uma vez que este originou todo o desenvol-
vimento da Formulacao Equivalente; e aplicacoes em que G4 ¢ e B¢, possufam colunas

constituidas por autovetores normalizados, o que garante o padrao do AHP tradicional.

Em consequéncia das variaveis de entrada, trés resultados foram retornados: (1) a so-
lugao final X4, (ou, o vetor de prioridades globais das alternativas), obtida, de maneiras
diferentes, com a Formulacao Tradicional e com a Formulagao Equivalente; a estabili-
dade da solugao final X4, obtida com a Formulacao Tradicional e com a Formulacao
Equivalente, utilizando perturbagoes percentuais nos elementos de B¢ ; e o nimero de
condicionamento (este ltimo aplicado unicamente na Formulacao Equivalente); (3) a fa-
toragao de vetores-coluna idénticos da matriz G 4 ¢ e sua influéncia em modelos tratados
com o AHP. Estas, portanto, foram as variaveis de saidas dos testes computacionais, sendo

a base das andlises e conclusoes deste estudo.
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4.1 Analise das solucoes via Formulacao Tradicional e
Equivalente

A primeira etapa de testes computacionais consistiu em confrontar a solucao da For-
mulacao Tradicional (XX?G), que ja é explicitamente dada, com a obtida via Formulacao
Equivalente. Esta etapa era de fundamental interesse nesta dissertacao, uma vez que na
eventualidade de divergéncia entre solucoes, toda a construgao algébrica elaborada deveria

ser invalidada.

Mas, para a realizacao desta etapa, deve-se mencionar que a Formulacao Equivalente
retornara solugoes em conformidade com o método numérico empregado na resolucao de
seu Sistema de Equacoes Lineares. Neste caso, serao consideradas trés possiveis solucoes

para a Formulacao Equivalente:

1. Xi?m, que se deu pela resolugdo da Equagao (3.12) por meio do comando barra

invertida (\ ), isto é, Xfﬁ)m =GEa\ Doy, cujo Doy = GGG acBeg;

EQV?2 ~ ~ - .
2. XA? , que se deu pela resolugdo da Equagao (3.12) utilizando as Equages Nor-
mais, onde existirao trés eventualidades: nimero de critérios maior do que o ni-
. T EQV?2 _ .
mero de alternativas, que implica em XA,? = [Ga,cGE 4] 'GacDe,1; nimero de
e , . o EQV?2 _
critérios igual ao nimero de alternativas, que implica em X59"? = [G% ,] 7' Da;
e, nimero de critérios menor do que o nimero de alternativas, que implica em
EQV?2 — . EQV1 o1-
XA,? = Ga0[GEAGac] ' Dey. Aqui, bem como em XA’(]? , utilizou-se o co-

mando de barra invertida (\ );

3. Xfﬁ?vg, que se deu pela resolugdo da Equacdo (3.12) via pseudo-inversa, isto &,
Xi?vz)’ = C’L’CDCJ, cujo C’L’C esta definido na Equacao (3.13) (em caso de posto

completo) e Dgy = G 4G acBog.

O Algoritmo 1 exibe um esquemaético da implementacao computacional. Maiores

detalhes do c6digo computacional utilizado sao encontrados no Apéndice A.

Perceba que o comando barra invertida (\ ) do MATLAB®, utilizado na obtengao
de Xf}?w e Xﬁ?m, implementara, visando reduzir o tempo computacional, diferentes
métodos numéricos de acordo com as matrizes de coeficientes do Sistema de Equacoes
Lineares em questao. Por exemplo, para Xi?m, quando o nimero de critérios for igual
ao ntmero de alternativas, sera utilizada a Fatoracao LU. Mas, quando o ntimero de

critérios nao coincidir com o nimero de alternativas, a fatoracao utilizada serd a QR,
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Algoritmo 1 (Gac, Bca)

1: A solugdo via Formulagio Tradicional ¢ dada por X§%¢ = G4 ¢ Be.
2: Tomando a escolha particular Co 4 = GQA e Doy = GC’AGA,CBCJ
3: Caleule XJ¢"" = Ccu \ Do

4 se C' > A entdo

5. Caleule X792 = [C] «Ceal \ C% Dy

6: senao se C' = A entao

7. Calcule XEQV2 [Caa)\ Dag

8

9

. senao
Calcule XEQV2 = Chc [[CeaCl o]\ Dey]

10: fim se

11: Calcule XEQV3 CT cDc

12: Compare XORG com XEQV1

13: Compare XORG om XE?VQ

14: Compare XORG com XEQV3

onde retornard a solugdo que minimiza || De,y — G¢ 4 X a1 |3, sendo tnica para sistemas
EQV1

lineares sobredeterminados e nao tinica para subdeterminados (neste ultimo caso, Xy Q

é escolhido de forma que o nimero de entradas diferentes de zero seja minimizado). Agora,

XEQVQ

ara ue, independente do niimero de critérios e alternativas, sempre serd obtida
2 ) ?

com matrizes de coeficientes quadradas, a Fatoracao LU serd o método implementado.

Logo, torna-se viavel confrontar a solugao via Formulagao Tradicional (X9 ORG), com
aquelas obtidas via Formulacao Equivalente. Entao, tomando a matriz de prioridades
locais das alternativas em relacdo aos critérios (G4 ¢) e o vetor de prioridades locais dos
critérios em relacao aos objetivos (B¢ 1) como parametros das simulagoes, foram deduzidos
XEQV1 XEQV2 XEQV3 em conformidade com o Algoritmo 1. As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3
apontam os resultados computacionais gerados, onde no Teste 1, Teste 2 e Teste 3 buscou-

Xqre, XEQV1 XEQV2 XEQV3 No momento em que

se comparar respectivamente, com
estas solucoes comparadas foram iguais, atribuiu-se “V”. Caso contrario, atribuiu-se “F”.
A fonte utilizada para obter G4 ¢ e B¢, a dimensao da matriz Cc 4, a classificacao do
Sistema de Equagoes Lineares (quadrado, subdeterminado e sobredeterminado) e o posto

da matriz C¢ 4 também sao mostrados.

1 | Fonte | dim(Cc, 4) Posto Teste 1 | Teste 2 | Teste 3
2 | [154] 3x3 Completo A% \Y% A%
3| [157] 5x5 Completo \Y% \Y \Y%
4 | [51] 5x5 Completo \4 Vv \4
51 [38] 5x5 Completo \Y% \Y \%
6 | [93] 8x8 Completo \Y% Vv \Y%
Tabela 4.1: Comparagoes entre solu¢oes para C' = A (sistema quadrado)

Fonte: O autor.
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1 | Fonte | dim(Cc, 4) Posto Teste 1 | Teste 2 | Teste 3
21 [31] 3x6 Completo F Vv \4
3| [134] 4x6 Completo F Vv A%
4 [7] 5x6 Completo F Vv \4
51 [76] 5x6 Incompleto F \Y \Y%
6| [87] 5x6 Completo F Vv \Y%
7| [136] 3x7 Completo F \Y \Y%
8 | [175] 6x7 Completo F Vv \Y%
9 | [155] 8x10 Completo F \Y \Y%

Tabela 4.2: Comparagcoes entre solugdes para C' < A (sistema subdeterminado)
Fonte: O autor.

Como se vé na Tabela 4.2, o Teste 1 nao verificou nos casos de nimero de critérios

menor do que o nimero de alternativas, independente do posto matricial, e nos casos cuja

matriz G4 ¢ ¢ de posto incompleto (linha 5 da Tabela 4.2). Este resultado era esperado,

visto que a solucao da Formulacao Equivalente gerada pelo comando barra invertida tera

no maximo K componentes nao-nulas, cujo K é o posto de G 4 ¢, e ausentes de garantias

de unicidade.

1 | Fonte | dim(Cg¢ ) Posto Teste 1 | Teste 2 | Teste 3
2 [43] 5x2 Completo \4 \4 Vv
3 [2] 5x3 Completo \% \% Vv
4 [20] 5x3 Completo A% A% \%
5 | [101] 7x3 Completo \% \% Vv
6 [50] 7x3 Completo \% A% Vv
7 | [50] 7x3 Completo \% \% Vv
8 [50] 7x3 Completo \% A% Vv
9 | [50] 7x3 Completo \% \% Vv
10 | [24] 7x3 Completo \4 A% \Y
11 | [143] 8x3 Completo \4 A4 Vv
12 | [143] 8x3 Completo \4 \4 \Y
13 | [26] 5x4 Completo \4 \4 Vv
14 | [142] 6x4 Completo \4 \4 \Y
15 | [55] 9x4 Incompleto F F \Y%
16 | [5] 6x5 Completo \% \Y% \Y
17 | [30] 7x5 Completo \Y% \Y% Vv
18 | [95] 9x5 Completo \% \Y% Vv
19 | [114] 10x5 Completo \4 \4 Vv
20 | [163] 12x6 Completo \% \% Vv

Tabela 4.3: Comparagoes entre solugoes para C' > A (sistema sobredeterminado)

Fonte: O autor.

Agora, no caso de maior ntimero de critérios em relacao a alternativas e de posto

completo (exceto a linha 15 da Tabela 4.3), o Teste 1 se verifica, pelo fato da solugao

da Formulacao Equivalente gerada pelo comando barra invertida ser a de minimos qua-

drados. Por outro lado, o Teste 2 nao se verificou quando a matriz G4 ¢ era de posto

incompleto (linha 15). Este resultado, que era esperado de acontecer nos dois casos de

posto incompleto encontrados (e, provavelmente, nao aconteceu no caso mostrado na linha
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5, da Tabela 4.3, pela estrutura por tras do comando de barra invertida), evidencia que,
quando posto(Gac) < min{A, C}, as solu¢oes via Equagdes Normais perdem a validade

pela singularidade das matrizes G4,cG¢, 4 e/ou GE 4G ac.

E, por final, o Teste 3 se verificou em todos os casos, independente do posto matricial
e da dimensao da matriz G4 ¢, o que mostra que a solucao da Formula¢ao Equivalente

via pseudo-inversa sempre coincide com a solucao da Formulacao Tradicional.

Finalmente, esta analise na solugao final X 4; retornada via Formulagao Tradicional
e Formulacao Equivalente permite, portanto, validar a construcao algébrica elaborada,
na medida em que cada situacao se comportou da maneira esperada. Com esta analise,
revelou-se que a solu¢do obtida com a Formulagao Tradicional, Equagdo (3.1), serd ané-
loga a solucao da Formulacao Equivalente se esta iltima for aquela que minimiza o residuo
| Deg — GE 4 X a1 || sobre R4, cujo Dy = G 4GacBea. E, no caso de uma infinidade
de solucoes em R4 que minimizam este residuo, a solucio da Formulacdo Tradicional
coincidird com a solucao da Formulacao Equivalente se esta tltima for a de menor norma.
Além disto, esta anélise ainda possibilita, indiretamente, demonstrar como aplicar a For-
mulacao Equivalente em situacoes reais, que estejam de acordo com as condicoes iniciais
impostas, e quando sua solucao coincidirad com a retornada pela Formulacao Tradicional.
A proxima etapa, de modo geral, verificard o quao estaveis serdo as solugoes retornadas
pelo método AHP.

4.2 Analise de sensibilidade via Formulacao Equivalente

A segunda etapa de testes computacionais consistiu em estudar os impactos das in-
certezas na construcao do vetor B e/ou da matriz G4 ¢ na estabilidade da solugdo
via Formulagao Equivalente. Para esta anélise, que é uma anélise de sensibilidade, duas

vertentes foram primordiais:

1. determinagao da perturbacdo percentual (ou, relativa) minima para provocar mu-
danca ordinal no ranking de prioridades globais das alternativas e o elemento asso-

ciado a esta perturbacao, que serd chamado de elemento critico;

2. obtencao do nimero de condicionamento da matriz em questao utilizada na Formu-

lacao Equivalente.

O proposito principal deste estudo é confrontar esta perturbacao percentual minima

com o nimero de condicionamento, visto que é esperado existir uma relacao entre estas
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estimacgoes, uma vez que para um numero de condicionamento muito maior que 1, maiores
sejam as incertezas presentes na construcdo do vetor Bey e/ou da matriz G4 ¢, 0 que
implica em solu¢oes menos estaveis. Cabe mencionar que esta extensao do conceito de
numero de condicionamento, que é uma das anélises de sensibilidade de Sistemas de
Equacoes Lineares, para o método AHP é realizada de maneira inédita. Logo, tomando
a matriz de prioridades locais das alternativas em relagdo aos critérios (G4,¢) € o vetor
de prioridades locais dos critérios em relagdo aos objetivos (B¢,1) como parametros das
simulagoes, deduziu-se a perturbacao percentual minima suportada pelo vetor Bc; e o

numero de condicionamento do Sistema de Equacoes Lineares em questao.

A determinacao da perturbagao percentual (ou, relativa) minima se deu por intermeédio
de pequenas perturbacoes unicamente nos elementos do vetor B¢ 1, que se incrementa-
riam continuamente a fim de induzir mudancas ordinais no ranking das alternativas. Este
procedimento incorreu na Formulacao Tradicional e na Equivalente e foi validado com-
putacionalmente, por conta da equivaléncia entre os resultados retornados, utilizando-se
como referéncia o estudo de [103], cujo processo de dedugao das perturbagoes percentuais

minimas em B se deu mediante a generalizacdo do método proposto por [159].

Mas, deve-se dizer que, além de perturbagoes nos elementos do vetor B¢ 1, é possivel
perturbar, da mesma forma, os elementos da matriz G4 . No entanto, por conta da
escolha particular Ce 4 = GSA, a perturbagao dos elementos da matriz G4 ¢ geraria um
efeito indesejavel no lado esquerdo (Cc 4) e no lado direito (D¢ 1) da Formulacao Equi-
valente, o que dificultaria na visualizacao dos efeitos do niimero de condicionamento na
solucao da Formulacao Equivalente. Isto, entao, justifica a determinacao de perturbacoes

unicamente em B¢ ;.

O Algoritmo 2, por sua vez, demonstra uma maneira da obtencao da perturbacao per-

ROFC yefere-se ao ranking ordinal

centual (ou, relativa) minima no vetor B¢ 1. Note que
das alternativas via Formulacao Tradicional, ranking este oriundo do vetor de prioridades
globais da alternativas que ¢ obtido nas condicoes iniciais de G4 ¢ e de B¢ ; do problema

RPERET a0 ranking ordinal perturbado das alternativas via Formulacao Tra-

em questao, e
dicional ou Formulacao Equivalente. Por outro lado, € refere-se a perturbacao percentual
incorrida nos elementos do vetor B¢, que tende a incrementar-se continuamente em um
valor 6. Esta perturbagao devera ter um valor minimo positivo, quando o propodsito é
ampliar a prioridade de algum elemento, e um valor minimo negativo, quanto este pro-
posito for o oposto, o que ird depender da pré-fixacdo de . Portanto, a perturbacao

percentual minima no vetor B¢ ; serd o minimo dentre a perturbacao percentual positiva
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minima, obtida, por exemplo, para 6 = 0.00001, e a perturbacao percentual negativa
minima, para 6 = —0.00001. Cabe mencionar que a escolha de 6 = 4+0.00001, em termos
gerais, é justificada por retornar a perturbacao percentual minima com uma boa precisao
e num tempo computacional baixo. Maiores detalhes do c6digo computacional utilizado

sao encontrados no Apéndice B.

Algoritmo 2 (G4 ¢, Bey, ROFC, 6)

1: Faca, inicialmente, RPFET = RORG

2: Seja € =0

3: Seja 0 = 0.00001

4: enquanto RPFFT for igual a ROTC faca

5 Facae=¢€+9

6: para todo elemento presente em B, faca

7 Perturbe em € um elemento de B¢ e renormalize B¢ ;

8: Obtenha a solucao perturbada via Formulagcao Tradicional ou Formulagao Equi-
valente

9: Atualize RPFRT

10: se RPEET for diferente de ROTC entdo

11: A perturbagao percentual positiva minima € €,,; = €

12: Encerre o processo

13: fim se

14: fim para

15: fim enquanto

16: Refaga o processo anterior, a partir da Linha 1, agora com 6 = —0.00001
17: A perturbagao percentual negativa minima € €.,

18: Retorne a perturbacgao percentual minima € = min{€pos, €neq}

19: Retorne o elemento critico de B¢ associado a esta perturbagao

Neste ambito, a Tabela 4.4 retrata os resultados provindos dos testes computacionais
desta etapa. E valido destacar, em virtude das discussées dos resultados, os trés conjuntos

mais relevantes de dados desta tabela: o elemento critico de Bc 1, denotado por B/ ;; a

*

+;» denotada por €, que sao entendidos

perturbacao percentual minima associada a B

como as perturbagoes percentuais €, incidida nos elementos criticos B;;, para provocar

mudancas ordinais no ranking das alternativas; o niimero de condicionamento; (3) e, por

final, o erro relativo na solugao, denotado por %, e o limite superior deste erro relativo,
|AD|

com base na Equacao (3.10), denotado por cond x o

Ademais, deve ser dito que os nimeros de condicionamento, apresentados na Tabela
4.4 em termos da norma-2, foram calculados conforme a dimensao matricial. Neste con-
texto, quando o niimero de critérios for maior do que o niimero de alternativas (sistema so-
bredeterminado), o nimero de condicionamento serd cond(Q 4,4)2, cujo Qa4 = GA,CGE,A-

Quando o numero de critérios e alternativas forem iguais, o nimero de condicionamento
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serd cond(G4 a)2. Em contrapartida, quando o nimero de critérios for menor do que
o namero de alternativas (sistema subdeterminado), o nimero de condicionamento sera
cond(Pe,¢)2, cujo Poo = GEAGA,C. Note que estas sao as matrizes de coeficientes nos
possiveis casos, sendo, portanto, estas que devem ser invertidas e mensuradas. Agora, se
estas matrizes de coeficientes sao mal-condicionadas, pequenas variagoes em seus elemen-

tos fazem as solucoes ficarem bem distintas, visto que os erros se propagarao de forma

mais significativa.

1 | Fonte (%) B, | cond(Ga,a)2 | cond(Poc)2 | cond(Qa,a)2 |‘AX—X|‘ cond x %
2 | [154] | -79,6910 | Bi 8,2345 - - 0,1938 0,8528

3 | [157] | 9,0010 | By | 47,9739 5 5 0,0227 | 0,5744

4 | [51] -5,0020 | Bs 498,2661 - - 0,0162 7,3651

) [38] -74,4420 | B3 221,3326 - - 0,0909 4,1629

6 | [93] | -36,8760 | B3 186,2421 - - 0,0264 1,2514

7 [31] -38,6050 | B3 - 2,758E4-03 - 0,0049 4,5586

8 | [134] | -9,0270 | B, - 25,0309 - 0,0185 0,2187

9 | [ | 41670 | By, 5 78,0754 5 0,0056 0,1253
10 | [76] | -69,8140 | B, - 6,787E+16 - 0,1047 | 2,385E+15
11 | [87] | 40,8280 | Bs. 5 377,6452 5 0,2949 | 100,7044
12 | [136] | 33,9840 | Ba; - 22,6116 - 0,0396 0,3325
13 | [175] | 29,4080 | Bs. 5 5,702E 1 04 5 0,0836 | 2,908E 03
14 | [155] | -1,4400 | By - 1,A75E 103 _ 0,0015 1,7841
15 | [43] -11,8080 | By - - 2,0669 0,0445 0,0700
16| [2] |-134,1280 | Bis 5 5 5,7264 0,3471 1,0154
17 | [20] | -99,6120 | Ba; - - 73,3376 0,1507 6,8817
18 | [101] | -67,2970 | Bi; - - 13,4576 0,1532 0,8192
19 | [50] | -49,5730 | B3 - - 14,5518 0,1110 0,8584
20 | [50] -86,7190 | B3 - - 382,7132 0,2455 43,4359
21| [50] | -20,9890 | Bs: - - 14,2122 0,0263 0,1329
22 | [50] | 67,6260 | Bs, 5 5 6,0269 0,2045 0,6118
23 | [24] | -27,6010 | Bg; - - 6,0334 0,0389 0,1260
24 | [143] | -80,4630 | Bs1 - - 17,9689 0,0610 0,3661
25 | [143] | -131,5810 | Bs; - - 29,1212 0,0657 0,4588
26 | [26] | -44,9060 | Bs, 5 5 370,8743 | 0,1030 | 23,4785
27 | [142] | -69,3190 | Bg; - - 204,9365 0,1910 37,4067
28 | [55] | -105,4830 | Bs1 - - 6,288E+18 | 0,0517 | 5,584E+16
29 | [5] -21,1140 | By - - 1,257E4+05 | 0,0330 | 1,487E-+03
30 | [30] | 40,1560 | B, 5 5 1,554E 103 | 0,0445 | 38,9694
31| [95] 8,4660 | By - - 245,4658 0,0097 0,7202
32 | [114] 10,4570 | B3 - - 1,935E+05 | 0,0087 499,6355
33 | [163] | -41,9850 | Bs, - - 532,5898 0,0227 6,0605

Tabela 4.4: Analise de sensibilidade em termos relativos

Fonte: O autor.

Agora, com os resultados produzidos, a primeira decorréncia que deve ser destacada
estd na perturbagao percentual (ou, relativa) minima, cuja Formulagao Tradicional retor-
nou o mesmo valor da Formulacao Equivalente. Este resultado, que nao esta explicitado

na Tabela 4.4, significa que a perturbagao percentual minima e, que incide em seu res-

*

T ;» Ird provocar mudangas ordinais na solu¢ao independente da

pectivo critério critico B
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formulacao (Formulagao Tradicional ou Formulacdo Equivalente) utilizada. E, isto justi-
fica o porqué da existéncia de uma tnica coluna para as perturbagoes percentuais minimas
e para os critérios mais criticos e, ainda, reforca a equivaléncia entre a Formulacao Tra-

dicional e a Formulacao Equivalente também no ambito da sensibilidade dos dados.

Por outro lado, os resultados mostrados na Tabela 4.4 nao evidenciam, a principio,
uma relacao entre perturbacoes percentuais minimas e o nimero de condicionamento.
Como se vé, existiram situacoes cujos nimeros de condicionamento estao proximos mas
com perturbagoes percentuais minimas bem diferentes (linhas 22 e 23 ou linhas 25 e 30),
como mostra a Figura 4.1, e situagoes de baixo niimero de condicionamento mas com

perturbagdes percentuais minimas, relativamente, pequenas (linha 9).

13458

67,63

27,60

26,36

6,03

[23] [25] (30]

- Fonte

® Valor absoluto da Perturbacdo Percentual Minima ® Ndmero de Condicionamento

Figura 4.1: Numeros de condicionamento préximos e o comportamento das perturbacoes

percentuais minimas.
Fonte: O autor

Existe também outra forma de perceber que nao é notoria a relagao entre perturbacoes
percentuais minimas no vetor B¢ ; e o nimero de condicionamento. Para isto, conside-
remos como referéncia a linha 14 da Tabela 4.4, esta que representa o caso de maior
instabilidade do vetor B¢, onde apenas uma perturbacdo de —1,4400% na preferéncia
do elemento B, ; ji seria suficiente para modificar a ordem das prioridades globais das
alternativas. Note que o numero de condicionamento deste caso é dado por 1,475F + 03.
Agora, na existéncia de uma relacao direta entre perturbagdes percentuais minimas e o
nimero de condicionamento, seria esperado que, com o aumento do niimero de condicio-

namento, maior seria a sensibilidade de B¢ ; e, consequentemente, a solu¢ao X4 ;. Porém,
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como se vé na Figura 4.2, o aumento do nimero de condicionamento nao necessariamente

implica em solugoes X 4; mais instaveis.

(%)
35,00 2,50E+05

29,41

30,00

2,00E+05
25,00 1,93E+05
1,50E+05
20,00
B 1 Coc0s
hx0n 1,00E+05
10,46
10,00
5,00E+04
5,00
0,00 == 117E+03 0,00E+00
[14] [13] [29] [32]
Fonte
® Valor absoluto da Perturbacio Percentual Minima ® Ndmero de Condicionamento

Figura 4.2: Elevacao do ntimero de condicionamento e o comportamento das perturbacoes

percentuais minimas.
Fonte: O autor

Mas, embora a relagao entre estas perturbagoes percentuais minimas com o nimero de
condicionamento nao tenha sido bem evidenciada, o erro relativo da solucao mediante as

perturbagoes percentuais, onde é gerado uma solu¢do perturbada (ordinalmente diferente

|AX]

T em todos os casos esteve abaixo do

da solucdo inicial) e esta permite o calculo de

limite superior obtido pelo ntimero de condicionamento.

4.3 Analise da fatoracao de vetores-coluna redundantes

Esta terceira etapa consistird no estudo das implicacoes da fatoracao dos vetores-
coluna redundantes da matriz G4 . O interesse neste simples procedimento algébrico,
em termos gerais, estd em uma provavel melhoria na robustez do modelo em questao,
seja ele tratado pela Formulacao Tradicional ou, ainda, pela Formulagao Equivalente.
Neste contexto, os seguintes parametros foram necessarios: dimensao matricial antes e
depois da fatoragdo, denotada, respectivamente, por dim(Ga¢) e dim(GAw); o posto da

matriz G4 ¢, classificado em “C” (posto completo) ou “I” (posto incompleto); o elemento

* o,

Z7J,
denotada por €; o nimero de condicionamento na norma-2, denotado por cond(-)s; e, por

*

a perturbagdo percentual minima associada a B,

critico de B¢, denotado por B
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altimo, o par de vetores-coluna (PVC) de G4 ¢ com a menor mensuracao de angulo, em
graus, denotado por #. A Tabela 4.5 apresenta, entao, estes parametros unicamente nos
casos considerados neste estudo em que existiram ao menos dois vetores-coluna de G 4 ¢
paralelos (linearmente dependentes). Maiores detalhes do c6digo computacional utilizado

sao encontrados no Apéndice C.

1 | Fonte | dim(Ga,c) | Posto e(%) B}, | cond(Pc,c)2 | cond(Qa,n)2 | PVC 0 (°)

2 [76] 6x5 1 -69,8140 | By | 6,787E+16 - le3 | 8537E-07
3| [43] 2x5 C -11,8080 | Bi1 - 2,0669 3ed 0

1 [24] 3x7 C | 27,6010 | B, - 60334 | 3¢5 0

5| [55] 4x9 I -105,4830 | Bs 1 - 6,288E+18 | 2e3 0

Tabela 4.5: Casos de vetores-coluna redundantes de G 4 ¢ antes da fatoracao
Fonte: O autor.

Cabe dizer que, para elaboracao da Tabela 4.5, uma mensuracao prévia dos angulos
entre os vetores-coluna de G 4 ¢ deu-se como necessaria. E, a partir da Tabela 4.5, ¢ facil
observar que dois destes casos selecionados sao dados como de posto incompleto e, por
conseguinte, com um elevado ntimero de condicionamento. A Tabela 4.6, por sua vez,
apresenta os mesmos parametros da Tabela 4.5, porém avaliados ap6s o procedimento de

fatoracao de vetores-coluna redundantes de G 4 c.

1 | Fonte | dim(Ga,w) | Posto €(%) B!, | cond(Po,c)2 | cond(Qa,a)2 | PVC | 6 (°)

2 | [76] 6x4 C | 69,8140 | Boy | 64,7642 5 Te2 | 19,0562
3 [43] Ixd C | 11,8080 | Bi, - 1,7867 3e4 | 1,0051
4| [24] 3x6 C -27,6010 | Bg 1 - 95,3481 deb6 | 14,9425
) [55] 4x3 C -105,4830 | Bs | 1,888E403 - le2 | 4,0524

Tabela 4.6: Casos de vetores-coluna redundantes de G 4 ¢ ap6s a fatoragao
Fonte: O autor.

Como se vé, ao confrontar os resultados das Tabelas 4.5 e 4.6, a fatoracao de vetores-
coluna redundantes da matriz G4 ¢ tende, em geral, a reduzir o ntimero de condiciona-
mento desta matriz, principalmente se esta for muito mal condicionada (veja esta mudanga
nas linhas 2 e 5 das Tabelas 4.5 e 4.6). Isto era esperado porque, com este simples procedi-
mento, a matriz G4 ¢ - que ndo terd mais esta dimensao e, sim, C?A,W, cujo W =C—(n—1)
e n—1 é o nimero de vetores-coluna fatorados - passa a nao ter vetores-coluna linearmente
dependentes. E, como a matriz C:’A,W sempre serd de posto completo, é sempre garan-
tido a existéncia de solucoes da Formulacao Equivalente mediante as Equacgoes Normais,
pela nao-singularidade das matrizes GA,WC?%V’A e/ou é%}AG‘A’W. Em contrapartida, esta
fatoragao pode ter pouca ou nenhuma influéncia nos valores das perturbacgoes percentu-
ais minimas em B¢, como mostram as Tabelas 4.5 e 4.6. Nos casos aqui tratados, por

exemplo, nao houve influéncia, mas isto nao implica que nao exista nenhuma (seja para
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melhorar ou para piorar a sensibilidade dos dados). Portanto, pode-se dizer que maiores
desenvolvimentos devem ser feitos com o procedimento de fatoracao de vetores-coluna
para indicar uma efetividade real, uma vez que este procedimento modificou, com relacao
ao modelo antecedente a fatoragao, o niumero de condicionamento da matriz G 4 ¢ (princi-
palmente quando esta matriz era de posto incompleto), mas nao gerou grandes mudangas

na perturbagao percentual minima no vetor B¢ .



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao, é realizada uma anélise matematica da sintese global ou agregacao
aditiva das prioridades locais do método AHP, que se deu pela reformulacao deste proce-
dimento em termos de Sistemas de Equacoes Lineares. Esta reformulacao, tratada como
Formulacao Equivalente e validada na etapa de analise das solucgoes, foi obtida com a pré-
multiplicagao de uma matriz genérica Cc 4 (que, quando é assumido a escolha particular,
Cea= ng ) na Formulagao Tradicional e foi motivada, principalmente, pela diversidade
de criticas atribuidas ao método AHP (inclusive em sua forma de agregar os resultados
finais) em conjunto com a auséncia de garantias de unicidade de solugao com a Formula-
cao Tradicional desta sintese. Isto, entao, gerou um procedimento de sintese global dos
resultados dependente da resolucao de um Sistema de Equagoes Lineares para retornar o
vetor de prioridades globais das alternativas, o que permitiu contribuicoes incomuns em
alguns aspectos da metodologia AHP, indo de encontro ao cumprimento objetivo geral e

dos especificos.

Neste contexto, a primeira contribuicao a ser destacada estd na caracterizacao da
solucao final X4 ; do método AHP. Isto porque a etapa de analise das solugoes revelou
que a solucao obtida com a Formulagao Tradicional coincidird com a solucao da Formu-
lacao Equivalente se esta tltima for a solucao de minimos quadrados e, na circunstancia
de uma infinidade de solugoes de minimos quadrados (como nos casos de G4 ¢ ser de
posto incompleto), se esta ultima for a solu¢do de menor norma. Note, entdo, que esta
caracterizacao da solucao retornada pelo método AHP, que apenas foi possivel quando
utilizou-se a Formulacao Equivalente, mostra que o método AHP em sua Formulacao
Tradicional, embora desconheca outras possiveis solugoes, por alguma razao, nao escolhe
solugoes arbitrariamente. Caso as solucoes retornadas com o AHP fossem arbitrérias, a

sua utilizacao em problemas reais perderia todo o sentido.
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Agora, a segunda contribuicdo relevante, alcancada com a reformulacao proposta,
estd na andlise de sensibilidade da solu¢ao final X4 ;, uma vez que esta analise revelou
que existe uma equivaléncia entre a Formulacao Tradicional e a Formulacao Equivalente
também no limite de perturbagao suportado nos elementos do vetor de prioridades dos
critérios antes de quaisquer mudancas ordinais no ranking de prioridades globais das
alternativas. Esta equivaléncia, que pode indicar mais um ponto positivo da Formulacao
Equivalente, nao era esperada. Em contrapartida, o proposito principal desta analise
de sensibilidade, que era confrontar a perturbacao percentual minima com o nimero de
condicionamento (este que é uma analise de sensibilidade para Sistemas de Equagoes
Lineares acoplado ineditamente ao método AHP), nao gerou maiores conclusoes, visto
que o nimero de condicionamento muito maior que 1 nao implicou em solugoes menos
estaveis, quando o parametro de estabilidade foi a perturbacao percentual minima no
vetor Be ;. Mas, esta auséncia de maiores conclusoes nao implica numa irrelevancia do
ntmero de condicionamento para com o método AHP, apenas sugere que maiores estudos

devem ser realizados.

A terceira, e ultima, contribuicao a ser destacada esta na fatoracao de vetores-coluna
redundantes da matriz G 4 ¢, no qual mostrou-se como um procedimento simples e trans-
parente, cujo intuito principal estaria, a principio, na garantia de maior robustez ao
modelo e, por conseguinte, na maior estabilidade da solucao obtida. E, como esta fato-
racdo deveria ser utilizada apenas na existéncia de vetores-coluna redundantes/paralelos
(ou, linearmente dependentes), este procedimento foi complementado com a mensuracao
dos angulos entre os vetores-coluna da matriz G4 ¢, que deveria anteceder a fatoracao.
Em termos, mais uma vez, da interpretacao geométrica mencionada, mensurar os angulos
entre os vetores-coluna de G4 é analogo a mensurar o quao paralelos os hiperplanos
do modelo estao. No entanto, apesar deste procedimento de fatoracao proporcionar, por
exemplo, matrizes bem condicionadas e a existéncia das Equacoes Normais, ainda nao se
pode afirmar quais sao as reais melhorias com esta fatoracao, uma vez que as perturba-
cOes percentuais em B¢ tenderam a ser as mesmas do modelo nao-fatorado. Este tltimo
resultado, em particular, vai de encontro com os resultados gerados na etapa de analise
de sensibilidade e evidencia, novamente, a dificuldade na correlacao entre o niimero de

condicionamento e perturbagoes percentuais minimas nos elementos de B¢ ;.

Como se vé, o estudo desenvolvido nesta dissertacao abordou diversos aspectos im-
portantes do procedimento de sintese global dos resultados do método AHP de um modo
nao visto na literatura, alcancando todos os objetivos pretendidos. E, além de analisar

este procedimento em outra perspectiva e buscar compreender algumas particulares desta



5 Conclusées e Trabalhos Futuros 75

etapa quase final do método AHP, deve-se mencionar que a maior contribuicao deste tra-
balho estd na apresentacao de uma Formulagao Equivalente para o processo de sintese
global dos resultados, que ¢ esperado ser continuamente empregada no intuito de con-
tribuir nas discussoes atuais e, por conseguinte, sanar os diversos questionamentos que
ainda pairam o método AHP, uma vez que esta reformulacao abre maiores possibilidades

de anélises.

Como proposta, entao, para a realizacao de trabalhos futuros, hé a sugestao do desen-
volvimento de uma nova andlise de sensibilidade para a Formulacao Equivalente, uma vez
que existem outras andlises de sensibilidade para Sistemas de Equacoes Lineares. Com
esta nova andlise, outros conceitos poderao ser estudados, até mesmo a mensuracao da
consisténcia dos julgamentos efetuados no processo de comparacao entre pares. Ha, ainda,
a sugestao de analisar o rank reversals agora com a utilizagao da Formulagao Equivalente,
buscando compreender melhor este fendmeno e suas causas, uma vez que esta é uma das
principais criticas ao AHP. Outra proposta seria verificar como a dependéncia linear ou
a quase dependéncia linear entre vetores-coluna e vetores-linha realmente influenciam as

solucoes com a Formulagao Equivalente.
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APENDICE A

function [X0, X1, X2, X3] = solutions(G, b)
X0 = G *x b;

C =G’
D=C=x*xG *x b;
X1 = C\D;

[m,n]l=size(C);
ifm > n

X2 = (C’*C) \ (C° *x C * G * b);

elseif m == n
X2 = (€’) \ ( C * G x b);
else
Y2 = (CxC’) \ (C * G * b);
X2 = C’ * Y2;
end

X3 = pinv(C) * D;

return;

88



APENDICE B

function R = ranking(vetor)
L = length(vetor);
vetor_aux = sort(vetor, ’descend’);
for i=1:L
for j=1:L
if vetor(i)==vetor_aux(j)
R(1)=j;
end
end
end

return;

function [eps_trad, i, eps_eqv, j, left, right] = perturb(G, b, delta)
[m,n] = size(G);
R_ORG = ranking( G * b );
R_TRAD = R_ORG;
eps_trad = 0;
while isequal(R_ORG, R_TRAD)==
eps_trad = eps_trad + delta;
for i=1:n
b_aux = b;
b_aux(i) = b_aux(i) * (1 + eps_trad);
b_aux = b_aux./sum(b_aux) ;
X1 = G *x b_aux;
R_TRAD = ranking( X1 );
if isequal(R_ORG, R_TRAD)~=1;

break
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end
end
end
R_EQV = R_ORG;
eps_eqv = 0;
while isequal(R_ORG, R_EQV)==
eps_eqv = eps_eqv + delta;
for j=1:n
b_aux = b;
b_aux(j) = b_aux(j) * (1 + eps_eqv);
b_aux = b_aux./sum(b_aux) ;
D =G’ * G *x b_aux;
if n>m
k = cond(G * G’);
X2 = (G * G’) \ (G * D);

elseif m == n
k = cond(G’);
X2 = G’ \ D;
else

k = cond(G’ * G);
Y2 (G> * G) \ D;
X2 G x Y2,

end

R_EQV = ranking( X2 );

if isequal(R_ORG, R_EQV)~=1;
delta_X = X2 - G * b;
delta_,D =D - G’ * G * Db;
left = norm(delta_X)/norm( G * b );
right = ( norm(delta_D)/norm( G’ * G * b ) ) * k;
break

end

end
end

return;
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APENDICE C

function [min_val_1,col_1,c0l_2,min_val_2,1in_1,1in_2] = angulo_min(matriz)
[m,n]=size(matriz);
for i=1:n

for j=1:n

if jo=i

u = matriz(:,i);

v = matriz(:,j);
CosTheta = dot(u,v)/(norm(u)*norm(v));
ThetaInDegrees = acosd(CosTheta);
M(i,j) = ThetaInDegrees;

else

M(1i,3)

360;
end
end
end
[min_val_1,idx]=min(M(:));
[col_1,col_2]=ind2sub(size(M),idx) ;

for i=1:m

for j=1:m

if =i
u = matriz(i,:);
v = matriz(j,:);
CosTheta = dot(u,v)/(norm(u)*norm(v));
ThetaInDegrees = acosd(CosTheta);
N(i,j) = ThetaInDegrees;

else

N(i,j) = 360;
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end
end
end
[min_val_2,idx]=min(N(:));
[1in_1,1in_2]=ind2sub(size(N),idx) ;

return;
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