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Resumo

A relacdo entre a epidemiologia, a modelagem matematica e as ferramentas
computacionais permite construir e testar teorias sobre o desenvolvimento e combate
de uma doenca. Este trabalho tem como motivagao o estudo de modelos epidemiolégicos
aplicados a doencas infecciosas, dando particular relevancia a dengue. A dengue surgiu
como um problema mundial desde a década de 1960 e ¢ comum em mais de 100 paises ao
redor do mundo, sendo encontrada principalmente em regioes tropicais e subtropicais.
Os modelos matemaéticos estudados e testados neste trabalho sao compostos por
compartimentos mutuamente exclusivos e baseiam-se em equagoes diferenciais ordinarias
que descrevem a dinamica de propagagao da doenca, através da interacao entre humanos
e mosquitos. E feito um estudo qualitativo dos mesmos relativamente aos pontos de
equilibrio e sua estabilidade. A propagacao da dengue pode ser amenizada por meio
de medidas de controle na populagao dos mosquitos, tais como o uso de inseticidas e
campanhas educativas. Além do controle na populacao humana, através do processo de
vacinagao atuando como protecao extra para a populacao. Neste caso, usa-se a teoria de
controle 6timo para definir as condi¢oes necessarias para minimizar os custos da vacinacao
e tratamento dos individuos infectados. Ambas estratégias de controle, tem como objetivo
a redugao/erradicacao da doenga na populacao. Os modelos apresentados sao resolvidos
numericamente e seus algoritmos foram escritos no MATLAB, com o intuito de obter
as solucoes numéricas para comparar as estratégias de controle aplicadas nos modelos
matematicos epidemiolégicos.



Abstract

The relationship among epidemiology, mathematical modeling and computational
tools has been allowed constructing and testing of theories about the development and
combat of a disease. This work is motivated by the study of epidemiological models
applied to infectious diseases, giving particular relevance to dengue fever. Dengue fever
has emerged as a worldwide problem since the 1960s and is common in more than a
hundred countries around the world, being found mainly in tropical and subtropical
regions. The mathematical models studied and tested in this work are composed of
mutually exclusive compartments and are based on ordinary differential equations that
describe the dynamics of spreaded disease, through the interaction between humans and
mosquitoes. An qualitative study is made of them in relation to the balance points and
their stability. The spread of dengue fever can be mitigated by means of control measures
in the mosquito population, such as the use of insecticides and educational campaigns.
In addition, the vaccination process acting as extra protection for the human population
control. In this case, the optimal control theory is used to define the necessary conditions
to minimize the costs of vaccination and treatment of infected individuals. Both control
strategies aim to reduce and eradicate the disease in the population. The presented models
are solved numerically and their algorithms were written in MATLAB, in order to obtain
the numerical solutions to compare the control strategies applied in the epidemiological
mathematical models.
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Capitulo 1

Introducao

A historia da sociedade humana é marcada por diversas adversidades e desafios
na busca pela sobrevivéncia. O clima, as guerras e os predadores sempre foram uma
preocupacao da humanidade. Porém, nenhum outro fator traz tanto temor a sociedade
quanto as epidemias. De fato, o nimero de mortes provocado pelas maiores epidemias
de todos os tempos é impreciso, mas é incomparavelmente maior do que o nimero de
mortes provocado por todas as guerras [18]. Uma das mais conhecidas é a Peste Negra na
Europa no século XIV, que dizimou entre 25 a 75 milhdes de pessoas (cerca de um tergo

da populacao europeia da época) [15].

Hoje em dia, existem ainda exemplos tragicos de doencas, como o Virus da
Imunodeficiéncia Humana (VIH/AIDS), o virus Ebola, o virus da Zika, a Dengue e muitos

outros, Figura 1.1.

Figura 1.1: Exemplos globais de doencas infecciosas emergentes e reemergentes

Antimicrol:]ial- West Nile virus Cryptosporidiosis Ebola virus disease Diphtheria_ MERS-CoV
resistant threats i P E. coli i
- CRE Enterovirus D68 03‘;’3:3" o1 02??1'4 /Drug-resistant malaria Akhrpeta virus
- MRSA Heartland / - / Rift Valley fever

- C. difficile

L= N > p
- N. gonorrhoeae > =3 ;} X ( S oo q’ e Typho; -fresv:r
H3N2v influenza /’ N = . » E}‘ A ‘ bunyavirus
ioai R ¢ epatitis C. S Y
Cyclosporiasis 4 4 ‘;/o X s
E. coli 0157:H7 —4————L 38080 ~ : [ ,‘ L S I8
— OB N .
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T 7
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O Newly emerging O Re-emerging/resurging @ “Deliberately emerging”

September 2017

Fonte: [12].

O exemplo mais atual é a pandemia do COVID-19 (do inglés Coronavirus

Disease 2019) uma doenga infecciosa causada por um coronavirus recém-descoberto, o
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SARS-COV-2 (Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2). A maioria das pessoas
infectadas com o virus COVID-19 experimentam doenca respiratoria leve a moderada
e se recuperam sem a necessidade de tratamento especial. Porém os idosos e aqueles
com problemas médicos subjacentes, como doencas cardiovasculares, diabetes, doencas
respiratorias cronicas e cancer, tém mais probabilidade de desenvolver um quadro grave
da doenca. Segundo a OMS (Organizacdo Mundial da Satde) [6], até 25 de agosto de
2020, pelo menos 23.752.965 casos da doenca foram confirmados em 216 paises e 815.038

pessoas morrerarn.

A necessidade de compreender a proliferacao de doencas do ponto de vista dinamico,
fez surgir uma nova area da ciéncia: a epidemiologia matematica (23, 24, 30, 35, 37,
41, 48, 54, 61, 63, 64, 66, 67, 75, 77, 84]. A Epidemiologia Mateméatica fundamenta-se
em hipoteses matematicas que quantificam alguns aspectos biolégicos da propagacao de
epidemias e propoe modelos que possam ajudar a tracar politicas de controle dessas

doencas.

1.1 A Dengue

A dengue é transmitida pela picada da fémea do mosquito Aedes Aegypt: infectado
com o virus da doenca, Figura 1.2(a). A transmissao ocorre mediante a existéncia de:
virus da dengue, mosquito que transmite o virus (denominado vetor) e humano suscetivel
(denominado hospedeiro). Além da dengue o Aedes Aegypti também transmite Zika,

Chikungunya e febre amarela [13].

O ciclo de vida do Aedes Aegypti é divido em 4 fases: ovo, larva, pupa e mosquito
desenvolvido; Figura 1.2(b). O ciclo comega quando uma fémea adulta deposita seus ovos
nas paredes dos reservatoérios com agua limpa e parada, e normalmente depois de 7 dias
a larva cresce e vira pupa. Apoés 2 dias, o mosquito esta completamente formado, pronto
para voar e precisa se alimentar. Normalmente o Aedes Aegypti se alimenta de frutos e
sucos de alguns vegetais, mas apos a copula, a fémea precisa de sangue para que seus ovos

fiquem maduros, e 3 dias apos se alimentar com sangue ela poe seus ovos [14].
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Figura 1.2: Mosquito Aedes Aegypti e seu ciclo de vida

]
Adulto /' 7]

LTIRY

Ovos

(a) Fonte: [11] (b) Fonte: [10]

O Aedes Aegypti é originario do norte da Africa e chegou as Américas durante sua
colonizacao. Esta presente em diversos paises de clima tropical, sendo muito comum no
Brasil, especialmente no verao onde as temperaturas sao mais elevadas e ha periodos de
chuvas e tempestades tropicais que levam ao alagamento das ruas e o facil empocamento

de 4gua, facilitando seu ciclo reprodutivo.

O virus da dengue, um flavivirus da familia Flaviviridae, é o agente infeccioso viral
transmitido por mosquito mais comum em todo o mundo. FExistem quatro sorotipos
diferentes de virus, conhecidos como DEN-1 a DEN-4. A infeccao por qualquer um dos
quatro sorotipos induz imunidade ao longo da vida contra a reinfeccao pelo mesmo tipo,
mas apenas protecao parcial e temporaria contra os outros. A infec¢ao sequencial por
diferentes sorotipos pode levar a um episodio mais grave de dengue: Febre Hemorragica
da Dengue (FHD) [45].

A dengue transcende as fronteiras internacionais e pode ser encontrada em regioes
tropicais e subtropicais ao redor mundo, predominantemente em &reas urbanas e
semi-urbanas, Figura 1.3. E uma doenca que estd emergindo rapidamente como
consequéncia da globalizacao e das mudancas climéaticas e agora ¢ endémica em mais
de cem paises da Africa, América, Asia e Pacifico Ocidental. Alguns estudos indicaram
que paises com clima ameno, como o Mediterraneo, estao em risco devido a condicoes

climéaticas futuras, que podem ser favoraveis a esse tipo de doenga [9].
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Figura 1.3: Dengue ao redor do mundo

Deneue Risk
I Frequent or Continuous
Sporadic or Uncertain

No evidence of risk

Hawaii

BRITISH VIRGIN ISLANDS
F PUERTORIGD- . ANCULLA
; .~ ANTIGUAB

IS VIRGIN ISLANDS_ .
SAINTKITTS & NEVIS™ = BARBUDA

cunneLowpe ¥
DOMINICAY
MARTINIQUE™S
SAINT LUCIA 4

SAINT VINCENT ¢ =

T @Hﬁﬂﬂ & THEGRENADINES . BARBADOS
: - GRENADA
- TRINIDA
' Wanpaio
Fonte: [9]

O aumento do nimero de casos da dengue ¢ noticia enfatica na midia, os casos vém

aumentando significativamente e estima-se que em 2085 aproximadamente 6 bilhoes de

pessoas sejam infectadas [47, 83|. De acordo com o boletim epidemiologigo [2], divulgado

pelo Ministério da Satde, o Brasil computou 1.544.987 casos provaveis de dengue em

2019. Esse nimero representa um aumento de 488% em relacdo a 2018. O ntmero de

mortes relacionadas a doenca também aumentou, sao 782 registros. Desse total, 472

foram registrados na regiao Sudeste. Em 2020 o nimero de casos vem aumentando

significativamente, como mostra a Tabela 1.1, com dados do periodo de 29/12/2019 até

21/03,/2020. Até o momento, foram confirmados 120 6bitos por dengue |3].
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Tabela 1.1: Dados da dengue no Brasil

Niumero de Casos

Regiao Estados Por Estado Por Regido
Rondénia 1421
Acre 4103
Norte Amazonas 2638 12.588
Roraima 603
Paré 2340
Amapa 36
Tocantins 1447
Maranhao 1560
Piaui 336
Ceara 5739
Nordeste Rio Grande do Norte 3180 28.276
Paraiba 1356
Pernambuco 3573
Alagoas 397
Sergipe 216
Bahia 11919
Minas Gerais 35778
Sudeste Espirito Santo 5196 176.919
Rio de Janeiro 2517
Sao Paulo 132728
Parané 140806
Sul Santa Catarina 1023 142.718
Rio Grande do Sul 889
Mato Grosso do Sul 31355
Centro-Oeste Mato Grosso 14973 81.423
Goias 22746
Distrito Federal 12349
Total: 441.224
Fonte: [3].

Por ser tratar de uma doenga de grande complexidade, devido as interagoes entre
humanos, mosquitos e varios sorotipos de virus, a dengue se tornou um dos principais
problemas de satde publica no mundo, provocando um enorme 6nus financeiro para os
governos. Atualmente, a inica maneira de controlar a doenca é minimizar a populagao de
vetores. Prevé-se que a vacina contra a dengue para prevencao eficaz e controle de longo

prazo em desenvolvimento seja a solugao.

O controle vetorial continua sendo a tnica estratégia disponivel contra a dengue.
Apesar do controle vetorial integrado com participacao da comunidade, juntamente com

a vigilancia ativa de doencas e inseticidas, existem apenas alguns exemplos de prevencao e
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controle bem-sucedidos da dengue em escala nacional [26]. Para piorar a situagao, os niveis
de resisténcia do Aedes Aegypti aos inseticidas aumentaram, o que implica intervalos mais
curtos entre os tratamentos, e poucos produtos inseticidas estao disponiveis no mercado

devido aos baixos retornos e altos custos de desenvolvimento e registro.

Por muito tempo, a avaliagao da carga global da dengue foi limitada e as partes
interessadas consideraram pequeno o mercado potencial para a vacina contra a dengue.
No final do século XX, com o aumento das infec¢oes por dengue e a prevaléncia de todos os
quatro sorotipos circulantes, o desenvolvimento mais rapido de uma vacina tornou-se uma
preocupagao séria [65]. Concorda-se que um programa de vacinagdo ndo apenas protege
diretamente o individuo, mas também indiretamente a populacao, chamada imunidade de
rebanho. Como consequéncia da vacinacao, a ocorréncia de epidemias diminuiria e haveria
um alivio das unidades de satide. No entanto, a construcao de uma vacina bem-sucedida
para a dengue tem sido um desafio. Nao apenas o conhecimento da patogénese da doenca
é insuficiente, mas também a vacina deve proteger contra todos os sorotipos para que o
nivel de FHD nao aumente. Portanto, estudos que possam auxiliar o desenvolvimento
de estratégias de prevencao e de controle da dengue de forma a aumentar sua eficicia e

reduzir custos tornam-se cada vez mais necessarios.

Para isso, é apresentado nesse trabalho o processo de desenvolvimento de modelagem
matematica para descrever as infecgoes de transmissao direta. Este tipo de transmissao
¢ baseada em infeccoes virdticas ou bacterianas, cuja disseminacao ocorre diretamente,
através do meio fisico, quando se da um contato apropriado entre os individuos suscetiveis
(aqueles que nao tiveram contato com o virus) e os individuos infectados, ou seja os
que apresentam em seus organismos concentracoes razoaveis de virus. Ainda, serao
considerados modelos que exigem um vetor transmissor (mosquito, no caso da dengue) da

infeccao [84].

A incidéncia (ntimero de novos casos por unidade de tempo) de uma doenga, ou taxa
com que a doenca se propaga pela populacao, recebe o nome de forca de infeccao. A
estimativa desta forca de infeccao é a grande tarefa dos epidemiologistas, pois é ela que
ird determinar nao somente a dimensao da propagacao de uma doenca infecciosa como
também o esforco necessario para combaté-la. A forca de infeccao depende somente do
numero de individuos infectantes, e nao do ntimero de individuos suscetiveis, pois ela
indica o grau de contaminagao do ambiente pelos virus eliminados por todos individuos
infectantes [84]. Por outro lado, a razao de reprodutibilidade basal, comumente designada

por Ry, é definida, no caso de doencas infecciosas, como sendo o numero de casos
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secundarios que um caso primério é capaz de produzir em uma populacao totalmente

suscetivel |49, 52|.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo geral estudar quatro modelos mateméaticos
epidemiologicos, (3.1.1), (3.2.5), (3.3.9) e (3.4.16), existentes na literatura, que modelam a
propagacao da dengue em uma populacao. Implementar computacionalmente algoritmos
para simular numericamente e reproduzir alguns dos resultados encontrados na literatura

e outros de autoria propria, decorrentes da pesquisa.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Realizar uma revisao bibliografica sobre os principais modelos mateméaticos

epidemiologicos;

e Explorar a modelagem matematica e computacional relativa & modelagem da dengue

(via sistemas de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs));

e Fazer andlise qualitativa do modelo para hospedeiros e vetores introduzido nos
sistemas de EDOs (3.1.1, 3.2.5 , 3.3.9), identificando as condigoes de estabilidade

dos pontos de equilibrio;
e Estimar o nimero basico de reproducao dos modelos estudados;
e Implementar diferentes estratégias de controle da doenca;

e Estudar a melhor estratégia de vacinagao (estratégia ideal), considerando os custos
de tratamento de individuos infectados e os custos de vacinagao, minimizando a

funcao de controle via Principio Maximo de Pontryagin;
e Discutir os resultados numéricos obtidos, quando comparados com os resultados

publicados na literatura pesquisada.

Os métodos a serem empregados para explorar analiticamente os sistemas de

EDOs introduzidos, que modelam a dinamica de transmissao da dengue, consiste no
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desenvolvimento da analise qualitativa via linearizacao dos sistemas em torno dos pontos

criticos.

A resolucao numérica dos sistemas em estudo consiste de técnicas computacionais
eficientes para simular diferentes estratégias de controle da dengue, tanto o controle
na populacdo dos mosquitos através de campanhas de limpezas e inseticidas (larvicida
e adulticida), quanto o controle na populagdo humana com estratégias de vacinagao,
considerando os custos de tratamento de individuos infectados e os custos de vacinacao,
minimizando a fun¢do de controle via Principio Maximo de Pontryagin |28, 44, 68, 73|,
visando a diminuicao do valor da infeccao, levando eventualmente, a uma erradicacao da

doenca.

Dentre os métodos numéricos que podem ser aplicados, destacam-se os métodos de
diferencas finitas, métodos de elementos finitos, entre outros [19, 20, 27, 32, 39, 40, 46,
55, 60, 76]. Nesta pesquisa, sao utilizados os recursos do MATLAB! para simulacoes
numeéricas dos sistemas de EDOs, com e sem estratégias de controle, resolvendo os sistemas

via método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4).

1.3 Estrutura da Dissertacao

A dissertacao é composta por 5 capitulos, além do Capitulo 1 que contém a Introducao,

foram formulados os seguintes capitulos:

No Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos sobre transmissao de doencas e
revisados os componentes basicos da maioria dos modelos epidemioldgicos. Tomando
isso como base, a dinamica dos outros modelos compartimentais é discutida, trazendo
realidades mais complexas, como o modelo de propagacao da dengue apresentado no
Capitulo 3. E por fim é apresentado o Problema de Controle Otimo, e suas condicdes

necessarias, baseadas no Principio Maximo de Pontryagin.

No Capitulo 3 sao apresentados quatro modelos matematicos que descrevem a
propagacao da dengue. O modelo SIR+ AST é apresentado primeiramente sem nenhuma
medida de controle. Em seguida sao adotadas medidas de controle a fim de reduzir o
ntumero de pessoas infectadas. A primeira medida tomada, é na populacao dos mosquitos
e obtém-se entao um segundo modelo matematico; no terceiro modelo é considerado o

controle na populacdo dos humanos. O numero basico de reproducao e os pontos de

'MATLAB® ¢ uma marca comercial registrada de The MathWorks, Inc., 24 Prime Park Way,
Natick,MA 01760, USA, (508) 653-1415, info@mathwoks.com, http://www.mathworks.com
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equilibrio dos modelos acima, sao calculados. E por ultimo considera-se um modelo onde

é aplicado simultaneamente o controle sobre humanos e mosquitos.

No Capitulo 4 apresentam-se os resultados gerados a partir da implementacao
do algoritmo para resolucao numérica dos modelos e alguns resultados da literatura
também sao mostrados nas Secoes 4.1 e 4.2 deste capitulo, a fim de validar o algoritmo
desenvolvido. Nas Secoes 4.3 e 4.4 sao realizadas algumas analises de sensibilidade dos

parametros envolvidos nos modelos.

Por fim temos as principais conclusoes relatadas no Capitulo 5, seguidas dos apéndices,
onde sao apresentados parte do método computacional utilizado na resolucao numérica

dos modelos.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Na literatura especializada podem ser encontrados diversos modelos matematicos
epidemiologicos que descrevem a dinamica de doencgas infecciosas. Por exemplo, modelos
baseados em EDOs, Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) e Automatos Celulares (AC),
entre outros [23, 24, 30, 35, 37, 41, 48, 54, 61, 63, 64, 66, 77, 80, 82, 84]. Neste
capitulo, sao revisados os componentes bésicos da maioria dos modelos epidemiolégicos,
um método para encontrar o nimero basico de reproducao de uma doenca, além de
introduzir as definicoes de Problema de Controle Otimo e o Teorema do Principio Maximo

de Pontryagin.

2.1 Modelos Matematicos de Doencas Infecciosas

Modelos matemaéticos sao utilizados em muitos campos da atividade humana, como:
Matematica, Economia, Fisica, Quimica, Biologia, Psicologia, Comunicacao, Demografia,
Astronomia, Engenharia, etc. Para analisar melhor uma determinada realidade, se
constréi um modelo matemdtico que ajude a entender e decodificar essa realidade, tal
modelo consiste num conjunto de registros e parametros que traduzem as caracteristicas

e atributos do mundo real, conforme Figura 2.1.
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Figura 2.1: Diagrama de uma modelagem matematica.
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Fonte: Elaborada pela autora.

O estudo matematico para representacao de uma epidemia, se constréi através da
base dos modelos epidemiologicos: hipotese e quantificagao de aspectos bioldgicos na
interacao hospedeiro-vetor, somando as finalidades dos modelos matematicos na descri¢ao
dos fendmenos e efeitos dos mecanismos de intervencao no sistema em relagdo homem e
doenca. Isso significa dizer que a criacao do modelo matematico de uma epidemia necessita
de um estudo minucioso e abrangente de questoes bioldgicas e sociais presentes em todo
o processo de transmissao da doenca de maneira a revelar os aspectos mais influentes e

passiveis de controle e modelagem.

A maioria dos modelos epidémicos se baseiam na divisao da populacdo em
compartimentos, que sao definidos levando em consideracdo o momento ou estado em
que os individuos se encontram no desenvolvimento da cada doenca. Um sistema de
compartimentos consiste essencialmente de um nimero finito de sistemas interligados,

que trocam entre si e com o meio ambiente, quantidade ou concentragao material.
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2.2 Epidemiologia Matematica

Entende-se a epidemiologia como o estudo das doencas infecciosas que acometem a
populacao humana ou seres vivos. Para se tomar medidas eficazes de combate a doencas
epidemiologicas se faz necessario prever o comportamento de tais epidemias para que se

possa prevenir, antecipadamente, a disseminacao descontrolada da doenca.

Caracteriza-se uma doenca infecciosa através da presenca de um agente microbiano
patogénico. Esses agentes microbianos causadores de doencas infecciosas podem ser virus,
bactérias, fungos, parasitas e outros. A transmissao de doencas infecciosas podem ocorrer

por diversas vias:

a) Horizontal: Quando a transmissao se da de um individuo para outro e pode ser por:

— Contato direto: sao transmitidas por contatos diretos, como toque ou relacoes

sexuais;

— Contato indireto: sao transmitidas através de objetos, sangue ou qualquer

outro liquido corporal. Por exemplo a influenza;

— Vias aéreas: sao transmitidas pela inalacao de goticulas contaminadas

presentes no ar. Podemos citar, a variola, sarampo, catapora, caxumba e

o COVID-19;

— Vetores: os mais comuns sao os artropodes, como mosquitos e carrapatos. Por

exemplo, malaria e a dengue;

— Agua e alimentos contaminados: sao transmitidas pela ingestao de alimentos
e agua contaminados. Aqui temos a colera que é transmitida por agua

contaminada pela bactéria Vibrio Cholerae .

b) Vertical: Acontece quando a transmissdo da doenca se da através da mae para o

filho, pode ocorrer pela placenta no nascimento, ou através do leite materno.

O objetivo da epidemiologia matemética é descrever quantitativamente o fenémeno e
fornecer informacoes epidemiologicas e dados estatisticos sobre os parametros envolvidos,
como forca de infeccao, razao de reprodutividade basal e a taxa de contato. Estes
parametros, por dependerem do formalismo matemético considerado, tem papel
importante na aquisicao de infeccdo e desenvolvimento de uma doenca e sao obtidos

a partir das equacoes do modelo matemaético adotado.
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Antes de apresentar os modelos epidemiolégicos matematicos de interesse, define-se
alguns conceitos basicos que sao de extrema importancia e que desempenham um grande

papel na construcao dessa modelagem.

o Indiwiduos Suscetivers: Caracterizados pelos individuos saudéveis, que podem
contrair a doenca fazendo algum tipo de contato potencialmente infeccioso.
Geralmente, nos modelos matematicos propostos, assume-se que todo individuo

suscetivel é capaz de, eventualmente, desenvolver a doenca.

e Indiwiduos Infectados: Caracterizado pelos individuos que contrairam o agente
patogénico!. Quando o individuo esta infectado, automaticamente, é denominado

infeccioso, e este individuo passa a ser o principal meio de propagacao da doenca

e Individuos Recuperados: Caracterizados pelos individuos que passam do quadro de
infectados para recuperados, ou seja, quando o individuo é totalmente curado da

doenga.

e Periodo de Incubacio: E o periodo entre a exposicao de um agente infeccioso e
o aparecimento dos sintomas da doenca. Para doencas infecciosas, o periodo de
incubacao é o tempo necessario para o agente infeccioso se multiplicar até o limiar

do aparecimento de sintomas.

e Mortalidade Induzida pela Doenca: E a proporcdo do nimero de pessoas que

morreram da doenca em uma unidade de tempo pelo total de infectados.

o Transmissao: Caracterizado pelo processo no qual um virus passa de uma fonte de

infeccao para um novo hospedeiro.

e Vacinacao:  Caracterizado pela preparacao de uma droga, que contém
microrganismos vivos, mortos ou fracoes deles, aplicada nos individuos suscetiveis

com o objetivo de imunizé-los contra a doenca.

e Surto: Caracterizado pelo aumento inesperado do nimero de infectados em uma

regiao especifica.

e Endemia: Caracterizada pela frequéncia de casos de uma doenca em uma

determinada regiao, nao esta relacionada a quantidade de casos.

! Agente patogénico é um organismo, microscépico ou nao, que produz infec¢do ou doencas infecciosas
nos hospedeiros em condicoes favoraveis.
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o Epidemia: Caracterizada pelo crescente numero de surtos, abrangendo vérias

regioes.

Levando em conta os diversos estados relacionados ao processo infeccioso, os modelos
epidemiologicos se dividem em trés grandes grupos. Tais modelos podem ser representados

por diagramas compartimentais, conforme Figuras 2.2, 2.3 e 2.4.

o SIS: Modelo Suscetivel-Infectado-Suscetivel, utilizado em casos em que a doenca
nao confere imunidade, assim o individuo pode passar de infectado para suscetivel
novamente. Um caso particular deste modelo é quando o individuo infeccioso, uma
vez infectado, nunca recupera-se da doenca. Neste caso tem-se o modelo SI. Os
modelos SIS sao apropriados para varias doencas causadas por agentes bacterianos,
nas quais a recuperagdo nao protege contra uma reinfec¢do, como a meningite
meningocobcica, a peste, muitas doencas venéreas, e também por protozoarios, como

a malaria e a doenca do sono.

Figura 2.2: Diagrama compartimental SIS.
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Fonte: Elaborada pela autora.

e SIR: Modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado, modelo classico proposto por
Kermack e McKendrick em [54], relacionado com as doencas em que os individuos
infecciosos podem recuperar-se e adquirir imunidade permanente.  Doencas
infecciosas que ocorrem com maior frequéncia na infancia, como rubéola, varicela,
sarampo e caxumba sao exemplos de doencas que costumam ser modeladas através

de modelos SIR.

Figura 2.3: Diagrama compartimental SIR.
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Fonte: Elaborada pela autora.

e SIRS: Modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel, idéntico ao anterior,
porém aplicavel a casos em que a imunidade adquirida pelo individuo ao recuperar-se

nao é permanente, assim o individuo volta a ser suscetivel depois de um certo tempo
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(imunidade temporaria) ou, no caso em que a imunidade obtida, desde o primeiro
momento, ndo proporciona prote¢ao total (imunidade parcial). O virus da gripe é

o exemplo mais familiar.

Figura 2.4: Diagrama compartimental SIRS.
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Fonte: Elaborada pela autora.

2.3 Estimacao do Numero Basico de Reproducao

O Nidmero Bdsico de Reproducdo denotado por Ry, é um conceito chave na
epidemiologia e ¢, indiscutivelmente, uma das mais avancadas e valiosas ideias que o
pensamento matematico trouxe a teoria epidemiolégica. Este conceito é fundamental
para o estudo da dinamica entre o hospedeiro e o patdégeno. Mais importante ainda, R,

serve como um parametro limite que prevé se uma infeccao se espalhara.

Em epidemiologia Ry significa o nimero médio de individuos infectados por um tnico
membro infectado, introduzido em uma populacao completamente suscetivel durante seu
periodo infeccioso. Se Ry < 1, em média, os individuos infectados nao sao substituidos e
a doenca nao se propagard. No caso em que Ry > 1, em média, o nimero de infectados
aumentara com cada geracao, e portanto, a doenca podera se propagar. Desta forma, o
ntimero de reproducao ¢ um parametro com grande potencial de utilizacao como indice
de vigilancia epidemiologica, caracterizando os diferentes cenarios para os valores de Ry,

conforme Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Cenarios epidemiologicos.

Ry Cenario
<1 Endémico

> 1 Epidémico

A Tabela 2.2 apresenta valores de R, quando acontece o surto de algumas doencas

conhecidas.
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Tabela 2.2: Valores estimados para R, de algumas doencas infecciosas.

Doenga Local e Ano do Surto Valor de Ry Referéncia
Dengue Fortaleza, Brasil/2003 2.0 [36]
Zika Barranquilla, Colombia/2015 3.8 [78]
Febre Amarela  Assuncao, Paraguai/2008 4.1 [51]
Chikungunya Meéxico,/2015 3.44 |21]
Ebola Guiné,/2014 1.51 17]
COVID-19 China,/2020 3.28 58]

Dentre os métodos utilizados para o calculo do Ry, apresenta-se o Método da Matriz
Proxima Geracao, aplicavel a uma ampla variedade de modelos compartimentais e

introduzido em [31].

Definigao 2.1 (Matriz Proxima Geragdo). A Matriz Proxima Geragao, denotada por M,
é a matriz quadrada dada por:
M=FV1

onde cada entrada da matriz F pode ser vista como uma funcdo densidade de
probabilidade para novas infeccoes e as entradas da matriz V' representam os fluxos de

saida e entrada de individuos, devido qualquer motivo que nao sejam novas infecgoes.

Defini¢ao 2.2 (Raio Espectral de uma Matriz). Seja A uma matriz real quadrada de
ordem n. O raio espectral de A, denotado por p(A), é o maximo dentre os modulos dos

autovalores da matriz. Isto é,

p(A) = max {|A; A é autovalor deA} .

Com base nas definicoes 2.1 e 2.2, estabelecemos a relacao entre a matriz proxima

geracao e o nimero Ry, na Definicao 2.3.

Definicao 2.3. O Numero Basico de Reproducao da doenca é o raio espectral da matriz
Fy isto é:
RO = p(‘FV_l)v

onde F e V, representam as matrizes Jacobianas de F' e V, respectivamente.
Como ilustracao do método para determinar o Ry, considere o diagrama

compartimental do modelo do tipo SEIR (Suscetivel-Exposto-Infectado-Recuperado),
figura 2.5.
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Figura 2.5: Diagrama compartimental SEIR.
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Fonte: Elaborada pela autora.

O modelo é descrito pelo sistema (2.3.1) [59].

(dS

— =11 —uS—pSI

dt pd = b5

dFE

dtl (2.3.1)
— =kFE — I

7 = kE—(n+a)

dR

\E:a[—,uR

com condi¢oes iniciais S(0) > 0, E(0) > 0, I1(0) > 0 e R(0) > 0. Na formulagao
do modelo, 8 é a taxa de transmissao da doenca, k é a taxa de infeccao, a é a taxa de
recuperacao, i é a taxa de mortalidade natural e I é a taxa de recrutamento de individuos

suscetiveis, correspondente a nascimentos.

Observe que a novas infeccoes sao decorrentes apenas nos compartimentos de expostos
e infectados. Desta forma, estes compartimentos podem ser reescritos sob a forma

matricial:

(n+k)E
—kE+ (n+a)l

BS1 B
0

O ponto de equilibrio livre de doenca do sistema (2.3.1) é dado por E* = <H 0,0, O).

l_t’

As matrizes Jacobianas sao dadas por:
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Logo,
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Avaliando o ponto de equilibrio £* na matriz FV ' obtemos os seguintes autovalores:

kBIT
N = . =0
VRt a7

Pela Definigdo 2.3, temos o Nimero Bésico de Reprodugao do sistema (2.3.1):

kAT

Mo = o

2.4 Controle Otimo

Os processos fisicos que ocorrem na tecnologia sao controlaveis, isto é, eles podem ser
realizados por varios meios, dependendo da vontade do homem. Nesse sentido, surge a
questao de encontrar o controle ideal do processo, ou seja, o controle 6timo. Por exemplo,
pode-se falar sobre otimizacao no sentido de rapidez de acao, isto é, atingir o objetivo do
processo no menor tempo possivel ou com um gasto minimo de energia. A irea matematica

que é muito 1til na solu¢ao destes problemas de otimizacao é o Célculo de Variagoes [68].

No entanto, a solucao de toda uma gama de problemas variacionais importantes
na tecnologia contemporanea, esta fora do calculo classico de variacoes. Em suas
caracteristicas essenciais, essa solucao ¢ unificada em um método matematico geral, que
chamamos de Principio Mdximo. Deve-se notar que todas as condigoes fundamentais
necessarias no céalculo classico de variagoes (com derivadas comuns) seguem o Principio

Méaximo.

Considere a seguinte EDO:

dx

i g(t,z(t),u(t)), (2.4.2)

onde x(t) e u(t) sdo as variaveis de estado e controle, respectivamente.
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Para valores iniciais fornecidos
xr (to) = 29

a solucao do sistema (2.4.2) é determinada unicamente.

Considere o Funcional Integral:

J(x(t), ult)) = /t " 2(8), ut))dt, (2.4.3)

0

onde f(t,z(t),u(t)) é uma fun¢do dada e tp é o tempo final.

Seja I o conjunto de controles admissiveis, ou seja, o conjunto de todas as solucoes
possiveis para o problema de controle 6timo (Definicdo 2.4). Em um problema tipico
de controle 6timo, precisamos encontrar um controle u(t) € T', e a variavel de estado,
x(t), associada que mazimize ou minimize o funcional (2.4.3). Se esse controle existir
o chamaremos de controle étimo e o denotaremos por u* e o estado relacionado a tal

controle serd denotado por z*.

Defini¢dao 2.4 (Problema de Controle Otimo). Um problema de controle 6timo é dado

da seguinte maneira:

max J(x(t), u(t)) = /t " (), u())dt, (2.4.4)
sujeito a
dx
% :g(t,x(t),u(t)) (2.4.5)
l’(to) = 2o

onde z(tr) pode estar livre, isto é, o valor de z(tp) é irrestrito, ou pode ser fixo, z(tp) =
xp. Além disso, as funcoes f e g sao continuamente diferencidveis em todos os seus

argumentos.

Defini¢gao 2.5 (Hamiltonano). Dado o problema de controle 6timo (2.4.4)-(2.4.5),

definimos o Hamiltoniano:

H{(t, x(t),u(t), Mt)) = f(t, x(t), u(t)) + At)g(t, 2(t), u(t))
onde A(t) é a variavel adjunta.
Com o problema de controle 6timo definido em (2.4.4)-(2.4.5), pode-se apresentar as

condigbes necessarias e suficientes para resolvé-lo [57]. Quaisquer solugoes para o problema,

de controle 6timo u*, com estado x* associado, devem satisfazer as seguintes condigoes:
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Ju(t, 2™ (), u"(t)) + Mt)gu(t, 2" (t),u*(t)) =0 (Condigao de Otimalidade)
N(t) = —[fult, 2™ (), u" (t)) + Nt) gz (t, 2*(¢), u"(t))] (Equagio Adjunta)  (2.4.6)
AMtp) =0 (Condicao de Transversalidade)

As condigoes (2.4.6), em termos do Hamiltoniano, sdo dadas da seguinte forma:

H
88_ =0 (Condigao de Otimalidade)
u
H
N(t) = ——% (Equagao Adjunta)
x

Atr) =0 (Condi¢ao de Transversalidade)

As condig¢oes necessarias para encontrar o controle 6timo foram desenvolvidas por
Pontryagin e seus colegas de trabalho. Pontryagin introduziu a idéia de funcoes adjuntas
para anexar a equacgao diferencial ao funcional. A partir do nosso problema de controle
Otimo, equagoes (2.4.4) e (2.4.5), podemos enunciar o Principio Mdzimo de Pontryagin
[68].

Teorema 2.1 (Principio Méaximo de Pontryagin). Se u*(t) e z*(t) sdo solugdes dtimas
para o problema de controle dtimo (2.4.4)-(2.4.5), entao existe \(t), diferencidvel por
partes, tal que

H(t, z*(t),u*(t), M\t)) = max H(t, z(t), u(t), \(t))

uel’

_0H

para todo controle u em cada t € [to,tr], A(tr) =0 e N(t) = -5 .

Demonstracao. A demonstracdao do Teorema, bem como as condigcoes que garantem a
existéncia de um valor finito para o funcional J no controle 6timo e nas variaveis de

estado, podem ser consultadas em |29, 68].

O Principio Maximo de Pontryagin pode ser reescrito para o controle 6timo de varias
variaveis, ver Secao 3.4 onde sao considerados varios controles de forma simultanea. Para
um melhor entendimento do Principio Maximo de Pontryagin, Teorema 2.1, segue um

exemplo de [38].

Exemplo 2.1. Encontre o controle 6timo que minimiza o funcional quadratico:

T(x(), u(t)) = - /0 [3a2() + (1)) dt. (2.4.7)



2.4 Controle Otimo 34

sujeito a
dz
ar ~ W+ uld) (2.4.8)
z(0) =1

Solucao: O célculo desse problema pode ser feito por etapas:

Etapa 1: Monte o Hamiltoniano para o problema. Observe que o Hamiltoniano pode ser
escrito como:

3 1
H(t,z,u,\) = 5202 + §u2 + Az + u).

Etapa 2: Escreva a equacao adjunta e a condicao de transversalidade. Usa-se o

Hamiltoniano para encontrar a equacgao adjunta para A,

H
N(t) = —%—$ e N = 37—\

Do funcional quadratico (2.4.7), tr = 1 e da condicao de transversalidade temos:

Atr) =04 A1) = 0.

Etapa 3: Encontre o controle 6timo através da condicao de otimalidade. A condicao de
otimalidade ¢ dada por:
OH

— =0 A=0
9 u +

Dessa maneira, obtemos uma expressao para o controle 6timo:

ut ==\

Etapa 4: Substituindo u* na equagao de estado (2.4.8), temos os seguintes problemas:

=z -\ N =-3x—-\
#(0) = 1 (2.4.9) A1) = 0 (2.4.10)

Resolvendo (2.4.9) e (2.4.10), podemos encontrar A e substituindo na rela¢do que define

u*, obtemos o controle 6timo:

3e4 3
W) =T3¢ T T3
% 3e* 2t 1 9t
x(t):—1+36_4e +—1+36_4e
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A partir das etapas mencionadas na resolucao do Exemplo 2.1, cria-se um diagrama

para ilustrar o Principio Maximo de Pontryagin, Figura 2.6.

Figura 2.6: Principio Maximo de Pontryagin

Problema de Controle Otimo

J((t), u(t)) = / "t x(t), u(®)dt,

0

sujeito a
dx
= = g(t, 2(2), u(t)
.T(t()) = 2o

Montar o Hamiltoniano

dz

H=X\—
!
Eq. Adjuntas Condigao de Otimalidade
Para determinar u*
@ — _8_H (Controle Otimo)
dt Ox oH
A(tr) = 0 I

\ /

Resolver os
sistemas abaixo:

%~ ot 2(0),w (1)
[L’(to) = 2o

a__on
dt  Ox
Atp) =0

Fonte: Elaborada pela autora

Muitos problemas exigem limites no controle para obter uma solugao realistica.
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2.4.1 Controle 6timo limitado

Definicao 2.6. Um controle 6timo com controle limitado é dado da seguinte forma

ma J(a(1), ult)) = /t " 28, u())dt, (2.4.11)
sujeito a
= g0, u(0)
x(to) = xg (2.4.12)
a < u(t) <b.

onde a, b sao constantes reais fixas e a < b.

Para resolver problemas com controle limitado, é necessario desenvolver condicoes

alternativas.

Proposicao 2.1 (Condigbes Necessarias). Se u*(t) e x*(t) sao dtimas para o problema

(2.4.11)-(2.4.12), entdo existe uma varidvel adjunta diferencidvel A(t), tal que
H (b, a(t),u(t), M8)) < H(t, (), 0 (8), A(8)

para todos os controles u em cada tempo t, onde H ¢ o Hamiltoniano e

0H
N(t) = e (Equagao Adjunta)

A(tp) =0 (Condigao de Transversalidade)

Por uma adaptacao do Principio Mdximo de Pontryagin, o controle dtimo deve satisfazer

(condi¢ao de otimalidade):

( 0H<0
a se —
ou
¥ H
w=<La<u<b se 8_:0
ou
OH
b — >0
\ se 5

1sto €, a marimizacao estd estabelecida sobre todos os controles admissiveis e u € obtido
pela expressao %—Ij = 0. Em particular, o controle étimo u* maximiza H ponto a ponto em

relacao a a < u <b.

Demonstra¢ao. A prova pode ser encontrada em [53]. |
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Se tivermos um problema de minimizacao, u* sera escolhido para minimizar H ponto
a ponto. Isso tem o efeito de reverter < e > na primeira e terceira linhas da condicao de

otimalidade.

Observacao 2.1. Em alguns pacotes de software, nao hé caracterizacao especifica para os
limites do controle. Nesses casos, e quando a implementacao permitir, podemos escrever

de maneira compacta o controle 6timo @ obtido sem truncamento, delimitado por a e b:
u*(t) = min {a, max {b,u}} .

Até o momento, examinou-se apenas problemas com um controle e uma variavel de

estado dependente. Porém é necessario considerar mais variaveis.

2.4.2 Controle 6timo de varias variaveis

Definicao 2.7 (Controle 6timo com varias variaveis e varios controles). Um problema
de controle 6timo com n variaveis de estado, m variaveis de controle e uma funcao de
recompensa ¢, pode ser escrito no formato

max ¢(x1(tp), -, xa(tr)) + /t ) flt,z(t), - wn(t),ur(t), - um(t))dt, (2.4.13)

UL, Um 0

sujeito a
W gt (1) (1), un (1) (1))
= g;\l, T sttty Ty , U N
dt ' ' (2.4.14)
xl(t()) = Tj0, 221727 , N

onde as funcoes f, g; sao continuamente diferenciaveis em todas as variaveis

Para simplificar a notagdo, tome Z(t) = (z1(t),...,z,(t)), U(t) = (ui(t), ..., un(t)),
g(tvf(t)7ﬁ(t)) = <91<taf(t>7ﬁ(t))v s 7gn<t7 f(t>7ﬁ(t>>> e f(t()) = (x1<t0)7 S 7xn(t0)) =

(9010, . ,!Eno) = Zg-

Portanto, o problema anterior pode ser reescrito da seguinte maneira:

max o(Z(tr)) + /t ’ f(t, 2(t),u(t))dt, (2.4.15)

sujeito a
dxr
— = g(t,Z(t), u(t
e (R ORI0) 2

Z(to) = 2o
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Utilizando a mesma abordagem das subsecoes anteriores, é possivel derivar condicoes

necessarias generalizadas.

o vetor das varidveis de estado otimas correspondentes.

(Ai(2),. ..,

correspondente a x;, e o Hamiltoniano €

vetorial diferencidvel por partes X(t) =

H(tvf(t)7ﬁ(t)v X(t)) = f(

Proposicao 2.2 (Condigoes Necessarias). Sejam *

+ZA

o vetor de controles otimos e T*

FEzxiste uma funcao de valor

An(t)), onde cada \; € a varidvel adjunta

yu(t)).

)gi(t, Z(1)

E possivel encontrar as wvaridveis que satisfazem condicoes idénticas de otimalidade,

adjunta e transversalidade em cada componente wvetorial.

H(t, 7 (t), @(t), X(t)) em relagdo a @ em cada t, e T*

(\/ oOH

>\j<t) = —a—xj, ] = 17 ,n
Ai(tr) = ¢u, (Z(tr)), 5=1,...
OH .

\aUk—O em u,, k=1,...,m

Por ¢, entende-se a deriwada parcial na componente x;.
J

Aj(tF) = 07 Vj

7k

Ou seja, u* mazrimiza

)\ satisfazem

(Equagoes Adjuntas)

,n (Condi¢oes de Transversalidade)

(Condigoes de Otimalidade)

Note que, se ¢ = 0, entao

Observacao 2.2. Da mesma forma que a subsecao anterior, se forem colocados limites

em uma variavel de controle, ap < u, < by para k =1,...

serd alterada de g—H = 0 para
k

Q. se
up =< ap < up < by se
by, se

Um exemplo de aplicabilidade deste caso mais

,m; a condicao de otimalidade

OH
a—uk<0
OH
our
OH
8_l[,k,>0

geral para o problema de controle

6timo envolvendo varias variaveis, vinculado ao estudo da propagacao da dengue, pode

ser consultado na Secao 3.4.



Capitulo 3

Modelagem Matematica da Dengue

Neste capitulo, um modelo com seis compartimentos mutuamente exclusivos
relacionados a dengue é apresentado. Neste modelo aplica-se algumas varidveis de
controle, com o objetivo de reduzir o ntimero de pessoas infectadas pela dengue. Em
um primeiro momento, o modelo é apresentado sem controle. Em seguida, aplica-se o
controle na populagao dos mosquitos, através de campanhas de limpeza e inseticidas. Por

ultimo, é apresentado o modelo onde é considerada a vacinagao na populacao humana.

3.1 Modelo Epidemiolégico da Dengue sem Controle

Considerando o modelo epidemiolégico compartimental STR+ASI, Figura 3.1, baseado
em [33, 34| e as consideragdes de 71, 72|, exploraremos um modelo matematico temporal

para estudar a epidemia da dengue.

Figura 3.1: Diagrama compartimental do modelo epidemiolégico STR+ASI.

pp N B3, un
— S T . 1 = Ry
1/% lﬂh l#h
_ NA Y BB
1 A = S LLEPL I,
—

;’MA (p lu’nl l :um
@

Fonte: Elaborada pela autora.

Para fazer uma troca entre simplicidade e realidade do modelo epidemiologico, sao
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consideradas algumas premissas:

ii.

iil.

iv.

vi.

nao ha transmissao vertical, isto é, um mosquito infectado nao pode transmitir a

doenca aos seus ovos;
a populacao humana total, Vj, é constante;

a populacao é homogénea, o que significa que todo individuo de um compartimento

¢ homogeneamente misturado com os outros individuos;
imigracao e emigragao nao sao consideradas durante o periodo em estudo;

homogeneidade entre populacoes hospedeiras e vetores, ou seja, cada vetor tem uma

probabilidade igual de morder qualquer hospedeiro;

presume-se que humanos e mosquitos nascem suscetiveis.

Dois tipos de populacao foram considerados: hospedeiros e vetores. A notacao

usada no modelo matemético inclui os seguintes estados epidemiolégicos para os humanos

(hospedeiros):

Sh(t) - suscetivel, individuos que podem contrair a doenga;
I1,(t) - infectado, individuos capazes de transmitir a doenca a outros;
Ry, (t) - recuperado, individuos que adquiriram imunidade no momento ¢.

O numero total de hospedeiros é constante, isto é, N, = Sp(t) + I(t) + Ru(t).

Da mesma forma, o modelo também possui estados epidemiol6gicos para os mosquitos

(vet

ores):

A, (t) - fase aquatica do mosquito (incluindo ovos, pupas e larvas);

Sm(t) - suscetivel, mosquitos capazes de contrair a doenca;

I,,(t) - infectado, mosquitos capazes de transmitir a doenga aos seres humanos.

Portanto, a epidemia da dengue pode ser modelada pelas seguintes equagoes

diferenciais nao lineares de estado variavel no tempo:
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( dS), I,
> N, — | B m
7 FadVn ( Bmh N, + Mh) Sh
dl L,
d_th = Bﬁmhmsh — (9 + pn)In
dR
= Mudy — pn Ry
dt (3.1.1)
dA A o
m (1= Lm V(s 4+1,)— A,
= (1 ) St 1) =+ )
dS,, I,
3 ( B N, +p )
dl,, I,
di B N, 2

com condicoes iniciais
Su(0) = Sho,  In(0) = Ino, Ri(0) = Ry,
Am(o) - AmOa Sm(o) — SmOa Im(()) = Im0-

Os parametros usados para descrever o modelo sao:

prNp : taxa de recrutamento da populagao humana,

pn : taxa de mortalidade natural para humanos,

W taxa de mortalidade natural para mosquitos na fase adulta,

4 : taxa de mortalidade natural para mosquitos na fase aquatica,

B : média de mordidas do mosquito (por dia),

Bmn ¢ probabilidade de transmissao (por picada) de mosquitos infectados para humanos,
Brm ¢ probabilidade de transmissao (por picada) de humanos infectados para mosquitos,
o : numero de ovos em cada deposito per capita (por dia),

M ¢ taxa de recuperagao da populacao humana,

Na : taxa de maturagao das larvas para o adulto (por dia),

k : numero de larvas por humano,

m : nimero de mosquitos fémeas por humano.
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Por razoes biologicas, somente sao aceitaveis solucoes nao negativas para o sistema
(3.1.1). Mais precisamente, é necessario estudar as propriedades da solugdo do sistema

em questao no seguinte conjunto fechado de interesse biologico:

Q= {(Sh;[h;Rh;Am; SmiIm) € Ri 2 Sp+ I+ Ry < Nuy Ay < kN, Sy + Iy < mNh}-

Assim, para o sistema EDOs (3.1.1), sao analisados os pontos de equilibrio.

3.1.1 Analise Qualitativa para o Modelo sem Controle

Para obter informacoes a respeito do comportamento e propriedades das solucoes do

sistema de EDOs (3.1.1), é importante encontrar os pontos de equilibrio do mesmo.

O modelo SIR+ASI (3.1.1) possui pontos de equilibrio E* = (S}, I}, R}, AL, Sk, 1)

que satisfazem as seguintes equagoes:

( Im
pn Ny — <Bﬂmhﬁ + Mh) Sp =10
h

I,
Bﬁmhﬁsh — (Mp + pn)Ip =0
h
udn — pp Ry =0

Ap,
2 (1 - k_]Vh) (Sm + ]m) - (77A +MA)Am =0

(3.1.2)

I,
A, — (BB~ 4, ) S, =0
na (Bh Nh+u)
I,

B m_Sm_ m]mzo-
\ B N, %

Observacao 3.1. Um ponto de equilibrio E* é biologicamente significativo se e somente

se E* € Q). E é classificado como:

Equilibrio Livre da Doenca, se nao houver infectados na populacdo de humanos e

mosquitos, isto é, I, = I,,, = 0.

Equilibrio Endémico, se houver um nivel de infeccao na populacao, isto é, I, > 0 ou

I, >0

Com alguns célculos e manipulacoes algébricas é possivel obter quatro pontos de

equilibrio para o sistema (3.1.1). O primeiro ponto é o Equilibrio Livre da Doenga:

E* = (N,,,0,0,0,0,0).
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O segundo ponto ¢ considerado um ponto de FEquilibrio Livre da Doenca
Biologicamente Realistico, desde que nap — (na + pia)pm > 0, pois mosquitos e humanos

interagem mas nao ha doenca:

— ] KN, — ] kN
B - (Nh,O,O, [nap = (4 + pa)p) KN 10 = (4 + 1a) i) h’())'
nay Hm®P

O terceiro ponto é o Fquilibrio Endémico, situagdo em que a doenca persiste nas duas

populacoes:

E; < [ﬂhBﬁhm + (nh + Mh)um] Mm@ N,
[(nae — (na + pa) )k BBmn + pnbtm@] BBhm’

[(na + pa) tim — 142} kin B2 B Brn Ni + (4 1) pinpi, 0N,
[((na + 1a) ftm — 140) kBBumn — pnbtm@] (M1 + 1) BBrm
[(na + 114) ftn — 149] k0 B2 Byt Brm Ni + (0 + pin) mupi, 0Ny,
[((na + pa) ptm — 1a9) kBBmh — tafim @] (Mn + 1) BBhm

[map — (Ma + pa) pm] KNy
AP ’
[(na — (a + 1) i) EBBrn 4 ttntins] (M1 + 1) N
[t BBhm + (1 + 111) tian] 9B B
[nae — (Na + f14) fim] kptn B2 B Brm N — (0 + pun) Mhﬂfanh>
11 BB + (M 4 1) fm] i © BB ‘

)

Y

Y

O quarto ponto de equilibrio encontrado possui algumas componentes negativas, tal

ponto nao é considerado, pois nao pertence a regiao de interesse biologico.

Linearizando o sistema (3.1.1), obtém-se a Matriz Jacobiana (3.1.3):

[ - <Bﬁmh11v77z+/‘«h> 0 0 0 0 *Bﬁmh% ]
BBn 1 —(mn+pn) 0 0 0 BBmn -
J— 0 Mh —Hh 0 0 0
o o0 () e() o)
0 _B/B}Lm%; 0 na - (Bﬁhmi,—’; + um> 0
0 BBum i 0 0 B R —pm
(3.1.3)

Através do célculo de autovalores associados a cada ponto de equilibrio, pode-se

discutir a estabilidade de tais pontos.

e Autovalores associados ao ponto Ef:

A equacao caracteristica é dada por:

p(A\) =det(J(EY) — M) =0
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—MUp — A 0 0 0 0 _Bﬂmh

0 — (Mn + pn) — A 0 0 0 BB

0 Mh —Uh — A 0 0 0
p(A) = =0

0 0 —(na+pa)— A ® v

0 0 na — i — A 0

0 0 0 0 i — A
Entao,

PA) = (=pn = A) (= (1 + pn) = A) (=pn = A) (= (4 + pa) = A) (=pm = A) (=pm = A) = 0.

Portanto, os autovalores associados ao ponto E] sao:

A= —pn, A= —(n+pn), As = —p,
A= —(Na+ pa), A5 = —bm, A6 = — [l

Como os autovalores sao todos negativos temos que o ponto de equilibrio Ej é

assintoticamente estavel.

e Autovalores associados ao ponto Ej:

A equacao caracteristica é dada por

p(\) = det(J(EL) — M) = 0

— iy — A 0 0 0 0 —BBmn

0 — (77h + ,uh) - A 0 0 0 BBmn

0 Tk —pn — A 0 0 0
p(A) = 0 0 0 _nag _ \ (matpa)pm  (natpa)pm =0

Hm nA nA

0 J52(E§) 0 na —MUm — A 0

0 J()Q(E;) 0 0 0 —Hm — A
Entao,

P(A) = (—pn — A) (= (1 + pn) = A) (—pn — A) (—% - A) (=pm = A) (=pm — A) = 0.

Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej sao:

M= —pn, Ao=—(n+pn), As=—pn,
)\4 = _Ma
Ln

/\5 = —HUm, >\6 = —Hm-

Como os autovalores sao negativos temos que o ponto de equilibrio E3 é
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assintoticamente estdvel.
e Autovalores associados ao ponto Ej:
A equagao caracteristica ¢ dada por, p(\) = det(J(E3) — M) = 0, isto ¢é,
Ji(E3) — A 0 0 0 0 Ji6(E3)
Jo(E5) = (nn+pm) — A 0 0 0 Ja6(E3)
0 —pp — A 0 0 0
p()\) — Mh 22 —0
0 0 0 M8 N Jas(B) Jue(E3)
0 J52(E§) 0 na J55(E§) - A 0
0 JﬁQ(E;;) 0 0 J55(E§) —MUm — A
Entao,

pON) = (J11(E3) = A) (= (g + ) = ) (—pan — A) (—’jj*” - A) (J55(E5) = A) (i — A) = 0.

onde,

JH(E;) — [(UA + ,UA),U/m - nASO] k',U/hB2ﬂmh6hm - M%ngpBﬁhm
[1n B Brm + (b, + on) fom) fom P
(4 + 124) tum — 14¢] [0k B Bt Bram + (0 + 118.) ik B B

?

Jss(E3) = —

Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej sao:

)\1 — [(77A + MA)Nm - 77AS0] k“hB2ﬁmh5hm - M%},H’mSOBﬁhm

(166 BBrm + (Mh 4 o) fom] pom e
Ao = — (nn + ) s

)\3 = —Hh,
)\4 = _wa
[
N — 14t pa)pim = ag) [0k B Byt Brum + (1 + 1) i B By
(a4 114) . — 120] (M + 110) kBB — (1 + fin) e fiansp
>\6 = —Um-

[(na + pa) o — nap] (M + 1n)kBBmn — (Mh + fn) fnfime

O ponto de equilibrio Ej ¢ assintoticamente estdvel se (na + fa)pm — nae < 0, ou

seja, FJ5 é estavel sempre que Ej tenha sentido biologico.

Consequentemente, se Ej é instavel o ponto Ej deixa de ter sentido biologico, e

nesse caso Iy é o tinico ponto de equilibrio livre de doenca.

Com base nos resultados obtidos, criou-se a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema sem controle

Ponto Estabilidade Justificativa

EY assintoticamente estavel A, Ao, A3, Ay, A5, Ag < 0.
E; assintoticamente estavel A, Ao, A3, Ay, A5, Ag < 0.
E3 assintoticamente estavel i, Ao, A3, Ay, A5, Ag < 0 se

(na + pra)pom — nap < 0.

Introduz-se agora o nimero basico de reprodugao Ry, para este modelo.

Teorema 3.1. Se nap — (Na+ p1a)ftm > 0, ou equivalentemente, se % < 1, entao

o quadrado do nimero basico de reproducao, associado ao sistema (3.1.1) €

[may — (na + MA)um]kBQBmhﬁhm_

R? =
0 (i + ) 12,0

Demonstracao. Para obter o nimero basico de reproducao, usaremos o método da matriz
proxima geracao. O nimero basico de reproducao é calculado no ponto de equilibrio livre
da doenca. Neste caso, iremos considerar o Equilibrio Livre da Doenca Biologicamente

Realistico.

De acordo com a Secao 2.3, apenas os compartimentos epidemiologicos que apresentam
novas infeccoes, I, e I, sao considerados. As duas equacoes diferenciais relacionadas a

esses dois compartimentos podem ser reescritas como fl—f =F-V:

o BBy 52 Sh | e+ pw) Ik

Bﬁhm]{[_}zsm ’ ,U/mIm

As matrizes Jacobianas sdo:
Sh
F_ 0 ) Bﬁth_}h Y= Nh + Hn 0 .
Entao,
0 Bﬁmhsz
Fy1= [ - tim Ny, ]
(n+un)Np 0

Da Definicdo 2.3, Ry é o raio espectral da matriz FV~!. Portanto,

2 * Q* %
Ry = (B BmhﬁthhSm) . (3.1.4)

— \ (9 + 1) i N?
O nimero bésico de reproducio associado ao sistema (3.1.1) é obtido, substituindo o valor
Sy e Sy do ponto Ej. |
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Observacao 3.2. Se Ry < 1, a doenca tenderd a ser eliminada ou podera ser mantida
em niveis aceitaveis, se Ry > 1, cada individuo infecta mais de uma pessoa e havera um

surto da doenca, ou seja, uma epidemia.

Desta forma, Ry ¢ um indicador do limiar epidémico da doenca e sua determinacao

permite a compreensao da dindmica da propagacao da doenca.

Observacao 3.3. No Apéndice A.1 é calculado o valor do Ry para este modelo,
sem nenhum controle sobre as populacoes, assumindo os valores para os parametros

referenciados na Tabela 4.1.

3.2 Modelo com Controle na Populacao dos Mosquitos

Levando em consideracao o modelo compartimental apresentado na Figura 3.1 e as
consideracoes de |70], um novo modelo mais adaptado a realidade da dengue é proposto,
a fim de encontrar a melhor politica para diminuir o nimero de humanos infectados.
Introduz-se agora trés constantes na populacao dos mosquitos, que representam algumas

medidas de controle, conforme Figura 3.2.

Figura 3.2: Diagrama compartimental com controle na populacao dos mosquitos

:uhNh Bﬂmh uis
— Sh I = I = R
lﬂh l'“h luh
1 :
« CA lcm Cm
o U\ v BB,
o Am > Sm > Im

l:U’A © t’u’m Hm
¥

Fonte: Elaborada pela autora.

Para analisar o comportamento da dengue controlando a populacao de mosquitos,

considere no modelo as seguintes varidveis de controle:

ca(t) : proporgao de larvicida, 0 < ¢4 < 1.

cm(t) : proporgao de adulticida, 0 < ¢, < 1.
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a(t) : proporcao de controle mecanico, 0 < o < 1.

O controle larval, c4, tem como alvo os mosquitos imaturos que vivem na agua antes
de se tornarem adultos. Uma bactéria do solo, Bacillus thuringiensis israelensis (Bti),
demonstrou alta eficacia contra organismos-alvo, principalmente larvas de mosquitos e é
aplicada a partir do solo ou pelo ar em habitats larvais [56, 62|. Esta bactéria é usada
porque, quando aplicada adequadamente, praticamente nao tem efeito em organismos

nao-alvo.

O controle de mosquitos adultos, ¢, é necessario quando as populagoes de mosquitos
nio podem ser tratadas em seu estagio larval. E a maneira mais eficaz de eliminar
mosquitos fémeas adultas que estao infectadas com patdégenos humanos. Dependendo do
tamanho da area a ser tratada, podem ser usados caminhoes e aeronaves para tratamentos
de adulticidas no solo. A aplicacao de adulticidas é a medida de controle mais comum. No
entanto, sua eficicia é frequentemente limitada pela dificuldade em obter uma cobertura
suficientemente alta das superficies de repouso e a resisténcia ao inseticida pelo mosquito.
Além disso, o uso prolongado de adulticida comporta varios riscos: pode afetar outras
espécies, esta ligado a intimeros efeitos adversos a satude, incluindo a piora da asma e

problemas respiratorios.

O objetivo do controle mecanico «, ou seja, campanhas educativas (1 — «), é reduzir o
numero de areas de habitat larval disponiveis para os mosquitos. Os mosquitos sao mais
facilmente controlados por tratamento, limpeza e/ou esvaziamento de recipientes que
retém agua, uma vez que os ovos da espécie sao depositados em recipientes de retencao
de agua. O controle ecologico deve ser feito por autoridades de satide puiblica e moradores
das areas afetadas. A participacao de toda a populacao na remocao de dgua parada de
recipientes domésticos e na eliminacao de possiveis criadouros é essencial. Deste modo, o

modelo matematico é dado pelo seguinte sistema:

(dS;, I,
i pn Ny — (Bﬂmhm + Mh) Sh
dly, I,
— = BB, —5) — I
i BhNh w— (n + ) In
dR
d_th = npdy — pn Ry
A A ) (3.2.5)
e —¢<1—m> (S +Ln) — (Ma + pa+ca)Am
ds,, I
dl, I,
L % — Bﬁhmmsm - (ﬂm + Cm)jm
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com condicoes iniciais

Sn(0) = Sho,  1n(0) = Ino, Ri(0) = Rpo,
Am<0) — AmOa Sm(o) - SmOa Im(0> — 4mo-

3.2.1 Analise Qualitativa para o Modelo com Controle sobre os
Mosquitos

Para obter informacoes a respeito do comportamento e propriedades das solucoes do
sistema de EDOs (3.2.5), é importante encontrar os pontos de equilibrio do mesmo no

conjunto de interesse biologico 2, definido na Secao 3.1.

O modelo SIR+ASI com controle na populacao dos mosquitos (3.2.5), possui pontos
de equilibrio E* = (S}, I}, Ry, AL, Sk, 1) que satisfazem as seguintes equagoes:

mTm

( ]m
Ny — (Bﬁmhﬁ + Mh> Sp =0
h

I,
Bﬂmhﬁsh — (Mn + pn) I, =0
h

Nl — pn Ry =0
A, (3.2.6)

I
Nalm — (Bﬁhm—h + fom + cm) S =0
Ny,
Iy

\ B NhS (ttm + Cm)

Com alguns célculos e manipulacoes algébricas, é possivel obter quatro pontos de

equilibrio para o sistema (3.2.5). O primeiro ponto é o Equilibrio Livre da Doenga:

E: = (N,,0,0,0,0,0).

O segundo ponto ¢ o Equilibrio Livre da Doenca Biologicamente Realistico, sempre
que nap — (na + pa + ca)(thm + ¢m) > 0, onde as duas populagoes existem:

)

Er — (N 0.0 Map — (na + pa + ca)(pm + cm)] akNp - [nap — (na + pa + ca)(pm + cm)] akNy O)
2 — hyYy Y, 5 .
nAp (b + cm) @

O terceiro ponto é o Fquilibrio Endémico:
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_ < [1n B Brm + (n + b)) (fim + cm)] (Bm + cm) N
— \mav — ma + pa) (tm + €m))kBBumn + (i + ) i) BBum’
[(na + pa 4 ca) (tm + cm) — n1a@] ki, BB Brm Ni + (0 + 1) (i + ¢m)?pne Ni,
[(na + pa + ca) (pm + cm) — na@) akBByn — (m + cm) pne] (M + pin) BBrm
[(na + pa 4 ca) (ftm + em) — na@] @k B2 B Brm Nu + (0 + 1) (Ban + €m)* 1N,
[((na + pa +ca) (m + cm) —naw) akBBmn — (tm + cm)pne] (h + 1) BBrm
[nap — (na + pa + ca)(pm + cm)] @k Ny,
nA® ’
[nap — (na + pa + ca) (ftm + cm)]akBBmn + (m + cm) tnp] (Mn + ) Ni
[1n B Brom + (Mn + 1) (o + €m)] 9B Bmn
map — (na + pa + ca) (km + cm)] akpn B B Brm No — (1 + pn) (o + Cm)z,U«hSONh>
(140 BBrm + (i =+ i) (tm =+ €m)] (fem 4 ¢m) 9 BB '

E3

9

)

)

O quarto ponto de equilibrio encontrado possui algumas componentes negativas, tal ponto
nao é considerado, pois nao pertence a regiao de interesse biologico.

Linearizando o sistema (3.2.5), obtém-se a Matriz Jacobiana:

- (BBm,h f\%;i + uh) 0 0 0 0 —BBmh 1%1
BB - —(mAun) 0 0 0 BBy W
L 0 n —pn 0 0 0
0 0 0 —(7“’(%2;;’”) +77A+HA+CA) <P(1— ({27%,1) w(l— aiﬁh)
0 ~BBum 0 na — (BBrm - + m + cm) 0
0 BBum S 0 0 BBpm - —(tm + em)
(3.2.7)

Os autovalores da matriz Jacobiana (3.2.7), associados a cada ponto de equilibrio sdo:

e Autovalores associados ao ponto Ej:

A equagao caracteristica ¢ dada por:

p(\) = det(J(E) — M) = 0

—Hh — A 0 0 0 0 —BBmn
0 = (Mh + o) — A 0 0 0 BBmn
0 —up — A 0 0 0

PO = h h —0
0 0 0 —(ma+patca)—2A ® ¥
0 0 0 na —(pm +cm) — A 0
0 0 0 0 0 —(m +cm) — A
Entao,

PA) = (—pn = X) (= (1 + b)) = A) (=pn = X) (= (04 + pa +ca) = A) (—(pm +em) = A) (—(pm +cem) = A) = 0.

Portanto, os autovalores associados ao ponto E; sao:

A= —pp, do=—(Nn+pn), Az = —pn,
)‘4 - = (7714 +MA + CA) ) )\5 = _(,um + Cm)7 /\6 = _(Mm + Cm).
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Como os autovalores sao negativos temos que o ponto de equilibrio E é

assintoticamente estdvel.

e Autovalores associados ao ponto FEj:

A equacao caracteristica é dada por

p(\) = det(J(EL) — M) = 0

—pp — A 0 0 0 0 —BBmn
0 —(Mn + pp) — A 0 0 0 BBmh
0 Mh —Bp — A 0 0
p(A) = o o o __mae  _y  (atwatca)wmtem)  (natwmaten)@mtem) | =0
Hmtcm A NA
0 J52(E3) 0 nA —(pm +em) — A 0
0 Je2(E3) 0 0 0 —(pm +cm) — A
Entao,

) = (=2 (= +11) = 3) (= = ) (=22 = 2] (=G + ) = 0 (= ) = X) =0

Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej sao:

M= —fn, Ao=—(On+pn), A3=—fn,

nay
M=————, As=— m m)s Ao = — m m)-
4 ot o 5 (m +Cm), e (Htan + Cm)

Como os autovalores sao negativos temos que o ponto de equilibrio Ej é

assintoticamente estdvel.

e Autovalores associados ao ponto Ej:

A equagao caracteristica ¢ dada por, p(\) = det(J(E3) — AI) = 0, isto ¢é,

Ji(E%) — A 0 0 0 0 Ji6(E3)
J21(E3) — (M +pn) — A 0 0 0 Ja6(E3)
0 Th —Up — A 0 0 0
P = 0 0 0 NAL A Jus (B Jas(E* =0
“mtem 45 (E3) a6 (E3)
0 J52(E§) 0 nA J55(E§) - A 0
0 Jo2(E%) 0 0 Jos(E3) —(m +cm) — A
Entao,

P(N) = (Ji1(E3) = A) (= (mn + 1) = A) (—pn — A) (—% - A) (J55(E3) = A) (—(ptm + cm) — A) = 0.

Hm + Cm
onde,
JII(E*) _ [(7714 + HA + CA)(Nm + Cm) - nA(P] ak,U/hB2Bmh6hm - (//'m + Cm)/‘}%‘pBﬁhm
3 [MhB/ma + (77h + ,Uh)(,um + Cm)] (U7rl + Cm)@ ’
Jos (B2 = [(na + pa + ca)(pm + cm) — 14@) [h BBrm + (n + p1n) (m + ) 0k B B
5 3) — —

[(na + pa + ca)(pim + cm) = na@] (M + pn) @k BBn — (Mh + pn) (Bm + Cm)pine
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Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej3 sao:

A = 04+ pat ca)(m + em) — 1) Okpin B2 Buut Prom — (pian + )10 BB
[,UhBﬁhm + (nh + Mh)(,um + Cm)] (,Um + Cm)‘P ’

Ao = —(nn + pn)

>\3 = —Hh,
A4 = - lA¥ )
M +cm
As = — [(na + pa + ca)(fm + cm) — Na@) [ BBrm + (n 4 pon) (fom + € )k BBy

[(na + pa + ca)(m + cm) — naw] (M + pn)akBBmp — (Mh + pn) (fom + Cm) pine’
Ag = _(Mm + Cm)-

Logo, o ponto Ej é assintoticamente estdvel se (na+ pia+ca)(fm + cm) —nap < 0.

Assim, E7 é estavel sempre que E3 for biologicamente viavel.

Tabela 3.2: Estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema com controle sobre os
mosquitos

Ponto Estabilidade Justificativa

EY assintoticamente estavel Ai, Ao, Az, Mg, As, Ag < 0.
E3 assintoticamente estavel i, Ao, A3, Ay, A5, A\g < O.
E; assintoticamente estavel i, Ao, A3, A\g, A5, Ag < 0 se

(ma+pa+ca)(pm+cm)—nap <O0.

Introduz-se agora o nimero basico de reprodugao Ry, para este modelo.

Teorema 3.2. Se nap — (Na + pa + ca)(pm + cm) > 0, ou seja, (”AJ““AT;“;(“*”J“C*”) <1,

entdo o quadrado do nimero bdsico de reproducio Ry, associado ao sistema (3.2.5) é

g2 = 1149 = (04 + pa + ca) (pm + )]k B Bran B
° (nh +:uh)(ﬂm +Cm)290 '

Demonstracao. De acordo com a Secao 2.3, apenas os compartimentos epidemiologicos

que apresentam novas infeccoes, I, e I, sao considerados e podem ser reescritas como
b —F-V:

P BBy 5 Sh V= (7 + pn) In ]
Bﬁhm]{f_};sm ’ (,um + Cm>[m
As matrizes Jacobianas sdo:
0 BBmn ffz Nh + ki 0
‘F == S* b V =
BBhm 0 0 ftm+Cm
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Entao,
0 BBmnS;,
-1 _ (Mm“rcm)N}L
(M +1n) Np

Da Definicao 2.3, Ry é o raio espectral da matriz FV~!. Portanto,

Bzﬁmhﬁhms}t‘g* )é
Ry — m . 3.2.8
° <(77h + ) (pm + Cm ) N} (3.28)

O nimero bésico de reproducio associado ao sistema (3.2.5) é obtido, substituindo o valor
Sy e Sy do ponto Ej. |

Observacao 3.4. No Apéndice A.2 é apresentado o valor do Ry para este modelo, com
controle sobre a populagao dos mosquitos, considerando os valores para os parametros

conforme a Tabela 4.1.

3.3 Modelo com Controle na Populagcao Humana

O controle na populacao dos mosquitos continua sendo a estratégia mais utilizada
contra a dengue. Apesar deste controle integrado com a participacao da comunidade,
juntamente com a vigilancia de doengas e inseticidas, o nimero de casos da dengue vem
aumentando em pafses como: Filipinas [16], India [7], Brasil, México, Argentina [5]. Além

disso, os niveis de resisténcia do Aedes Aegypti aos inseticidas aumentaram também.

A introducao de uma vacina na populacdo é uma estratégia de satide extremamente
importante na prevencao de doencas, diminuindo o nimero de infectados, levando,
eventualmente, a uma erradicagdo da doenca. As vacinas contra a dengue estao em
desenvolvimento desde a década de 1940, mas devido a apreciacao limitada da carga
global de doencas e aos mercados potenciais para as vacinas contra a dengue, o interesse
da industria permaneceu ao longo do século XX. No entanto, nos tultimos anos o
desenvolvimento de vacinas contra a dengue acelerou dramaticamente com o aumento das
infeccoes por dengue, bem como a prevaléncia de todos os quatro sorotipos em circulagao.

O desenvolvimento mais rapido de uma vacina tornou-se uma preocupacao séria.

Construir uma vacina bem sucedida para a dengue tem sido desafiador: o
conhecimento da patogénese da doenca ¢é insuficiente e, além disso, a vacina deve proteger
simultaneamente contra todos os sorotipos para nao aumentar o nivel de FHD. Atualmente
a vacina disponivel é a Dengvaxia® do Laboratorio Sanofi Pasteur, que contém os sorotipos
1, 2, 3 e 4 do virus da dengue que foram enfraquecidos [4]. A vacina deve ser administrada

apenas em individuos com historia de infeccao prévia por dengue [1].
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3.3 Modelo com Controle na Populagdo Humana
A partir da Figura 3.1, inclui-se a vacina como uma variavel de controle na populacao

humana, conforme Figura 3.3 e obtem-se o modelo encontrado em |73|

Figura 3.3: Diagrama compartimental do modelo epidemioldgico com vacinagao

au
u
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- Am A - Sm | ﬁh,m - Im
L 'uA 1/1‘7” 1 ,um,
¥
¥

Fonte: Elaborada pela autora.

Da mesma forma, o modelo é descrito com um sistema de seis equacoes diferenciais

(dS I,
= Ny — (Bﬁmhﬁh + pp + U) Sy + ocuRy,

dt
dl 1,
dth = Bﬁmh Sh — (9 + pn)In,
dR,
— — Iy 4 uSh — (ou+ )Ry,
dt
i A ) (3.3.9)
72@(1 N, ) (Sm + Im) — (Ma + pa)Am
dS,, I,
T nadm (B/ma + Mm> Sm
t
dl,, I
— =20 m_Sm - m[m
L dt Bnm 3 a

com condicoes iniciais

Sn(0) = Sho,  In(0) = Ino, Rip(0) = Ry,

Am(o) = Am07 Sm(O) = Sm07 Im(()) = dmo-

Neste modelo, as seguintes variaveis foram incluidas

u : representa a cobertura vacinal do suscetivel, isto é, a variavel de controle
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. . o o = 0 vacina perfeitamente eficaz
o : nivel de ineficicia da vacina, isto é,
o = 1 vacina nao tem efeito algum

3.3.1 Analise Qualitativa do Modelo com Controle sobre os
Humanos

O modelo SIR+ASI com controle na popula¢ao dos humanos (3.3.9), possui pontos
de equilibrio E* = (S}, I, Ry, A%, Sk, 1)) que satisfazem as seguintes equagoes:

m’m

( I,
pn Ny — <Bﬁmhﬁ + pn + u) Sy +ouR, =0
h

Bﬁmh = Sn — (gn + pup) I =0

Ny,
Nndn +uSp — (ou+ pn) Ry =0

¢(1—;;M)(S +In) = (Ma + pra)Am =0

I,
nAAm - (Bﬁhm + Mm) Sm =0

1
Bﬂhm h - Mmlm = 0.
\ h

Apos alguns célculos, encontra-se quatro pontos de equilibrio para o sistema (3.3.9).

O primeiro ponto de equilibrio livre de doen¢a é dado por:

N N
E;:<<"“+“h) Ll ,0,0,0).

ou+pp+u’ ou+ pn+u

O segundo ponto é o Equilibrio Livre da Doenca Biologicamente Realistico, desde que
Nap—(Ma+pa)im > 0, caracterizado por haver uma interacdo entre humanos e mosquitos

sem a doenca:

B ((ffu tpn) Ny ulNe [naw = (na+ pa)pml KNk [140 = (14 + pa) ] KN 0)
2 ou+pp+u’out pp+u’ nap ’ Jum—e )
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E o ponto endémico é dado por:

B = < (0w + pp) BBhm + (ounn + pn) pom] (Mh + 1) em@Np
(0w +np + pn) (Nawk — (N4 + pa) k) BBmn + (mn + pn) (0w + pun + w) ] BBrm”
[(na + pa) ttm — 149) (U + pa)kB? B Brm N + (mn + pn) (0w + p, + w2, Ny,
[((na + 1A) . — nap) (0w + 0 + ) kBBmn — (i + pn) (0w + i + 1) pm @) BB’
[(nA + 1a) pan — 140) kb B2 By Bam N + [(h — w) 2, 0 Ni + Wt BBpim | (1 + 11n)
[((na + pa) pm — na) (ow +np + pn) kBBmn — (n + pn) (0w + pp + ) 0] BBrm”
[nae — (na + pa)tm] Ny,
nAY ’
[nap — (ma + pa) pm] (0w +np + p1p) kBBrn Ni + (qn + pn) (0w + pp + u) @ Np,
[(ou + pn) BBhm + (0w + np + pin) pm] 9 BBmn ’
[nae — (na + pa) pom) (0w + 111k B B Brm N — (i + ) (0w + pa, + ) u?nsDNh>
[(ou + 1) BBhm + (0w + 0 + 14) fian] Bm@ BBmn '

O quarto ponto de equilibrio nao ¢ um ponto de interesse biol6gico, pois possui algumas

componentes negativas.

Linearizando o sistema (3.3.9), obtém-se:

I s
- (Bﬁmh N+ an+ u) 0 ou 0 0 —BBmh Tz
I s
BBmn Ny = (Mn + pn) 0 0 0 BBmn TZ
J u h —(ou+ pp) 0 0 0
= Sm+I A A
0 0 0 —(7“’( ;”N: m.) +7IA+HA) @ 1‘?1\7’;) w(l—fkﬂ)
s, I
0 —BBhm N 0 A = (BB Ay + ) 0
I
0 Bnm i}: 0 0 BBhm §- —m

Os autovalores da matriz Jacobiana (3.3.10), associados a cada ponto de equilibrio

sao dados por:

e Autovalores associados ao ponto Ej:

A equacao caracteristica é dada por

p(\) = det(J(E;) — M) =0

—(pp 4+ u) — A 0 ou 0 Ji6(EY)

0 = (mn + pn) — A 0 0 Jas (ET)

u Nh —(ocu+pp) — A 0 0 0
p(A) = =0

0 0 —(na+pa)—A ] ¢

0 na —lm — A 0

0 0 0 —fm — A
Entao,

P(A) = (—(ur +u) = XN) (= (n + pr) = X) (= (ou+ pr) = A) (= (ma + 1a) = A) (—pm — A) (—pm — A) = 0.
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Portanto, os autovalores associados ao ponto E; sao:

Al:_(ﬂh+u)7 )\2:—(77h+uh), /\3:_(Uu+ﬂh),
A= —(ma+pa), A5 = — b, X6 = — -

Como os autovalores sao negativos temos que o ponto de equilibrio E} é

assintoticamente estdvel.

e Autovalores associados ao ponto E3:

A equacao caracteristica é dada por

p(\) = det(J(ES) — M) =0

—(pn +u) — A 0 ou 0 0 Ji6(E3)
0 = (mn + pn) — A 0 0 0 Jo6(E3)
u Nh —(ou+ pp) — A 0 0 0

p(A) = ( ' A =0
0 0 0 —IAL N Jus(Bp)  Jas(E3)
0 J52(E§) 0 nA —MUm — A 0
0 Je2(E3) 0 0 —pm — A
Entao,
_ nap _
P(A) = (=(un +u) = A) (= (M + pn) = A) (= (ou + pa) — A) (_T - /\) (=ttm = A) (=pm — A) = 0.
m

Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej sao:

AM=—(up+u), do=—(n+p), Az=—(ou+pup),
A = AP
M,

A5 = —[bm, A6 = — -

Como os autovalores sao negativos temos que o ponto de equilibrio Ej ¢é

assintoticamente estavel.

o Autovalores associados ao ponto Ej:

A equagdo caracteristica ¢ dada por, p(\) = det(J(E3) — A\I) = 0, ou seja,

J11(E3) — A 0 ou 0 0 Ji6(E3)
Jo1(FE3) — (M 4+ pr) = A 0 0 0 Jos (E3)
() = 1(; n(;L — (ou +0Mh) - nAg . , 0 ) 0 ) 0
— At - 45(E3) Jae(E3)
0 Js2(E3) 0 nA Js5(E3) — A 0
0 Jo2(E3) 0 0 Jos(E3) —pm = A
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Entao,

PO = (11 () — A) (= (e + ) — N) (= (0wt pn) — ) (—W - A) (Js5(E5) — A) (—pim — A) = 0.

Hm
onde,
Ji (B = LAt pa)im = nagl (ou + 1)k B2 B Bm + (0 — w)oupim — (n + u)(0u + pn) BBhm] timp
’ [(ou+ p1) BBhm + (0w +nn + pin) pim] pm e ’
A+ pa)pmk — naek] [(ou + pr) BB Bam + (0w + np + p1n) i BBmn]
Jss(E3) = —

(A + pa)pmk — nak] (0w +np + pn)BBmh — (Mh + n) (0w + ph + W pme

Portanto, os autovalores associados ao ponto Ej3 sao:

(4 + pa)pm — nae] (ou + pr)kB2BmnBrm + [ — w)oupm — (pn + u)(ou + pp) BBhm] pme

A =
[(ou + pn) BBrm + (ou + np + pp)pm] pme

A2 = —(nn + i),
>\3 :_(JU+M}L)7

A = A2
Hm
s — [(na + pa)umk — napk] [(ou+ pn) B> B Brm + (0w +np + pn) fim BBmn] 7
[(ma + pa)pmk — napk] (ou +np + pn) BBmh — (Mn + pn) (0w + pin + u)imp
A6 = —lm.-

Se (Na + ) —nap < 0 entdo E5 é assintoticamente estdvel, pois os autovalores
serao todos negativos. De forma similar ao modelo sem controle, podemos concluir

que o ponto Ej & estavel desde que E3 tenha sentido biologico.

Tabela 3.3: Estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema com controle sobre os
humanos

Ponto Estabilidade Justificativa

EY assintoticamente estavel i, Ao, A3, A\g, A5, Ag < O.

E3 assintoticamente estavel i, Ao, A3, A\g, A5, Ag < O.
A1, A2, Az, Ag, As, Ag < 0

E3 assintoticamente estavel se (na+pa)m—nap < 0.

(mat+pa)pm
AP

quadrado do nimero bdsico de reproducao Ry, associado ao sistema (3.3.9) é

Teorema 3.3. Se nap — (Na + pa)pm > 0, ou equivalentemente, < 1 entao o

[na — (na + ppa) i) (0 + Nh>k325mhﬁhm‘

Rj =
’ (N + ) (Ow + pip + w) p2 0

Demonstragao. Os compartimentos que apresentam novas infecgoes do sistema (3.3.9)
sdo iguais aos compartimentos do sistema (3.1.1), entdao o numero basico de reprodugao

associado a (3.3.9) é obtido, substituindo o valor S; e S¥ do ponto Ej na equacdo (3.1.4)
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Observacao 3.5. No Apéndice A.3 é obtido o valor do Ry para este modelo, com controle

sobre a populacao dos humanos, conforme valores dos parametros descritos na Tabela 4.1.

3.3.2 Controle Otimo do Modelo com uma Variavel de Controle

Conforme introduzido na Secdo 2.4, queremos encontrar o controle 6timo, u*(t) com

t € [0,tr|, que minimiza o seguinte funcional, encontrado em [74]:
tp
I0(0) ) = [ BrTie) + @) (3:3.11)
0

onde, 7 e vy representam o peso dos custos de tratamento de infectados e custos de

vacinagao, respectivamente.

O funcional (3.3.11) esté sujeito ao modelo epidemiolégico com vacinacio,

( dd—St" = up Ny, — (Bﬁmh% + pn + U) Sh+ ouldy,
% = Bﬁmh%sh — (nn + p)In
% = nplp + uSy — (ou + pp) Ry
d;l{% :¢(1_];4T> (S + Iim) = (na 4 pa) A
% = NaA,, — (Bﬁhmjif_}; + Mm) Sm
I, 1
( ddt = Bl }; ~fomd
Sejam \;(t) com i = 1,...,6, as variaveis adjuntas. Entao, o Hamiltoniano para o
problema é dado por:
H = Aldd_ih AQ% + Agdzh + Afim + A5d5t + Aﬁd; 4 I 4,

isto &,

I,
H (S, In, R, Ay Sy Iy A u) = Ay {MhNh — (Bﬁmh + fn +U) Sh +UURh] +
] I
+ A2 Bﬁmhmsh — (nn + #h)fh] + A3 [y, + uSp — (ou + pp)Ry] +

I A, I
F o (1= 22 ) (S A+ L) — (4 + pa) A | + A5 [14Am — ( BBrmr + fim ) Sm| +
L th Nh

+ )\6 Bﬁhm_]\? Sm — umlm} + "Y[[}QL + ’}/VUQ.
i h
(3.3.12)
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Pelo Teorema 2.1, o controle 6timo u* deve ser aquele que minimiza, a cada instante
t, o Hamiltoniano (3.3.12), ou seja,

H(z*(t),u"(t), \(t)) = min H(z(t), u(t), A(t)).

u€0,1]

onde, x(t) = (z1(t), xo(t), x3(t), x4(t), x5(t), x6(t)) = (Sh, In, Ry Ay Sy Iin)-

H
Da condicao de otimalidade, u = 0, temos
U
0H
a— = —)\15}1 + )\10Rh + )\3Sh - )\30Rh + Q’Yvu =0
u

= ()\3 — )\1)(Sh — O'Rh) = —27Vu
u(t) _ ()\1 — )\3)2(Sh — O'Rh)
4%

Y

(3.3.13)

As equagdes adjuntas sdo dadas por X(t) = —92_ Substituindo (3.3.13) nas equagdes

de estado e adjuntas, obtém-se nosso sistema de otimizacao:

Equacoes de estado:

(dS I, A — X3) (S, — oRy)?
= — Ny — | BBon =2 + ) Sh — (s = As)(Sh )
dt Ny,

2vv
dIh [m
— = BB, n—95) — I
7 B "N, (n, + pn) In
dR A — A3)(Sy, — o Ry,)?
_dth :nhjh—uth+( ! 3)( h U h)

2y
dA A
@am _ (1 - Lm Iy — A

dsS,, I,
3 ( Bh Nh+“ >
dl,, I

| B NhS 2

(3.3.14)

sujeito as condigoes iniciais

Sn(0) = Shos  In(0) = Ino, Rp(0) = Rpo,
Am<0) = AmOa Sm(o) = SmOa [m(()) = Imo-
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E equacoes adjuntas:

( d)\l Im ()\1 - )\3)2(517, - O'Rh)
— = (A1 — ) BBpn— + A
dt (A1 2) B hNh + Arpp + T
d\ S
E22 — (N5 — X6) BBum o2 + Xl + p1n) — A — 2911,
dt N,
d)\g —\ ()\1 - )\S)Q(Sh — CTRh)U
7 T A3Mh —
" W (3.3.15)
d/\4_>\ 90(5m+]m)+ N ) -
a1 —th NA T A 57]A
d)\5 . Ih Am
. (As — AG)Bﬁhth — A <1 — k‘_Nh> + A5l
Tt (A1 /\2)Bﬁmhm Asp (1 k‘_Nh) + A6l

sujeito as condicoes de transversalidade

Resolvendo as equagoes de estado (3.3.14) adiante no tempo e as equagoes adjuntas

(3.3.15) para tras no tempo, podemos encontrar o valor do controle 6timo u* dado por:

w*(t) = min {1,max {0, (A1 = Xs)(Sn = o) }} .

2vv

Para resolver este problema utilizou-se um método indireto, chamado Método de
Varredura para Frente e para Tras (Backward-Forward Sweep Method), implementado no
MATLAB. Para mais detalhes, consultar o Apéndice C.

3.4 Modelo com Controle na Populacao dos Mosquitos
e Humana

Observe que em um modelo mais geral, pode-se considerar o controle simultaneo das
populacoes de mosquitos e de humanos. Da mesma forma, o modelo é descrito com um

sistema de seis equacoes diferenciais:
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( dS), 1,
R Ny — BB
i HriVp ( Bmh N, + up + u) Sp + ocuRy,
dly, L,
“h . BB S, — I
I B hNh h— (M + pn)In
dR
_dth = nhlh + uSh — (O’u —|— ,uh)Rh
i 1 ) (3.4.16)
= go( ath)( + 1) — (Ma + pra + ca)
dS,, Iy,
Dom A, — ( BB
dt NAAm ( ﬁhm Nh + Hm + Cm) Sm
dl,, I,
Em e BB Sy — I
L dt ﬁhm Nh Sm (/fLm + Cm) m

com condicoes iniciais

Sp(0) = Sho,  In(0) = Ino, Rp(0) = Rpo,
A (0) = Ao, Sm(0) = Simo, 11 (0) = Lino.

Com base neste sistema (3.4.16) pode-se aplicar a teoria de controle 6timo para varias

varidveis de controle, apresentado na Subsecao 2.4.2.

3.4.1 Controle Otimo do Modelo com Varias Variaveis de
Controle

*

Pretende-se encontrar os controles 6timos u*(t), ¢ (t) e ¢’ (t), que minimizam o

seguinte funcional:
J(In(t), u(t), calt), cm(t)) = /0 ) + () + ach(8) + e (Bdt (3.4.17)

onde, além dos pesos v; e 7y (definidos na Subsecdo 3.3.2), temos y4 € vy

representando os pesos dos custos de larvicida e adulticida, respectivamente.

Note que, se em particular considerarmos v4 = 7y = 0, teremos o funcional

apresentado na Subsecao 3.3.2.
O funcional (3.4.17) esta sujeito ao sistema (3.4.16).

Desta forma, o Hamiltoniano para o problema é dado por:

dl,

s, dI dR dA -
b L L yr L (8) v () +yaci () + e (t),

m d
H—)\1W+)\2E+)\3 i + A4 i + A5

Sm
A
a0
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isto é,

I
H(Sh, ]h, Rh,Am, Sm, Im, )\,U,CA,Cm) = )\1 |:,U/hNh - (Bﬁmhﬁ + HUh + U> Sh + O'URh:| +
h

) I
+ A2 Bﬁmhmsh — (nn + Hh)jh] + A3 [ndn + uSp — (ou + pp) Rp] +

- A
+ M\ _90 (1 - m) (S + L) — (Ma + pa + CA)Am:| +

I I
+ )\5 771414777, - (Bﬁhm_h + Hm, + Cm) Sm:| +
I Ny,

[ I
+ Xg Bﬁhmﬁhsm — (fm + cm)Im} + A I+ yu® 4+ yach + e,
L h
(3.4.18)

Da condicao de otimalidade, temos:

o0H . . ()\1 - )\3)(Sh - O’Rh)
9 =0 = u(t)= 2

E de forma similar, para as demais varidveis de controle temos:

0H
— =0 = —MA,+274c4=0
80,4
MA,
= cuylt) =
alt) 274
OH
W =0 = —)\5Sm — >\6Im + Q’VMCm =0
A5Sm + el
= cplt) = ———
(t) T

Assim, pelo Teorema 2.1 os controles 6timos u*, c’y, ¢}, que minimizam o Hamiltoniano

dado em (3.4.18), sdo:

u*(t) = min {1, max {o, (A1 = A3)(Sh = o Fin) }} (3.4.19)

2
AiAn,
¢y(t) = min {1,max {0, = }} (3.4.20)
274
A5 Sm + eI }}
2vm

o (t) = min{l,maX{O, (3.4.21)

Substituindo os controles 6timos nas equacoes de estado e adjuntas, obtém-se nosso

sistema de otimizacao:
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Equacoes de estado:

( dSh Im (/\1 — /\3)(511 — O'Rh)2
— = up Ny, — | BBp— —
7 HalVn ( B "N, + ,Lbh) Sh o
dl I,
d_th = Bﬁmhmsh — (nn + ) In
dR A — X3) (S, — oRy)?
—h Mndy — pn Ry, + (s 3) (S )
dt 2"}/\/
JA A Wt (3.4.22)
e 1-— - Sm ]m - Am - o
= (1 ) St L) = (a4 ) S5
dSm [h ()\SSm + )\GIm)
Y, = Am — | B m N m Sm - m
A ( Bh N, + ) o S
d[m [h ()\5Sm + )\6[m>
\dt P Ny, a 2vm
sujeito as condigoes iniciais
Sp(0) = Sho,  In(0) = Ino, Rp(0) = Rpo,
Am(o) = AmOa Sm(o) - SmOa ]m(o) = 4m0-
E equacoes adjuntas:
( d)\l Im ()\1 — )\3)2(Sh — O'Rh)
— =(AN —X\)B — 4+ A
i (A1 — A2) ﬂthh + A, + Ty
d\ S
2 _ (A5 — X6) BBrm——— + Xa(nn + pn) — Asnp — 2711y,
dt Ny,
d)\g ()\1 — )\3)2(Sh — O'Rh)O'
— = A3, —
dt 2")/‘/
a 4 akN, NA +~ A 571A 27n
d\s I, A, )\?)Sm + A5 A6,
— = (A5 — X)BBhm— — A 1-— A5 bm,
dt ( > 6) Bh Nh 4SO < ak:Nh> + 5K + 2’7M
dXg Sh A, A6 A59,, + A%Im
— = (A — XN)BBn— — A\ 1-— A6, .
7 (M — A2)Bp "N, 4@( ath) + Aefm + 2721

sujeito as condicoes de transversalidade

Finalmente, resolvendo as equagoes de estado (3.4.22) adiante no tempo e as equagoes
adjuntas (3.4.23) para trés no tempo, podemos encontrar o valores para os controles 6timos

u*, ¢y e ¢, dados em (3.4.19), (3.4.20) e (3.4.21), respectivamente.



Capitulo 4

Simulacao Numeérica e Discussao

Com base nos modelos apresentados no capitulo anterior, foram feitas algumas
simulacoes. Todo calculo computacional considerou um ano para o intervalo de tempo, isto
é, tp = 365 dias, porém algumas figuras mostram gréaficos em janelas convenientes, a fim
de fornecer uma melhor analise. Os parametros necessarios para descrever completamente
o modelo epidemiologico STR+AST e demais modelos decorrentes, foram retirados de [74],

e sao apresentados na Tabela 4.1.

Na geracao dos resultados foi utilizado um notebook LG com processador Intel
Pentium, memoria 4GB RAM e disco rigido de 500 GB. Os métodos foram implementados
na linguagem computacional MATLAB, e as simulagdes onde utilizou-se a fungao ode45 o
critério de parada considerado, foi uma tolerancia absoluta de 1078. Em particular, para
resolver os sistemas envolvendo o Principio do Maximo de Pontryaguin foi utilizado o
Backward-Forward Sweep Method, pertecente a familia de métodos indiretos para resolver
numericamente sistemas dinamicos, a tolerancia considerada neste método foi de 107°.

Para mais detalhes, consultar o Apéndice C desta dissertacao.
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Tabela 4.1: Parametros do Modelo Epidemiologico SIR+ASI

Descrigao Valor Usado
Np, : populagdo humana 480.000
N,, : populacdo dos mosquitos 6 * 480.000
uh ¢ taxa de mortalidade natural para humanos ﬁ
14 : mortalidade natural de mosquitos (fase aquatica) %
i, : mortalidade natural de mosquitos (fase adulta) +
Ny : taxa de recuperagdao de humanos %
74 : taxa de maturacdo das larvas 0.08
Brm : probabilidade de transmissao de Iy, para mosquito 0.375
B : probabilidade de transmissdo de I, para humano 0.375
B : média de mordida do mosquito 0.8
 : niimero de ovos em cada depoésito 6
k : niimero de larvas por humano 3
m : numero de mosquitos fémeas por humano 6

ca : proporcao de larvicida

Cm, - proporcao de adulticida

« : proporcao de controle mecanico

o : nivel de ineficacia da vacina

~r1 : peso do custo do tratamento de infectados

vy peso do custo de vacinacao

~v4 : peso do custo da larvicida

—_— == = =~ | = | =
OOOOPOOO
e el i T T S e

e e — | — |

v peso do custo do adulticida

Além dos valores dos parametros, correspondentes ao cenario epidémico do modelo

epidemiologico SIR+ASI, apresenta-se as condigoes iniciais usadas nas simulagoes:

S (0) = 479990, 1,(0) = 10, Ry,(0) =0,
A (0) = k % 480000, S,,(0) = m * 480000, I,,,(0) = 0.

4.1 Modelo sem controle

Na Secao 3.1 apresentamos o modelo SIR-+ASI (3.1.1), onde ndo consideramos
nenhuma estratégia de controle para reduzir o nimero de pessoas infectadas. Os valores

dos parametros considerados neste modelo, sao fornecidos na Tabela 4.1. A fim de validar
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o algoritmo desenvolvido, é feita uma comparacao com os resultados obtidos na literatura
[70].

As Figuras 4.1 e 4.2 descrevem o comportamento da populacao humana e de mosquito
na auséncia de qualquer medida de controle, respectivamente. Nesse cenario epidémico, o
numero de infecgoes humanas tem um pico entre os dias 30 e 40. A infeccao dos mosquitos

teve um atraso quando comparado aos humanos.

Figura 4.1: Populacao humana sem controle.

<105

Populacao Humana

o] 50 100 150 200 250 300 350
Tempo (dias)

(a) Simulacao feita pela autora.

States
N
4}

(o] 50 100 150 200 250 300 350 400
Time (days)

(b) Simulacao da literatura [70].
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Figura 4.2: Populacao dos mosquitos sem controle.
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(b) Simulagao da literatura [70].

4.2 Modelo com controle nos mosquitos

Para o modelo epidemiolégico compartimental referente ao controle na populagao de
mosquitos, sistema (3.2.5), foram feitas simulagoes baseadas em campanhas de limpeza
para remover os locais de reproducao do mosquito e também simulacoes na aplicacao de
inseticidas (larvicida e adulticida). Nesta Se¢ao também estamos interessados em validar o
algoritmo desenvolvido na linguagem MATLAB, através da comparacao com os resultados

encontrados em [70].

A seguir, apresentamos um conjunto de simulagoes usando as diferentes medidas de
controle na populacao dos mosquitos. Nas Figuras 4.3 e 4.4, os graficos representam o

comportamento dos humanos e mosquitos infectados, aplicando diferentes proporcoes de



4.2 Modelo com controle nos mosquitos 69

larvicida, c4. O mesmo é feito nas Figuras 4.5-4.6 e 4.7-4.8, com os controles ¢, e «,

respectivamente.

A medida em que aumenta os niveis de campanhas educativas de prevencao 1 — a =
(0%, 25%, 50%, 75%,99%), observa-se na Figuras 4.7 e 4.8 uma diminui¢ao consideravel

de mosquitos e pessoas infectadas.

Para as simulacoes abaixo é possivel comparar os resultados obtidos com os resultados

da literatura [70].

Figura 4.3: Humanos infectados com diferentes proporcoes de larvicida.
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(b) Simulagao da literatura [70].
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Figura 4.4: Mosquitos infectados com diferentes proporgoes de larvicida.
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(b) Simulagao da literatura [70].
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Figura 4.5: Humanos infectados com diferentes proporgoes de adulticida.
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Figura 4.6: Mosquitos infectados com diferentes proporcoes de adulticida.
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Figura 4.7: Humanos infectados com diferentes proporgoes de controle mecéanico
(campanhas educativas de prevencdo).
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(b) Simulacao da literatura [70].
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Figura 4.8:
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Observa-se que mesmo usando uma pequena quantidade de cada controle
continuamente, o nimero de pessoas infectadas diminui drasticamente, como mostram as
Figuras 4.5-4.6. Em alguns casos, apesar de todos os graficos exibirem cinco simulagoes,

algumas curvas sao tao proximas de zero que ¢ dificil diferencia-las.

As Figuras 4.9 e 4.10 mostram varias simulagoes usando os trés controles em diferentes
proporc¢oes, simultaneamente. Observa-se que apenas 10% de cada controle aplicado
continuamente, é suficiente para que o nimero de humanos e mosquitos infectados

permaneca proximo de zero.

Figura 4.9: Humanos infectados com diferentes controles.
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(b) Simulagao da literatura [70].
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Figura 4.10: Mosquitos infectados com diferentes controles.
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Com base nas simulacoes das Figuras 4.9 e 4.10, basta aplicar 5% de cada controle para

obter uma redugao expressiva no niimero de humanos e mosquitos infectados. Portanto,

fixa-se os valores dos controles em 5%, isto é, ¢4, = ¢, = 1 — «

0.05 e os aplica

simultaneamente para obter o comportamento das populacoes de humanos e mosquitos,

Figuras 4.11 e 4.12.
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Figura 4.11: Populacao humana quando c4 =¢,, =1 — a = 0.05.
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Figura 4.12: Populagao dos mosquitos quando c4 = ¢, =1 — a = 0.05.

3 <108

25 1 m |

Populacao Mosquito

0.5 4

(0] 20 40 66 80 100
Tempo (dias)

Com base nas simulagoes obtidas, observa-se que o adulticida, foi o controle mais eficaz
uma vez que, com uma baixa porcentagem de inseticida o nimero de humanos infectados
foi menor. No entanto, apostar apenas no adulticida é uma decisao arriscada. Em alguns
paises, o uso prolongado de adulticidas tem aumentado a capacidade de tolerancia do

mosquito ao produto ou até mesmo se tornam completamente resistentes.

4.3 Modelo com controle nos humanos

Conforme introduzido na Secao 3.3, uma outra maneira de tentar reduzir o nimero de
humanos infectados pela dengue, consiste na introducao de uma vacina como uma variavel
de controle na populacdo humana, sistema (3.3.9). Considere os valores fornecidos na

Tabela 4.1, para as simulagoes desta Secao.

Com o intuito de fazer um estudo da sensibilidade da populagao de infectados em
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relacao a alguns parametros de interesse, nas Figuras 4.13 e 4.14 foram simulados o
comportamento de humanos e mosquitos infectados, quando fixamos 7y = v = 1.0 e
aplicamos diferentes niveis de ineficacia da vacina, lembrando que quando o = 0 a vacina

é perfeitamente eficaz e 0 = 1 a vacina nao tem efeito algum.

Figura 4.13: Humanos infectados com diferentes valores de o.
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Figura 4.14: Mosquitos infectados com diferentes valores de o.
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Analogamente, nas Figuras 4.15 e 4.16, fixamos vy, = 1.0, 0 = 0.25 e variamos 7;.
Observe que o nimero de humanos infectados reduz mais da metade quando consideramos
a um custo de 0.25 no tratamento de infectados. E consequentemente o niimero de

mosquitos infectados também reduz.
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Figura 4.15: Humanos infectados com diferentes valores de ;.
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Figura 4.16: Mosquitos infectados com diferentes valores de ;.
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Por fim, nas Figuras 4.17 e 4.18, fixamos v; = 1.0, 0 = 0.25 e variamos 7. Observe

que conforme o peso do custo de vacinacao da populacao é menor ou igual & 0.5, 0 nimero

de pessoas infectadas reduz, porém a longo prazo. Isto é, o pico de infectados pela doenca

é adiado.

Figura 4.17: Humanos infectados com diferentes valores de vy, .
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Figura 4.18: Mosquitos infectados com diferentes valores de vy, .
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Com base nas simulagoes acima, fixa-se o valor ¢ = 0.25 para fazer um estudo

bioeconémico do funcional (3.3.11).

O estudo é dividido em caso I, caso II e caso III. O caso I, considera os dois termos
no funcional, isto é, o custo do tratamento de infectados e o custo de vacinagao. O caso
II refere-se apenas ao custo do tratamento de humanos infectados, enquanto o caso III da

importancia ao custo de vacinacao da populacao. A Tabela 4.2 resume os trés casos.

Tabela 4.2: Estudo Bioeconomico.

. . Custo
Perspectiva Valores dos pesos Funcional Obtido
tp
CasoI  Ambas =1 vw=1 / [I3(t) +u*(t)]dt  0.0580
0
tp
Caso I  Médica =1,y =0 / I3 (t)dt 0.0042
0
tp
Caso III  Economica =0,y =1 / u?(t)dt 0.0014
0

As Figuras 4.19 e 4.20, apresentam os resultados para humanos infectados e controle

o6timo, respectivamente.

Na perspectiva médica (caso II), quando sdo considerados apenas os custos
relacionados as pessoas infectadas, o nimero de infectados é o menor, no entanto uma
quantidade enorme de vacina (controle) é usada. Por outro lado, quando consideramos
apenas a perspectiva econdmica (caso III) o tratamento para pessoas infectadas é
negligenciado, pois o nimero de humanos infectados é alto e o controle é baixo. O custo

total é maior quando consideramos as duas perspectivas.
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Figura 4.19: Humanos infectados com diferentes perspectivas.
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A quantidade de vacina utilizada no Caso II é bem maior que os outros casos e produz
um melhor resultado no niimero de pessoas infectadas. No Caso ITI temos uma quantidade

de vacina utilizada bem baixa (fig. 4.20), em torno de 0.001 resultando em um nimero

de pessoas infectadas maior.

Figura 4.20: Controle 6timo u* com diferentes perspectivas.
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Nas Figuras 4.21 e 4.22, fixa-se ¢ = 0.25, 7y = 1 e 7 = 1 para observar o
comportamento das duas populacoes. E conforme previsto, obtém-se uma redugao no

ntimero de humanos infectados e consequentemente no ntiimero de mosquitos infectados.
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Figura 4.21: Populacao humana com controle nos humanos.
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Figura 4.22: Populagao dos mosquitos com controle nos humanos.
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Nas Figuras 4.23 e 4.24 sao apresentados o comportamento de humanos e mosquitos
infectados, considerando o controle sobre mosquitos com c4 = ¢,, = 1 —a = 0.05, o
controle sobre humanos com ¢ = 0.25, 77 = 7y = 1 e quando nao h& nenhum tipo de

controle.
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Figura 4.23: Humanos infectados sob diferentes estratégias de controle.

4
° <10

— — — sem controle
8 I 1\ ———— controle mosquito | |
P T controle humanos

7+ A -
I

Humanos Infectados

o} 50 100 150
Tempo (dias)

Figura 4.24: Mosquitos infectados sob diferentes estratégias de controle.
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Utilizando a solugao 6tima como referéncia, realizou-se alguns testes, em relacao aos
individuos infectados e custos, quando nenhum controle (v = 0) ou controle superior
(u = 1) é aplicado, a Tabela 4.3 mostra os resultados. Observe que, usar a estratégia
6tima de vacinacao produz melhores custos com a doenca, quando comparado a nao fazer
nada. Uma vez que nao ha controle, o nimero de humanos infectados é maior e produz

um custo funcional mais caro.

Tabela 4.3: Valores do custo funcional com diferentes perspectivas de controle.

Cenario Epidémico

Controle 6timo (u*) 0.0580
Sem controle (u = 0) 0.3703
Controle superior (u = 1) 3.6521

As Figuras 4.25 e 4.26 mostram o ntmero de humanos e mosquitos infectados

quando diferentes controles sao considerados. Note que o uso do controle superior (todos
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sao vacinados), implica que apenas alguns individuos foram infectados, permitindo a
erradicacao da doenca. Embora o controle 6timo, no sentido de minimizar o funcional
(3.3.11), permita a ocorréncia de um surto, o nimero de individuos infectados ¢ muito

menor quando comparado a situa¢do em que nao ha controle (ninguém ¢é vacinado).

Figura 4.25: Humanos infectados sob diferentes controles.
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Figura 4.26: Mosquitos infectados sob diferentes controles.
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Conforme previsto, a vacinacao na populacao seria a medida mais eficaz para reduzir
o numero de humanos infectadas pela dengue. Um detalhe importante, é que a vacina
contra essa doenca infeciosa nao é acessivel a todos. Assim, o controle na populacao
dos mosquitos ¢ a medida mais eficaz para reduzir o nimero de mosquitos infectados
e, consequentemente, de humanos infectados. Nesse sentido, uma medida com 6timos
resultados seria o uso de adulticida. Mas, conforme ja foi dito, seu uso frequente tem

consequéncias.

Portanto, nos paises onde a dengue é uma ameaca permanente, o governo deve investir

em campanhas de limpeza de possiveis focos da dengue com a colaboracao de toda
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populacao, visto que este ¢ o meio mais acessivel a todos, para proteger a populacao

de um possivel surto da doenca.

4.4 Modelo com controle simultaneo

Na Sec¢ao 3.4 foi apresentado o modelo SIR+ASI mais geral (3.4.16), considerando u,
ca e ¢, como variaveis de controle. Detalhes sobre a implementacao deste método podem

ser consultados no Apéndice D. Consequentemente, temos as variaveis de peso dos custos
do funcional (3.4.17).

Os valores apresentados na Tabela 4.1 sao usados nas simulagoes desta se¢ao. Analogo
as secoes anteriores, ¢ feita uma andlise de sensibilidade de alguns parametros de interesse

envolvidos no modelo.

Nas Figuras 4.27 e 4.28, foram simulados o comportamento de humanos e mosquitos
infectados quando fixamos o = 0.25, 77 = v = 74 = 7 = 1.0 e aplicamos diferentes

niveis de campanhas educativas (1 — «).

Figura 4.27: Humanos infectados com diferentes valores de a.
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Figura 4.28: Mosquitos infectados com diferentes valores de a.
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Outra possibilidade de simulagao, é quando fixamos 1 — a = 0.05, 7y = vy = v4 =
~vu = 1.0 e aplicamos diferentes niveis de ineficicia da vacina, Figuras 4.29 e 4.30. Observe
que, conforme esperado, na medida que o tende a 0 temos uma diminuicao do niimero de

humanos e mosquitos infectados, respectivamente.

Figura 4.29: Humanos infectados com diferentes valores de o.
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Figura 4.30: Mosquitos infectados com diferentes valores de o.
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Nas Figuras 4.31 e 4.32 os parametros fixos sao, 1 — a = 0.05, 0 = 0.25, v = 74 =

vuv = 1.0. Note que, conforme 7; tende a 1, o nimero de humanos e mosquitos infectados

diminui, respectivamente.

Figura 4.31: Humanos infectados com diferentes valores de ;.
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Figura 4.32: Mosquitos infectados com diferentes valores de ;.

Mosquitos Infectados

<104

9

8 |

3

2.5

1.5

0.5

<105

Tempo (dias)

¥r=0
............ ~;=0.125
- = = 4,=0.25
————- ~r=0.5
=1

150

Tempo (dias)




4.4 Modelo com controle simultaneo 88

Analogamente, fixamos 1 — a = 0.05, ¢ = 0.25, 7y = 74 = vy = 1.0 e variamos
~vv nas Figuras 4.33 e 4.34. Quando o peso do custo de vacinagao da populagao, vy, ¢
menor ou igual a 0.5, observa-se que o comportamento de humanos e mosquitos infectados
nao possui um pico de infeccao. Por outro lado, ao aplicar 7y, = 1 obtemos um pico de

infectados por volta do dia 70.

Figura 4.33: Humanos infectados com diferentes valores de 7y .
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Figura 4.34: Mosquitos infectados com diferentes valores de 7y, .
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Agora, nas Figuras 4.35 e 4.36, fixamos 1 — a = 0.05, 0 = 0.25, vy =y = v = 1.0
e variamos y4. Observe que quanto maior for o peso do custo da larvicida, maior sera o

ntimero de humanos e mosquitos infectados.
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Figura 4.35: Humanos infectados com diferentes valores de 4.
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Figura 4.36: Mosquitos infectados com diferentes valores de 4.
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Por fim, nas Figuras 4.37 e 4.38, fixamos 1 —a = 0.05, 0 = 0.25, vy =y =74 =10¢e
variamos 7,;. Observe que para os valores de vy, < 0.5, é possivel erradicar as populagoes

de humanos e mosquitos infectados.

Figura 4.37: Humanos infectados com diferentes valores de v,,.
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Figura 4.38: Mosquitos infectados com diferentes valores de v,,.
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Com base nas simulagoes acima, fixa-se os valores 1 — a = 0.05 e 0 = 0.25 para fazer
um estudo dos pesos do funcional (3.4.17), associado ao modelo com controle simultaneo
(3.4.16).

Tabela 4.4: Estudo dos pesos do funcional de custo.

Valores dos pesos Funcional SE:SO
1 =0.5, vy =05, 1 [tr
Casol v 3 [17(t) + u(t) + A (t) + 2, ()] dt 3.0563
74 = 0.5, yar = 0.5 0
= =0. tr 1 1 1
Casorr 1= Lwv =025 / [Iﬁ(t) + 1O+ A0 + Zcfn(t)} dt 24.5005
YA = 0.25, YM = 0.25 0

—0. —o. tr (1 3 3 3
CasoTr1 71 = 025 7v = 0.75, / [7lg(t)+zu2(t)+Zc%(t)ﬁ-chn(t)} dt 0.1843
0

va = 0.75, yr = 0.75 4
- - tr 1 1
Caso TV n=bav=1 / {I}%(t) +u?(t) + =4 () + =2, (t)} dt  16.3350
~a = 0.25, yar = 0.25 0 4 4

As Figuras 4.39, 4.40, 4.41 e 4.42 | apresentam os resultados obtidos para a populacao
de humanos infectados, controle 6timo u*, controle 6timo ¢’ e controle 6timo ¢},

respectivamente.

Note que no Caso III, o peso do custo relacionado as pessoas infectadas é o menor, e
consequentemente tem-se o maior niimero de pessoas infectadas, e uma quantidade menor
de vacina (controle u*) é usada. Por outro lado, no Caso II o peso do custo relacionado as
pessoas infectadas é o maior, resultando no menor niimero de infectados e uma quantidade

maior de vacina é usada.

Quando considera-se o Caso IV, onde os pesos dos custos relacionados aos inseticidas

sdo menores, observa-se que uma quantidade maior de larvicida e adulticida (controles
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¢’ e ) sao usados resultando em um menor namero de infectados. E por fim temos o
Caso I, onde os pesos dos custos considerados sao iguais, usa-se pequenas quantidades de

vacina, larvicida e adulticida (controles u*, ¢’ e ¢), porém o nimero de infectados nao

é 0 menor.

Figura 4.39: Humanos infectados com diferentes casos.
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Figura 4.40: Controle 6timo u* com diferentes casos.
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Figura 4.41: Controle 6timo ¢’ com diferentes casos.
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Na figura 4.43, os trés controles possuem o mesmo perfil, notando que a quantidade

de controle c% é menor quando compara:

bem proximas e maiores.

Figura 4.43: Controles

do aos controles u* e ¢, que utilizam quantidades

6timos u*, ¢}y e c;, - Caso L.
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Até o momento, apresentamos as simulacdes onde u, c4 e ¢, sao aplicadas
simultaneamente, como variaveis de controle do sistema (3.4.16). Na Tabela 4.5 sdo
apresentados os valores do custo funcional quando aplicamos uma variavel de controle

por vez, no sistema (3.4.16). Para as simulacoes abaixo, fixa-se 1 — a = 0.05, 0 = 0.25,

Y =YW =7A="TMmM = 1.0.

Tabela 4.5: Valores do custo funcional com diferentes controles.
Cenario Epidémico

Controle Simultaneo 0.0583
Controle 6timo u* 0.0552
Controle 6timo c¥ 0.3553
Controle 6timo ¢}, 0.3112
Controles ¢’ e ¢}, 0.3124

As Figuras 4.44, 4.45, 4.46 e 4.47, apresentam o comportamento dos humanos e
mosquitos infectados considerando a aplicacao das variaveis de controle simultaneamente

e a aplicacao de uma por vez.

Note que, a aplicagao de larvicida e adulticida separadamente ou juntamente, nao
produz bons resultados, o namero de infectados e os custos funcional permanecem altos.
Enquanto, somente a aplicagao da vacina produz um niimero de infectados menor. Porém,
a aplicacao dos controles simultaneamente ¢ a melhor maneira de obter um namero

pequeno de infectados.

Figura 4.44: Humanos infectados sob diferentes controles.
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Figura 4.45: Mosquitos infectados sob diferentes controles.
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Observe a proximidade do ntmero de humanos e mosquitos infectados, quando

considera-se apenas o controle ¢, e quando acontece a aplicacao simultanea de ambos

0s controles c4 € ¢,.

Figura 4.46: Humanos infectados sob diferentes controles.
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Figura 4.47: Mosquitos infectados sob diferentes controles.
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As Figuras 4.48 e 4.49, apresentam o comportamento da populacdo humanas e de

mosquitos, quando consideramos a aplica¢do dos controles simultaneamente (u*, ¢’y e c)).

Figura 4.48: Populacao humana com controle simultaneo.
=x10°
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Figura 4.49: Populacao dos mosquitos com controle simultaneo.
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Nas Figuras 4.50 e 4.51, pode-se fazer uma comparagao geral de todos os modelos

apresentados e observar uma reducao no ntimero de pessoas e mosquitos infectados.
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Figura 4.50: Humanos infectados comparacao dos modelos.
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Figura 4.51: Mosquitos infectados comparacao dos modelos.
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Baseado nos valores apresentados na Tabela 4.1, a utilizagao do controle simultaneo,
é a medida de controle que produz melhores resultados, o niimero de pessoas e mosquitos
infectados é muito pequeno quando comparado as demais medidas . Porém nao é barata,

pois envolve os custos de vacinacao, larvicida e adulticida.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros
5.1 Conclusoes

Conforme apresentado no inicio do trabalho, tinhamos como objetivo geral estudar
quatro modelos matematicos epidemiologicos compartimentais existentes na literatura,
que modelam a propagagao da dengue em uma populacao. Iniciando com o modelo
SIR+ ASI, onde nenhuma medida de controle foi adotada; partimos para os modelos onde

medidas de controle para reducao do niimero de pessoas infectadas foram consideradas.

Em um primeiro momento adotamos medidas de controle na populacao dos mosquitos,
por meio do uso de inseticidas e campanhas de limpeza dos possiveis focos (campanhas
educativas). Em seguida adotou-se uma variavel de controle na popula¢do humana a
fim de encontrar a melhor estratégia de vacinagao, considerando os custos de tratamento
de individuos infectados e os custos de vacinagdo, minimizando a funcao de controle via
Principio Maximo de Pontryagin. Por fim, consideramos um modelo mais geral, onde
aplicamos trés variaveis de controle com o intuito de encontrar nao s6 a melhor estratégia
de vacinagao, mas a melhor estratégia para o uso de larvicida e adulticida, considerando
além dos custos de tratamento de individuos infectados e de vacinagao, considerou-se
também o custo dos inseticidas (larvicida e adulticida). Analogo, ao modelo de controle
de humanos usou-se o Principio Maximo de Prontryagin para minimizar a fungao de

controle.

Apos aplicar essas medidas de controle no modelo STR + ASI, foi realizada uma
analise qualitativa dos mesmos. Apresentamos os pontos de equilibrio e suas respectivas
condicoes de estabilidade, bem como o nimero basico de reproducao correspondente para

cada um dos modelos estudados.

Por fim, o segundo objetivo do trabalho; a implementacao do algoritmo para resolucao

numérica dos sistemas de EDOs através da funcdo odedb do MATLAB, reproduziu
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os graficos apresentados no Capitulo 4. Dentre os quatro modelos estudados com o
parametros da Tabela 4.1, observou-se que o modelo com controle simultaneo e em
seguida o modelo com controle sobre humanos, foram os modelos que apresentaram menor
quantidade de pessoas infectadas, porém as medidas utilizadas nao sao de facil acesso a
populacao. Em contrapartida, o modelo com controle sobre os mosquitos apesar de nao
ter apresentado o menor nimero de infectados, ainda continua sendo a estratégia mais
acessivel a populacao, principalmente no que diz respeito as campanhas educativas de

prevencao da dengue.

5.2 Trabalhos Futuros

Como trabalho futuro seria interessante fazer a andalise qualitativa do modelo
com controle simultaneo apresentado na Secao 3.4; utilizar outros métodos numeéricos
diferentes do usado (Método de Varredura para Frente e para Tras), para resolver e
comparar numericamente os modelos apresentados; fazer um estudo similar para dados
reais da dengue no Brasil e para modelos epidemiologicos correspondentes a outras
doencas infecciosas, tais como: HIV, Chikunguya, Zika, COVID-19, dentre outras;
considerar um modelo mais realistico que considere os individuos vacinados como um novo
compartimento (SVIR+ASI), assim podem ser feitos alguns estudos envolvendo vacinagao

pediatrica, vacinacao aleatéria, dentre outros, em forma similar ao estudo desenvolvido

em [70].
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APENDICE A - Namero Basico de Reproducio

A.1 Ry para o modelo sem controle

Para os valores fornecidos na Tabela 4.1, pode-se verificar a condicao que garante que

R{° pode ser calculado usando a férmula apresentada no Teorema 3.1:

(a4 + pa) pom
nay

~ 0.069 < 1.

Deste modo, tem-se R;° > 0 que caracteriza um cenario viavel. Assim, temos R}° > 1,

caracterizando um cendrio epidémico:

~ 2.46.

sc _ [77A<P - (77A + #A)/'Lm]szﬁmhﬂhm
0 (n + 1) 12,

A superficie para o Rj° do modelo sem controle, figura A.1, nos permite selecionar
um determinado jogo de valores para os parametros S,,, € Bum, a fim de nos garantir, no

ponto de vista matematico, que R3¢ esteja em uma regiao onde é maior ou menor que 1.

Figura A.1: R}° em funcao de B, € Bum-
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A.2 R, para o modelo com controle sobre os mosquitos

Utilizando os valores fornecidos na Tabela 4.1, fixando ¢4 = ¢,, = 1 — a = 0.05,

podemos calcular o Ntmero Basico de Reproducao definido no Teorema 3.2. Logo, Rj* > 1

caracterizando um cenario epidémico, ja que:

g 4P = (nat pa + ca)(pm + )|k B2 BrnBum 4 -
0 (nh + Mh)(um + Cm>290 N ,

Nas figuras A.2, A.3 e A.4 podemos analisar a influéncia dos controles no ntimero
béasico de reprodugao R{’, fixando um controle e variando os outros dois. Deste modo, ¢é

possivel escolher um jogo de valores para os parametros c4, ¢,, e « a fim de garantir que

0" esteja em uma regiao onde ¢ maior ou menor que 1.

Figura A.2: R’ em fungao de c4 e c,.

m
I R7icc )

: adulticida

C

0 T 0.2 0.4 0.6 0.8
Cp larvicida
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Figura A.3: Rj* em fungao de c4 e a.

1 T15

«: controle mecéanico

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Cpl larvicida

Figura A.4: Rj* em fungao de ¢, e a.

«: controle mecéanico

0 0.2 0.4 0.6 0.8
C adulticida

o

A.3 R, para o modelo com controle sobre os humanos

Como nos subapéndices anteriores, podemos calcular o Nimero Bésico de Reproducao

definido no Teorema 3.3, fixando os valores o = 0.25, u

u* = 0.0552 e substituindo,
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temos Rj*° > 1 caracterizando de forma similar aos demais modelos modelos, um cenério

epidémico:

Rrac _ Map — (Na + pa) ) (0w + 111) kB2 Byt Brm
vac _

~ 1.00.
(nn + ) (ow =+ o 4 u)p2,

A figura A.5 nos permite observar o comportamento de R{* quando alteramos os

valores de o e u. Note que para u suficientemente pequeno, mesmo que o esteja proximo
de 0, tem-se Ry > 1.

Figura A.5: Rj* em funcao de o e u.

vac
RU
=

[l =]

vac
0

0.5

u: controle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
o: nivel de ineficacia da vacina




109

APENDICE B - Métodos Numéricos para Sistemas

Dinamicos

Um sistema dinamico é matematicamente caracterizado por um conjunto de EDOs.

Especificamente, a dinamica é descrita para tqg < t < tp, para um sistema de n EDOs.

_yl_ _fl(yl(t>a o Ya(t), t)_
g,/: 1)'2 _ f2(y1(t>7"" 7yn(t>7t) . (BOl)
_yn_ _fn(yl (t)v e >yn(t)’ t)_

Os problemas de solugao de uma EDO sao classificados em problemas de valor inicial
e problemas de valor de contorno, dependendo de como as condi¢oes nos pontos de
extremidade do dominio forem especificadas. Todas as condi¢oes de um problema de
valor inicial sao especificadas no ponto inicial. Por outro lado, o problema se tornara um
problema de valor de contorno se as condicoes forem necessirias para os pontos inicial
e final. Existem muitos métodos numeéricos para resolver problemas de valor inicial -
como Euler, Runge-Kutta ou métodos adaptativos - e problemas de valor de contorno,
como métodos de disparo (shooting methods) [22]. Neste trabalho apresentamos apenas

o Método Runge-Kutta.

O método Runge-Kutta é um método de varias etapas, em que a solu¢do no tempo
tnt1 € obtida a partir de um conjunto definido de valores anteriores t;_,,--- ,,, onde j é
o namero de etapas. Se uma equacao diferencial é escrita como ¢y = f(y(t),t), é possivel
fazer uma aproximacao conveniente disso, usando o método Runge-Kutta de segunda

ordem:
h
Ynt1 = Yn + 9 [f(ym tn) + f(yn+17 tn—l-l)] )

thor =tn+h, ¥Vn=0,1,2,3,...,
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ou o método Runge-Kutta de quarta ordem

h
Yn+1 ~ Yn + —(kl + 2]€2 + 2]{73 + ]{Z4),

6
usando:
kl :f(ynatn)
h h
h h
ks = n+ —ko,t, + =
3 f(y + 52 + 2)

Essa aproximacao ¥,,1 de y(t) no ponto t,.; tem um erro dependente de h3 e h®,
para os métodos Runge-Kutta de segunda e quarta ordem, respectivamente. A figura B.1

apresenta uma ilustracao do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Figura B.1: Ilustracao do método de Runge-Kutta de 4* ordem.

(t1, y1)
yo+ hka :

\_,l"o+hk2,"’2
vo+hkq/2

Yo ¢ k4

to tg+h/2 to+h

Fonte: [8]

Os métodos numéricos para resolver problemas de controle 6timo datam dos anos
50 com a investigacao de Bellman. Desde entao, a complexidade dos métodos e a

correspondente complexidade e variedade de aplica¢oes aumentou substancialmente [69].

Existem duas classes principais de métodos numéricos para resolver problemas de
controle 6timo: métodos indiretos e métodos diretos. Os primeiros resolvem indiretamente
o problema convertendo o problema de controle 6timo em um problema de valor
de contorno, usando o Principio Maximo de Prontryagin. Por outro lado, em um
método direto, a solucao 6tima é encontrada transcrevendo um problema de otimizacao

dimensional infinita para um problema de otimizacao dimensional finita.
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APENDICE C - Método Indireto de Varredura para

Frente e para Tras

Em um método indireto, o Principio Maximo de Pontryagin ¢ usado para determinar
as condicoes de otimizacao de primeira ordem do problema de controle 6timo original. A
abordagem indireta leva a um problema de valor de contorno de miltiplos pontos que é

resolvido para determinar as trajetérias 6timas candidatas chamadas extremas.

Para um método indireto, é necessario obter explicitamente as equacoes adjuntas, as
equacoes de controle e todas as condicoes de transversalidade, se houver. Observe que nao
hé correlagao entre o método usado para resolver o problema e sua formulacao: pode-se
considerar a aplicacao de uma técnica de solucao de método de disparo miltiplo a uma
formulacao indireta ou direta. Abaixo é apresentada uma abordagem numérica usando
Método Indireto de Varredura para Frente e para Trds (Backward-Forward Sweep Method)

descrito em [57].

O processo comeca com uma estimativa inicial da varidvel de controle. Em seguida,
as equacgoes de estado sao resolvidas simultaneamente para frente no tempo e as equacoes
adjuntas sao resolvidas para tras no tempo. O controle é atualizado inserindo os novos
valores de estados e adjuntos em sua caracterizagao, e o processo € repetido até que ocorra

a convergéncia.

Sejam T = (x1, -+ ,Tpy1) € )= (A1, -+, A\ny1) as aproximacoes do vetor para o estado

e o adjunto. A ideia principal do algoritmo é descrita da seguinte maneira:
Passo 1. Faca um palpite inicial para @ durante o intervalo (& = 0 quase sempre é
suficiente);

Passo 2. Usando a condigao inicial x; = x(ty) = a e os valores para , resolva ¥ para

frente no tempo, de acordo com sua equagao diferencial no sistema de otimalidade;
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Passo 3. Usando a condigdo de transversalidade \,11 = A(tr) = 0 e os valores para u e
Z, resolva, A para tras no tempo, de acordo com sua equacao diferencial no sistema

de otimalidade;
Passo 4. Atualize « inserindo os novos valores T e A na caracterizacao do controle 6timo;

Passo 5. Verifique a convergéncia: se as variaveis estiverem suficientemente préximas da
correspondente na iteracao anterior, mostre os valores atuais como solucoes; caso

contrério, retorne ao Passo 2.

Para os Passos 2 e 3, Lenhart e Workman em [57] utilizam o Método de Runge-Kutta

de quarta ordem, para fazer o processo de discretizacao dos sistemas de estados e adjuntos.

Por outro lado, Wang em [81] aplicou a mesma filosofia, mas resolveu as equagoes
diferenciais com o solucionador oded5 do MATLAB. Este solucionador é baseado em
uma formula explicita de Runge-Kutta (4,5), o par Dormand-Prince. Isso significa
que o solucionador numeérico ode4b combina métodos de quarta e quinta ordem, ambos
semelhantes a0 método Runge-Kutta classico de quarta ordem discutido acima. Eles
variam o tamanho do passo, escolhendo-o em cada etapa, uma tentativa de alcancar a
precisao desejada. Portanto, o solucionador ode45 é adequado para uma ampla variedade

de problemas de valor inicial em aplicacoes praticas.
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APENDICE D - Implementacio do Modelo SIR+ASI

Consideremos a versao normalizada do problema SIR-+ASI generalizado, apresentado

na Secao 3.4 que utiliza diferentes mecanismos para o controle 6timo. Sejam:

— Sh o — In — Ry
Sh_N}LJ Zh_Nh’ Th_Nh’

Am = N, Sm = N, bm = LN,

Podemos reescrever o sistema (3.4.16) na forma normalizada:

(ds )
d_th = lp — (Bﬁmhmzm + Uy + u) Sy + oury,
di , .
d—: = BBnnMimsy, — (Mn + fn)in
dTh

% = nhih + usy — (O”LL + ,Uh)rh
(D.0.1)

Y o (1= (st 80) " (a4 s+ )
_— = _ — Sm tm)—>5 — CA)Qm
dt 2 o 2 NA +— A A
dsm, )
g = MAdm — (BBrmin + fm + Cm) Sm,
di,, . )
L E - Bﬁhmlhsm - (,um + Cm)lm

com condicoes iniciais
5n(0) = sno,  1n(0) =dno,  7K(0) = 740,

(lm<0) = Amo; Sm<0) = Sm0; Zm(o) = imO

Tomando Z(t) = (sp(t),in(t), 7h(t), am(t), Sm(t),im(t)) como o vetor das variaveis de

estado e X(t) = (A1 (£), Aa(£), As(£), Ma(t), As(2), A¢(t)) como o vetor das varidveis adjuntas,



Apéndice D - Implementacao do Modelo SIR+ASI 114

o Hamiltoniano deste problema pode ser escrito na forma:

H(t, Z(t), X(t), u(t), ca(t), em(t)) = M [1n — (BBpnmim + fin + ) s + oury] +
+ Ay [Bﬁmhmimsh — (77h + ,Uh)ih] + A3 [nhih + usy — (O‘U + [Lh)Th] +
[ oom
+ X\ [90 (1 - E) (8m + Zm)? — (A + pa+ca)a, | + (D.0.2)
+ )\5 [nAam - (Bﬁhmih + Hm + Cm) Sm] +

+ X6 [BBrminsm — (tm + Cm)im] +7rin + ywu? + yach + Yarcs,.

Usando o Principio Maximo de Pontryagin, o problema de controle 6timo pode ser

estudado segundo as equagoes de estado, sistema (D.0.1).

Com condicoes iniciais normalizadas, associadas ao cenério epidémico, Tabela 4.1:

sn(0) = 0.99998, i,(0) = 0.00002, 71(0)

0,
an(0) =1, sm(0) =1, im(0) = 0.

E segundo as equagoes adjuntas:

A |
dtl (A1 = X2) BB i + Apin + (M — A3)u
i) |
dt2 (As = A6) BBrmmsm + Ao (nn + pin) — Asnn — 27rin
d\
d_tg = As(pn + ou) — Ajou
(D.0.3)
P = N (@(sm + im) = 4 pa +ea) = A
dt — M Sm T lm ak A T A T CA 574
d\
dtS (A5 — A6) BBrmin — Aap <1 - —) + As (i + Cm)
d)\6
w = (A1 — X\2) BBmnsn — Mg (1 — E) + X6 (fm + )

sujeito as condigoes de transversalidade:

A1(365) =0, A2(365) =0, A3(365) =0,
A(365) =0, A5(365) =0, A(365) = 0.

Assim, sao verificadas as condicOes necessarias apresentadas na Proposicao 2.1, que

permitem obter os controles 6timos dados por:

e Controle 6timo associado ao controle dos humanos (vacinagao).
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0, se 2L
w(t) = —(“‘A%ﬁj’l‘”h), se 20— 0
1, se 2~ (

e Controles 6timos associado ao controle dos mosquitos (larvicida e adulticida).

0, se 5o- <O
* _ A Qm 8H_
(1) = 35 5 oy =0

1, se8A>0

0, segCH <0

C* (t) — )\537;;;;627,;, se OH =0

Ocm
1, se >0

OH
Dem

Na sequéncia, apresentamos parte do codigo usado para resolver o problema
de controle o6timo, através do Método de Varredura para Frente e para Tras
(Backward-Forward Sweep Method [57]), baseado na fungdo oded5 do MATLAB que

implementa o método de Runge-Kutta.

Backward-Forward Sweep Method - Modelo STR+ASI com Controle Simultaneo

function [Tx,X,Tu,U] = controlVetorHuman (x0, flag normalizado, alpha, sigma
, gammal, gammaV, gammaA, gammaM)

global tf;

tf — 365;

% flag_normalizado = [0 1]; % para selecionar o modelo original (=0) o
normalizado (=1)

% para selecionar controle por vacinacao (=0), controle para o larvicida

(=1) ou controle para o adulticida (=2)

flag_controle = [0 1 2];

% condicao de transversalidade para as equacoes adjuntas
ptf = [0; 0; 0; 0; 0; OJ;

step = 0.25;

Tu = linspace (0, tf);
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t = linspace (0, tf);

% funcao de Heaviside

f = @(Tu)

(Tu > 0);

% variavel de controle para a vacinacao (controle humanos)
u = min(1,max(0,0.5%Tu));

% controle para o larvicida (controle mosquitos)

uA = min(1,max(0,0.5%xTu));

% controle para o adulticida (controle mosquitos)
uM = min(1,max(0,0.5%Tu)) ;

for

i=1:10

% Comecando com o controle u assumido inicialmente e avancando para
frente

options — odeset (’AbsTol’,1e—4, RelTol’ ;1e—4);

% Resolvendo o sistema das variaveis de estado
[Tx, X] = ode45(Q@(t,x) stateEqVetorHuman(t, x, u, uA, uM, Tu,

flag normalizado, alpha, sigma), [0; tf], x0, options);

% Avance para tras para obter as trajetorias adjuntas

3

3

b

3

3

x1l = X(:,
x2 = X(:
x3 = X(:
x4 = X(:
x5 = X(:
x6 = X(:
options

odeset ("AbsTol’,1e—4, RelTol’ ;1e—4);

% Resolvendo o sistema das variaveis adjuntas
[Tp, P] = oded45(@Q(t, p) costateEqVetorHuman(t, p, u, uA, uM, Tu, x1

x2

)

b

x3, x4, x5, x6, Tx, flag normalizado, alpha, sigma, gammal

, gammaV, gammaA, gammaM) ,[tf; 0], ptf, options);

% Interpolando as variaveis adjuntas associadas aos controles

lambdal
lambdal

lambda3
lambda3

P(:, 1);
interpl (Tp, lambdal, Tx);

P(:, 3);
interpl (Tp, lambda3, Tx);
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lambda4 = P(:, 4);
lambda4 = interpl(Tp, lambdad4, Tx);

lambdab = P(:, 5);
lambdab = interpl(Tp, lambda5, Tx);

lambda6 = P(:, 6);
lambda6 = interpl(Tp, lambda6, Tx);

% Retorna o controle otimo associado ao controle u

dHu = pHu(x1, x3, x4, x5, x6, lambdal, lambda3, lambda4, lambdab,
lambda6, Tx, u, Tu, flag controle(1l), sigma, gammal, gammaV,
gammaA , gammaM) ;

Hu norm = dHu’xdHu;

% Retorna o controle otimo associado ao controle uA

dHuA = pHu(x1, x3, x4, x5, x6, lambdal, lambda3, lambdad4, lambdaj,
lambda6, Tx, uA, Tu, flag controle(2), sigma, gammal, gammaV,
gammaA | gammaM) ;

HuA norm = dHuA’xdHuA;

% Retorna o controle otimo associado ao controle uM

dHuM = pHu(x1, x3, x4, x5, x6, lambdal, lambda3, lambda4, lambda5,
lambda6, Tx, uM, Tu, flag controle(3), sigma, gammal, gammaV,
gammaA , gammaM) ;

HuM norm = dHuM’*dHuM;

% Calculando o valor da funcao custo
J(i, 1) = tfx(gammal*(x2’)*x2 /length (Tx)+gammaVx*(uxu’) /length (Tu)+
gammaA * (uAxuA’) /length (Tu)+gammaM* (uM+uM’) /length (Tu) ) ;

% Criterio de parada
if (Hu_norm < 1.0e—6) || (HuA_norm < 1.0e—6) || (HuM_norm < 1.0e—6)
% Mostra o custo final
J(i, 1)
break ;
else
% Ajustando os controles para a proxima iteracao
u_old = u;
uA _old = uA;
uM_old = uM;
u = AdjControl (dHu, Tx, u_old, Tu, step);



93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109

110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130

131
132
133

Apéndice D - Implementacao do Modelo SIR+ASI 118

uA = AdjControl (dHuA, Tx, uA old, Tu, step);
uM = AdjControl (dHuM, Tx, uM_old, Tu, step);
end;
end
fprintf(’\nCusto obtido:\n’)
disp (J(i,1)); % Custo
U(:,1) = u;
U(:,2) = uA;
U(:,3) = uM;
end
% Equacoes de Estado

function dx = stateEqVetorHuman(t, x, u, uA, uM, Tu, flag normalizado,
alpha, sigma)
global N h mi h mi a mi m B beta mh beta hm eta h eta a fi km
dx = zeros (6,1);
% interpolando os controles no tempo t
u = interpl(Tu, u, t);
uA = interpl (Tu, uA, t);
uM = interpl (Tu, uM, t);
% equacoes de estado (sistema normalizado)
dx(1) = mi_h — (Bxbeta mhxm«x(6) + mi_h + u)*x(1) + sigmaxuxx(3);
dx(2) = Bxbeta mhxmx(6)*x(1) — (eta_h + mi_h)xx(2);
dx(3) = eta_hxx(2) + uxx(1) — (sigmaxu + mi_h)xx(3);
dx(4) = fi*(m/k)*(1—x(4)/alpha)*(x(5)+x(6)) — (eta_a + mi_a + uA)*x(4);
dx(5) = eta_ax*(k/m)*x(4) — (Bsbeta hmxx(2) + mi_m + uM)x*x(5) ;
dx(6) = Bxbeta hm#x(2)*x(5) — (mi_m + uM)*x(6) ;
end
% Equacoes Adjuntas

function dp = costateEqVetorHuman(t, p, u, uA, uM, Tu, x1, x2, x3, x4, x5,
x6, xt, flag normalizado, alpha, sigma, gammal, gammaV, gammaA, gammaM)

global N_h mi_h mi_a mi_m B beta_mh beta _hm eta_h eta_a fi km
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dp = zeros (6, 1);

% interpolando as variaveis de estado

x1 = interpl(xt, x1, t);

x2 interpl (xt, x2, t);

x3 = interpl(xt, x3, t);

x4 = interpl(xt, x4, t);

x5 = interpl(xt, x5, t);

x6 = interpl(xt, x6, t);

% interpolando os controles

u = interpl (Tu, u, t);

uA interpl (Tu, uA, t);

uM = interpl (Tu, uM, t);

% equacoes adjuntas (sistema normalizado)

dp(1) = (p(1)—p(2)).*(Bxbeta mhsmxx6) + p(1l).*xmi h + (p(1)-p(3)).*u;

dp(2) = —2«gammal*x2 + p(2).x(eta_h+mi h) — p(3).xeta_h + (p(5)—p(6))
.x(Bxbeta hm#m+x5) ;

dp(3) = —p(1) .xsigma*u + p(3) .x(mi_htsigmaxu);

dp(4) = p(4) .#(fi=*(m/alphaxk)*(x5+x6)) + p(4).*(eta_a + mi_a + uA) — p
(5) .xeta_a;

dp(5) = —p(4) .x(fi*x(1—x4/alpha)) + (p(5)—p(6)).xBxbeta_hm=*x2 + p(5) .x(
mi_m + uM);

dp(6) = (p(1)-p(2)) .%(Bxbeta_mhxx1) — p(4).x(fix(1—x4/alpha)) + p(6).x(
mi_m + uM);

end
% Determinacao do controle otimo

function dHu = pHu(x1, x3, x4, x5, x6, lambdal, lambda3, lambda4, lambda5,

lambda6, tx, u, Tu, flag controle, sigma, gammal, gammaV, gammaA, gammaM

)

u — interpl(Tu, u, tx);

if flag controle==
% Derivada parcial de H com respeito a u (condicao de otimalidade
para o controle por vacinacao)

dHu = 2sgammaVxu—lambdal . (xl—sigmaxx3)+lambdad.x(xl—sigmax*x3) ;

elseif flag controle=—=
% Derivada parcial de H com respeito a uA (condicao de otimalidade

para o controle do larvicida)
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dHu = 2xgammaAxu—lambdad.*xx4;
else
% Derivada parcial de H com respeito a uM (condicao de otimalidade
para o controle do adulticida)
dHu = 2sgammaM=u—lambdab . x5+lambdab .*x6;
end
end
% Ajustando os controles

function u_new = AdjControl (pH, tx, u, tu, step)
% interpolando dH/du
pH = interpl (tx, pH, tu);
u_new — min(1l,max(0,u — stepx*pH));

end

Para resolver um problema de controle 6timo por métodos indiretos, exitem alguns

detalhes que precisam de um certo cuidado. Primeiramente, precisa-se calcular as
equacoes hamiltonianas, em seguida as equacgoes adjuntas, condicoes de otimalidade e
transversalidade. Além desse primeiro cuidado, vale ressaltar que a abordagem nao é
flexivel, pois a cada novo problema, é necessiria uma nova derivacao. No entanto, um

método direto nao necessita da derivacao explicita e condicoes necessérias.

Devido a essas dificuldades praticas com a formulacao indireta, uma nova familia de
métodos numéricos para a otimizagao dinamica tem sido desenvolvida e vem ganhando
popularidade no controle 6timo numérico nas tiltimas décadas, referenciado como métodos

diretos [22].

Este desenvolvimento foi impulsionado pela necessidade industrial de resolver

problemas de otimizacao de larga escala.

Dentre eles podemos destacar:

e OC-ODE (Optimal Control of Ordinary Differential Equations): um software
especifico para determinar o controle 6timo, desenvolvido por Matthias Gerdts [42],

composto por uma colegao de rotinas do Fortran 77 para problemas de controle
6timo de EDOs.
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e DOTcvp (Dynamic Optimization Toolbox whit Vector Control Parametrization)
[50]: é um toolbox do MATLAB para otimiza¢ao dinamica, que usa a abordagem

de parametrizacao do vetor de controle para o calculo do principio do controle 6timo.

Na literatura também existem alguns softwares de otimizagao nao linear em larga
escala implementados em Fortran e C, para determinar o controle 6timo, tais como:
Ipopt (Interior Point Optimizer) [79]; Knitro (Nonlinear Interior point Trust Region
Optimization) [25]; SNOPT [43]; dentre outros.

A escolha de um método para resolver um problema de controle 6timo depende muito
do tipo de problema a ser resolvido e da quantidade de tempo que pode ser investida
na codificacdo. Para mais detalhes sobre os métodos numéricos e softwares mencionados

acima, e alguns exemplos que mostram o funcionamento destes, consultar [70].



