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Resumo

Neste trabalho utilizamos o método de elementos finitos Galerkin Descontinuo
Runge-Kutta (RKDG) em uma malha triangular para obter solu¢oes numéricas para
problemas hiperboélicos em 2D, em particular para leis de conservacao escalares e para o
sistema de leis de balanco shallow water. Este método consiste na discretizagao espacial
através do método Galerkin Descontinuo e na aplicacao da aproximacgao Runge-Kutta
de terceira ordem no tempo. A formulacao do método Galerkin Descontinuo utiliza
uma abordagem local, visto que a abordagem global, geralmente utilizada em outros
métodos mais cléssicos de elementos finitos como Galerkin Continuo, nao é capaz de lidar
com a formacao de choque e a interacao das ondas. A utilizagao deste método requer
a aplicacao do limitador TVB para retirar as oscilagoes espiurias geradas, foi proposto
neste trabalho um tratamento especial para este limitador nos elementos presentes na
fronteira, e nos casos em que a variavel conservada/balanceada é limitada sera necessario
também a aplicacao do limitador “positive preserving”’. Para gerar a malha triangular
ndo estruturada utilizamos o gerador de malha desenvolvido por Per-Olof Persson [46].
Para calcular as integrais requeridas uma quadratura Gaussiana especial foi aplicada, de
forma a satisfazer a condicao CFL que garante a convergéncia do método numérico. Na
obtencao das solugoes numéricas, aproximacoes por polinémios lineares foram utilizadas,
e as solugoes obtidas foram comparadas qualitativamente com as solugoes encontradas na
literatura a fim de verificad-las. De maneira geral o método RKDG foi capaz de obter as
solugoes dos problemas hiperbolicos, capturando assim as ondas de rarefacao e choque que
surgem na solugao, e mostrou ter a propriedade “well-balanced” necessaria para resolver
numericamente as leis de balanco. Porém, malhas com um niimero elevado de elementos
sao necessarias gerando assim um grande custo computacional.



Abstract

In this work, a discontinuous Galerkin Runge-Kutta finite element method was
implemeted on a triangle mesh to obtain numerical solutions for 2D hyperbolic problems,
with emphasis on scalar conservation laws and the shallow water balance law system. This
method consists on a spacial finite element discretization using Discontinuous Galerkin
framework and on the application of a third order Runge-Kutta over time. Discontinuous
Galerkin method’s uses a local aproach, since a global aproach used by classical finite
element methods like continuous Galerkin and others are not able to handle property
with phenomena like shock formations and wave interactions. The implementation of this
method requires the use of a TVB limitador in order to reduce spurious oscilations. In
this work, a specific treatment for this limitator on the boundaries elements was adopted.
For problems like shallow water equations where the high of water variable must be
non-negative, we use a positive preserving limitador. This kind of limitador can be
extended also for problems in which conserved/balanced variables must be limited. In
order to generate a non-structured triangular mesh, we used a mesh generator developed
by Per-Olof Persson [46]. To calculate the required integrals, while satisfying the CFL
condition, a special Gaussian quadrature were applied. To obtain the numerical solutions
aproximations by linear polynomials were used the obtained solutions were qualitatively
compared with the solutions found on the literaturie for verification. The RKDG method
was able to obtain the entropic solutions for the hyperbolic problems, it was able to
capture the rarefaction waves and the shocks that arise on the Riemann solutions. The
method has the property of being well-balanced, necessary to numericaly solve the balance
laws. However, a mesh with a high number of elements is needed to achieve those results,
incurring on a high computational cost.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem de diversos fenémenos fisicos é frequentemente baseada no fato de
que certas quantidades sao conservadas ou balanceadas. As equacOes que expressam
a conservacao e balanceamento de uma quantidade fisica sao conhecidas como leis de

conservacao e balango, respectivamente.

Problemas de interesse pratico que sao modelados por leis de conservacao ou
balanco surgem em aplicacdes diversas como meteorologia, dinamica dos fluidos,
acustica, transporte de fluidos em meios porosos, modelagem de trafego nas cidades,
armazenamento de CO,, hidrologia, oceanografia e muitas outras. Dentre as muitas leis
de conservacao e balanco conhecidas podemos citar as equacoes de adveccao linear, de
Burgers, de Buckley-Leverett e o sistema “shallow water” (SW). A equagao de Burgers
¢ a lei de conservacao nao linear mais simples, tipicamente usada como exemplo para
descrever a formacao de ondas de choques em distintas areas da fisica. Ja a equacgao
de Buckley-Leverett é utilizada para modelar escoamento bifasico imiscivel em meios
porosos, com muitas aplicagoes na engenharia petrolifera. As equacgoes shallow water
sao utilizadas para modelar problemas de ondas aquaticas onde o campo de fluxo tem
uma componente que é desprezivel em relacao as outras duas, ou seja, a componente de
velocidade vertical é pequena em relacao a horizontal. Esse sistema tém sido amplamente
utilizado na modelagem de diversos fenomenos, como fluxos em rios e areas costeiras,
reservatorios e escoamentos de canal aberto; fluxos de maré na regides de aguas costeiras e
estuarios; entre outros. Dentre as aplicagoes mais recentes podemos citar a modelagem do
oceano em grande escala [36], circulagao atmosférica [32]|, morfodinamica de rios [37, 69],
avalanches [31], vazao de barragem e escoamentos granulares [29, 30, 51]. As equagoes SW
foram introduzidas no século XIX quando Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant

aproximou a propagacao de marés através das equacoes shallow water unidimensionais
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[52], que ficaram conhecidas como equagoes Saint-Venant.

Devido a grande aplicabilidade de leis de conservagao e balango a criacao de métodos
robustos, precisos e eficientes para resolver numericamente estes é de consideravel
importancia, atraindo assim o interesse de muitos pesquisadores e profissionais. No
entanto, a solucao destas equacoes comumente tem descontinuidades, devido a nao
linearidade das funcoes de fluxo. O tratamento destas descontinuidades representa um
desafio para os distintos esquemas numéricos que existem na literatura. Assim, o método
deve ser robusto o suficiente para capturar as descontinuidades presentes na solucao, e

nao introduzir oscilacoes esptrias que prejudiquem a qualidade da aproximacao.

No caso das leis de balanco outra dificuldade adicional é o tratamento do termo fonte,
esquemas numéricos tradicionais com uma manipulacao direta do termo fonte nao sao
capazes de preservar o equilibrio entre o termo fonte e o fluxo, e geralmente falham em
capturar bem o estado estacionério, sendo necessario que o método seja “well-balanced”.
Se tratando das equacoes SW outra dificuldade importante frequentemente encontrada
nas simulagoes é o aparecimento de areas secas. Muitas aplicacoes em shallow water
envolvem interfaces que se movem rapidamente entre Areas timidas e secas, tais como
quebras de barragens e ondas de inundacao. Atencao especial deve ser dada, caso contrario
os métodos podem falhar perto da frente seca/molhada e podem produzir uma altura de

agua negativa inaceitavel, e tornar o sistema nao hiperbolico e mal posto [65, 66].

Recentemente, varios métodos “bem balanceados” foram desenvolvidos com sucesso
para as equagoes de Shallow Water [13, 14, 15, 40, 42, 43, 44, 16, 59, 60, 61, 62, 63, 64].
Dentre eles podemos destacar o método dos elementos finitos Galerkin Descontinuo (DG)
que é capaz de obter a solucao estacionaria, e a0 mesmo tempo preservar a positividade
da altura da agua. Uma vez que estamos trabalhando com problemas hiperbdlicos, de
forma a obtermos formacao de choques e interacao de ondas, o método Galerkin Continuo
nao é capaz de lidar com essas solucoes descontinuas. Com efeito o método Galerkin
Descontinuo foi desenvolvido para corrigir essa falha, de maneira que o método DG use
uma abordagem local e nao a formulacao global, geralmente utilizadas em métodos de
elementos finitos classicos. O uso de uma abordagem global, nesses métodos classicos
para problemas hiperbolicos, requer que o método seja estabilizado, tais métodos sao
estabilizados ad hoc, ou seja faz-se a inclusao de uma difusao numérica artificial para
forcar uma suavidade na solugao, porém essa formulacao s6 funciona bem em alguns
casos particulares. Por tal motivo, neste trabalho usamos o método Galerkin Descontinuo

[65, 27, 68] que utiliza uma formulagao local.
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O método DG foi desenvolvido por Reed e Hill em 1973 como uma técnica para resolver
problemas de transporte de néutrons [48]. Em 1974, LaSaint e Raviart |38] apresentaram
a primeira analise do método Galerkin Descontinuo para a equagao Adveccao Linear.
Em seguida Johnson e Pitkardnta [33], Richter [49] e Peterson [47] também estudaram e

aplicaram este método, todos estes foram para equacoes lineares.

Uma das dificuldades encontradas pelos pesquisadores foi a discretizagao implicita no
tempo. A fim de evitar essa dificuldade, em 1982, Chavent e Salzano [18], construiram
uma versao explicita do método DG para o caso de uma lei de conservacao escalar
unidimensional. Eles discretizaram o espago usando o método DG com elementos
lineares por partes e depois discretizaram o tempo usando o método de Euler avancado.
Infelizmente uma anélise classica de von Neumann mostra que o método resultante é
incondicionalmente instavel quando a razao At/Az é mantida constante. Essa condigao é
muito restritiva quando se trata de problemas hiperbdlicos, tornando assim este método
inviavel para estes problemas. Para melhorar a estabilidade deste esquema, em 1989,
Chavent e Cockburn [17] o modificaram, introduzindo um limitador adequadamente
definido, seguindo as idéias introduzidas em 1974 por van Leer [57]. Eles assim obtiveram
um esquema que provou ser TVDM (Total Variation Diminishing in the Means) e TVB
(Total Variation Bounded), desde que o niimero de CFL, ’%, seja menor ou igual a 1/2
é garantida a convergéncia. Embora os resultados numeéricos indiquem convergéncia para
as solucoes entropicas corretas, o esquema é apenas de primeira ordem no tempo. Além
disso, o limitador deve equilibrar as oscilagoes espiirias em regioes suaves causadas por

instabilidade linear, afetando a qualidade da aproximacao nessas regioes.

Essas dificuldades foram superadas por Cockburn e Shu em [25], onde foi introduzido
o primeiro método RKDG. Esse esquema foi construido (i) mantendo a método DG linear
por partes para a discretizac¢do do espago, (ii) usando uma discretizagao explicita especial
TVD do tipo Runge-Kutta de segunda ordem introduzida por Shu e Osher em 1988 [53|
e 1989 [54], e (iii) modificando o limitador para manter a precisao formal do esquema nos
extremos. O esquema explicito resultante foi entao provado ser linearmente estavel para
nameros de CFL inferiores a 1/3, de segunda ordem no espago e no tempo, e TVBM.
Os resultados numéricos mostraram convergéncia de segunda ordem em regides suaves,
transigoes de choque (geralmente em um ou dois elementos) sem oscilagoes e convergéncia

para solucoes entropicas, mesmo para fluxos nao convexos.

Em 1989, Cockburn e Shu [26] generalizaram essa abordagem e construiram métodos

RKDG precisos de alta ordem para a lei de conservacao hiperbdlica escalar. Para criar
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métodos RKDG da ordem k + 1, eles usaram (i) o método de discretizacao DG com
polindmios de grau k para a discretizacdo espacial, (ii) um Runge-Kutta TVD (k+1) para
discretizar o tempo, e (iii) um limitador generalizado. Esse limitador foi cuidadosamente
planejado para refor¢car a propriedade TVBM sem destruir a precisao do esquema. Os
resultados numéricos, para k = 1,2, indicam ordem de (k + 1) em regides suaves, longe
de descontinuidades, bem como transi¢oes de choque nitidas sem oscilagoes, convergéncia

para as solucoes entropicas foi observada em todos os testes.

Esses esquemas RKDG foram estendidos a sistemas unidimensionais em 1989 por
Cockburn, Lin e Shu [23].

A extensao do método RKDG ao caso multidimensional escalar foi feita em 1990 por
Cockburn, Rou e Shu [20]. As principais contribui¢bes dessa extensao sao (i) algumas

consideracoes de precisao e (ii) a extensao do limitador generalizado.

Em 1991, Cockburn e Shu em [24] iniciaram a extensdo dos métodos RKDG para
sistemas multidimensionais gerais, que foi concluida em 1998 em [27], onde aplicagdes as
equagoes de Euler da dindmica de gas foram exibidas. Uma das contribuicoes de [27] &
a construcao de um novo e pratico limitador generalizado que funciona muito bem em
triangulos e retangulos, e com elementos lineares e quadraticos por partes. Experimentos
numéricos para as equacoes de Euler da dindmica dos gases foram realizados em 1991 por
Bey e Oden [11], em 1997 por Bassi e Rebay [6], em 1998 por Baumann e Oden [9] e por
Warburton, Lomtev, Kirby e Karniadakis [55]. Para uma discussdo mais detalhada do

processo historico de utilizacao do DG veja [21].

Desde entao, os métodos dos elementos finitos Galerkin Descontinuo tornaram-se
uma, escolha particularmente popular e tem sido amplamente utilizada em uma ampla
gama de aplicacoes. Devido a suas varias vantagens, além das ja citadas, incluindo sua
precisao, alta eficiéncia paralela, flexibilidade para adaptabilidade geométrica e malhas
arbitrarias, o tornaram particularmente adequados para obter as solucoes numéricas de

leis de conservacao e das equacoes shallow water.

Neste trabalho foi desenvolvido um algoritmo do método RKDG de acordo com Xing
e Zhang [65], Zhang et al [68], Cockburn e Shu [27] para resolver leis de conservac¢ao em
2D, em particular a equacao Adveccao Linear e a equacao de Burgers, e o sistema de leis
de balanco Shallow Water em 2D. Dentre as dificuldades encontradas por nés, podemos
destacar que devido ao fato do método DG utilizar uma formulagao local isto gerou um
grande custo computacional. A aplicacao do limitador TVB é indispenséavel, visto que sem

ele o método gera oscilagoes esptrias e se torna instavel, porém sua implementacao nao
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é trivial, pois informacoes importantes nao foram encontradas detalhadas na literatura,
como por exemplo a aplicacao deste nos elementos presentes no contorno e como aplica-lo
quando utilizamos polindomios quadraticos. Para garantir a convergéncia da solucao

numérica, via condicao CFL, uma quadratura especial é necessaria.
A seguir explicaremos brevemente como este trabalho é organizado.

O capitulo 2 é divido em duas secOes, na primeira secao definimos alguns conceitos
bésicos sobre leis de conservacao em 1D e 2D. Nesta secao também mostramos conceitos
teoricos sobre leis de conservacao em 1D que podem ser utilizados para entender o
comportamento qualitativo das solugoes em 2D, e apresentamos alguns exemplos de leis
de conservacao em 2D. Na segunda segao, mostramos como o sistema de leis de balango

shallow water ¢ deduzido e mencionamos algumas de suas aplicagoes.

No capitulo 3, sao mostrados alguns conceitos fundamentais sobre os métodos dos
elementos finitos afim de se ter a base necessaria para se aplicar o método RKGD.
Em seguida, explica-se como o método Galerkin Descontinuo é aplicado localmente em
cada elemento na discretizacao espacial bem como os limitadores utilizados e como a
discretizacao temporal ¢ realizada através do método Runge-Kutta de terceira ordem para
leis de conservacao e para as equacoes shallow water. Também neste capitulo, mostra-se
como calcular numericamente as integrais necesséirias, assim como obter os pontos de
quadratura fundamentais para a integracao, de forma que esta quadratura conserve a
estabilidade do método com a condigao CFL dada em [68], visto que estes pontos nao sao

os usuais encontrados na literatura.

No capitulo 4, apresenta-se o gerador de malha utilizado, explicando como Per-Olof

Persson desenvolveu o algoritmo deste gerador e alguns conceitos bésicos para utilizé-lo.

No capitulo 5, sao apresentados os resultados numéricos obtidos para leis de
conservacao escalares 2D, com fluxos e dados iniciais diferentes, e para as equacoes shallow
water. Também neste capitulo apresenta-se alguns testes realizados para verificar se o
tratamento do limitador TVB realizado nos elementos do contorno funciona, e como o
parametro A do limitador TVB influencia a solucao numérica obtida, visto que este é

fundamental na retirada das oscilagoes espirias.

No capitulo 6, sao expostas as conclusoes sobre este trabalho, como veremos o método
RKDG ¢é capaz de obter a solugao entrépica, porém para isto ¢ necessario malhas com

um namero relativamente alto de elementos, causando um alto custo computacional.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é resolver numericamente leis de conservagao e as

equacoes Shallow Water em 2D.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Estudar ferramentas numéricas e tedricas para problemas hiperbdlicos em 1D e 2D;

e Obter a solucao numérica para problemas em 2D, através do método de elementos

finitos Galerkin Descontinuo Runge-Kutta;

e Implementar o método, utilizando um software interativo de alta performance

voltado para o calculo numeérico chamado MATLAB® .



Capitulo 2

Leis de Conservacao e Balanco

As leis de conservacao e balanco sao muito comuns na fisica visto que estas expressam a
conservacao e balanceamento, respectivamente, de uma certa quantidade. Sendo bastante
utilizadas na modelagem de diversos fenomenos, que ocorrem por exemplo na dinamica

dos fluidos, actstica, engenharia hidraulica e petrolifera, entre outros.

O mais interessante sobre essas equagoes hiperbolicas é que a solucao destas pode
ser descontinua, embora a condicao inicial seja suave. Isto faz com que seja necessério
utilizar o conceito de solugao fraca, e estudar em detalhe a formacgao de ondas de choque

e a interacao deste tipo de ondas e outras.

2.1 Leis de Conservacao

Embora, neste trabalho, estejamos interessados em leis de conservacao em 2D, a teoria
sobre as leis de conservacao em 1D nos da uma base importante para poder entender as
principais definicbes, como ondas elementares que acostumam aparecer como parte das
solugbes devido a nao linearidade (choques e rarefagoes), conceitos importantes como
aquele de solucao entropica, e até em muitas ocasioes poder entender o comportamento
qualitativo das solu¢oes no caso 2D. Por isto nés dedicamos o inicio do presente capitulo a

introduzir de maneira breve os principais conceitos e definicoes para o caso unidimensional.

Uma lei de conservacgao escalar em uma dimensao espacial apresenta a seguinte forma:
—(u(x,t)) + —(f(u)) =0, Vt>0,zeR (2.1)

com condicao inicial

u(z,0) =up(x), VeelR (2.2)
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onde u : R x RT — R representa uma quantidade conservada escalar e f(u) corresponde

a funcao de fluxo. Essas equagoes geralmente descrevem fendmenos de transporte.

Em geral, como sera explicado neste capitulo, devido & nao linearidade das funcoes
de fluxo na maioria dos casos, solucoes classicas nao existem para o problema (2.1)-(2.2),
portanto o conceito de solugoes fracas é utilizado. Porém, normalmente solucoes fracas
nao sao dnicas, entao para obter a solucao fraca correta, ou seja, a solucao fisicamente

correta (entropica) condigoes de entropia sao utilizadas.

Definigao 2.1 (Solucao fraca para leis de conservagao em 1D)

Seja ug € L°(R). Entao u é chamada de uma solugdo fraca de (2.1)-(2.2) se

“+o00 +00

/ / (uy + F(u)bs) d di + 7w¢(m,0)uo(x)dx ~0 (2.3)

para todas as fungoes continuamente diferencidveis com suporte compacto ¢ € C}, para
detalhes veja [34].

Em geral, uma lei de conservagao em 2D ¢ dada pela seguinte equacao:

@ Of(u) | 9g(u) _ 2 +
5 o + 3y =0 em R*xRT, (2.4)
u(z,y,0) = ug(z,y) em R? (2.5)

para dadas funcoes de fluxo f, ¢g e condicao inicial ug. Assume-se que f e g sao

suficientemente suaves.

Definigao 2.2 (Solucao fraca para leis de conservagao em 2D)
Seja ug € L*(R?). Entao u é chamada de solugdo fraca de (2.4)- (2.5) se u € L (R? x
R*) e se

/R2 /R+ [ups + f(u)p. + g(u)p,] dt dz+ /R2 uoe (-, 0)dz = 0

para todo ¢ € C3°(R?[0,00(), para detalhes ver [34].

Como no caso 1D as solucoes fracas nao sao tnicas para um dado problema, apesar de
haver somente uma solugao fisicamente correta (entropica). Uma condi¢do de entropia é
usada para selecionar a solucao correta. A condicao de entropia pode ser derivada usando

o critério do perfil viscoso, veja [35].

Teorema 2.1 (Existéncia e unicidade de uma solu¢ao entropica em 2D)
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Seja uy € L'(R?) N L>®(R?). Entdo eziste uma e somente uma solugdo entrépica u de

(2.4)- (2.5) e w € CO(LY(R?),[0,T]) N L® (R? x [0, T]) [34].

Veja a prova em [35].

2.1.1 Exemplo de aplicacao fisica: Lei de Conservacao de massa
em 1D

Considere um fluido que escoa através de um tubo uniforme com se¢do muito fina,
de forma que o escoamento possa ser considerado unidimensional. Assume-se que as
propriedades deste fluido sdo constantes através de cada se¢ao do tubo. Sejam u = u(x,t)
a densidade (massa por unidade de comprimento), e f(u(z,t)) o fluxo (massa por unidade
de comprimento, por unidade de tempo) do fluido. Considere um segmento arbitrario do

tubo entre as secoes transversais localizadas em x = a e em x = b, veja a Figura 2.1.

Figura 2.1: Fluxo do fluido em um determinado dominio.

Fonte: Imagem do autor.

A massa total de fluido dentro deste dominio no instante de tempo ¢ é:
b
massa = / u(x,t)de. (2.6)

Assume-se que a massa nao é criada e nem destruida, entao a massa neste dominio
pode mudar apenas devido ao fluxo através dos pontos no contorno (diferenga entre a
quantidade que entra no dominio e a quantidade que sai do dominio). Assim, a taxa de
mudanca de massa no dominio é dada por:

yn i uw(z,t)dz = f(u(a,t)) — f(u(b,t)). (2.7)
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A equacao acima é conhecida como forma integral da lei de conservacao de massa.

Se u e f sao fungoes suaves entao podemos escrever a equacao (2.7) da seguinte forma:
b

dt J,

/ab w do = — /ab(f(U))x dz.

Deste modo obtemos a seguinte equacao:

u(a, t)dz = — / ((w)s de,

/ g + (f())aldz =0 Va € (a,b). (2.8)

A equagao (2.8) também é uma forma integral da lei da conservacdo de massa. Se
as funcoes envolvidas sao diferenciaveis em todos os pontos, entao podemos escrever a

equacao acima como:
u + (f(u))z = 0. (2.9)

Esta é conhecida como forma diferencial da lei de conservacao da massa.

2.1.2 Meétodo das Caracteristicas

O método das caracteristicas consiste em obter uma curva, chamada de curva
caracteristica, no plano (x,t), ao longo da qual a EDP se transforma em uma EDO. As
curvas caracteristicas para uma lei de conservagao na forma (2.1) sao dadas pela equagao

diferencial

dx(t)
dt

= f(u(z,1)). (2.10)

Podemos derivar © em relagao a ¢t ao longo de uma curva caracteristica e obtemos

d dx

Notamos que, de acordo com a equacao acima, se u ¢ uma solugao classica de (2.1)
entao u é constante ao longo das curvas caracteristicas. Logo,

dx

Z2t) = f (ulxo)). (212)
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Segue-se que as curvas sao retas dadas por:

2(t) = ['(u(zo))t + o (2.13)

Como u é constante ao longo das curvas caracteristicas u(x,t) = ug(xo), onde zo pode
ser obtido através da equacgao (2.13). Assim, a solugao da lei de conservagao (2.1) com

dado inicial u(z,0) = up(z) é dada implicitamente por

u(z,t) = uo(z — f'(u(xo))t), (2.14)
para t suficientemente pequeno.

Note que, para f nao linear e convexa, f € C?*(R), f’(u) > 0, em geral, as
caracteristicas vao se cruzar. De fato suponha que existem pontos (z1,%1), (z9,t;), onde
x9 > w1, tal que

uy = u(wy, ty) > u(we, ty) =: us.

Entao f'(u1) > f'(u2) para todo ¢ > 0. Consequentemente, as caracteristicas se
interceptam em algum ¢, > ¢y, veja a Figura 2.2, contradizendo a suavidade de u, se u

for decrescente.

Figura 2.2: Intersecao das caracteristicas.

Fonte: van Duijn [56].

Lembrando que:

e u é constante ao longo de qualquer curva caracteristica z(t);

o L — f'(u(x,t)) para t > 0.
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Mesmo quando uy € CY(R), pode ocorrer a formagio de um choque ou
descontinuidade, com ug e wuy limitados sobre R, usamos o teorema da funcdo implicita
para resolver esta equagao para u como fungao diferenciavel de x e ¢t (com t suficientemente

pequeno) [56]. Em particular

f'(u)ug

up = ug(x) [ f"(wut — f'(w)] = w= ES IO

e - 1 ” ) y
ur = up(z) [1 — ff(wut] = wu,= —m.

Destas expressoes, se f”(u)uy > 0, entdo u; e wu, permanecem delimitados: as

caracteristicas divergem e nenhuma descontinuidade ocorre.  Por outro lado, se

f"(w)uy < 0, entdo as derivadas explodem quando 1 + f”(u)ugt — 0. Como f” > 0,
isto ocorre se houver pontos onde u; < 0, ou seja, se a fun¢ao da condigao inicial for

decrescente em algum intervalo [56].

Exemplo: Equacao de Burgers

Uy +uu, =0
{ ' (2.15)

u(z,0) = ug(xo)

Usando as observacoes anteriores, o primeiro passo é definir uma curva caracteristica para

este problema. Entao temos:

dz
prial? z(0) = . (2.16)

Temos que ao longo da curva caracteristica:

du dx N

— = Ugp—7 Uy,

dt dat "
= UL U + Uy
=0.

Entao a solugdo de (2.16) é uma reta com inclinagao ug (o),
x(t) = up(zo)t + . (2.17)

Como u é constante ao longo da curva caracteristica, temos que u(z(t),t) = ug(x¢), onde

zo é dado implicitamente pela equagao (2.17).
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Pelo Teorema da funcao implicita para encontrar xy é necessario que

di%(uo(xo)t + x9) = dizo(uo(xo))t +1#0.

Se t = —1/ug(x) o teorema da funcao implicita nao é valido para este valor de t.
Pode-se encontrar o valor de zy apenas para valores pequenos de t, sempre que d;;louo(aro) é
limitado, pois evita fendomenos relacionado & velocidade infinita de propagacao. Mas para
t suficientemente grande podemos chegar a uma contradi¢ao. Tomemos, por exemplo, a
condicao inicial

1, sex <0,

up(z) = (2.18)
0, sex >0,

entao obtemos a seguinte soluc¢ao:

o Se zp <0, up(xp) =1 entdo x =t + x¢ e assim u(x,t) = up(r — t).

e Se xp > 0, up(xp) = 0 entdo x = x¢ e assim u(z,t) = ug(zg) = 0.

ANNNN
ANONNN
AN

Figura 2.3: Curvas caracteristicas da equagao de Burgers com dado inicial (2.18).

Fonte: Leveque [39).

Logo, as curvas caracteristicas se cortam a partir de t = 0, veja a Figura 2.3, e assim a
descontinuidade ja se propaga desde o tempo ¢t = 0. Mesmo para o caso de uma condic¢ao
inicial suave, se a fun¢ao ug for decrescente em algum intervalo, podemos calcular o tempo
de formacao do choque (onde a solugao deixa de ser classica), nesse caso ug(x) é negativo

para algum x entao had um tempo tg para o qual se forma uma singularidade

by = (2.19)
7 min{uy(x)} '
a partir da qual as caracteristicas se interceptam e a solucao é multivalorada. Isto nos leva
a definicao do tempo de existéncia de uma solugao classica e a necessidade de estender a

definicao de solucao para considerar situacoes mais gerais.
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2.1.3 Velocidade do Choque e Condicao de Rankine-Hugoniot

Sabemos que, de acordo com a secao 2.1.1, a lei de conservacao pode ser escrita na

seguinte forma integral

% w(z, dr = flu(a,t)) — f(ub, 1)), (2.20)

a

Suponha agora que u(zx,t) é descontinua através de uma curva suave z(t) e que a

equacao diferencial seja valida em ambos os lados da curva, veja a figura 2.4.

x(Ed

Figura 2.4: Trajetoria x(t) da descontinuidade no tempo.

Fonte: Imagem do autor.

Assim, a equacgao (2.20) pode ser escrita da seguinte forma:

a(t)

% /u(z,t)dz—i—/u(z,t)dz — Fula, 1) — Flu(b,1)). (2.21)

a z(t)

Para realizar os calculos necessarios vamos simplificar a notacao definindo:

/u(z,t)dz =U(z",t) e /u(z,t)dz =-U(z™,t) (2.22)

Substituindo a defini¢do (2.22) na equagao (2.21), obtemos:

SO (0)1) = U, 1)) + LU 0.0) = U (0),1)) = flula, 1) ~ Fulb, 1),
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e assim,

dz~ dz*
%—Ut(a,t)JrUt(b,t)—Ut(x*,t)—Ux(yﬁ,t) -

Ut(l’i,t)‘i‘Ux(.Ti,t) %

f(u(av t))_f(u(ba Zf)),

onde 2~ e &t sdo os limites pela esquerda e pela direita, respectivamente, de z(t), veja a

Figura 2.4.

De (2.22) temos:

T

Ut:/ut dz.

=]

Desta forma,

z(t)
dx™ B

a x

Fazendo a — 27 (t) e b — 27 (), obtemos:

dx - +
(=) = fluz™ (1), 8) = flu(z™(2),1)),
dx

E(UZ - u'r’) - fl - fr-

Consequentemente obtemos a condi¢ao de Rankine-Hugoniot:

(I)_d_x_fr_fl

Cdt u, — oy

2.1.4 Condicao de Entropia

/ut dr + u(x_,t)(fl—f_ + /ut dx — u(x+,t)$ = f(u(a,t)) — f(u(b,t)).
()

(2.23)

Solucgoes fracas, em geral, ndao sao tnicas. Assim para uma lei de conservagao com

uma determinada condicao inicial é possivel que exista mais de uma solucao fraca. Por

outro lado, a condi¢ao de Rankine-Hugoniot nao é suficiente para garantir a unicidade

das ondas de choque como solucoes fracas do problema de Riemann.

A unicidade da solugao (fisicamente relevante) do problema de Riemann para leis

de conservacao pode ser obtida introduzindo-se restricoes sobre as solugoes fracas. Tais

restricoes sao denominadas condicoes de entropia. Existem varias formas de selecionar as

solugbes entropicas. A seguir expomos algumas delas |39].

Condigao 1 (Condi¢do de entropia de Laz)
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Uma descontinuidade que se propaga com velocidade ®, que satisfaz a condi¢ao de

Rankine-Hugoniot (2.23), satisfaz a condi¢ao de entropia de Laz se
f(w) > ® > f(uy). (2.24)

Note que f'(u) € a inclinacio da curva caracteristica, denominada entdo velocidade

caracteristica. Se f é convexa o critério de Laz se reduz simplesmente ao requisito:
w > Uy (2.25)

Condigao 2 (Condigcao de entropia de Laz-Oleinik) A solu¢ao u(x,t) é uma solugdo
entropica se todas as descontinuidades satisfazem

F(w) = flw)  fw) = flw)

U — U - U — Uy

, o Yy <u<u,. (2.26)

Para f convezo este requisito (2.26) se reduz a (2.25).

Outra forma da condigao de entropia é baseada na disseminacao da caracteristica em
um leque de rarefagdo. Se u(x,t) é uma funcdo crescente de x em alguma regido, entao
as caracteristicas se espalham se f” > 0. A taxa de propagacdo pode ser quantificada e

d4 a seguinte condi¢ao, também devido a Oleinik [39]. Assim, temos a seguinte condigao.

Condicao 3 (Condigao de entropia de Oleinik)

A solugao u(x,t) é uma solugao entrépica se houwver uma constante E > 0 tal que

para todos a > 0,t >0 e x € R tem-se

u(r + a,t) —u(x,t)

E
< —.
1

(2.27)

Temos a seguinte definicao:

Definigao 2.3 Uma funcio suave (n;q): R — R? se chama um par entrépico da
equagao (2.1), se qualquer solu¢ao continuamente diferencidvel de (2.1) satisfaz a lei de

CONSETVACG0
n(u)e + q(u), = 0.

No sentido distributivo. As funcoes n e q se chamam entropia e fluzo de entropia,
respectivamente.

Note que se u € uma solucao cldssica do problema de Chauchy (2.1)-(2.2) e (n;q) € um



2.1 Leis de Conservacao 34

par de entropia para (2.1), entao
0 =n(u): +q(u)e = 1" (w)ur + ' (u)u, (2.28)
Também u satisfaz 0 = u; + f(u), = us + f'(w)u, e multiplicando por n'(u) se obtém
0 =7n'(u)ue + ' (u) f (). (2.29)

De (2.28) e (2.29), pode-se concluir que (n;q) € um par de entropia para (2.1) se e somente
se 1/ (u)f'(u) = ¢'(u).

Para o caso

{ () = |z~ kI 250

q(z) = (f(2) = f(k))sgn(z — k),
se tém a sequinte definicao [41]

Definicao 2.4 (Entropia de Krushkov) Uma solucao entrdpica de (2.1)-(2.2) é uma

aplicagio continua u : [0;00] — L}, (R) qual satisfaz (2.2) junto com

“+o00 +o00

/ / {lu— Kln + sgnlu — K)[F(w) — F(B)ds} de db + / (o) — k|(x,0)} d > 0,

(2.31)
para qualquer funcao teste nao negativa ¢ em [0,00) X R, e qualquer constante k. As

entropias (2.30) se chamam entropias de Krushkov [{1].

Definicao 2.5 (Solugao Entropica de Krushkov em 2D) [34]
A solucao fraca de (2.4)- (2.5) € chamada uma solug¢do entrépica se temos para todo

0 € C(R? x RT), ¢ >0 e para todo k € R

/R2 - {oelu = k| + pasign(u — k) [f (u) = f(K)] + ysign(u — k) [g(u) — g(k)]} dt de > 0.

Kruzkov [35] também mostra que toda solu¢do entropica pode ser considerada como

um limite de viscosidade.

As solucoes fracas que satisfazem alguns dos critérios de entropia, explicados acima,

sao chamadas solucoes entropicas fracas.

2.1.5 Problema de Riemann

Chama-se problema de Riemann um problema de valor inicial composto por uma lei

de conservacao e um dado inicial constante por partes, com uma tnica descontinuidade
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[39]

<0,
u(z,0) :{ et (2.32)
u,. x>0,

onde wu; e u, sao valores constantes. No caso, u; é chamado de estado inicial & esquerda e

u, de estado inicial a direita, veja a Figura 2.5.

Ug(X) 4

x=0

Figura 2.5: Dados iniciais para problemas de Riemann.

Fonte: Yamashita [67].

Como ja foi dito na secao 2.1.4 (condigdes de Lax e Lax-Oleinik), se f & de classe
C? e estritamente convexa, para u; > u, entdo a tinica solucao entrépica do problema de

Riemann (2.1), (2.32) é uma onda de choque:

<@t
u(z,t) = { ot ® (2.33)
Uy, x> dt,

onde ® é a velocidade do choque definida na secao 2.1.3. A onda de choque ocorre quando

as curvas caracteristicas se cruzam, veja a Figura 2.3.

Por outro lado, se u, > u; entao a tinica solucao entropica deste Problema de Riemann

¢ a onda de rarefacao:

uy, x < f'(w)t,
u(z,t) = 9 glz/t), flu)t <z < f(u)t, (2.34)
Uy, x> f'(u)t,

onde g = (f’)~!. As ondas de rarefagoes surgem quando existem regides no plano xt onde

as curvas caracteristicas nao sao definidas, veja a Figura 2.6. Uma das formas (nao é
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a Unica, porém é a tnica entropica) de se “preencher” essas regioes, de modo a obter a

solucao fraca do PVI, sao as chamadas ondas de rarefacoes.

U=XIy

Figura 2.6: Curvas caracteristicas para equagao de Burgers com u; = 0 e u, = 1 em (a).
E o “preenchimento” das regioes vazia com uma onda de rarefacao em (b).
Fonte: de Lima [28|.

A seguir serao apresentados alguns exemplos de leis de conservagao bidimensionais,

algumas das quais serao estudadas no presente trabalho.
Equacao de Adveccao Linear em 2D

Esta é lei de conservacao linear muito simples amplamente conhecida na literatura e
com grande utilidade.
ou ou ou

E + Ulg + Uga—y = 0, (235)

onde v; e vy sao constantes que denotam as velocidades, com que a onda se propaga, nas

diregoes x e y, respectivamente.

A solucao exata desta equacao é a translacao da condicao inicial na direcao do vetor
de velocidades (constantes), se para t = 0 temos que

U(CE, Y, 0) = U‘O('ra y)7
entao
u(z,y,t) = up(x — v1t, y — vat). (2.36)

Podemos obter essa solucao de forma analoga ao método das caracteristicas em 1D
explicado anteriormente, veja a equacao (2.14).

Equacao de Burgers em 2D

Um exemplo de grande importancia dentro das leis de conservacao, ¢ a Equacao de

Burgers, também conhecida como Equagao de Burgers sem viscosidade. Esta equacao é
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utilizada em varias areas da matematica aplicada, tal como mecanica dos fluidos, actstica
nao linear, dinamica do gases, fluxo do trafego nas cidades. A equacao de Burgers foi
introduzida primeiro por Harry Bateman em 1915 |7| e depois estudada por Johannes

Martinus Burgers em 1948 [12].
ou 9 [u? 9 (u?
i Bl — (=) =0. 2.
8t+8$<2)+8y(2) 0 (2.37)

Equacao de Buckley-Leverett em 2D

A equacao de Buckley-Leverett é uma lei de conservacao usada para modelar o
fluxo bifasico em meios porosos. Ela descreve um processo imiscivel de deslocamento,
como o deslocamento de 6leo pela dgua. Este modelo mateméatico pode ser aplicado na
recuperacao de 6leo em aplicacoes de engenharia.

05y af<3w) ag(sw)
ot * ox + dy

=0, (2.38)

com
5%

)

s2 + ’;—j(l — Suw)?

f(sw) = g(sw) = (2.39)

onde 1, € i, sao as viscosidades da agua e do 0Oleo, respectivamente.

Se considerarmos a acao da forga gravitacional sobre o fluxo, as fun¢oes de fluxos sao

as seguintes:
9(sw) = f(sw){1 = Cy(1 — Sw)2}7 (2.40)

onde C, é uma constante que envolve o termo gravitacional, veja |4, 50| para detalhes.
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2.2 Um Exemplo de Leis de Balanco

2.2.1 Equagoes Shallow Water

As equacoes “Shallow Water” sao um conjunto de leis de balanco que descrevem o
comportamento de um fluido, geralmente a agua, de uma certa profundidade h, veja a
Figura 2.7. Estas com uma topografia do fundo nao plana desempenham um papel critico
na modelagem e simulacao de fluxos em oceanos, rios, lagos e areas costeiras. Elas tem
ampla aplicacdes na engenharia hidraulica, modelagem atmosférica e podem ser usadas
para prever marés, niveis de tempestades e mudancas no litoral de furacoes, e até mesmo

para simular a propagagao do tsunami [65, 3.

Figura 2.7: Fluido em uma certa profundidade h.
Fonte: SWE |[3].

Essas equacoes sao derivadas das equacoes de conservacao da massa e do momento
linear (as equagOes de Navier-Stokes) [58]. A equacdo de conservagdo do momento é

expressada como:

0 9 0 0 8]9 aTm: aT:r:y asz .
(pu) + - (pu’) + 7 (puv) + 5= (puw) — pfo+ 5= — =~ 9 0- 0, (2.41)

ot

0 0 9, 5 0 op 01y 01y  OTy

5 (PV) + 5 (puv) + o (po%) + 5~ (pvw) + pfu+ 9y or oy 8, "V (2.42)
0 0 0 0 5 . Op 0Ty, 01y, 0T

g (pw) + agc(puw) + 8y(pvw) + aZ(pw )+ oy + pg o By 5, = 0. (2.43)

Onde (z,y, z) é o sistema de coordenadas, veja a Figura 2.8, (u,v,w) sdo as componentes
da velocidade, t, p, p e g denotam o tempo, pressao, densidade e aceleracao gravitacional,
respectivamente. E f = 2Qsin ¢ é o parametro de Coriolis, indicando o efeito de rotacao

da Terra (2 é a taxa de angulagao da revolucdo, ¢ é a latitude geografica).

A tensao viscosa 7;; podem ser expressadas em termos da taxa de deformacao do

Tij _ Ou;  Ou;
L= (axj + 3@) , (2.44)

onde v ¢ a viscosidade cinematica em (m?/s).

fluido como
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T
b

Tsx ‘

a
-
-
x.‘

Figura 2.8: Defini¢cao do sistema de coordenadas e contornos.
Fonte: Vreugdenhil [58] (Modificada).

A equacao de conservacao da massa para um fluido é:

dp 0 0 0
— 4+ = — — =0. 2.45
ot " oa P T g, )+ g lew) (2.45)
Fazendo algumas consideragoes em (2.45), veja [58| para detalhes, obtemos a equagao
de balango de massa (ou equagao da continuidade) para fluidos incompressiveis:
ou Ov Ow
—+—4+—=—=0. 2.46
ox + oy + 0z ( )
Algumas condicoes sdo necessarias para realizar esta modelagem , estas sao as
condicoes de superficie e fundo, que sao de dois tipos. As condicoes cinematicas dizem
que as particulas de dgua nao cruzarao as fronteiras. Para um fundo solido, isso significa

que a componente da velocidade normal deve desaparecer:
u—+v——w=0, z=0b, (2.47)

onde b é o nivel inferior, veja a Figura 2.8. Na superficie livre, € um pouco mais complicado,
pois a superficie pode estar se movendo sozinha. Entao a velocidade normal relativa deve

desaparecer

%—l— 8a+ oa
ot or Oy -

onde a é o nivel da superficie, veja a Figura 2.8.

z=a, (2.48)

Na superficie livre, presume-se que as tensoes no fluido imediatamente abaixo da
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superficie livre sejam as mesmas que as do ar imediatamente abaixo, isto ¢, a tensao

superficial nao é levada em consideracao e dessa forma temos:

P = Da, (249)

onde p, é a pressao atmosférica.

Para simplificar o que queremos dizer com as dguas rasas, devemos considerar escalas
tipicas. Considere trés escalas tipicas principais H, L e U. A suposicao basica na teoria
das aguas rasas é que qualquer escala vertical H é muito menor que a horizontal L, quao
pequena a propor¢ao H/L deve ser nao é facil de dizer. Se z,y possuem escalas tipicas L, e
as componentes de velocidade horizontal u, v sao de ordem U, cada um dos dois primeiros
termos em (2.46) ¢ da ordem U/L. No entanto, eles normalmente nao cancelam com o
outro, o que significa que o terceiro termo também deve ser dessa ordem; caso contrario um
equilibrio entre os trés nao é possivel. Assumindo que a escala de comprimento vertical é a
profundidade h da agua, entao a consequéncia é que a componente de velocidade vertical
é da ordem w = (Uh)/L, isto é, é menor que as componentes horizontais pelo mesmo

fator que as escalas de comprimento.

Agora, considerando a equac¢do do momento vertical (2.43). Usando as escalas de
comprimento e velocidade, lembrando que a viscosidade geralmente é insignificante,
podemos estimar todos os termos, exceto o gradiente de pressao. Note que, todos os
termos sao pequenos em relacao a aceleragao gravitacional e apenas o gradiente de pressao

permanece para balancear, e (2.43) simplifica a distribui¢do da pressao hidrostatica:

op
5, = P9 (2.50)

Ao integrar (2.50) usando a condi¢ao de contorno (2.49), obtemos:

ng/ p dz + pa. (2.51)

Assumindo que a densidade é constante ao longo da profundidade, temos:
p=pg(a—2)+ pa. (2.52)

A partir de (2.52), os gradiente de pressao em (2.41)-(2.42) podem ser determinados

dp  Oa dp  Opa
or Mo +g(&_z>8x + oxr

(2.53)
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Com os resultados obtidos até agora as equacoes de momento se tornam:

ou 0,6, 0 0 B da g dp 18pa_ 1 (0Tpe OTyy  OTys
8t+8x(u )+8y(uv)+3z<uw) fv+gax+p0( Z>8x+p0 oxr po \ Ox * oy * 0z
(2.54)
v 0 9 5, 0 B da g Op  10p, 1 (07ye  OTyy  OTy:
8t+8x<uv)+8y<v )+82(Uw) fu—l—gay—i—po(a z 8y+p0 o 7 ( pe + By + P
(2.55)

A etapa final em direcdo as equacoes shallow water em 2D envolve a integracao
das equagoes de momento (2.54)-(2.55) e a equacdo da continuidade (2.46) sobre a
profundidade h = a — b. Integrando a equacgao da continuidade:

“ (0 0 0 0 0 0 0b 0b
/ ( =4 v) dz + [w]y = hw) + —(hv) + [w ]g‘——au——avs—l— Uy + vy =0,
b

oxr Oy 835( 8y< or ° Oy ox dy
(2.56)

onde u, v indicam as velocidades médias na profundidade. Note que os termos de superficie
(s) e de fundo (b) sdo termos de correcao que podem ser obtidos apos a troca das operagoes
de integracao e diferenciacao presentes no lado esquerdo da equagao (2.56). Usando as
condigbes de contorno (2.47) e (2.48), os termos do fundo sao cancelados e os da superficie

produzem a taxa de mudanca de nivel da superficie:

da 0 _ 0, _
o 8m(h)+8_y(h) 0. (2.57)

Uma operagao semelhante é aplicada a (2.54) e (2.55), veja |58] para detalhes, e o

resultado da integracao é:

0 0 oa gh2 dp 1 0

0 0
2 — — — —_——
(%(hu) Gx(hu )—i—ay(huv) fhv+g ha 20 D poﬂm &n(hTm) o5 —(hT,y) = Fy,
(2.58)
0 0 0 da gh*0p 1 0 0
8t(hv) 8m(huv) 8_( ) fhu+g hﬁ_y 2p08_y_%7by_%<thy) By (hTyy)( Fy)
2.59

Onde T;; incluem friccao viscosa, friccao turbulenta e adveccao diferencial. As forcas
motrizes F} , incluem o estresse do vento, o gradiente de pressao atmosférica e as tensoes
de radiagdo por ondas (curtas). Note que a barra indicando as médias de profundidade

foram omitidas.

Negligenciando o parametro de Coriolis, Ty 4y, Ti; € F, considerando que a densidade
é constante ao longo da diregao horizontal e lembrando que b = b(x, y), obtemos a equagao

shallow water em duas dimensoes:

)-o.

= 0.
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ht + (hu)x (hv), =0
i+ (hu? + §gh?) + (huv), = —ghb, (2.60)
(hv)t + (huv), + (hv? + 39h%) = —ghb,
onde h denota a altura da agua, (u,v)” é o vetor velocidade, b representa a topografia do

fundo e g é a constante gravitacional.

O jacobiano para as equagoes SW é dado a seguir

0 1 0 0 0 1
—u?+gh 2u 0 |, —uww v u : (2.61)
—uv voou —v24+gh 0 2v

Para as equacoes SW, a solucao de estado estacionario representa uma superficie de

dgua ainda plana, e muitas vezes é referida como solucao "lago em repouso":

u=v=0 e h + b = const. (2.62)



Capitulo 3

Um Estudo do Método de Elementos
Finitos Galerkin-Descontinuo

Os método dos elementos finitos sao procedimentos utilizados para obter solucoes
aproximadas para equacoes diferenciais, estes sao muito empregados na mecanica de
sOlidos, estruturas, transferéncia de calor e fluidos, de fato sao tteis em praticamente

todos os campos da andlise de engenharia [8].

A ideia bésica por tras destes métodos consiste em dividir o dominio no qual a equagao
diferencial é definida, em regioes menores conhecidas como elementos, veja a Figura 3.1, e
a solucao da equacao diferencial é aproximada em cada um desses elementos usando uma

func¢ao polinomial e o conceito variacional [10, 19].

(a) (b)

Figura 3.1: Particionando o dominio em elementos triangulares.
Fonte: DistMesh [1].

Uma classe de métodos dos elementos finitos, o Galerkin Descontinuo (DG), foi
introduzido em 1973 por Reed e Hill [48| para resolver a equagao de transporte de néutron,

mas apenas recentemente que eles evoluiram e se tornaram adequados para o uso. E
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rapidamente encontrou-se sendo empregado em diversas aplicacoes como em escoamentos
turbulentos, simulacao de recuperagao de petroleo, modelagem de dguas rasas, transporte

de contaminante em meios porosos, fluxos viscoelasticos, entre muitas outras [22].

O método DG combina caracteristicas dos métodos dos elementos finitos classicos e
dos volumes finitos, e usa um espaco polinomial por partes completamente descontinuo
para obter as solucoes numeéricas. Varias vantagens tornam este método adequado para
as leis de conservacao e balanco, em particular para as equacoes shallow water, dentre elas
podemos destacar que o método DG é capaz de preservar o equilibrio entre o termo fonte
e fluxo, sendo assim apto a encontrar a solucao estacionaria e tratar de forma adequada o
termo fonte. Bem como ¢ capaz de preservar a positividade da altura da agua e também

nao introduz oscilacoes espirias na solucao aproximada.

3.1 Elementos Triangulares

Dominios bidimensionais comumente sao divididos em elementos retangulares ou
triangulares. Os elementos retangulares sao convenientes para geometrias mais regulares,
nao sendo adequados para limites curvos e geometrias mais complexas. Isso fez com que os
elementos triangulares fossem mais utilizados na literatura, visto que estes representam
uma geometria arbitraria com muita facilidade e geram solugoes com maior acuracia
[2]. Por este motivo usaremos os elementos triangulares neste trabalho. A seguir sera

apresentando alguns conceitos necessarios para se utilizar os elementos triangulares.

3.1.1 Coordenadas Naturais

O sistema de coordenadas naturais é muito utilizado no método de elementos finitos,
pois este facilita o célculo das integrais necesséarias. Este sistema é definido de tal forma
que as coordenadas de um ponto qualquer, no elemento, tome valores entre 0 e 1, veja a

Figura 3.2, para mais detalhes veja |2].

As coordenadas naturais utilizadas para os elementos triangulares sao chamadas de
coordenadas de area, estas sao relacionadas com a area de cada triangulo. Para definir
as coordenadas de area do ponto p(z,y), veja a Figura 3.3, em termos do sistema de
coordenadas naturais é necessario calcular as novas coordenadas Lq, Lo e L3, quais sao

definidas em termos da subéarea triangular isto é,

Li=2L L,=22  [=2% (3.1)
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(%25 ¥2)

(1,0,0)

(0,0,1)

(0,1,0)

Figura 3.2: Exemplo de mudanca do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas

naturais.

ondeA:A1+A2+A3, 10g0 L1—|—L2—|—L3:1

(s

”

Fonte: Imagem do autor.

(x5 45)

I (mz) yz)

Figura 3.3: Transformacao das coordenadas cartesianas para coordenadas de area do

ponto p(z,y).

As areas dos tridngulos podem ser calculadas usando as coordenadas cartesianas do

Fonte: Imagem do autor.

ponto e dos vértices do triangulo:
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N | —

DN | —

1
1
1
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x

n
Y2
Y3

Ys
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| —

DN | —

€

X2

Y1
Y2
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A relacdo entre os dois sistemas de coordenadas pode ser definida como

1 1 1 1 Ly
x| = |1 x2 w3 Ly |- (3.2)
Yy Y1 Y2 Y3 Ls

A inversa da relagao entre as coordenadas dada pela equagao (3.2) pode ser expressada

como
Ly . Tolzs — T3lYa Yo — Y3 T3 — T 1
Ly | = oA | YY1 T Tys Y3 — Y1 T T T |- (3.3)
L T1Ya2 — T2Y1 Y1 — Y2 T2 — X1 Yy

3.1.2 Funcoes de Forma

Uma funcdo ¢(x,y) pode ser aproximada pelo polinémio ¢p(x,y) utilizando fungoes

de forma (polinémios) e os valores nodais.

onde n é a quantidade de nés de um triangulo e ¢; = ¢n(x;,y;). Aqui, cada fungao de
forma N; (polinémio de um certo grau) deve ser tal que seu valor seja um se avaliado em

seu no6 relacionado e zero em qualquer um dos outros n — 1 nés, isto é

L, sei=y, .
Ni($j7yj)={0 Sei#‘; 1<i,j<n. (3.5)

A funcao de forma para os elementos triangulares podem ser lineares, quadraticas ou
cubicas e para cada caso é necessario um determinado nimero de nos, veja a Figura 3.4.
Estas podem ser determinadas através das coordenadas cartesianas ou de area, porém a

fim de facilitar calculos define-se as funcoes de forma por meio das coordenadas de area.

Portanto, utilizando func¢oes de forma lineares, obtemos a seguinte interpolacao

onde Ny(x,y) = Ly + Ly — L3, No(v,y) = —L1 + Lo+ Lg e N3(x,y) = L1 — Lo + Ls.
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(a) Linear - 3 nos. (b) Quadratico - 6 nos

Figura 3.4: Quantidade de nos necesséria para polindmios lineares e quadraticos.
Fonte: Imagem do autor.

E para funcoes de forma quadraticas,

gbh(x’y) = Z¢iNi(x’y)7 (37)

onde
Ny = Ly(2L1 — 1),

Ny = Ly(2Ly — 1),
N3 — L3<2L3 - 1),

(3.8)
Ny =4L, Lo,
Ny =4LyLs3,
Ng =4L3L4.

No que se segue serd necessario avaliar as derivadas das funcoes de forma, definidas
em coordenadas de area, em relacao as coordenadas cartesianas. Essas derivadas podem

ser obtidas utilizando a regra da cadeia. Assim, para funcoes lineares obtemos o seguinte

operador

9 0 8L1+ 0 8L2+ 0 0Ls

dr 0L, 0x 0Ly Ox  OLs Oz’
a0 cy 0 cs O
= 240L, " 2A0L, " 2A0L; (39)

3

-y 9
B 2A0L;

=1

Onde ¢ = Yo — Y3, co = y3 — Y1 € c3 = Y1 — Yo. Analogamente, obtemos

0 <~d, 0
5= 3 ST (3.10)

=1
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onde d1:$3—$27 ngZEl—l’gedg:l’Q—l‘l.

A seguir sera explicado brevemente o método RKDG para as Leis de Conservacao,
seguido de uma explicacao mais detalhada para Leis de Balanco, utilizando as equacoes
shallow water para descrever o método. Utilizamos as seguintes referéncias como base

para apresentar o método [65, 27, 66, 68|.

3.2 Meétodo RKDG para Leis de Conservacao

Considere a seguinte lei de conservacao bidimensional
U+V-FU)=0 (z,y) €QeR? t>0, (3.11)
onde U = (uy,ug, - ,um)’ e F(U) = (f(U),g(U)), com condi¢ao inicial U(z,y,0) =
Uo(z,y) e talvez alguma condigao de contorno, por exemplo de tipo Dirichlet Ulgq = .

Seja T, a familia de partices do dominio computacional € parametrizado por 7 > 0.
Para qualquer triangulo K € T, definimos 7 = diam(K), 7 = max 7 e | K| a sua &rea.
Para cada lado €% (i = 1,2,3) do triangulo K, denotamos seu comprimento l% e seu vetor
normal unitario por 7% . Buscamos uma solugao aproximada de (3.11) que pertenga ao

espaco dimensional finito
V, =VF={w e L*(Q); w|x € P*(K) VK € T,}, (3.12)

onde P*(K') denota o espago de polinomios em K de grau no maximo k. Seguindo |27, 65],
para a derivagdo de um esquema DG, a equagao (3.11) é multiplicada por uma fungao

teste w(z,y) € V; e integramos sobre K:

// Uw dx + //(v F)w dx = 0, (3.13)

onde x = (z,y). Aplicando o teorema da Divergéncia na equacio acima, obtemos:

3
//Utwdx—//F-dex—i—Z/F
% z’:16%

K

-itw ds = 0. (3.14)

i
€K

O fluxo numérico F ¢ definido ao longo das arestas do elemento K de forma que

F

o = F (U?”“K), et ﬁ%) , (3.15)

€% i i
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onde UZM(K) é o valor obtido no interior do elemento K como

Uimt(K) = Ux™E) )= lim KU(Z t) paratfixo, x €eli=1,2,3, (3.16)
Z—X Ze
e US4 o valor obtido no exterior do elemento K como

)

o) v(x,t), se x € 09,
U(x™ t) = tfi 3.17
(x ) hm§Z U(z,t) em caso contrario, bata £ X0, (3.17)
z—X,z¢K

no caso de condigao de contorno de Dirichlet (U|sq = ), para detalhes veja [27]. A funcao

F pode ser definida usando o fluxo global Lax-Friedrichs

Flay,aq,1) = = [F(ay) -+ F(ag) - i — aag — a1)],

N | —

a =max |[F'(U) -1, (3.18)
onde o maximo é tomado sobre o dominio 2. E este fluxo satisfaz a conservatividade e

consisténcia

Flay, a9, 1) = —F(ag,ar,—1), Fl(ai,ar,n)=F(ay) 7. (3.19)

Podemos reescrever a equagao (3.14) na forma de um sistema de EDO’s (d/dt)U =

L(U), para isso definimos (usando as fun¢oes de forma N;):

n

U({L‘,y,t) = ZUl(t)Nl(x7y> e w= ZCij(JZ,y) (320)

Substituindo (3.20) em (3.14) obtemos:

E

3 n
+ Z/FL?% i » ¢jNj(z,y) ds =0 (3.21)
i=1 j=1

n

S U N, y>] S 6Ny, y) dx — / / F.v (Z &Nz, y>> dx
=1 j=1

K 7=l

ou equivalente,

//dUlNlN dx — //F VN, dx+2/

Considerando uma escolha natural para o grupo de parametros ¢;: ¢; = 1, ¢, = 0

(3.22)
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para p # j e apos alguns calculos, para detalhes veja [10], podemos escrever (3.22) em

uma forma mais compacta

av(t) _ oo ~ [
— =M //F-VNdx—E;/F
K el

Onde M ¢ a matriz de massa (local do elemento K') e seus coeficientes sao definidos como
11-L

Mlj = 2’[(’ f f NIN]' dLl dL2 e esta é
0 0

ik N ds | . (3.23)

7
€K

M = |K]| (3.24)

(@) O Wi
O wik O
w—= oo O

para polindomios lineares (k = 1). Caso queiramos usar os polindmios quadraticos (k = 2)

obtemos: ) )
1 1 1 1
B T80 ~mo U 5 0
1 1 1 1
™ 30 wm 0 0 -5
_1 1 1 _1 g
M — |K| 180 180 30 45 (325)
0 0 -1 8 4 4
45 45 45 45
1 4 8 4
45 O O 45 45 45
1 4 4 8
L O 45 0 45 45 45

Agora podemos usar método de discretizagao no tempo Runge-Kutta de terceira

ordem para resolver a EDO (3.23)

UW =un + AtL(U™),

U = %U“ + % (UD + Atc(w®)),
1 2
Ut = 2U"+ 3 (UP + AtL(U®)). (3.26)

Onde L(U) é o operador espacial, definido como o lado direito da equagdo (3.23).

Dessa forma, temos que o método RKDG utiliza uma formulacao local, ou seja, os
calculos realizados devem ser feitos elemento por elemento. Assim, calcula-se as integrais
em (3.23) em cada elemento, e resolve-se um sistema de EDO’s com m equagdes (as m
componentes de U) via Runge-Kutta, utilizando para isso a matriz de massa 3 x 3 (caso
linear) em (3.24) ou uma matriz de massa 6 x 6 (caso quadratico) em (3.25). Esta é uma
diferencga importante entre este método e os métodos de elementos finitos cléssicos, no qual

se utiliza uma formulagao global e assim uma matriz de massa global. Esta formulagao
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local faz com que para problemas estritamente hiperbolicos seja possivel capturar as ondas

geralmente sem a necessidade de considerar condi¢oes de contorno.

Teorema 3.1 O método RKDG com o polinomio Uk (x) de grau k deve satisfazer o
principio do mdzrimo
—n+1

A<TUY" < B, (3.27)

onde A=minUy, B =maxU e Ux é a média de U no elemento K, o super indice n+ 1
T €T

indica o prézimo espago no tempo. Uma condicdo suficiente € que cada Uk (x) satisfaca

Uk(z) € [A, B], V& € Sk, onde Sk € o conjunto dos pontos de quadratura, sob a condi¢do

CFL

At~ 2

onde 1y € o peso do primeiro ponto de quadratura Gauss-Lobatto no intervalo [—1/2, 1/2],

para mais detalhes veja [68].

O método RKDG, quando aplicado em problemas com solucoes descontinuas, pode
gerar oscilagoes e até instabilidade nao linear. De modo que torne-se necessario a utilizacao
do limitador TVB para controlar tais solugoes [65, 27, 66]. Em alguns casos, ha também a
necessidade de que a varidvel conservada ou balanceada esteja contida dentro de um certo
intervalo, veja o Teorema 3.1, sendo preciso também a aplicacao do limitador “positive

preserving”.

3.2.1 Limitador TVB

Neste trabalho é utilizado o limitador TVB classico com fun¢ao minmod corrigida
definida em [27] por:

(3.29)

o ai, se |ai] < AT?,
m(ay,...,a,) =

m(ay,...,a,), em caso contrario,

onde A é o parametro TVB a ser escolhido adequadamente em termos da segunda derivada
da funcao, veja [26], se A é escolhido pequeno demais, mais células do que o necessario
serao identificadas contendo oscilagoes, aumentando o custo computacional; no entanto,
se A é escolhido muito grande, oscilacoes espirias surgirao. A fungdo minmod m é dada
por

mlan, . ay) = { smin; |a;|, se s =sign(a;) = ... =sign(a,), (3.30)

0, em caso contrario.
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De maneira geral, este limitador é aplicado em U apods cada passo interno da
discretizacao de tempo Runge-Kutta. O procedimento do limitador TVB envolve duas
etapas: a primeira é verificar se alguma limitacao é necessaria, em um determinado
elemento; se um certo elemento necessitar do limitador, entao o segundo passo é aplicar
este sobre o respectivo vetor [66]. Para detectar as células com problemas usando o
limitador descrito acima, declaramos que se fun¢do descrita em (3.29) retornar um valor
diferente do primeiro argumento, esta célula é marcada como uma célula problematica e

deve-se aplicar o limitador.

Para construir o limitador TVB para os elementos triangulares n6s procedemos como
em [27]|. Considere o triangulo Ky, e seus trés vizinhos K, Ky e K3 como na Figura 3.5,
onde m; é o ponto médio da aresta eﬁ(o do elemento K e b; denota o baricentro de cada

triangulo K; para j = 0,1,2,3, e seja U uma funcao linear.

Figura 3.5: Ilustracao dos dados necessario para o limitador TVB.
Fonte: Cockburn et al [27] (Modificada).

Para os elementos triangulares limitamos a grandeza A; definida abaixo:
Ai :m((j(m“Ko),l/AU(m“Ko)> y 1= 1,2,3. (331)

Onde m é o limitador TVB (3.29), e v > 1. Nos tomamos v = 1.5, como em [27]. As

variaveis U(m;, Ko) e AU(m;, Ko) sio definidas a seguir.
U(mg, Ko) = U(my) —Ug,, i=1,2,3, (3.32)

ou seja, U(m;, Ky) é a diferenga entre os valores de U no ponto médio da aresta elko eo

valor médio no elemento K, que coincide com o valor de U no baricentro by. Por outro
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lado, define-se
AU(mQ, K()) = OCQ(UK2 — UKO) + /BQ(UKS — UKO), (333)

Onde Uk é o valor médio de U sobre o elemento K, os coeficientes a; e 3;, i = 1,2, 3 sdo

tais que:

my — by = a1 (by — by) + S1(ba — by),
meo — bo = 052(62 — bo) + ﬁg(bg — bo), (334)
mg — by = az(bs — by) + Bs(b1 — bo).

Estes coeficiente o e f3; existem, pois os vetores b; — by e bj — by (i # j) sao linearmente
independentes em R? e formam uma base.
Uma vez limitados os A; em (3.31), se 320 | A; = 0 define-se

U(:L‘, Y, t) = Z(Al + UKO)Ni(:C7 y) (335)

i=1
Note que caso a limitagao nao fosse necessaria isto devolve a solugdo original, pois A; =
U(mi, Ko) [§] Az + UKO = U(mz)

Se 2?21 A; # 0, calculamos

3 3
pos = Zmax((), Ay), neg = Z max (0, —A;),
i=1 =1

e
0" = min (1, @) , 0~ = min (@> )
pos neg
Entao, definimos \
Ulz,y,t) = Y (A + Ug,)Ni(z, y) (3.36)
i=1
onde

~

A; = 0" max(0,A;) — 6~ max(0, A;).

Para sistemas, realizamos a limitagdo nas variaveis caracteristicas locais [27]. Neste

caso para limitar o a célula procedemos da seguinte forma:
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e Encontramos a matriz R e sua inversa R~! qual diagonaliza o Jacobiano,

0 . — m; — b
-1 . 7 0 _
R (—aUF(UKO) s — bol b0|> R=D, (3.37)

onde D é uma matriz diagonal que contém os autovalores do Jacobiano.

e Transformamos todas as quantidades necessarias para limitacao multiplicando-as a

esquerda por R~

e Aplicamos o limitador escalar (3.29) em cada uma das componentes das quantidades

transformadas.

e O resultado é transformado ao espaco original multiplicando-o a esquerda por R.

Para mais detalhes veja [66, 27].

3.2.1.1 Tratamento do Limitador no Contorno

Os trabalhos [66, 27] ndo informam como proceder caso uma ou mais arestas do
elemento K| esteja na fronteira. A solucao encontrada por nos foi definir um “baricentro
ficticio” simétrico ao baricentro by em relacao ao ponto médio da aresta presente na
fronteira. Por exemplo, suponha que a aresta 1 do elemento K, pertenca a fronteira, entao
pegamos um elemento vizinho ficticio a aresta 1, onde o seu baricentro b é simétrico ao

by em relagao a mq, veja a Figura 3.6.

Da construcao acima, obtemos

2(m1 - bo) = (bl)* — bo,

portanto (by)* = 2m; — by. De forma geral, se uma aresta j estiver na fronteira temos
que:

Observe que se substituimos b; = (b;)* em (3.34), obtemos que o; = 1/2 e §; = 0.

3.2.2 Limitador Positive Preserving para Leis de Conservagao

Para que a condicao dada pelo Teorema 3.1 seja satisfeita, nos precisamos modificar

o polindomio Uk (x) de forma que Uk (x) € [A, B], Vx € Sk. Para todos os K, assumimos
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STTT7ST 77

(a) (b)
Figura 3.6: Tlustracao do caso em que a aresta 1 do elemento K esteja na fronteira. Note

que a1 = 1/2 e B; = 0.
Fonte: Imagem do autor.

que Uy € [A, B], como em [68] usamos o seguinte polinomio Ug (x) em vez de Ug (x):

Ui (%) = 0(Ux (%) — T + T, (3.39)
onde . .
f = min B_U_Kn , A—[ﬁfn ,1 5,
comn
My = max Uk(x), mg= min Uk (x).

3.2.3 O algoritmo para discretizacao temporal RK

Podemos esquematizar a discretizacdo Runge-Kutta (3.26) para as leis de conservagao

da seguinte forma:

1. Dado o polinomio DG de Ugk(x) no passo de tempo n, entdo calcula-se o =
max |F'(U) - 7|, onde o méximo é tomado sobre o conjunto de pontos de quadratura

nas arestas, Sk, da malha. E assim determina-se o intervalo de tempo (ver condigao
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CFL em (3.28)):

2 w|K
At = min — | K]

Sa Z?:l li ’
onde « para as leis de conservagao é dado pela equacao (3.18).

2. Calcula-se o primeiro estigio com Ug(x) e essa solugao é denotada por Uj.
Modifica-se essa solucao aplicando primeiro o limitador TVB e, se necessario,

posteriormente o limitador positive preserving e assim atualiza-se o valor de U} =
Uk (x).
3. Calcula-se o segundo estagio com U (x), e obtém-se Uz (x), aplica-se o limitador

, . .. . , 2 "'2
TVB e, se necessario o positive preserving e obtém-se Uy = Uj(x).

4. Calcula-se o terceiro estagio com Ux(x), e denota-se essa solu¢ao por Uj(x),
aplica-se o limitador TVB e o positive preserving, se necessario, e obtém-se a solugao

no tempo n + 1.

3.3 Meétodo RKDG para as Equacoes Shallow Water

Podemos escrever as equagoes shallow water (2.60) na seguinte forma:
U+ V- -FU) = s(h,b) (3.40)

onde U = (h, hu, hw)T e F(U) = (f(U),g(U)). Procedendo de forma analoga que as leis

de conservacao obtemos [65, 27]:

3
//Utwdx—//F-dex+Z/]§‘
K 4 i:le%

onde F & dado pelas equacoes (3.15)-(3.18), para as equagoes Shallow Water temos que:

a = max ((\u| +/gh, [v] + \/g_h> ﬁ) (3.42)

i - ihew ds = // s(h,b)w dx. (3.41)
K

Afim de obter um método bem balanceado, isto é manter o equilibrio entre o fluxo e
o termo fonte, preservando a solugao estacionaria (2.62), o esquema (3.41) é modificado

e assume a forma:

3
//Utwdx—//F-dex—f—Z/f‘*
i=1
€k

K K

i - ihew ds = // s(h,b)w dx. (3.43)
K
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O fluxo F" ¢ calculado com base na técnica de reconstrucao hidrostatica [5]. De posse dos

valores U)o ettK)

p na aresta ey, define-se

hik,int(K) — max (O hz:nt(K) n bz:nt(K) — max <bint(K) bext(K)))

7 ) » Y4

h:’wt(K) = max (0, hfwt(K) + bfmt(K) — max (b:nt(K), bfxt(K)>> (3.44)

e redefinimos os valores interiores e exteriores de U como:

wint(K) DR int(K)

Ui = i Vi

*,ext(K)
wext(K) hz ext(K)
Logo, o fluxo F 6 tal que

& . i F <U;,mt(K)’ U:,ezt(K),n?{) (87,87, - Tk (3.46)

onde

. 9 pint(K)\2 Y g xint(K)\2 T x g /5 int(K)\2 g*,‘t(K)2T

57, = (0. 502 = Lm0 0) o, = (0,0, (0002 = Sy 9y2)
O simbolo < -, > em (3.46) é utilizado eventualmente para definir uma operagao entre
uma matriz 3 X 2, cujas colunas sdo os vetores o7, e 47, e o vetor normal iy, de forma
que é realizado um produto interno entre cada linha dessa matriz e o vetor 7.

Nao é dificil comprovar que o método (3.43), combinado com a escolha de fluxos

(3.46), & bem balanceado, mostrando que no estado estacionario (2.62) das equagdes de

shallow water o fluxo numérico F se torna F(U;nt(K)) na aresta e, veja [65].

Seguindo o passo a passo do método RKDG para leis de conservagao, escrevemos

entdo a equagao (3.43) em um sistema de equagoes diferenciais ordinérias

dU(t)
— = L), (3.47)

onde o operador espacial neste caso é:

LUER) =M //F-VNdx—ZS:/]?‘*

i ik N ds+//s(h,b)]\7 dx. | (3.48)
K

Podemos entao, como explicado na secao 3.2, usar o método de discretizagao no tempo

Runge-Kutta de terceira ordem (3.26).
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No caso das equacoes SW, o principio do maximo dado pelo Teorema 3.1 se resume
em hg(x) > 0, Vx € Sk. Podemos entdo usar o limitador positive preserving |65] dado

pela equacdo (3.39) com

B

g My

onde
m;; = min hl(x,y). 3.50
2y (z,y)ESK z]( 7y) ( )
Assim, calculamos o polinomio modificado U]” e 0 usamos em vez de U;' no esquema
RKDG. Note que, este limitador ndo tera efeito em solugoes estacionarias (2.62), portanto
este nao afeta a propriedade bem balanceada do método [65]. Observe também que na
regiao molhada, onde # = 1, o limitador nao tem efeito, ou seja, U]" = U}'. Assim sendo

este limitador é ativado apenas na regido seca ou quase seca, onde 6 < 1, veja [66].

O limitador TVB se nao utilizado corretamente pode destruir a solu¢ao estacionéaria.
Para evitar isso, como explicado em [66, 65|, verifica-se entdo se este é necessario baseado
em (h+ b, (hu), (hw))T se m;; > 0 (regido molhada) ou baseado em (h, (hu), (hv))T caso

contrario; se necessitar a sua aplicacao procedemos conforme descrito na se¢ao 3.2.1.

3.3.1 O algoritmo para discretizacao temporal RK

A fim de resolver numericamente as equagoes SW precisamos que o método numérico
preserve a positividade de h, para obter esta condicao na discretizacao de tempo RK um
recurso eficiente é realizar um calculo preliminar para verificar se o proximo intervalo de
tempo n + 1 ird produzir uma altura negativa. Se sim, o calculo sera reiniciado a partir
do passo de tempo n com metade do passo de tempo. Dessa forma podemos esquematizar

a discretizacao Runge-Kutta, veja a Figura 3.8, da seguinte forma:

1. Dado o polinémio DG de Ug (x) no passo de tempo n satisfazendo h > 0 e hx(x) > 0,
Vx € Sk, onde Sk é o conjunto dos pontos de quadratura presentes nas arestas (da
malha toda). Entao calcula-se o = max((|u| + v/gh, |v| + /gh) - i), onde o maximo

é tomado sobre Sk na malha. E assim determina-se o intervalo de tempo (veja a

condi¢do CFL em (3.28)):

2 w|K
At = min—#‘i,
ad il

onde para as equagoes shallow water a é dado pela equagdo (3.42).
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2. Calcula-se o primeiro estagio com Ug(x) e essa solugao é denotada por Uj.
Modica-se essa solucao aplicando primeiro o limitador TVB e posteriormente o

limitador para preservar a positividade, e assim obtém-se U (x).

3. Calcula-se o segundo estagio com UL (x), e obtém-se UZ(x). Se o valor médio da
altura da agua é negativo, entao volta-se ao passo 2 e reinicia-se dividindo At pela

metade; caso contrario, aplica-se os limitadores e obtém-se Uz (x).

4. Calcula-se o terceiro estdgio com UZ(x), e denota-se essa solugao por Ui (x). Se
o valor médio da altura da agua é negativo, entao volta-se no passo 2 e reinicia-se
dividindo At pela metade; caso contrario, aplica-se os limitadores e obtém-se a

solucao no tempo n + 1.

|
|

Dados da malha; Parametros do
problema; C.I. e C.C.; Dados da

quadratura; Matriz de Massa.

!
|K;

(z,y) — (L1, Lo, L3)
Ug (x); b (x).

nao

U(tn+1) =U tn-‘rl < tf
sim
: "t = " 4 At
[ Fim } Método de Discretizacao -
At
Temporal: U™
u = yrtt

Figura 3.7: Fluxograma do Método Galerkin Descontinuo.
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‘ Inicio ’
Passo 1: Ug(x) — UI((l)(x)

|

Limitadores:
TVB(UY (x) — U (x)
Pos.Pres. Ul((l)(x) s U[((l)(x)
|

Passo 2: U (x), UY (x) —» UP (x)

nao

sim
Limitadores:
(2) (2)
TVB(Uy'(x)) = Uk (x)
Pos.Pres. UI(?)(X) s UI(?)(X)

|

Passo 3: U (x), UI(?)(X) — US)(X)

)
_ nao
Ayl (x) > 0 At= g
sim |
Limitadores:

TVBUY (%)) — UL(x)
Pos.Pres. UI(?)(X) = 0}?(){)

Figura 3.8: Fluxograma do Método de Discretizacao Temporal Runge-Kutta.
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3.4 Integracao Numérica

As integrais que aparecem nas equagoes (3.23) e (3.48) podem ser calculadas
numericamente usando regras de quadratura, neste trabalho como em [65] usamos uma,
regra de quadratura Gaussiana especial a fim de que a condicao CFL e o Teorema 3.1

sejam satisfeitos, para detalhes veja [68].

Assume-se que o polinémio DG no triangulo K é pg(z,y) de grau k. Seguindo a
metologia de [68], a primeira etapa é decompor o valor médio do elemento K como
uma combinag¢ao convexa de valores pontuais do polinémio pg(z,y) por uma regra de

quadratura satisfazendo:

e A regra de quadratura é exata para integragao de px(z,y) em K;
e Todos os pesos de quadratura devem ser positivos;

e Os pontos de quadratura incluem todos os pontos da quadratura de Gauss para
cada aresta e%.. Também & preciso encontrar os pesos de quadratura destes pontos,

ja que a condicao CFL do método RKDG depende deles.

Para obter esta regra de quadratura especial primeiro considere uma regra de

quadratura em um quadrado unitario ) com vértices (—%, —%), (%, —%), (%, %) e (—%, %)

no plano (u,v). Seja {u*:a=1,..., N} os pontos de quadratura Gauss-Lobatto no

—%,%], onde N é o menor inteiro tal que 2N — 3 > k, com pesos wW,, €
11

T 202

intervalo [
{vﬁ B=1,....,k+ 1} denota os pontos de quadratura Gauss em [ } COImM Pesos wg.
Para o polindémio p(u, v), pode-se usar o produto tensorial dos N pontos de Gauss-Lobatto
para u e k + 1 pontos de Gauss para v como a regra de quadratura no quadrado, entao
os pontos podem ser escritos como Sy = {(ﬂa,vﬁ) ca=1,....N;f=1,....k+ 1}, veja
a Figura 3.9(a) para S,. Esta ¢ exata para um polinomio p(u, v) se o grau de p(u,v) com

respeito a w nao é maior que k e o grau com respeito a v nao é maior que 2k + 1.

Sejam os vértices Vi, Vs e V3, no sentido horario, do elemento K e o vetor posicao
P de um ponto arbitrario P em K que pode ser especificado pelas coordenadas de area

((1,(2,C3), P =(1V1 4+ (Ve + (3Vs. Entdo, define-se as seguintes trés fungoes:

g, (1, v) = (%—I—v) Vi 4+ (%m) (%—v) Va4 (%—u) (%—v) Vs,
g, (1, v) = <%+v) Va4 (%w) <%—v) Vi + G—u) (%—v) Vi,
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gs(u,v) = <%+v) Vs + (%—FU) (%—v) Vi + (%—u) (%—v) V.

Cada uma destas fungoes é uma projecao do quadrado sobre o elemento K, veja a

Figura 3.9. Usa-se g;(i = 1,2,3) e Sy para construir a quadratura triangular. Seja py(z,y)
o polinémio DG de duas variaveis e grau k com valor médio U?( definido no triangulo K,

logo

= %4/]”((35,@ dA(z,y) = ﬁ/_ /_é piles(t,v) ‘%

1
2

du dv 1 =1,2,3.

(3.51)

Lema 3.1 Se a orientacdao dos trés vértices Vi, Vo e Vg € hordria, entao o Jacobiano

691:(“7”) — ( 1 )
) | = 2|K| (5 —v).
/,\\
gor
/ N\
® ° ® / \
/ A
/ A\
/ N\
g o ®
/ N\
® ° ® / \
/ \
/ N
/
/ \
/
[ ) ]
/ \
[ J [ ] o At
(a) Pontos de Gauss e de (b) Projegao 1.
Gauss-Lobatto no quadrado.
A A
/N I\
‘ \\ / ‘
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / A
\
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/ \ / \
/ \ / i
/‘ ® / L \
/ AN \
/ N\ / \
/ \ / \
/ ® N\ / ® \
/ N / \
/
’ \ / X
\ / @\
/% \ - =
. ._1
(c) Projegao 2. (d) Projegao 3.

Figura 3.9: Ilustracao das trés projecoes para k = 2.
Fonte: Zhang et al [68].

9g; (u,v)

ot | entdo pode-se calcular a integral em (3.51)

Define-se p% = pr(g;(u,v))
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numericamente usando a quadratura. Logo,

N k+1 N k+1

oSS waits = 3 prlaa® )2 (5 o v (352)

a=1 g=1 a=1 g=1

Entao tem-se trés regras de quadratura diferentes para p'.(z,y) sobre K, e os pontos
de quadratura sao g;(Sy)(i = 1,2,3) com pesos de quadratura positivos, veja as Figuras
3.9(b), 3.9(c), 3.9(d) para k = 2. Combinando os pontos destas trés regras de quadratura,
obtemos uma regra de quadratura com 3(N — 1)(k + 1) pontos, veja a Figura 3.10. Em

coordenadas de area o conjunto S{ destes pontos de quadratura pode ser escrito como
1 1 1 1 1
st @) ) G-) ).
1 1 1 1 1
Z Z B8 Z_ B [ ZLqe Z_ B
(G-)G-) s G) G-)
1 1 1 1 1
4w ) (=), (z—a*) (== ), = =07 ) ¢,
2 2 2 2 2
N 1

a=1,....,N, B=1,... . k+1. (3.53)

\
goy
/ \
/ \

/ \

/ \

/ \

/ \
P
/@ o N\

/ AN

/ \

/ \

/ ® ] \
/ \
s . >
/@ @\
—® L *—

Figura 3.10: Pontos de quadratura em um triangulo para k = 2.
Fonte: Zhang et al [68].

Agora a média celular pode ser decomposta como:

3 N k+1

Uy == ZUK—ZZZ]?K g, (1% v ); (%—U'B>wawﬂ: Zp]((X)wx. (3.54)

i=1 a=1 p=1 xeSK

Em seguida, é necessario determinar os pesos de quadratura wy para os pontos

K>
e 0s pontos (O + 0P, O 5 — va) em e:}{. Note que go (%,vﬁ) egs (—%, —v[’)) Sa0 0 mesmo

localizados na aresta e}, que sdo (0,1 +v”, 1 —v7), os pontos (1 —v7,0,1 +v”) em €3
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ponto (0 + 0P, 0 s — U’B> Visto que w; = wy, o peso de (O, % + 07,0, % — vﬁ) é

2 /1 2 (1 2
(50wt (5 =) i = S (3:55)

Similarmente obtemos que os pesos para os demais pontos sao %wgwl.

Os valores de px(x,y) nos pontos de quadratura nas arestas ¢4 podem ser denotados

znt( )

como U Podemos entao escrever (3.54) como uma combinac¢ao linear de px nos

pontos de quadratura S,

k+1

Zg sin U™ + 37 Uk (x)wy, (3.56)

B: XESk

l\D

an

=K - . . o
onde S; sdo os pontos em S& que estdao no interior do triangulo K e

2 /1 s .
Wy = < |z — V7 | wawg.
3\ 2

Desse modo, podemos calcular as integrais duplas em (3.23) e (3.48) de forma analoga,

por exemplo:

3 k+1

//F VN dx = |K]| ZZ—wﬁwlF (U UN ) + Y F(Uk(x)) - VN (x)wx

i=1 f=1 xe??

(3.57)
J& para a integral de linha presente em (3.23) podemos calcular da forma calculada

abaixo:
3 k41

Z/F N ds =3 wsF(U")) - nle N(xi.6)l (3.58)

i=1 =1

Em particular, nos testes numeéricos realizados neste trabalho usamos polindémios
lineares (k = 1), sendo necessarios e suficientes 3 pontos de quadratura Gauss-Lobatto e

2 de Gauss, como segue

. { 1 0 1} { 1 1 }
U=9—5:Y 51> V=9 )
2 2 2v/372V/3

com 0s seus respectivos pesos

R 1 2 1 1 1
w = =y 50 A (> w = a’ o (0
6" 3 6 2° 2

no intervalo [—1/2,1/2]. Dessa forma o conjunto Sk ¢ formado por 12 pontos de
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quadratura, onde Sk contém 6 destes pontos, dois em cada aresta, e Sk também contém

6 pontos, veja a Figura 3.11.

Figura 3.11: Pontos de quadratura utilizados.

Fonte: Imagem do autor.

Onde,

(0.7887,0.2113, 0); (0.2113, 0.7887, 0);
Sk =< (0,0.7887,0.2113); (0,0.2113, 0.7887); (3.59)
(0.2113, 0, 0.7887); (0.7887,0,0.2113)

(0.2113,0.3943,0.3943); (0.3943,0.2113, 0.3943);
Sk =< (0.3943,0.3943,0.2113); (0.7887, 0.1057, 0.1057); (3.60)
(0.1057,0.7887,0.1057); (0.1057,0.1057, 0.7887)



Capitulo 4

Gerador de Malhas

O primeiro passo para se usar o método Galerkin Descontinuo ou qualquer outro
método de elementos finitos é gerar uma malha nao estruturada, para isso utilizados o

gerador de malhas Distmesh desenvolvido por Per-Olof Persson [46].

O gerador Distmesh foi elaborado baseado nas seguintes ideias:

e Uma malha nao estruturada requer uma escolha de nos, os vértices, e uma

triangulacao;

e A malha deve ter pequenos elementos para resolver os detalhes da geometria, mas

tamanhos maiores, sempre que possivel, para reduzir o nimero total de nos;

e E necessario elementos de alta qualidade (por exemplo, triangulos que sao
quase equilaterais) para obter precisao discretizagoes e sistemas lineares bem

condicionados.

Para obter as condigoes acima, o gerador foi desenvolvido utilizando o método de
refinamento Delaunay, que parte de uma triangulacao inicial e se refina até a qualidade
do elemento seja suficientemente alta. Durante os movimentos do no, altera-se a
conectividade da malha para melhorar as qualidades do elemento, calculando novamente
a triangulacao de Delaunay ou atualizando-a localmente. Em equilibrio, os elementos da
malha tendem a ser de qualidade muito alta, e o método se generaliza para dimensdes mais
altas, veja alguns exemplos de malha geradas pelo Distmesh na Figura 4.1. O gerador foi

implementado na linguagem MarLas® [1].
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(a) (b)

Figura 4.1: Malhas geradas pelo Distmesh.
Fonte: Persson [46].

4.1 O Algoritmo

O algoritmo Distmesh é baseado em uma simples analogia mecanica entre uma malha
triangular e uma estrutura de trelica 2-D, ou equivalentemente a uma estrutura de molas.
No modelo fisico, as arestas dos tridngulos correspondem as barras, e os pontos equivalem
as juntas da trelica. Cada barra tem uma relagdo de deslocamento de forca f(l,1p)

dependendo de seu comprimento atual [ e seu comprimento nao estendido /.

Em cada né na fronteira, h4 uma forca de reacao atuando normal a fronteira. A
magnitude dessa forca é grande o suficiente para impedir que o n6 se mova para fora. As
posicoes das juntas sao encontradas através de uma forga de equilibrio na estrutura. Para
resolver o equilibrio da forca, o gerador coleta as coordenadas z e y de todos os N pontos

na malha em uma matriz p, de tamanho N por 2 :
p=I[x vyl (4.1)
O vetor forca F(p) tem componentes horizontal e vertical em cada ponto da malha:

F(p) = [ Finte(P) Finty(P) ]+ [ Ferta(P) Fewry(p) |, (4.2)

onde F;,; contém as forcas internas da barra, e F.,; sao as forcas externas.

O algoritmo Delaunay determina tridangulos nao sobrepostos que preenchem o dominio
desejado, de modo que cada aresta é compartilhada por no maximo dois triangulos. Para

isso o sistema F(p) = 0 deve ser resolvido para um conjunto de posi¢oes de equilibrio p.
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A fim de resolver F(p) = 0 introduziu-se uma dependéncia artificial de tempo. Para
alguns p(0) = p,, considera-se o sistema de EDOs (em unidades nao fisicas!)

dp _

S =F(p). t>0. (4.3)

Se uma solucdo estacionaria é encontrada, ela satisfaz nosso sistema F(p) = 0. O
sistema (4.3) é aproximado usando o método Euler avancado. No tempo discreto ¢, =

nAt, a solu¢do aproximada p,, =~ p(t,) é atualizada por

Ao avaliar a funcao de forca, as posicoes p,, sao conhecidas e, portanto, também a
triangulacao do conjunto de pontos atual. As forcas de reagao externas entram da seguinte
maneira: todos os pontos que saem da regiao durante a atualizacao de p,, para p,,; sao

movidos de volta para o ponto de fronteira mais proximo.

A fungao k(lp — ) modela as molas lineares comuns. A implementacao feita usa essa

resposta linear para as forcas repulsivas, mas nao permite forcas atrativas:

ﬂudz{g%—wsﬂ<h, (45)

se [ > .

E razoével exigir f = 0 para [ = [;. O tratamento proposto para as fronteiras significa
que nenhum ponto é forcado a permanecer na fronteira, eles sao simplesmente impedidos
de atravessa-lo. E importante que a maioria das barras dé forcas repulsivas f > 0, para
ajudar os pontos espalhados por toda a geometria. Isto significa que f(l,ly) deve ser
positivo quando estiver perto do comprimento desejado, o que pode ser obtido escolhendo

lp ligeiramente maior que o comprimento que realmente desejamos.

Nessa implementacao, a distribuicao de comprimento de aresta desejada é fornecida
pelo usuério como uma func¢do de tamanho de elemento h(z,y), ele fornece a distribuigao
relativa sobre o dominio. Isso evita uma conexao implicita com o nimero de nés, que o
usuario nao é solicitado a especificar. Para encontrar a escala, calculamos a relacao entre
a area da malha a partir dos comprimentos [; da aresta atual e o “tamanho desejado” (de

h(z,y) nos pontos médios (z;,y;) das barras):

B Z ZZQ 1/2
Fator Escala = (Z ACRAE : (4.6)
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As posigoes iniciais do n6 p, podem ser escolhidas de varias maneiras. Uma
distribuicao aleatoria dos pontos geralmente funciona bem. Para malhas destinadas a
ter tamanhos de elementos uniformes (e para geometrias simples), bons resultados sdo
obtidos a partir de pontos igualmente espacados. Quando uma distribuicao de tamanho
nao uniforme h(z,y) é desejada, a convergéncia é mais rapida se a distribui¢do inicial
for ponderada por probabilidades proporcionais a 1/h(z,y)%.. O método de rejeicao
comeca com uma malha inicial uniforme dentro do dominio e descarta pontos usando

essa probabilidade.

4.2 Implementacao

O codigo fonte completo para o gerador de malha bidimensional, veja a Figura 4.2,

serd explicado em detalhes abaixo, seguimos [46].

A primeira linha especifica a sintaxe de chamada para a funcao distmesh2d:
function [p, t] = distmesh2d(fd, fh, h0, bbox, pfix, varargin)

Essa fungao produz as seguintes saidas:

e p: uma matriz N por 2, que contém as coordenadas = e y para cada um dos N nos

da malha;

e {: conhecido como matriz de conexao, cada linha estd associada a um triangulo e as

colunas especificam que nés da malha compoe o elemento.

Os argumentos de entrada sao os seguintes:

A geometria é dada como uma funcao de distancia fd;

A fungdo de comprimento de aresta desejada, h(x,y) é dada como uma funcao fh,

que retorna h para todos os pontos de entrada;

e O parametro h0 é a distancia entre os pontos na distribuicao inicial p0;

A caixa delimitadora da regiao ¢ uma matriz bbox = [Zynin, Ymin; Tmaz, Ymaz);

As posicoes de nos fixos sao dadas como uma matriz pfix com duas colunas, onde

essas correspondem as coordenadas x e y, respectivamente;

Parametros adicionais para as funcoes fd e th podem ser dados no tltimo argumentos

varargin (para mais informagoes use o help do MATLAB).
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function [p,t]=distmesh2d(fd,fh,h0,bbox,pfix,varargin)

dptol=.001; ttol=.1; Fscale=1.2; deltat=.2; geps=.001%h0; deps=sqrt(eps)*ho0;

% 1. Create initial distribution in bounding box (equilateral triangles)
[x,y]=meshgrid(bbox(1,1) :h0:bbox(2,1) ,bbox(1,2) :hO*sqrt(3)/2:bbox(2,2));

x(2:2:end, :)=x(2:2:end, : )+h0/2;
p=[x(:),y(:)];

% Shift even rows
% List of node coordinates

% 2. Remove points outside the region, apply the rejection method

p=p(feval(fd,p,varargin{:})<geps,:);
r0=1./feval (fh,p,varargin{:}) ."2;

p=[pfix; p(rand(size(p,1),1)<r0./max(r0),:)];
N=size(p,1);

pold=inf;
while 1
% 3. Retriangulation by the Delaunay algorithm
if max(sqrt(sum((p-pold)."2,2))/h0)>ttol
pold=p;
t=delaunayn(p);
pmid=(p(t(:,1),:)+p(t(:,2),:)+p(t(:,3),:))/3;
t=t (feval(fd,pmid,varargin{:})<-geps,:);
% 4. Describe each bar by a unique pair of nodes
bars=[t(:,[1,2]);t(:,[1,3]);t(:,[2,3])];
bars=unique (sort(bars,2),’rows’);
% 5. Graphical output of the current mesh
trimesh(t,p(:,1),p(:,2),zeros(N,1))
view(2) ,axis equal,axis off,drawnow
end

% 6. Move mesh points based on bar lengths L and forces F
barvec=p(bars(:,1),:)-p(bars(:,2),:);
L=sqrt (sum(barvec."2,2));

% Keep only d<0 points

% Probability to keep point
% Rejection method

% Number of points N

% For first iteration

% Any large movement?
% Save current positions
% List of triangles

% Compute centroids

% Keep interior triangles

% Interior bars duplicated
% Bars as node pairs

% List of bar vectors
% L = Bar lengths

hbars=feval (fh, (p(bars(:,1),:)+p(bars(:,2),:))/2,varargin{:1});

LO=hbars*Fscale*sqrt(sum(L."2)/sum(hbars."2));
F=max (LO-L,0);
Fvec=F./Lx*[1,1] .*barvec;

Ftot(1:size(pfix,1),:)=0;
p=p+deltat*Ftot;

% 1. Bring outside points back to the boundary
d=feval(fd,p,varargin{:}); ix=d>0;

p(ix,:)=p(ix,:)-[d(ix) .*dgradx,d(ix) .*dgrady];

% L0 = Desired lengths
% Bar forces (scalars)

% Bar forces (x,y components)
Ftot=full(sparse(bars(:,[1,1,2,2]),ones(size(F))*[1,2,1,2], [Fvec,-Fvec] ,N,2));
% Force = 0 at fized points

% Update node positions

% Find points outside (d>0)
dgradx=(feval(fd, [p(ix,1)+deps,p(ix,2)],varargin{:})-d(ix))/deps; % Numerical
dgrady=(feval(fd, [p(ix,1),p(ix,2)+deps],varargin{:})-d(ix))/deps; % gradient
% Project back to boundary

% 8. Termination criterion: All interior nodes move less than dptol (scaled)
if max(sqrt(sum(deltat*Ftot(d<-geps,:)."2,2))/h0)<dptol, break; end

end

Figura 4.2: Codigo distmesh2d.m para gerar uma malha 2D.

Fonte: Persson [46].

O algoritmo pararda quando todos os movimentos em uma iteracao (em relagdo ao

comprimento médio da barra) forem menores que dptol. Da mesma forma, o ttol controla
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até que ponto os pontos podem se mover (relativamente) antes de uma nova triangulagao
Delaunay. A “pressao interna” é controlada pela Fscale. O intervalo de tempo no método
de Euler (4.4) é deltat e geps € a tolerancia nas avaliacoes de geometria. A raiz quadrada
deps da tolerancia da méquina é Ax na equacdo numérica diferencial da funcao da

distancia.

Vamos descrever os passos de 1 ao 8 do algoritmo distmesh2d, que basicamente
consiste em distribuir os pontos, realizar a triangularizacao e finalmente determinar a

forca de equilibrio, veja a Figura 4.3.

4-7: Forga de equilibrio

SRR
LR

B
VAV <
A

> <
USSR
SRR

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV.C:

Figura 4.3: Procedimento para gerar uma malha triangular nao uniforme.
Fonte: Persson [46].

1. O primeiro passo cria uma distribuicao uniforme dos noés dentro da caixa
delimitadora da geometria. A funcao meshgrid gera uma grade retangular, dada
como dois vetores x e y das coordenadas do né. Inicialmente as distancias sao
\/§h0/2 na dire¢do y. Ao deslocar cada segunda linha h0/2 para a direita, todos os
pontos estarao a uma distancia h0 de seus vizinhos mais proximos. As coordenadas

sao armazenadas na matriz p.

2. A proxima etapa remove todos os nos fora da geometria desejada: feval chama a
funcao de distancia fd, com as posigoes de n6 p e os argumentos adicionais varargin
como entradas. O resultado é um vetor coluna de distancias dos nds até a fronteira
da geometria. Somente os pontos interiores com distancias negativas (permitindo
uma tolerancia gep) sao mantidos. Entao, avaliamos h(z,y) em cada no e rejeitamos
pontos com uma probabilidade proporcional a 1/h(x,y)?. A matriz de nos fixos do

usuario é colocada nas primeiras linhas de p.

3. Agora o codigo entra no loop principal, onde a localizagao dos N pontos é melhorada

iterativamente. Inicializa-se a variavel pold para a primeira iteracao e inicia o loop
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(o critério de finalizacdo vem depois). Para economizar tempo de computacao,
uma nova triangulacao é necessaria quando o deslocamento méximo desde a tltima
triangulacdo é maior que o ttol (relativo ao tamanho aproximado do elemento lp).
As localizagoes dos nds apos a nova triangulacao sao armazenadas em pold e todas as
iteracoes comparam os locais atuais p com pold. A funcao Delaunay do MATLAB
gera uma triangulagao t, e os triangulos fora da geometria devem ser removidos.
Usamos uma solugao simples aqui - se o centroide de um triangulo tiver d > 0, esse

serd removido.

4. Descreve cada barra por um tnico par de nos. Ao criar uma lista de arestas, cada
triangulo contribui com trés pares de n6s. Como a maioria dos pares aparecera duas

vezes (as arestas estao em dois tridngulos), as duplicatas sdo removidas nesta etapa.
5. Saida grafica da malha atual.

6. Cada barra é um vetor de duas componentes em barvec; seu comprimento estia em
L. Os comprimentos desejados L0 vém avaliando h(z,y) no ponto médio de cada
barra. Noés multiplicamos pelo fator de escala em (4.6) e pelo fator fixo Fscale,
para assegurar que a maioria das barras dé forgas repulsivas f > 0 em F. A forca
resultante Ftot é a soma dos vetores de forca em Fvec, de todas as barras que se
encontram em um n6. Uma forca de alongamento tem sinal positivo e sua direcao

dada pelo vetor bars de duas componentes. Observe que o Ftot para os nos fixos

(@)

definido como zero.

D>

7. Se um ponto terminar fora da geometria apos a atualizagao de p, ele serd movido de
volta para o ponto mais proximo na fronteira (usando a func¢ao de distancia). Isso
corresponde a uma forga de reagdo normal & fronteira. O gradiente de d(z,y) da a

dire¢do (negativa) ao ponto de fronteira mais proximo.

8. Finalmente o ultimo passo, o critério de terminacao ¢ baseado no movimento maximo
do n6 na iteracdo atual (excluindo os pontos de fronteira). Este critério é por vezes
muito restritivo, e uma malha de alta qualidade é muitas vezes conseguida muito

antes da terminagao.



Capitulo 5

Verificacao Computacional do Codigo e
Experimentos Numéricos

Neste capitulo serao apresentados resultados numéricos obtidos pelo método de
elementos finitos RKDG, descrito no capitulo 3, quando utilizados os métodos Galerkin
Descontinuo e Runge-Kutta de terceira ordem na discretizacao espacial e temporal,
respectivamente, para algumas leis de conservacao e as equagoes de Shallow Water.
Realizamos também alguns testes numéricos visando a verificagao da propriedade
“well-balanced” do método e a importancia da aplicacao do limitador TVB, bem como a

abordagem adotada no seu emprego em elementos presentes na fronteira.

Na implementac¢ao do método foram utilizados polindmios lineares (k = 1), visto que
os trabalhos, usados como referéncia na aplicacao do limitador TVB, nao expoem de
forma clara como empregar o limitador quando se utiliza aproximacoes por polindmios
quadraticos. Sendo assim foram necessarios dois pontos de quadratura de Gauss e trés de

Lobatto, totalizando doze pontos de quadratura em Sk, veja a Figura 3.11.

O valor do parametro A, necessario no limitador TVB, foi estimado baseado em testes

numéricos realizados.

A fim de verificar as solucoes numéricas obtidas, para o caso das leis de conservacao
escalares em 2D estas foram comparadas qualitativamente com as obtidas pelo método
Lagrangian-Eulerian (LEH), desenvolvido por Pérez e Abreu [45]. Os resultados obtidos
através do método LEH foram adquiridos por meio do codigo computacional cedido pelo
Dr. John Pérez. Para o caso das equacoes “Shallow Water”, estas foram comparadas

qualitativamente com os resultados obtidos pelo Xing e Zhang em [65].

Na geracao dos resultados foi utilizado um notebook Dell com processador Intel Core
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i5, memoria 4GB RAM e disco rigido de 1 TB. O método foi implementado na linguagem

computacional Matlab.

5.1 Malhas

Nesta secao iremos mostrar as malhas utilizadas para obter as solu¢oes numéricas em

cada problema.

Figura 5.1: Malha com 5840 elementos (7 = 0.287), onde (z,y) € |0, 1

Figura 5.2: Malha com 8072 elementos (7 = 0.242), onde (z,y) € [0, 1

TS

LhLA
TATATATATATATATAVATATA VA"
ORAII K

RTINS
55 Ay

5 ORI
R K W AR KRNI
R R R RII IR vmmmu-.v.vmm‘v.m.nm‘-mv.v.v.v.uv.»
e L A i
L i
AR TaTATATAT.Y, TATATATATAY

0,1

0,1



5.1 Malhas 75

Figura 5.3: Malha com 11924 elementos (7 = 0.206), onde (z,y) € [0,1] x [0, 1].

Figura 5.4: Malha com 23282 elementos (7 = 0.143), onde (z,y) € [0,1] x [0, 1].
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Figura 5.5: Malha com 36354 elementos (7 = 0.2264), onde (z,y) € [—10, 10] x [-10, 10].

-90

95

-100
-100 -95 -90

[

Figura 5.6: Malha com 64600 elementos (7 = 1.6942), onde (z,y) € [—100,100] x
[—100, 100].

5.2 Teste do Limitador TVB

A fim de mostrar a importancia do limitador TVB, validar o nosso cédigo e conferir
se o tratamento, desenvolvido por nos, nos elementos que pertencem & fronteira funciona,
iremos resolver dois problemas de valor inicial distintos. Para realizar esse estudo iremos

obter a solucao numérica dos PVIs abordando o limitador das seguintes formas:

e Limitador nao é aplicado;
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e Limitador é aplicado somente nos elementos que nao pertencam a fronteira;

e Limitador é aplicado em todos os elementos e mudamos o valor de A de maneira
adequada.

Teste 1: Equacao de Adveccao Linear

Consideramos a equagao Advecacao Linear

Oou Ou Ou
T 1
ot "o Tay (5.1)
e o dado inicial:
u(z,y,0) = sin(m(x + y)), (5.2)

com (z,y,t) € [0,1] x [0, 1] x [0,0.5] [45].

Figura 5.7: Condicao Inicial.

Teste 2: Equacao de Burgers
Consideramos neste exemplo a seguinte lei de conservacao
ou 0 (u? 0 (u?
R el — (=1 =o0. 5.3
3t+8$<2)+6y(2) (5:3)
e o seguinte dado inicial associado & equacao:

9, <025 y <025
u(z,y,0) =14 3, =>0.25 y>0.25 (5.4)

1, caso contrario,

com (x,y,t) € [0,1] x [0,1] x [0,0.5] |45].
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Figura 5.8: Condicao Inicial.

De acordo com os resultados apresentados, veja as Figuras 5.9 e 5.10, notamos que
o uso do limitador é crucial para obter uma solucao numeérica correta e que a sua
nao aplicagdo pode gerar muitas oscilagoes, de forma que estas prejudiquem a solugao
numérica e até impossibilitem a obtencao das solucoes em determinados tempos. De fato
isto impossibilitou a obtencao do resultado numérico no tempo desejado, nas Figuras
5.9(a) e 5.10(a) temos que o tempo é menor do que as demais, pois as oscilagoes espiurias

estragaram a solucao.

Podemos observar também que o tratamento desenvolvido por noés para tratar os
elementos presentes no contorno funcionou de forma correta, veja as Figuras 5.9(d) e
5.10(d).

Como ja explicado anteriormente a escolha do A é muito importante, visto que se este
for muito grande oscilacoes espurias relevantes podem nao ser eliminadas, veja as Figuras
5.9(c) e 5.10(c). Nas Figuras 5.9(d) e 5.10(d) vemos que A = 0.5 parece ser adequado,

pois este foi capaz de retirar as oscilagoes presentes quando este toma o valor igual a 50.

Logo, de acordo com os teste realizados podemos perceber que nosso algoritmo
conseguiu eliminar as oscilagoes espurias relevantes e funcionou bem com o refinamento

de malha, veja as Figuras 5.9(e)-5.9(f) e 5.10(e)-5.10(f).
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1=0.0287 (5840 elementos)

(a) Limitador néo aplicado, ¢t = 0.05.

1=0.0287 (5840 elementos)

(¢) Limitador aplicado em todos
elementos (A = 50).

7=0.0206 (11924 elementos)

0.8
0.8

04

(e) Limitador em todos

aplicado
elementos (A = 0.5).

7=0.0287 (5840 elementos)

(b) Limitador somente nos

elementos que nao pertencem ao contorno
(A =0.5).

aplicado

=0.0287 (5840 elementos)

Limitador

os (d) aplicado em todos os
elementos (A = 0.5).

7=0.0143 (23282 elementos)

08
06

4 04
02
0
0.2

1.5
0 04
1 -0.6
0.8

0.6 0.8

08 e 04

1 0 y

os (f) Limitador aplicado em todos os

elementos (A = 0.5).

Figura 5.9: Resultados obtidos para o Teste 1, em (a) t = 0.05 e nas figuras (b)—(f)

=0.1.
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7=0.0287 (5840 elementos) 7=0.0287 (5840 elementos)

=]
15

15 0.5

0.5

(a) Limitador ndo ¢ aplicado, t = 0.015. (b) Limitador aplicado somente nos

elementos que nao pertencem ao contorno

(A = 0.5).

7=0.0287 (5840 elementos) 7=0.0287 (5840 elementos)

-

(¢) Limitador aplicado em todos os (d) Limitador aplicado em todos

elementos (A = 50). elementos (A = 0.5).

7=0.0206 (11924 elementos) 7=0.0143 (23282 elementos)

-

(e) Limitador aplicado em todos os (f) Limitador aplicado em todos

elementos (A = 0.5). elementos (A = 0.5).

35+ 286
3 3
25

12
0.5 L]

28

24
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0s

Figura 5.10: Resultados obtidos para o Teste 2, em (a) t = 0.015 e nas figuras (b)—(f)

t=1/12.
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5.3 Leis de Conservacao

Problema 1. Equacao de Burgers Bidimensional

Consideramos o seguinte problema de valor inicial bidimensional associado a equacao

de Burgers:

ou 0 [u? 0 [u?

com (x,y,t) € [0,1] x [0,1] x [0,0.5], e dado inicial:

92, <025 y<025
w(z,y,0) =< 3, =>0.25 y>025

—_

, caso contrario.

(5.6)

Figura 5.11: Condigao Inicial.

Nesta lei de conservacdo temos que os fluxos f(u) = g(u) = “—22 sao convexos, podemos
fazer uma analise qualitativa utilizando a teoria sobre leis de conservacao em 1D explicada
no capitulo 2, assim vemos que para u; = 2 (degrau de cor verde) e u,, = 1 (degrau de cor
azul) é esperado que surja uma onda de choque, pois u; > u,, ja para u; = 1 (degrau de
cor azul) e u, = 3 (degrau de cor vermelha) é esperado uma onda de rarefagdo, porque

U < Up.
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A=0.5 =0.0143 (23282 elernentos) A=05 1=0.0143 (23282 elermentos)
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Figura 5.12: Resultado obtido para o PVI (5.5)—(5.6) para t = 1/12.

Problema 2. Equagao de Burgers

Para a Equacao de Burgers também consideramos a seguinte condicao inicial por

partes:
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-1, x>05, y>05
—0.2, <0.5, y>0.5
0.5, x<0.5, y<0.5

08, x>05, y<0.5.
(5.7)

u(z,y,0) =

Figura 5.13: Condigao Inicial.

com (x,y,t) € [0,1] x [0,1] x [0,0.5].

Para este dado inicial analisando ao longo do eixo x esperamos que surja uma onda de
choque entre os dados iniciais u; = —0.2 (degrau de cor verde) e u, = —1 (degrau de cor
azul), uma onda de rarefacao entre u; = 0.5 (degrau de cor vermelha) e u, = 0.8 (degrau
de cor vinho). E ao longo do eixo y ondas de choque entre os dados iniciais u; = 0.8
(degrau de cor vinho) e u, = —1 (degrau de cor azul), e u; = 0.5 (degrau de cor vermelha)

e u, = —0.2 (degrau de cor verde).

De acordo com o resultado obtido, através do método Galerkin Descontinuo, podemos
perceber que as oscilacoes espirias que surgiram estragaram a solucao, veja a Figura
5.14(a), de forma que esta ndo seja muito boa, de fato podemos notar que estas oscilagoes
espurias prejudicaram principalmente a captura das ondas de choque, visto que a onda
de rarefacao foi obtida de forma correta. O ideal para solucionar este problema talvez
seria uma melhor estimativa do parametro A do limitador TVB, refinamento de malha ou

utilizar polinémios quadraticos.
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4£=0.5 1=0.0143 (23282 elementos) A=0.5 7=0.0143 (23282 elementos)
+ 0
|
: 0.1
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y X ; . .
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CFL = 0.35, 16384 células CFL = 0.35, 16384 células

LEH
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Figura 5.14: Resultado obtido para o PVI (5.5)—(5.7) para t = 0.5.

Problema 3. Equacao de Adveccao Linear

Consideramos o seguinte problema de valor inicial bidimensional associado & equacao

de Adveccao Linear:

ou Ou Ou

com (z,y,t) € [0,1] x [0, 1] x [0,0.5], e dado inicial:
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-
1, 01<2<06e0.1<y<0.6 Z:J

0, caso contrario. i

(5.9)

u(z,y,0) = {

Figura 5.15: Condigao Inicial.

No caso da equacao Adveccao Linear a solucao exata é conhecida, veja a equacao
(2.36), entao a solugdo desta é a condigdo inicial viajando na dire¢ao do vetor velocidade,
que neste caso é o vetor (1,1), ou seja a bissetriz do plano (z,y). Veja as solucoes

numéricas na Figura 5.16, elas correspondem com o esperado da teoria.

A=0.5 r=0.0143 (23282 elementos) CFL = 0.35, 16384 células

N RKGD I LEH

0.8

0.6

0.4

0.2

[=}

-

Figura 5.16: Resultado obtido para o PVI (5.8)—(5.9) para t = 0.1.

Tabela 5.1: Tempo Computacional para as Leis de Conservacao.

Problema | Tempo Computacional (RKGD) | Tempo Computacional (LEH)
Problema 1 | 69.2 horas 1.2029 minutos
Problema 2 | 4.5 dias 2.3549 minutos
Problema 3 | 34.18 horas 0.9738 segundos
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5.4 Equacgoes de Shallow Water

Problema 1: Teste Propriedade “Well-Balanced”

Para verificar que o método implementado possui a propriedade “well-balanced”
testamos se este é capaz de preservar o estado estacionéario (h+b = cte e u = v = 0).

Este exemplo foi tomado de Xing [65].

Consideramos um dominio computacional retangular [0, 1] x [0, 1] e a seguinte func¢ao
do fundo:
b(z,y) = max (0,1 — (10z — 5)* — (10y — 5)*), (5.10)

e a condicao inicial é uma solucao estacionéria:

h(z,y,0) =2 —b(z,y), hu(z,y,0) = hv(z,y,0) =0.

Uma condicao de contorno peridédica foi usada. Para que o método possua a
propriedade “well-balanced” o estado estacionario deve ser preservado e a superficie deve
permanecer plana (h + b = cte), de forma que o erro obtido seja da ordem do erro de
arredondamento. Calculamos a solugao até ¢t = 0.5, em uma malha com 7 = 0.0242
(8072 elementos) e utilizamos A = 0.5. Na tabela 5.2 é mostrado o erro €, obtido, onde
podemos ver claramente que todos os erros estao no nivel de erros de arredondamento,

que verifica a propriedade “well-balanced”.

Tabela 5.2: Erro €7, para o problema estacionario.

h hu hv
1.723E-14 | 5.443E-14 | 5.595E-14

Para calcular este erro para um tempo fixo utilizamos a seguinte equacgao

Z//| exato numerlco| dﬂf dya (511)

le

onde N FE é o niimero de elementos. A integral acima é calculada como explicado na se¢ao
3.4, ou seja utilizamos o pontos de quadratura Sk, veja a Figura 3.11, e a mesma férmula

utilizada para calcular as integrais duplas dentro do método RKDG.

Problema 2: Barragem Circular

e Caso 1 (Problema resolvido em [65]):
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Consideramos um dominio computacional quadrado [—100,100] x [—100, 100] com
topografia de fundo plana (ou seja, b = 0). A barragem esta localizada em r =
2?2 + 9?2 = 60 e a altura da agua h ¢ inicialmente definida como dez dentro da
barragem e zero fora. Ambas as componentes de velocidade u e v sao definidas
inicialmente como zero. No instante ¢ = 0, a parede circular que forma a barragem

entra em colapso.

Em [65] os autores utilizam uma malha triangular com didmetro 7 = 1 e polinomios
quadraticos para obter a solugao em t = 1.75. Gerando uma malha através do
gerador Distmesh obtemos uma malha com 189000 elementos (7 = 0.9947), veja a

Figura 5.4.

Figura 5.17: Malha com 189000 elementos, com (x,y) € [—100, 100] x [—100, 100].

Infelizmente com os computadores disponiveis nao foi possivel obter a solucao
numeérica para este problema devido ao nimero elevado de elementos, sendo assim
utilizamos uma malha mais grossa, veja a Figura 5.6, a fim de se ter uma ideia do

tempo computacional necessario.
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Figura 5.18: Resultado para o Caso 1 para t = 4.8027e —04, 7 = 1.6942 (64600 elementos)
e A =0.01.

Para obter o resultado do Caso 1, veja a Figura 5.18, foi realizada 33 iteracoes sendo
necessario 13.78 horas. Todavia o primeiro At calculado é 8.9792e-04 e os demais
estao entre 1e-08 e 1e-07, portanto para obter a solucao em t = 1.75 seria necessario

meses.

e Caso 2 (Problema adaptado para diminuir o custo computacional):

Para obter a solucao do problema acima é necessario um tempo computacional
muito grande, afim de diminuir este tempo modificamos o problema de forma
a obtermos um semelhante. Assim, consideramos um dominio computacional
quadrado [—10, 10] x [-10, 10], e a barragem localizada em r = 2%+ = 6, supomos
a altura da adgua h é inicialmente definida como 1.5 dentro da barragem e 0.5 fora,

e u = v = 0. De novo consideramos topografia plana, b = 0.
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(a) Solugdo em 3D (b) Curvas de nivel com 30 faixas de nivel

uniformemente espacadas entre 0.5 e 1.5.

Figura 5.20: Resultado obtido para o Caso 2 para t = 0.1, 7 = 0.2264 (36354 elementos)
e A =0.001.

Podemos comparar de maneira qualitativa os resultados obtidos mostrados na Figura
5.20 com os obtidos pelo Xing em [65], de forma que podemos ver uma similaridade entre
estes resultados e aqueles obtidos por Xing em [65] para o problema do caso 1. Veja
cpmo o pardmetro A do limitador TVB, embora escolhido muito pequeno A = 0.001,
ainda aparecem oscilacoes espiirias na solucao, isto ¢ visivel sobretudo nas curvas de nivel

mostradas na Figura 5.20(b).

A seguir serd apresentada uma tabela mostrando o tempo computacional necessério



5.4 Equacoes de Shallow Water

90

para obter as solucoes numeéricas para a equacao de Shallow Water, utilizando o nosso

codigo.

Tabela 5.3: Tempo Computacional para as Equacgoes Shallow Water.

Problema

Tempo Computacional

Problema 1

5 dias

Problema 2 (Caso 1)

13.78 horas

Problema 2 (Caso 2)

14.4823 horas




Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

No presente trabalho foi estudado e implementado o método de elementos
finitos Galerkin Descontinuo utilizado para obter solucdoes numéricas para problemas
estritamente hiperbolicos, leis de conservacao lineares e nao lineares em 2D, assim como

o sistema de leis de balanco shallow water também em 2D.

Para utilizar o método RKDG a aplicacao de dois limitadores é fundamental, visto
que o método gera oscilacoes espurias e este deve satisfazer o principio do maximo,
veja o Teorema 3.1. No caso do limitador TVB foi preciso acrescentar um tratamento
especial quando este é aplicado nos elementos do contorno, pois os artigos utilizados
como referéncia nao especificam como tratar este caso particular. O tratamento adotado

mostrou-se eficiente, como pode ser visto nos testes realizados.

Dentre as dificuldades numeéricas encontradas no trabalho temos que este método
necessita de uma malha com um ndmero elevado de elementos para obter uma solucao
boa ou aceitavel, dependendo do diametro da malha muitas oscilagoes espirias sao geradas
e o limitador TVB pode nao ser capaz de retirar todas, de forma que estas se propaguem
ao longo do tempo levando a uma solucdo incorreta. A escolha do parametro A nao é
trivial, entao testes numéricos foram necessarios para escolher de forma conveniente este
parametro, pois este é de fundamental importancia na retirada das oscilacoes esptrias.
Quando escolhido de maneira correta, este mostrou-se suficiente para malhas de diferentes
diametros, nao sendo entao necessiria a sua alteracao juntamente com a mudanca do

diametro da malha.

Informagoes sobre o valor de Uy (3.17) quando o elemento pertence ao contorno nao
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foram encontradas na literatura, visto que geralmente quando estamos trabalhando com
problemas estritamente hiperbolicos condicoes de contorno nao sao sempre necessarias.
Se o valor de Ug no contorno for atribuido de maneira diferente aos exemplos dos artigos
referentes, isto pode acarretar um erro que se propaga para dentro do dominio. Dessa
forma, em alguns casos nao foi possivel reproduzir a solucao numérica como em artigos da
bibliografia, em especial Xing [65], visto que a aplicacdo do método RKDG no contorno

em [65] ndo é trivial e nem clara para alguns exemplos.

Em termos gerais o método apresentou bom comportamento convergindo para as
solucoes entropicas, mostrando assim ser capaz de capturar as ondas de rarefacoes e ondas
de choque, assim como outros tipos de ondas para condigoes gerais de Cauchy. Porém
devido ao fato deste método necessitar de malhas com um ntmero elevados de elementos,
isto gerou um grande custo computacional e a impossibilidade pratica de reproduzir alguns

resultados obtidos em [65] para a equagao shallow water.

6.2 Trabalhos Futuros

Por fim propoe-se o estudo dos seguintes tépicos para dar continuidade ao presente

trabalho:

e Finalizar o método RKGD para polinémios quadraticos;

e Diminuir o tempo computacional, vetorizando, paralelizando ou mudando a

linguagem do codigo;

e Obter a solucao numérica da lei de conservacao que modela o escoamento bifasico

em um meio poroso em 2D com termo fonte através do método RKGD.
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APENDICE A

Seja f uma funcao definida em um dominio D mensuravel

e Se p € [1,00), f é dita p integravel e pertence ao espaco LP se sua norma LP for

finita Uy
p — pd
171l ( [ 15@) x)

e Se p= o0, f é dita essencialmente limitada e pertence ao espaco L™ se existir uma

constante C' real tal que
p{reD:|f|>C}=0

ou seja, |f| < C exceto em conjunto de medida zero.

A norma || f||z(p) é a menor das constantes com a propriedade acima, ou seja:

Al Loy = inf{C": p [ f ()] > C} = 0}
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APENDICE B

Seja f: D — R, dizemos que f € L] _(F) se E ¢ um subconjunto mensuravel de F e

loc

vale que:
e VV CV C E com V compacto entdo f € L(V)

Esta defini¢do pode ser generalizada para os espacos L} .

(V).



