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Resumo

Neste trabalho utilizamos o método de elementos �nitos Galerkin Descontinuo
Runge-Kutta (RKDG) em uma malha triangular para obter soluções numéricas para
problemas hiperbólicos em 2D, em particular para leis de conservação escalares e para o
sistema de leis de balanço shallow water. Este método consiste na discretização espacial
através do método Galerkin Descontínuo e na aplicação da aproximação Runge-Kutta
de terceira ordem no tempo. A formulação do método Galerkin Descontínuo utiliza
uma abordagem local, visto que a abordagem global, geralmente utilizada em outros
métodos mais clássicos de elementos �nitos como Galerkin Contínuo, não é capaz de lidar
com a formação de choque e a interação das ondas. A utilização deste método requer
a aplicação do limitador TVB para retirar as oscilações espúrias geradas, foi proposto
neste trabalho um tratamento especial para este limitador nos elementos presentes na
fronteira, e nos casos em que a variável conservada/balanceada é limitada será necessário
também a aplicação do limitador �positive preserving�. Para gerar a malha triangular
não estruturada utilizamos o gerador de malha desenvolvido por Per-Olof Persson [46].
Para calcular as integrais requeridas uma quadratura Gaussiana especial foi aplicada, de
forma a satisfazer a condição CFL que garante a convergência do método numérico. Na
obtenção das soluções numéricas, aproximações por polinômios lineares foram utilizadas,
e as soluções obtidas foram comparadas qualitativamente com as soluções encontradas na
literatura a �m de veri�cá-las. De maneira geral o método RKDG foi capaz de obter as
soluções dos problemas hiperbólicos, capturando assim as ondas de rarefação e choque que
surgem na solução, e mostrou ter a propriedade �well-balanced� necessária para resolver
numericamente as leis de balanço. Porém, malhas com um número elevado de elementos
são necessárias gerando assim um grande custo computacional.



Abstract

In this work, a discontinuous Galerkin Runge-Kutta �nite element method was
implemeted on a triangle mesh to obtain numerical solutions for 2D hyperbolic problems,
with emphasis on scalar conservation laws and the shallow water balance law system. This
method consists on a spacial �nite element discretization using Discontinuous Galerkin
framework and on the application of a third order Runge-Kutta over time. Discontinuous
Galerkin method's uses a local aproach, since a global aproach used by classical �nite
element methods like continuous Galerkin and others are not able to handle property
with phenomena like shock formations and wave interactions. The implementation of this
method requires the use of a TVB limitador in order to reduce spurious oscilations. In
this work, a speci�c treatment for this limitator on the boundaries elements was adopted.
For problems like shallow water equations where the high of water variable must be
non-negative, we use a positive preserving limitador. This kind of limitador can be
extended also for problems in which conserved/balanced variables must be limited. In
order to generate a non-structured triangular mesh, we used a mesh generator developed
by Per-Olof Persson [46]. To calculate the required integrals, while satisfying the CFL
condition, a special Gaussian quadrature were applied. To obtain the numerical solutions
aproximations by linear polynomials were used the obtained solutions were qualitatively
compared with the solutions found on the literaturie for veri�cation. The RKDG method
was able to obtain the entropic solutions for the hyperbolic problems, it was able to
capture the rarefaction waves and the shocks that arise on the Riemann solutions. The
method has the property of being well-balanced, necessary to numericaly solve the balance
laws. However, a mesh with a high number of elements is needed to achieve those results,
incurring on a high computational cost.



Palavras-chave

1. Método Galerkin Descontínuo

2. Runge-Kutta

3. Shallow Water

4. Leis de Conservação

5. Método bem balanceado.



Glossário

CFL : Constante Courant-Friedrichs-Lewy

DG : Discontinuous Galerkin

EDO : Equação Diferencial Ordinária

EDP : Equação Diferencial Parcial

LEH : Lagrangian-Eulerian Method for hyperbolic conservation laws

PVI : Problema de Valor Inicial

RK : Runge-Kutta

RKDG : Runge-Kutta Discontinuous Galerkin

TVB : Total Variation Bounded

TVBM : Total Variation Bounded in the Means

TVD : Total Variation Diminishing

TVDM : Total Variation Diminishing in the Means
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Capítulo 1

Introdução

A modelagem de diversos fenômenos físicos é frequentemente baseada no fato de

que certas quantidades são conservadas ou balanceadas. As equações que expressam

a conservação e balanceamento de uma quantidade física são conhecidas como leis de

conservação e balanço, respectivamente.

Problemas de interesse prático que são modelados por leis de conservação ou

balanço surgem em aplicações diversas como meteorologia, dinâmica dos �uidos,

acústica, transporte de �uidos em meios porosos, modelagem de tráfego nas cidades,

armazenamento de CO2, hidrologia, oceanogra�a e muitas outras. Dentre as muitas leis

de conservação e balanço conhecidas podemos citar as equações de advecção linear, de

Burgers, de Buckley-Leverett e o sistema �shallow water� (SW). A equação de Burgers

é a lei de conservação não linear mais simples, tipicamente usada como exemplo para

descrever a formação de ondas de choques em distintas áreas da física. Já a equação

de Buckley-Leverett é utilizada para modelar escoamento bifásico imiscível em meios

porosos, com muitas aplicações na engenharia petrolífera. As equações shallow water

são utilizadas para modelar problemas de ondas aquáticas onde o campo de �uxo tem

uma componente que é desprezível em relação às outras duas, ou seja, a componente de

velocidade vertical é pequena em relação à horizontal. Esse sistema têm sido amplamente

utilizado na modelagem de diversos fenômenos, como �uxos em rios e áreas costeiras,

reservatórios e escoamentos de canal aberto; �uxos de maré na regiões de águas costeiras e

estuários; entre outros. Dentre as aplicações mais recentes podemos citar a modelagem do

oceano em grande escala [36], circulação atmosférica [32], morfodinâmica de rios [37, 69],

avalanches [31], vazão de barragem e escoamentos granulares [29, 30, 51]. As equações SW

foram introduzidas no século XIX quando Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant

aproximou a propagação de marés através das equações shallow water unidimensionais
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[52], que �caram conhecidas como equações Saint-Venant.

Devido a grande aplicabilidade de leis de conservação e balanço a criação de métodos

robustos, precisos e e�cientes para resolver numericamente estes é de considerável

importância, atraindo assim o interesse de muitos pesquisadores e pro�ssionais. No

entanto, a solução destas equações comumente tem descontinuidades, devido à não

linearidade das funções de �uxo. O tratamento destas descontinuidades representa um

desa�o para os distintos esquemas numéricos que existem na literatura. Assim, o método

deve ser robusto o su�ciente para capturar as descontinuidades presentes na solução, e

não introduzir oscilações espúrias que prejudiquem a qualidade da aproximação.

No caso das leis de balanço outra di�culdade adicional é o tratamento do termo fonte,

esquemas numéricos tradicionais com uma manipulação direta do termo fonte não são

capazes de preservar o equilíbrio entre o termo fonte e o �uxo, e geralmente falham em

capturar bem o estado estacionário, sendo necessário que o método seja �well-balanced�.

Se tratando das equações SW outra di�culdade importante frequentemente encontrada

nas simulações é o aparecimento de áreas secas. Muitas aplicações em shallow water

envolvem interfaces que se movem rapidamente entre áreas úmidas e secas, tais como

quebras de barragens e ondas de inundação. Atenção especial deve ser dada, caso contrário

os métodos podem falhar perto da frente seca/molhada e podem produzir uma altura de

água negativa inaceitável, e tornar o sistema não hiperbólico e mal posto [65, 66].

Recentemente, vários métodos �bem balanceados� foram desenvolvidos com sucesso

para as equações de Shallow Water [13, 14, 15, 40, 42, 43, 44, 16, 59, 60, 61, 62, 63, 64].

Dentre eles podemos destacar o método dos elementos �nitos Galerkin Descontínuo (DG)

que é capaz de obter a solução estacionária, e ao mesmo tempo preservar a positividade

da altura da água. Uma vez que estamos trabalhando com problemas hiperbólicos, de

forma a obtermos formação de choques e interação de ondas, o método Galerkin Contínuo

não é capaz de lidar com essas soluções descontínuas. Com efeito o método Galerkin

Descontínuo foi desenvolvido para corrigir essa falha, de maneira que o método DG use

uma abordagem local e não a formulação global, geralmente utilizadas em métodos de

elementos �nitos clássicos. O uso de uma abordagem global, nesses métodos clássicos

para problemas hiperbólicos, requer que o método seja estabilizado, tais métodos são

estabilizados ad hoc, ou seja faz-se a inclusão de uma difusão numérica arti�cial para

forçar uma suavidade na solução, porém essa formulação só funciona bem em alguns

casos particulares. Por tal motivo, neste trabalho usamos o método Galerkin Descontínuo

[65, 27, 68] que utiliza uma formulação local.
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Ométodo DG foi desenvolvido por Reed e Hill em 1973 como uma técnica para resolver

problemas de transporte de nêutrons [48]. Em 1974, LaSaint e Raviart [38] apresentaram

a primeira análise do método Galerkin Descontínuo para a equação Advecção Linear.

Em seguida Johnson e Pitkaränta [33], Richter [49] e Peterson [47] também estudaram e

aplicaram este método, todos estes foram para equações lineares.

Uma das di�culdades encontradas pelos pesquisadores foi a discretização implícita no

tempo. A �m de evitar essa di�culdade, em 1982, Chavent e Salzano [18], construíram

uma versão explícita do método DG para o caso de uma lei de conservação escalar

unidimensional. Eles discretizaram o espaço usando o método DG com elementos

lineares por partes e depois discretizaram o tempo usando o método de Euler avançado.

Infelizmente uma análise clássica de von Neumann mostra que o método resultante é

incondicionalmente instável quando a razão ∆t/∆x é mantida constante. Essa condição é

muito restritiva quando se trata de problemas hiperbólicos, tornando assim este método

inviável para estes problemas. Para melhorar a estabilidade deste esquema, em 1989,

Chavent e Cockburn [17] o modi�caram, introduzindo um limitador adequadamente

de�nido, seguindo as idéias introduzidas em 1974 por van Leer [57]. Eles assim obtiveram

um esquema que provou ser TVDM (Total Variation Diminishing in the Means) e TVB

(Total Variation Bounded), desde que o número de CFL, f ′ ∆t
∆x

, seja menor ou igual a 1/2

é garantida a convergência. Embora os resultados numéricos indiquem convergência para

as soluções entrópicas corretas, o esquema é apenas de primeira ordem no tempo. Além

disso, o limitador deve equilibrar as oscilações espúrias em regiões suaves causadas por

instabilidade linear, afetando a qualidade da aproximação nessas regiões.

Essas di�culdades foram superadas por Cockburn e Shu em [25], onde foi introduzido

o primeiro método RKDG. Esse esquema foi construído (i) mantendo a método DG linear

por partes para a discretização do espaço, (ii) usando uma discretização explícita especial

TVD do tipo Runge-Kutta de segunda ordem introduzida por Shu e Osher em 1988 [53]

e 1989 [54], e (iii) modi�cando o limitador para manter a precisão formal do esquema nos

extremos. O esquema explícito resultante foi então provado ser linearmente estável para

números de CFL inferiores a 1/3, de segunda ordem no espaço e no tempo, e TVBM.

Os resultados numéricos mostraram convergência de segunda ordem em regiões suaves,

transições de choque (geralmente em um ou dois elementos) sem oscilações e convergência

para soluções entrópicas, mesmo para �uxos não convexos.

Em 1989, Cockburn e Shu [26] generalizaram essa abordagem e construíram métodos

RKDG precisos de alta ordem para a lei de conservação hiperbólica escalar. Para criar
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métodos RKDG da ordem k + 1, eles usaram (i) o método de discretização DG com

polinômios de grau k para a discretização espacial, (ii) um Runge-Kutta TVD (k+1) para

discretizar o tempo, e (iii) um limitador generalizado. Esse limitador foi cuidadosamente

planejado para reforçar a propriedade TVBM sem destruir a precisão do esquema. Os

resultados numéricos, para k = 1, 2, indicam ordem de (k + 1) em regiões suaves, longe

de descontinuidades, bem como transições de choque nítidas sem oscilações, convergência

para as soluções entrópicas foi observada em todos os testes.

Esses esquemas RKDG foram estendidos a sistemas unidimensionais em 1989 por

Cockburn, Lin e Shu [23].

A extensão do método RKDG ao caso multidimensional escalar foi feita em 1990 por

Cockburn, Rou e Shu [20]. As principais contribuições dessa extensão são (i) algumas

considerações de precisão e (ii) a extensão do limitador generalizado.

Em 1991, Cockburn e Shu em [24] iniciaram a extensão dos métodos RKDG para

sistemas multidimensionais gerais, que foi concluída em 1998 em [27], onde aplicações às

equações de Euler da dinâmica de gás foram exibidas. Uma das contribuições de [27] é

a construção de um novo e prático limitador generalizado que funciona muito bem em

triângulos e retângulos, e com elementos lineares e quadráticos por partes. Experimentos

numéricos para as equações de Euler da dinâmica dos gases foram realizados em 1991 por

Bey e Oden [11], em 1997 por Bassi e Rebay [6], em 1998 por Baumann e Oden [9] e por

Warburton, Lomtev, Kirby e Karniadakis [55]. Para uma discussão mais detalhada do

processo histórico de utilização do DG veja [21].

Desde então, os métodos dos elementos �nitos Galerkin Descontínuo tornaram-se

uma escolha particularmente popular e tem sido amplamente utilizada em uma ampla

gama de aplicações. Devido a suas várias vantagens, além das já citadas, incluindo sua

precisão, alta e�ciência paralela, �exibilidade para adaptabilidade geométrica e malhas

arbitrárias, o tornaram particularmente adequados para obter as soluções numéricas de

leis de conservação e das equações shallow water.

Neste trabalho foi desenvolvido um algoritmo do método RKDG de acordo com Xing

e Zhang [65], Zhang et al [68], Cockburn e Shu [27] para resolver leis de conservação em

2D, em particular a equação Advecção Linear e a equação de Burgers, e o sistema de leis

de balanço Shallow Water em 2D. Dentre as di�culdades encontradas por nós, podemos

destacar que devido ao fato do método DG utilizar uma formulação local isto gerou um

grande custo computacional. A aplicação do limitador TVB é indispensável, visto que sem

ele o método gera oscilações espúrias e se torna instável, porém sua implementação não
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é trivial, pois informações importantes não foram encontradas detalhadas na literatura,

como por exemplo a aplicação deste nos elementos presentes no contorno e como aplicá-lo

quando utilizamos polinômios quadráticos. Para garantir a convergência da solução

numérica, via condição CFL, uma quadratura especial é necessária.

A seguir explicaremos brevemente como este trabalho é organizado.

O capítulo 2 é divido em duas seções, na primeira seção de�nimos alguns conceitos

básicos sobre leis de conservação em 1D e 2D. Nesta seção também mostramos conceitos

teóricos sobre leis de conservação em 1D que podem ser utilizados para entender o

comportamento qualitativo das soluções em 2D, e apresentamos alguns exemplos de leis

de conservação em 2D. Na segunda seção, mostramos como o sistema de leis de balanço

shallow water é deduzido e mencionamos algumas de suas aplicações.

No capítulo 3, são mostrados alguns conceitos fundamentais sobre os métodos dos

elementos �nitos a�m de se ter a base necessária para se aplicar o método RKGD.

Em seguida, explica-se como o método Galerkin Descontínuo é aplicado localmente em

cada elemento na discretização espacial bem como os limitadores utilizados e como a

discretização temporal é realizada através do método Runge-Kutta de terceira ordem para

leis de conservação e para as equações shallow water. Também neste capítulo, mostra-se

como calcular numericamente as integrais necessárias, assim como obter os pontos de

quadratura fundamentais para a integração, de forma que esta quadratura conserve a

estabilidade do método com a condição CFL dada em [68], visto que estes pontos não são

os usuais encontrados na literatura.

No capítulo 4, apresenta-se o gerador de malha utilizado, explicando como Per-Olof

Persson desenvolveu o algoritmo deste gerador e alguns conceitos básicos para utilizá-lo.

No capítulo 5, são apresentados os resultados numéricos obtidos para leis de

conservação escalares 2D, com �uxos e dados iniciais diferentes, e para as equações shallow

water. Também neste capítulo apresenta-se alguns testes realizados para veri�car se o

tratamento do limitador TVB realizado nos elementos do contorno funciona, e como o

parâmetro Λ do limitador TVB in�uencia a solução numérica obtida, visto que este é

fundamental na retirada das oscilações espúrias.

No capítulo 6, são expostas as conclusões sobre este trabalho, como veremos o método

RKDG é capaz de obter a solução entrópica, porém para isto é necessário malhas com

um número relativamente alto de elementos, causando um alto custo computacional.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é resolver numericamente leis de conservação e as

equações Shallow Water em 2D.

1.1.2 Objetivos Especí�cos

• Estudar ferramentas numéricas e teóricas para problemas hiperbólicos em 1D e 2D;

• Obter a solução numérica para problemas em 2D, através do método de elementos

�nitos Galerkin Descontínuo Runge-Kutta;

• Implementar o método, utilizando um software interativo de alta performance

voltado para o cálculo numérico chamado Matlab R© .



Capítulo 2

Leis de Conservação e Balanço

As leis de conservação e balanço são muito comuns na física visto que estas expressam a

conservação e balanceamento, respectivamente, de uma certa quantidade. Sendo bastante

utilizadas na modelagem de diversos fenômenos, que ocorrem por exemplo na dinâmica

dos �uidos, acústica, engenharia hidráulica e petrolífera, entre outros.

O mais interessante sobre essas equações hiperbólicas é que a solução destas pode

ser descontínua, embora a condição inicial seja suave. Isto faz com que seja necessário

utilizar o conceito de solução fraca, e estudar em detalhe a formação de ondas de choque

e a interação deste tipo de ondas e outras.

2.1 Leis de Conservação

Embora, neste trabalho, estejamos interessados em leis de conservação em 2D, a teoria

sobre as leis de conservação em 1D nos dá uma base importante para poder entender as

principais de�nições, como ondas elementares que acostumam aparecer como parte das

soluções devido à não linearidade (choques e rarefações), conceitos importantes como

aquele de solução entrópica, e até em muitas ocasiões poder entender o comportamento

qualitativo das soluções no caso 2D. Por isto nós dedicamos o início do presente capítulo a

introduzir de maneira breve os principais conceitos e de�nições para o caso unidimensional.

Uma lei de conservação escalar em uma dimensão espacial apresenta a seguinte forma:

∂

∂t
(u(x, t)) +

∂

∂x
(f(u)) = 0, ∀t > 0 , x ∈ R (2.1)

com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ R (2.2)
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onde u : R× R+ 7→ R representa uma quantidade conservada escalar e f(u) corresponde

à função de �uxo. Essas equações geralmente descrevem fenômenos de transporte.

Em geral, como será explicado neste capítulo, devido à não linearidade das funções

de �uxo na maioria dos casos, soluções clássicas não existem para o problema (2.1)-(2.2),

portanto o conceito de soluções fracas é utilizado. Porém, normalmente soluções fracas

não são únicas, então para obter a solução fraca correta, ou seja, a solução �sicamente

correta (entrópica) condições de entropia são utilizadas.

De�nição 2.1 (Solução fraca para leis de conservação em 1D)

Seja u0 ∈ L∞(R). Então u é chamada de uma solução fraca de (2.1)-(2.2) se

+∞∫
0

+∞∫
−∞

(uφt + f(u)φx) dx dt+

+∞∫
−∞

φ(x, 0)u0(x)dx = 0 (2.3)

para todas as funções continuamente diferenciáveis com suporte compacto φ ∈ C1
0 , para

detalhes veja [34].

Em geral, uma lei de conservação em 2D é dada pela seguinte equação:

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
+
∂g(u)

∂y
= 0 em R2 × R+, (2.4)

u(x, y, 0) = u0(x, y) em R2 (2.5)

para dadas funções de �uxo f , g e condição inicial u0. Assume-se que f e g são

su�cientemente suaves.

De�nição 2.2 (Solução fraca para leis de conservação em 2D)

Seja u0 ∈ L∞(R2). Então u é chamada de solução fraca de (2.4)- (2.5) se u ∈ L1
loc(R2 ×

R+) e se ∫
R2

∫
R+

[uϕt + f(u)ϕx + g(u)ϕy] dt dx+

∫
R2

u0ϕ(·, 0)dx = 0

para todo ϕ ∈ C∞0 (R2 [0,∞[), para detalhes ver [34].

Como no caso 1D as soluções fracas não são únicas para um dado problema, apesar de

haver somente uma solução �sicamente correta (entrópica). Uma condição de entropia é

usada para selecionar a solução correta. A condição de entropia pode ser derivada usando

o critério do per�l viscoso, veja [35].

Teorema 2.1 (Existência e unicidade de uma solução entrópica em 2D)
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Seja u0 ∈ L1(R2) ∩ L∞(R2). Então existe uma e somente uma solução entrópica u de

(2.4)- (2.5) e u ∈ C0 (L1(R2), [0, T ]) ∩ L∞ (R2 × [0, T ]) [34].

Veja a prova em [35].

2.1.1 Exemplo de aplicação física: Lei de Conservação de massa

em 1D

Considere um �uido que escoa através de um tubo uniforme com seção muito �na,

de forma que o escoamento possa ser considerado unidimensional. Assume-se que as

propriedades deste �uido são constantes através de cada seção do tubo. Sejam u = u(x, t)

a densidade (massa por unidade de comprimento), e f(u(x, t)) o �uxo (massa por unidade

de comprimento, por unidade de tempo) do �uido. Considere um segmento arbitrário do

tubo entre as seções transversais localizadas em x = a e em x = b, veja a Figura 2.1.

Figura 2.1: Fluxo do �uido em um determinado domínio.

Fonte: Imagem do autor.

A massa total de �uido dentro deste domínio no instante de tempo t é:

massa =

∫ b

a

u(x, t)dx. (2.6)

Assume-se que a massa não é criada e nem destruída, então a massa neste domínio

pode mudar apenas devido ao �uxo através dos pontos no contorno (diferença entre a

quantidade que entra no domínio e a quantidade que sai do domínio). Assim, a taxa de

mudança de massa no domínio é dada por:

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = f(u(a, t))− f(u(b, t)). (2.7)
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A equação acima é conhecida como forma integral da lei de conservação de massa.

Se u e f são funções suaves então podemos escrever a equação (2.7) da seguinte forma:

d

dt

∫ b

a

u(x, t)dx = −
∫ b

a

(f(u))x dx,

∫ b

a

ut dx = −
∫ b

a

(f(u))x dx.

Deste modo obtemos a seguinte equação:∫ b

a

[ut + (f(u))x]dx = 0 ∀x ∈ (a, b). (2.8)

A equação (2.8) também é uma forma integral da lei da conservação de massa. Se

as funções envolvidas são diferenciáveis em todos os pontos, então podemos escrever a

equação acima como:

ut + (f(u))x = 0. (2.9)

Esta é conhecida como forma diferencial da lei de conservação da massa.

2.1.2 Método das Características

O método das características consiste em obter uma curva, chamada de curva

característica, no plano (x, t), ao longo da qual a EDP se transforma em uma EDO. As

curvas características para uma lei de conservação na forma (2.1) são dadas pela equação

diferencial
dx(t)

dt
= f ′(u(x, t)). (2.10)

Podemos derivar u em relação a t ao longo de uma curva característica e obtemos

d

dt
u(x, t) =

dx

dt
ux + ut = ut + f ′(u)ux = 0. (2.11)

Notamos que, de acordo com a equação acima, se u é uma solução clássica de (2.1)

então u é constante ao longo das curvas características. Logo,

dx

dt
(t) = f ′(u(x0)). (2.12)
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Segue-se que as curvas são retas dadas por:

x(t) = f ′(u(x0))t+ x0 (2.13)

Como u é constante ao longo das curvas características u(x, t) = u0(x0), onde x0 pode

ser obtido através da equação (2.13). Assim, a solução da lei de conservação (2.1) com

dado inicial u(x, 0) = u0(x) é dada implicitamente por

u(x, t) = u0(x− f ′(u(x0))t), (2.14)

para t su�cientemente pequeno.

Note que, para f não linear e convexa, f ∈ C2(R), f ′′(u) > 0, em geral, as

características vão se cruzar. De fato suponha que existem pontos (x1, t1), (x2, t1), onde

x2 > x1, tal que

u1 := u(x1, t1) > u(x2, t1) =: u2.

Então f ′(u1) > f ′(u2) para todo t > 0. Consequentemente, as características se

interceptam em algum t2 > t1, veja a Figura 2.2, contradizendo a suavidade de u, se u

for decrescente.

Figura 2.2: Interseção das características.

Fonte: van Duijn [56].

Lembrando que:

• u é constante ao longo de qualquer curva característica x(t);

• dx
dt

= f ′(u(x, t)) para t > 0.
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Mesmo quando u0 ∈ C1(R), pode ocorrer a formação de um choque ou

descontinuidade, com u0 e u′0 limitados sobre R, usamos o teorema da função implícita

para resolver esta equação para u como função diferenciável de x e t (com t su�cientemente

pequeno) [56]. Em particular

ut = u′0(x) [−f ′′(u)utt− f ′(u)] ⇒ ut = − f ′(u)u′0
1 + f ′′(u)u′0t

.

e

ux = u′0(x) [1− f ′′(u)uxt] ⇒ ux = − u′0
1 + f ′′(u)u′0t

.

Destas expressões, se f ′′(u)u′0 ≥ 0, então ut e ux permanecem delimitados: as

características divergem e nenhuma descontinuidade ocorre. Por outro lado, se

f ′′(u)u′0 ≤ 0, então as derivadas explodem quando 1 + f ′′(u)u′0t → 0. Como f ′′ > 0,

isto ocorre se houver pontos onde u′0 < 0, ou seja, se a função da condição inicial for

decrescente em algum intervalo [56].

Exemplo: Equação de Burgers {
ut + uux = 0

u(x, 0) = u0(x0)
(2.15)

Usando as observações anteriores, o primeiro passo é de�nir uma curva característica para

este problema. Então temos:

dx

dt
= u, x(0) = x0. (2.16)

Temos que ao longo da curva característica:

du

dt
= ux

dx

dt
+ ut,

= uxu+ ut

= 0.

Então a solução de (2.16) é uma reta com inclinação u0(x0),

x(t) = u0(x0)t+ x0. (2.17)

Como u é constante ao longo da curva característica, temos que u(x(t), t) = u0(x0), onde

x0 é dado implicitamente pela equação (2.17).
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Pelo Teorema da função implícita para encontrar x0 é necessário que

d

dx0

(u0(x0)t+ x0) =
d

dx0

(u0(x0))t+ 1 6= 0.

Se t = −1/u′0(x) o teorema da função implícita não é válido para este valor de t.

Pode-se encontrar o valor de x0 apenas para valores pequenos de t, sempre que d
dx0
u0(x0) é

limitado, pois evita fenômenos relacionado à velocidade in�nita de propagação. Mas para

t su�cientemente grande podemos chegar a uma contradição. Tomemos, por exemplo, a

condição inicial

u0(x) =

{
1, se x < 0,

0, se x > 0,
(2.18)

então obtemos a seguinte solução:

• Se x0 < 0, u0(x0) = 1 então x = t+ x0 e assim u(x, t) = u0(x− t).

• Se x0 > 0, u0(x0) = 0 então x = x0 e assim u(x, t) = u0(x0) = 0.

Figura 2.3: Curvas características da equação de Burgers com dado inicial (2.18).

Fonte: Leveque [39].

Logo, as curvas características se cortam a partir de t = 0, veja a Figura 2.3, e assim a

descontinuidade já se propaga desde o tempo t = 0. Mesmo para o caso de uma condição

inicial suave, se a função u0 for decrescente em algum intervalo, podemos calcular o tempo

de formação do choque (onde a solução deixa de ser clássica), nesse caso u′0(x) é negativo

para algum x então há um tempo tB para o qual se forma uma singularidade

tB =
−1

min{u′0(x)}
(2.19)

a partir da qual as características se interceptam e a solução é multivalorada. Isto nos leva

a de�nição do tempo de existência de uma solução clássica e a necessidade de estender a

de�nição de solução para considerar situações mais gerais.
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2.1.3 Velocidade do Choque e Condição de Rankine-Hugoniot

Sabemos que, de acordo com a seção 2.1.1, a lei de conservação pode ser escrita na

seguinte forma integral

d

dt

b∫
a

u(x, t)dx = f(u(a, t))− f(u(b, t)). (2.20)

Suponha agora que u(x, t) é descontínua através de uma curva suave x(t) e que a

equação diferencial seja válida em ambos os lados da curva, veja a �gura 2.4.

Figura 2.4: Trajetória x(t) da descontinuidade no tempo.

Fonte: Imagem do autor.

Assim, a equação (2.20) pode ser escrita da seguinte forma:

d

dt


x(t)∫
a

u(z, t)dz +

b∫
x(t)

u(z, t)dz

 = f(u(a, t))− f(u(b, t)). (2.21)

Para realizar os cálculos necessários vamos simpli�car a notação de�nindo:

x∫
x0

u(z, t)dz = U(x−, t) e

x0∫
x

u(z, t)dz = −U(x+, t) (2.22)

Substituindo a de�nição (2.22) na equação (2.21), obtemos:

d

dt
(U(x−(t), t)− U(a, t)) +

d

dt
(U(b, t)− U(x+(t), t)) = f(u(a, t))− f(u(b, t)),
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e assim,

Ut(x
−, t)+Ux(x

−, t)
dx−

dt
−Ut(a, t)+Ut(b, t)−Ut(x+, t)−Ux(x+, t)

dx+

dt
= f(u(a, t))−f(u(b, t)),

onde x− e x+ são os limites pela esquerda e pela direita, respectivamente, de x(t), veja a

Figura 2.4.

De (2.22) temos:

Ut =

x∫
0

ut dz.

Ux = u(x, t)− u(x0, t).

Desta forma,

x(t)∫
a

ut dx+ u(x−, t)
dx

dt

−
+

b∫
x(t)

ut dx− u(x+, t)
dx

dt

+

= f(u(a, t))− f(u(b, t)).

Fazendo a→ x−(t) e b→ x+(t), obtemos:

dx

dt
(ul − ur) = f(u(x−(t), t))− f(u(x+(t), t)),

dx

dt
(ul − ur) = fl − fr.

Consequentemente obtemos a condição de Rankine-Hugoniot:

Φ =
dx

dt
=
fr − fl
ur − ul

(2.23)

2.1.4 Condição de Entropia

Soluções fracas, em geral, não são únicas. Assim para uma lei de conservação com

uma determinada condição inicial é possível que exista mais de uma solução fraca. Por

outro lado, a condição de Rankine-Hugoniot não é su�ciente para garantir a unicidade

das ondas de choque como soluções fracas do problema de Riemann.

A unicidade da solução (�sicamente relevante) do problema de Riemann para leis

de conservação pode ser obtida introduzindo-se restrições sobre as soluções fracas. Tais

restrições são denominadas condições de entropia. Existem várias formas de selecionar as

soluções entrópicas. A seguir expomos algumas delas [39].

Condição 1 (Condição de entropia de Lax)
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Uma descontinuidade que se propaga com velocidade Φ, que satisfaz a condição de

Rankine-Hugoniot (2.23), satisfaz a condição de entropia de Lax se

f ′(ul) > Φ > f ′(ur). (2.24)

Note que f ′(u) é a inclinação da curva característica, denominada então velocidade

característica. Se f é convexa o critério de Lax se reduz simplesmente ao requisito:

ul > ur. (2.25)

Condição 2 (Condição de entropia de Lax-Oleinik) A solução u(x, t) é uma solução

entrópica se todas as descontinuidades satisfazem

f(u)− f(ul)

u− ul
≥ f(u)− f(ur)

u− ur
, ∀ ul < u < ur. (2.26)

Para f convexo este requisito (2.26) se reduz a (2.25).

Outra forma da condição de entropia é baseada na disseminação da característica em

um leque de rarefação. Se u(x, t) é uma função crescente de x em alguma região, então

as características se espalham se f ′′ > 0. A taxa de propagação pode ser quanti�cada e

dá a seguinte condição, também devido a Oleinik [39]. Assim, temos a seguinte condição.

Condição 3 (Condição de entropia de Oleinik)

A solução u(x, t) é uma solução entrópica se houver uma constante E > 0 tal que

para todos a > 0, t > 0 e x ∈ R tem-se

u(x+ a, t)− u(x, t)

a
≤ E

t
. (2.27)

Temos a seguinte de�nição:

De�nição 2.3 Uma função suave (η; q): R → R2 se chama um par entrópico da

equação (2.1), se qualquer solução continuamente diferenciável de (2.1) satisfaz a lei de

conservação

η(u)t + q(u)x = 0.

No sentido distributivo. As funções η e q se chamam entropia e �uxo de entropia,

respectivamente.

Note que se u é uma solução clássica do problema de Chauchy (2.1)-(2.2) e (η; q) é um
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par de entropia para (2.1), então

0 = η(u)t + q(u)x = η′(u)ut + q′(u)ux (2.28)

Também u satisfaz 0 = ut + f(u)x = ut + f ′(u)ux e multiplicando por η′(u) se obtém

0 = η′(u)ut + η′(u)f(u)ux. (2.29)

De (2.28) e (2.29), pode-se concluir que (η; q) é um par de entropia para (2.1) se e somente

se η′(u)f ′(u) = q′(u).

Para o caso {
η(z) = |z − k|,
q(z) = (f(z)− f(k))sgn(z − k),

(2.30)

se têm a seguinte de�nição [41]

De�nição 2.4 (Entropia de Krushkov) Uma solução entrópica de (2.1)-(2.2) é uma

aplicação contínua u : [0;∞]→ L1
loc(R) qual satisfaz (2.2) junto com

+∞∫
0

+∞∫
−∞

{|u− k|φt + sgn(u− k)[f(u)− f(k)]φx} dx dt+

∫
R
{|u0(x)− k|φ(x, 0)} dx ≥ 0,

(2.31)

para qualquer função teste não negativa φ em [0,∞) × R, e qualquer constante k. As

entropias (2.30) se chamam entropias de Krushkov [41].

De�nição 2.5 (Solução Entrópica de Krushkov em 2D) [34]

A solução fraca de (2.4)- (2.5) é chamada uma solução entrópica se temos para todo

ϕ ∈ C∞0 (R2 × R+), ϕ ≥ 0 e para todo k ∈ R∫
R2

∫
R+

{ϕt|u− k|+ ϕxsign(u− k) [f(u)− f(k)] + ϕysign(u− k) [g(u)− g(k)]} dt dx ≥ 0.

Kruzkov [35] também mostra que toda solução entrópica pode ser considerada como

um limite de viscosidade.

As soluções fracas que satisfazem alguns dos critérios de entropia, explicados acima,

são chamadas soluções entrópicas fracas.

2.1.5 Problema de Riemann

Chama-se problema de Riemann um problema de valor inicial composto por uma lei

de conservação e um dado inicial constante por partes, com uma única descontinuidade
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[39]

u(x, 0) =

{
ul x < 0,

ur x ≥ 0,
(2.32)

onde ul e ur são valores constantes. No caso, ul é chamado de estado inicial à esquerda e

ur de estado inicial à direita, veja a Figura 2.5.

Figura 2.5: Dados iniciais para problemas de Riemann.

Fonte: Yamashita [67].

Como já foi dito na seção 2.1.4 (condições de Lax e Lax-Oleinik), se f é de classe

C2 e estritamente convexa, para ul > ur então a única solução entrópica do problema de

Riemann (2.1), (2.32) é uma onda de choque:

u(x, t) =

{
ul, x < Φt,

ur, x ≥ Φt,
(2.33)

onde Φ é a velocidade do choque de�nida na seção 2.1.3. A onda de choque ocorre quando

as curvas características se cruzam, veja a Figura 2.3.

Por outro lado, se ur > ul então a única solução entrópica deste Problema de Riemann

é a onda de rarefação:

u(x, t) =


ul, x < f ′(ul)t,

g(x/t), f ′(ul)t ≤ x ≤ f ′(ur)t,

ur, x > f ′(ur)t,

(2.34)

onde g = (f ′)−1. As ondas de rarefações surgem quando existem regiões no plano xt onde

as curvas características não são de�nidas, veja a Figura 2.6. Uma das formas (não é
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a única, porém é a única entrópica) de se �preencher� essas regiões, de modo a obter a

solução fraca do PVI, são as chamadas ondas de rarefações.

(a) (b)

Figura 2.6: Curvas características para equação de Burgers com ul = 0 e ur = 1 em (a).
E o �preenchimento� das regiões vazia com uma onda de rarefação em (b).

Fonte: de Lima [28].

A seguir serão apresentados alguns exemplos de leis de conservação bidimensionais,

algumas das quais serão estudadas no presente trabalho.

Equação de Advecção Linear em 2D

Esta é lei de conservação linear muito simples amplamente conhecida na literatura e

com grande utilidade.
∂u

∂t
+ v1

∂u

∂x
+ v2

∂u

∂y
= 0, (2.35)

onde v1 e v2 são constantes que denotam as velocidades, com que a onda se propaga, nas

direções x e y, respectivamente.

A solução exata desta equação é a translação da condição inicial na direção do vetor

de velocidades (constantes), se para t = 0 temos que

u(x, y, 0) = u0(x, y),

então

u(x, y, t) = u0(x− v1t, y − v2t). (2.36)

Podemos obter essa solução de forma análoga ao método das características em 1D

explicado anteriormente, veja a equação (2.14).

Equação de Burgers em 2D

Um exemplo de grande importância dentro das leis de conservação, é a Equação de

Burgers, também conhecida como Equação de Burgers sem viscosidade. Esta equação é
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utilizada em várias áreas da matemática aplicada, tal como mecânica dos �uídos, acústica

não linear, dinâmica do gases, �uxo do tráfego nas cidades. A equação de Burgers foi

introduzida primeiro por Harry Bateman em 1915 [7] e depois estudada por Johannes

Martinus Burgers em 1948 [12].

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
+

∂

∂y

(
u2

2

)
= 0. (2.37)

Equação de Buckley-Leverett em 2D

A equação de Buckley-Leverett é uma lei de conservação usada para modelar o

�uxo bifásico em meios porosos. Ela descreve um processo imiscível de deslocamento,

como o deslocamento de óleo pela água. Este modelo matemático pode ser aplicado na

recuperação de óleo em aplicações de engenharia.

∂sw
∂t

+
∂f(sw)

∂x
+
∂g(sw)

∂y
= 0, (2.38)

com

f(sw) = g(sw) =
s2
w

s2
w + µw

µo
(1− sw)2

, (2.39)

onde µw e µo são as viscosidades da água e do óleo, respectivamente.

Se considerarmos a ação da força gravitacional sobre o �uxo, as funções de �uxos são

as seguintes:

g(sw) = f(sw){1− Cg(1− sw)2}, (2.40)

onde Cg é uma constante que envolve o termo gravitacional, veja [4, 50] para detalhes.
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2.2 Um Exemplo de Leis de Balanço

2.2.1 Equações Shallow Water

As equações �Shallow Water� são um conjunto de leis de balanço que descrevem o

comportamento de um �uido, geralmente a água, de uma certa profundidade h, veja a

Figura 2.7. Estas com uma topogra�a do fundo não plana desempenham um papel crítico

na modelagem e simulação de �uxos em oceanos, rios, lagos e áreas costeiras. Elas tem

ampla aplicações na engenharia hidráulica, modelagem atmosférica e podem ser usadas

para prever marés, níveis de tempestades e mudanças no litoral de furacões, e até mesmo

para simular a propagação do tsunami [65, 3].

Figura 2.7: Fluido em uma certa profundidade h.
Fonte: SWE [3].

Essas equações são derivadas das equações de conservação da massa e do momento

linear (as equações de Navier-Stokes) [58]. A equação de conservação do momento é

expressada como:

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x
(ρu2) +

∂

∂y
(ρuv) +

∂

∂z
(ρuw)− ρfv +

∂p

∂x
− ∂τxx

∂x
− ∂τxy

∂y
− ∂τxz

∂z
= 0, (2.41)

∂

∂t
(ρv) +

∂

∂x
(ρuv) +

∂

∂y
(ρv2) +

∂

∂z
(ρvw) + ρfu+

∂p

∂y
− ∂τxy

∂x
− ∂τyy

∂y
− ∂τyz

∂z
= 0, (2.42)

∂

∂t
(ρw) +

∂

∂x
(ρuw) +

∂

∂y
(ρvw) +

∂

∂z
(ρw2) +

∂p

∂z
+ ρg − ∂τxz

∂x
− ∂τyz

∂y
− ∂τzz

∂z
= 0. (2.43)

Onde (x, y, z) é o sistema de coordenadas, veja a Figura 2.8, (u, v, w) são as componentes

da velocidade, t, p, ρ e g denotam o tempo, pressão, densidade e aceleração gravitacional,

respectivamente. E f = 2Ω sinφ é o parâmetro de Coriolis, indicando o efeito de rotação

da Terra (Ω é a taxa de angulação da revolução, φ é a latitude geográ�ca).

A tensão viscosa τij podem ser expressadas em termos da taxa de deformação do

�uido como
τij
ρ

= ν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (2.44)

onde ν é a viscosidade cinemática em (m2/s).
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h
a

b

Figura 2.8: De�nição do sistema de coordenadas e contornos.
Fonte: Vreugdenhil [58] (Modi�cada).

A equação de conservação da massa para um �uido é:

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) +

∂

∂z
(ρw) = 0. (2.45)

Fazendo algumas considerações em (2.45), veja [58] para detalhes, obtemos a equação

de balanço de massa (ou equação da continuidade) para �uidos incompressíveis:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (2.46)

Algumas condições são necessárias para realizar esta modelagem , estas são as

condições de superfície e fundo, que são de dois tipos. As condições cinemáticas dizem

que as partículas de água não cruzarão as fronteiras. Para um fundo sólido, isso signi�ca

que a componente da velocidade normal deve desaparecer:

u
∂b

∂x
+ v

∂b

∂y
− w = 0, z = b, (2.47)

onde b é o nível inferior, veja a Figura 2.8. Na superfície livre, é um pouco mais complicado,

pois a superfície pode estar se movendo sozinha. Então a velocidade normal relativa deve

desaparecer
∂a

∂t
+ u

∂a

∂x
+ v

∂a

∂y
− w = 0, z = a, (2.48)

onde a é o nível da superfície, veja a Figura 2.8.

Na superfície livre, presume-se que as tensões no �uido imediatamente abaixo da



2.2 Um Exemplo de Leis de Balanço 40

superfície livre sejam as mesmas que as do ar imediatamente abaixo, isto é, a tensão

super�cial não é levada em consideração e dessa forma temos:

p = pa, (2.49)

onde pa é a pressão atmosférica.

Para simpli�car o que queremos dizer com as águas rasas, devemos considerar escalas

típicas. Considere três escalas típicas principais H, L e U . A suposição básica na teoria

das águas rasas é que qualquer escala vertical H é muito menor que a horizontal L, quão

pequena a proporção H/L deve ser não é fácil de dizer. Se x, y possuem escalas típicas L, e

as componentes de velocidade horizontal u, v são de ordem U , cada um dos dois primeiros

termos em (2.46) é da ordem U/L. No entanto, eles normalmente não cancelam com o

outro, o que signi�ca que o terceiro termo também deve ser dessa ordem; caso contrário um

equilíbrio entre os três não é possível. Assumindo que a escala de comprimento vertical é a

profundidade h da água, então a consequência é que a componente de velocidade vertical

é da ordem w = (Uh)/L, isto é, é menor que as componentes horizontais pelo mesmo

fator que as escalas de comprimento.

Agora, considerando a equação do momento vertical (2.43). Usando as escalas de

comprimento e velocidade, lembrando que a viscosidade geralmente é insigni�cante,

podemos estimar todos os termos, exceto o gradiente de pressão. Note que, todos os

termos são pequenos em relação à aceleração gravitacional e apenas o gradiente de pressão

permanece para balancear, e (2.43) simpli�ca a distribuição da pressão hidrostática:

∂p

∂z
= −ρg (2.50)

Ao integrar (2.50) usando a condição de contorno (2.49), obtemos:

p = g

∫ a

z

ρ dz + pa. (2.51)

Assumindo que a densidade é constante ao longo da profundidade, temos:

p = ρg(a− z) + pa. (2.52)

A partir de (2.52), os gradiente de pressão em (2.41)-(2.42) podem ser determinados

∂p

∂x
= ρg

∂a

∂x
+ g(a− z)

∂ρ

∂x
+
∂pa
∂x

. (2.53)
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Com os resultados obtidos até agora as equações de momento se tornam:

∂u

∂t
+
∂

∂x
(u2)+

∂

∂y
(uv)+

∂

∂z
(uw)−fv+g

∂a

∂x
+
g

ρ0

(a−z)
∂ρ

∂x
+

1

ρ0

∂pa
∂x
− 1

ρ0

(
∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

)
= 0,

(2.54)
∂v

∂t
+
∂

∂x
(uv)+

∂

∂y
(v2)+

∂

∂z
(vw)−fu+g

∂a

∂y
+
g

ρ0

(a−z)
∂ρ

∂y
+

1

ρ0

∂pa
∂y
− 1

ρ0

(
∂τyx
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τyz
∂z

)
= 0.

(2.55)

A etapa �nal em direção as equações shallow water em 2D envolve a integração

das equações de momento (2.54)-(2.55) e a equação da continuidade (2.46) sobre a

profundidade h = a− b. Integrando a equação da continuidade:∫ a

b

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
dz+ [w]ab =

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) + [w]ab −

∂a

∂x
us−

∂a

∂y
vs +

∂b

∂x
ub +

∂b

∂y
vb = 0,

(2.56)

onde u, v indicam as velocidades médias na profundidade. Note que os termos de superfície

(s) e de fundo (b) são termos de correção que podem ser obtidos após a troca das operações

de integração e diferenciação presentes no lado esquerdo da equação (2.56). Usando as

condições de contorno (2.47) e (2.48), os termos do fundo são cancelados e os da superfície

produzem a taxa de mudança de nível da superfície:

∂a

∂t
+

∂

∂x
(hu) +

∂

∂y
(hv) = 0. (2.57)

Uma operação semelhante é aplicada a (2.54) e (2.55), veja [58] para detalhes, e o

resultado da integração é:

∂

∂t
(hu)+

∂

∂x
(hu2)+

∂

∂y
(huv)−fhv+gh

∂a

∂x
+
gh2

2ρ0

∂ρ

∂x
− 1

ρ0

τbx−
∂

∂x
(hTxx)−

∂

∂y
(hTxy) = Fx,

(2.58)
∂

∂t
(hv)+

∂

∂x
(huv)+

∂

∂y
(hv2)−fhv+gh

∂a

∂y
+
gh2

2ρ0

∂ρ

∂y
− 1

ρ0

τby−
∂

∂x
(hTxy)−

∂

∂y
(hTyy) = Fy.

(2.59)

Onde Tij incluem fricção viscosa, fricção turbulenta e advecção diferencial. As forças

motrizes Fx,y incluem o estresse do vento, o gradiente de pressão atmosférica e as tensões

de radiação por ondas (curtas). Note que a barra indicando as médias de profundidade

foram omitidas.

Negligenciando o parâmetro de Coriolis, τbx,by, Tij e Fx,y, considerando que a densidade

é constante ao longo da direção horizontal e lembrando que b = b(x, y), obtemos a equação

shallow water em duas dimensões:
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
ht + (hu)x + (hv)y = 0

(hu)t +
(
hu2 + 1

2
gh2
)
x

+ (huv)y = −ghbx
(hv)t + (huv)x +

(
hv2 + 1

2
gh2
)
y

= −ghby

(2.60)

onde h denota a altura da água, (u, v)T é o vetor velocidade, b representa a topogra�a do

fundo e g é a constante gravitacional.

O jacobiano para as equações SW é dado a seguir


0 1 0

−u2 + gh 2u 0

−uv v u

 ,


0 0 1

−uv v u

−v2 + gh 0 2v


 . (2.61)

Para as equações SW, a solução de estado estacionário representa uma superfície de

água ainda plana, e muitas vezes é referida como solução "lago em repouso":

u = v = 0 e h+ b = const. (2.62)



Capítulo 3

Um Estudo do Método de Elementos

Finitos Galerkin-Descontínuo

Os método dos elementos �nitos são procedimentos utilizados para obter soluções

aproximadas para equações diferenciais, estes são muito empregados na mecânica de

sólidos, estruturas, transferência de calor e �uidos, de fato são úteis em praticamente

todos os campos da análise de engenharia [8].

A ideia básica por trás destes métodos consiste em dividir o domínio no qual a equação

diferencial é de�nida, em regiões menores conhecidas como elementos, veja a Figura 3.1, e

a solução da equação diferencial é aproximada em cada um desses elementos usando uma

função polinomial e o conceito variacional [10, 19].

(a) (b)

Figura 3.1: Particionando o domínio em elementos triangulares.
Fonte: DistMesh [1].

Uma classe de métodos dos elementos �nitos, o Galerkin Descontínuo (DG), foi

introduzido em 1973 por Reed e Hill [48] para resolver a equação de transporte de nêutron,

mas apenas recentemente que eles evoluíram e se tornaram adequados para o uso. E
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rapidamente encontrou-se sendo empregado em diversas aplicações como em escoamentos

turbulentos, simulação de recuperação de petróleo, modelagem de águas rasas, transporte

de contaminante em meios porosos, �uxos viscoelásticos, entre muitas outras [22].

O método DG combina características dos métodos dos elementos �nitos clássicos e

dos volumes �nitos, e usa um espaço polinomial por partes completamente descontínuo

para obter as soluções numéricas. Várias vantagens tornam este método adequado para

as leis de conservação e balanço, em particular para as equações shallow water, dentre elas

podemos destacar que o método DG é capaz de preservar o equilíbrio entre o termo fonte

e �uxo, sendo assim apto a encontrar a solução estacionária e tratar de forma adequada o

termo fonte. Bem como é capaz de preservar a positividade da altura da água e também

não introduz oscilações espúrias na solução aproximada.

3.1 Elementos Triangulares

Domínios bidimensionais comumente são divididos em elementos retangulares ou

triangulares. Os elementos retangulares são convenientes para geometrias mais regulares,

não sendo adequados para limites curvos e geometrias mais complexas. Isso fez com que os

elementos triangulares fossem mais utilizados na literatura, visto que estes representam

uma geometria arbitrária com muita facilidade e geram soluções com maior acurácia

[2]. Por este motivo usaremos os elementos triangulares neste trabalho. A seguir será

apresentando alguns conceitos necessários para se utilizar os elementos triangulares.

3.1.1 Coordenadas Naturais

O sistema de coordenadas naturais é muito utilizado no método de elementos �nitos,

pois este facilita o cálculo das integrais necessárias. Este sistema é de�nido de tal forma

que as coordenadas de um ponto qualquer, no elemento, tome valores entre 0 e 1, veja a

Figura 3.2, para mais detalhes veja [2].

As coordenadas naturais utilizadas para os elementos triangulares são chamadas de

coordenadas de área, estas são relacionadas com a área de cada triângulo. Para de�nir

as coordenadas de área do ponto p(x, y), veja a Figura 3.3, em termos do sistema de

coordenadas naturais é necessário calcular as novas coordenadas L1, L2 e L3, quais são

de�nidas em termos da subárea triangular isto é,

L1 =
A1

A
, L2 =

A2

A
, L3 =

A3

A
, (3.1)
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(x , y )1 1

(x , y )2 2

(x , y )3 3

(1,0,0) (0,1,0)

(0,0,1)

Figura 3.2: Exemplo de mudança do sistema cartesiano para o sistema de coordenadas
naturais.

Fonte: Imagem do autor.

onde A = A1 + A2 + A3, logo L1 + L2 + L3 = 1.

(x , y )1 1

p(x, y)

(x , y )3 3

(x , y )2 2

A1

A2

A3

Figura 3.3: Transformação das coordenadas cartesianas para coordenadas de área do
ponto p(x, y).

Fonte: Imagem do autor.

As áreas dos triângulos podem ser calculadas usando as coordenadas cartesianas do

ponto e dos vértices do triângulo:

A =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , A1 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x y

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

A2 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x y

1 x3 y3

1 x1 y1

∣∣∣∣∣∣∣∣ , A3 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x y

1 x1 y1

1 x2 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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A relação entre os dois sistemas de coordenadas pode ser de�nida como
1

x

y

 =


1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3



L1

L2

L3

 . (3.2)

A inversa da relação entre as coordenadas dada pela equação (3.2) pode ser expressada

como 
L1

L2

L3

 =
1

2A


x2y3 − x3y2 y2 − y3 x3 − x2

x3y1 − x1y3 y3 − y1 x1 − x3

x1y2 − x2y1 y1 − y2 x2 − x1




1

x

y

 . (3.3)

3.1.2 Funções de Forma

Uma função φ(x, y) pode ser aproximada pelo polinômio φh(x, y) utilizando funções

de forma (polinômios) e os valores nodais.

φh(x, y) =
n∑
i=1

φiNi(x, y), (3.4)

onde n é a quantidade de nós de um triângulo e φi = φh(xi, yi). Aqui, cada função de

forma Ni (polinômio de um certo grau) deve ser tal que seu valor seja um se avaliado em

seu nó relacionado e zero em qualquer um dos outros n− 1 nós, isto é

Ni(xj, yj) =

{
1, se i = j,

0, se i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ n. (3.5)

A função de forma para os elementos triangulares podem ser lineares, quadráticas ou

cúbicas e para cada caso é necessário um determinado número de nós, veja a Figura 3.4.

Estas podem ser determinadas através das coordenadas cartesianas ou de área, porém a

�m de facilitar cálculos de�ne-se as funções de forma por meio das coordenadas de área.

Portanto, utilizando funções de forma lineares, obtemos a seguinte interpolação

φh(x, y) =
3∑
i=1

φiNi(x, y), (3.6)

onde N1(x, y) = L1 + L2 − L3, N2(x, y) = −L1 + L2 + L3 e N3(x, y) = L1 − L2 + L3.



3.1 Elementos Triangulares 47

(a) Linear - 3 nós. (b) Quadrático - 6 nós

Figura 3.4: Quantidade de nós necessária para polinômios lineares e quadráticos.
Fonte: Imagem do autor.

E para funções de forma quadráticas,

φh(x, y) =
6∑
i=1

φiNi(x, y), (3.7)

onde
N1 = L1(2L1 − 1),

N2 = L2(2L2 − 1),

N3 = L3(2L3 − 1),

N4 = 4L1L2,

N5 = 4L2L3,

N6 = 4L3L1.

(3.8)

No que se segue será necessário avaliar as derivadas das funções de forma, de�nidas

em coordenadas de área, em relação às coordenadas cartesianas. Essas derivadas podem

ser obtidas utilizando a regra da cadeia. Assim, para funções lineares obtemos o seguinte

operador

∂

∂x
=

∂

∂L1

∂L1

∂x
+

∂

∂L2

∂L2

∂x
+

∂

∂L3

∂L3

∂x
,

=
c1

2A

∂

∂L1

+
c2

2A

∂

∂L2

+
c3

2A

∂

∂L3

, (3.9)

=
3∑
i=1

ci
2A

∂

∂Li
.

Onde c1 = y2 − y3, c2 = y3 − y1 e c3 = y1 − y2. Analogamente, obtemos

∂

∂y
=

3∑
i=1

di
2A

∂

∂Li
, (3.10)
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onde d1 = x3 − x2, d2 = x1 − x3 e d3 = x2 − x1.

A seguir será explicado brevemente o método RKDG para as Leis de Conservação,

seguido de uma explicação mais detalhada para Leis de Balanço, utilizando as equações

shallow water para descrever o método. Utilizamos as seguintes referências como base

para apresentar o método [65, 27, 66, 68].

3.2 Método RKDG para Leis de Conservação

Considere a seguinte lei de conservação bidimensional

Ut +∇ · F(U) = 0 (x, y) ∈ Ω ∈ R2, t ≥ 0, (3.11)

onde U = (u1, u2, · · · , um)T e F(U) = (f(U), g(U)), com condição inicial U(x, y, 0) =

U0(x, y) e talvez alguma condição de contorno, por exemplo de tipo Dirichlet U |∂Ω = γ.

Seja Tτ a família de partições do domínio computacional Ω parametrizado por τ > 0.

Para qualquer triângulo K ∈ Tτ , de�nimos τK = diam(K), τ = max
K∈Tτ

τK e |K| a sua área.

Para cada lado eiK(i = 1, 2, 3) do triângulo K, denotamos seu comprimento liK e seu vetor

normal unitário por ~niK . Buscamos uma solução aproximada de (3.11) que pertença ao

espaço dimensional �nito

Vτ = V k
τ = {w ∈ L2(Ω); w|K ∈ P k(K) ∀K ∈ Tτ}, (3.12)

onde P k(K) denota o espaço de polinômios emK de grau no máximo k. Seguindo [27, 65],

para a derivação de um esquema DG, a equação (3.11) é multiplicada por uma função

teste w(x, y) ∈ Vτ e integramos sobre K:∫∫
K

Utw dx +

∫∫
K

(∇ · F)w dx = 0, (3.13)

onde x = (x, y). Aplicando o teorema da Divergência na equação acima, obtemos:∫∫
K

Utw dx−
∫∫
K

F · ∇w dx +
3∑
i=1

∫
eiK

F̂|eiK · ~n
i
Kw ds = 0. (3.14)

O �uxo numérico F̂ é de�nido ao longo das arestas do elemento K de forma que

F̂|eiK · ~n
i
K = F

(
U
int(K)
i , U

ext(K)
i , ~niK

)
, (3.15)
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onde U int(K)
i é o valor obtido no interior do elemento K como

U
int(K)
i ≡ U(xint(K), t) = lim

z→x,z∈K
U(z, t) para t �xo, x ∈ eiK i = 1, 2, 3, (3.16)

e U ext(K)
i é o valor obtido no exterior do elemento K como

U(xext(K), t) =

 γ(x, t), se x ∈ ∂Ω,

lim
z→x,z/∈K

U(z, t) em caso contrário,
para t �xo, (3.17)

no caso de condição de contorno de Dirichlet (U |∂Ω = γ), para detalhes veja [27]. A função

F pode ser de�nida usando o �uxo global Lax-Friedrichs

F(a1, a2, ~n) =
1

2
[F(a1) · ~n+ F(a2) · ~n− α(a2 − a1)] ,

α = max |F′(U) · ~n|, (3.18)

onde o máximo é tomado sobre o domínio Ω. E este �uxo satisfaz a conservatividade e

consistência

F(a1, a2, ~n) = −F(a2, a1,−~n), F(a1, a1, ~n) = F(a1) · ~n. (3.19)

Podemos reescrever a equação (3.14) na forma de um sistema de EDO's (d/dt)U =

L(U), para isso de�nimos (usando as funções de forma Ni):

U(x, y, t) =
n∑
l=1

Ul(t)Nl(x, y) e w =
n∑
j=1

cjNj(x, y) (3.20)

Substituindo (3.20) em (3.14) obtemos:∫∫
K

d

dt

[
n∑
l=1

Ul(t)Nl(x, y)

]
n∑
j=1

cjNj(x, y) dx−
∫∫
K

F · ∇

(
n∑
j=1

cjNj(x, y)

)
dx

+
3∑
i=1

∫
eiK

F̂|eiK · ~n
i
K

n∑
j=1

cjNj(x, y) ds = 0 (3.21)

ou equivalente,

n∑
j=1

cj

 n∑
l=1


∫∫
K

dUl
dt
NlNj dx−

∫∫
K

F · ∇Nj dx +
3∑
i=1

∫
eiK

F̂|eiK · ~n
i
KNj ds


 = 0.

(3.22)

Considerando uma escolha natural para o grupo de parâmetros cj: cj = 1, cp = 0
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para p 6= j e após alguns cálculos, para detalhes veja [10], podemos escrever (3.22) em

uma forma mais compacta

dU(t)

dt
= M−1

∫∫
K

F · ∇N dx−
3∑
i=1

∫
eiK

F̂|eiK · ~n
i
KN ds

 . (3.23)

Onde M é a matriz de massa (local do elemento K) e seus coe�cientes são de�nidos como

Mlj = 2|K|
1∫
0

1−L1∫
0

NlNj dL1 dL2 e esta é

M = |K|


1
3

0 0

0 1
3

0

0 0 1
3

 , (3.24)

para polinômios lineares (k = 1). Caso queiramos usar os polinômios quadráticos (k = 2)

obtemos:

M = |K|



1
30

− 1
180
− 1

180
0 − 1

45
0

− 1
180

1
30

− 1
180

0 0 − 1
45

− 1
180
− 1

180
1
30

− 1
45

0 0

0 0 − 1
45

8
45

4
45

4
45

− 1
45

0 0 4
45

8
45

4
45

0 − 1
45

0 4
45

4
45

8
45


. (3.25)

Agora podemos usar método de discretização no tempo Runge-Kutta de terceira

ordem para resolver a EDO (3.23)

U (1) = Un + ∆tL(Un),

U (2) =
3

4
Un +

1

4

(
U (1) + ∆tL(U (1))

)
,

Un+1 =
1

3
Un +

2

3

(
U (2) + ∆tL(U (2))

)
. (3.26)

Onde L(U) é o operador espacial, de�nido como o lado direito da equação (3.23).

Dessa forma, temos que o método RKDG utiliza uma formulação local, ou seja, os

cálculos realizados devem ser feitos elemento por elemento. Assim, calcula-se as integrais

em (3.23) em cada elemento, e resolve-se um sistema de EDO's com m equações (as m

componentes de U) via Runge-Kutta, utilizando para isso a matriz de massa 3× 3 (caso

linear) em (3.24) ou uma matriz de massa 6× 6 (caso quadrático) em (3.25). Esta é uma

diferença importante entre este método e os métodos de elementos �nitos clássicos, no qual

se utiliza uma formulação global e assim uma matriz de massa global. Esta formulação
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local faz com que para problemas estritamente hiperbólicos seja possível capturar as ondas

geralmente sem a necessidade de considerar condições de contorno.

Teorema 3.1 O método RKDG com o polinômio UK(x) de grau k deve satisfazer o

princípio do máximo

A ≤ U
n+1

K ≤ B, (3.27)

onde A = min
x
U0, B = max

x
U0 e UK é a média de U no elemento K, o super índice n+ 1

indica o próximo espaço no tempo. Uma condição su�ciente é que cada UK(x) satisfaça

UK(x) ∈ [A,B], ∀x ∈ SK, onde SK é o conjunto dos pontos de quadratura, sob a condição

CFL

α
∆t

|K|

3∑
i=1

liK ≤
2

3
ŵ1 (3.28)

onde ŵ1 é o peso do primeiro ponto de quadratura Gauss-Lobatto no intervalo [−1/2, 1/2],

para mais detalhes veja [68].

O método RKDG, quando aplicado em problemas com soluções descontínuas, pode

gerar oscilações e até instabilidade não linear. De modo que torne-se necessário a utilização

do limitador TVB para controlar tais soluções [65, 27, 66]. Em alguns casos, há também a

necessidade de que a variável conservada ou balanceada esteja contida dentro de um certo

intervalo, veja o Teorema 3.1, sendo preciso também a aplicação do limitador �positive

preserving�.

3.2.1 Limitador TVB

Neste trabalho é utilizado o limitador TVB clássico com função minmod corrigida

de�nida em [27] por:

m(a1, . . . , an) =

{
a1, se |a1| ≤ Λτ 2,

m(a1, . . . , an), em caso contrário,
(3.29)

onde Λ é o parâmetro TVB a ser escolhido adequadamente em termos da segunda derivada

da função, veja [26], se Λ é escolhido pequeno demais, mais células do que o necessário

serão identi�cadas contendo oscilações, aumentando o custo computacional; no entanto,

se Λ é escolhido muito grande, oscilações espúrias surgirão. A função minmod m é dada

por

m(a1, . . . , an) =

{
smini |ai|, se s = sign(a1) = . . . = sign(an),

0, em caso contrário.
(3.30)
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De maneira geral, este limitador é aplicado em U após cada passo interno da

discretização de tempo Runge-Kutta. O procedimento do limitador TVB envolve duas

etapas: a primeira é veri�car se alguma limitação é necessária, em um determinado

elemento; se um certo elemento necessitar do limitador, então o segundo passo é aplicar

este sobre o respectivo vetor [66]. Para detectar as células com problemas usando o

limitador descrito acima, declaramos que se função descrita em (3.29) retornar um valor

diferente do primeiro argumento, esta célula é marcada como uma célula problemática e

deve-se aplicar o limitador.

Para construir o limitador TVB para os elementos triangulares nós procedemos como

em [27]. Considere o triângulo K0, e seus três vizinhos K1, K2 e K3 como na Figura 3.5,

onde mi é o ponto médio da aresta eiK0
do elemento K0 e bj denota o baricentro de cada

triângulo Kj para j = 0, 1, 2, 3, e seja U uma função linear.

m1

m2

m3

b0

b1

b2

b3

K0

K1

K2

K3

Figura 3.5: Ilustração dos dados necessário para o limitador TVB.
Fonte: Cockburn et al [27] (Modi�cada).

Para os elementos triangulares limitamos a grandeza ∆i de�nida abaixo:

∆i = m
(
Û(mi, K0), ν∆U(mi, K0)

)
, i = 1, 2, 3. (3.31)

Onde m é o limitador TVB (3.29), e ν > 1. Nós tomamos ν = 1.5, como em [27]. As

variáveis Û(mi, K0) e ∆U(mi, K0) são de�nidas a seguir.

Û(mi, K0) = U(mi)− UK0 , i = 1, 2, 3, (3.32)

ou seja, Û(mi, K0) é a diferença entre os valores de U no ponto médio da aresta eiK0
e o

valor médio no elemento K0, que coincide com o valor de U no baricentro b0. Por outro
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lado, de�ne-se

∆U(m1, K0) = α1(UK1 − UK0) + β1(UK2 − UK0),

∆U(m2, K0) = α2(UK2 − UK0) + β2(UK3 − UK0), (3.33)

∆U(m3, K0) = α3(UK3 − UK0) + β3(UK1 − UK0).

Onde UK é o valor médio de U sobre o elemento K, os coe�cientes αi e βi, i = 1, 2, 3 são

tais que:

m1 − b0 = α1(b1 − b0) + β1(b2 − b0),

m2 − b0 = α2(b2 − b0) + β2(b3 − b0), (3.34)

m3 − b0 = α3(b3 − b0) + β3(b1 − b0).

Estes coe�ciente αi e βi existem, pois os vetores bi − b0 e bj − b0 (i 6= j) são linearmente

independentes em R2 e formam uma base.

Uma vez limitados os ∆i em (3.31), se
∑3

i=1 ∆i = 0 de�ne-se

U(x, y, t) =
3∑
i=1

(∆i + UK0)Ni(x, y). (3.35)

Note que caso a limitação não fosse necessária isto devolve a solução original, pois ∆i =

Û(mi, K0) e ∆i + UK0 = U(mi).

Se
∑3

i=1 ∆i 6= 0, calculamos

pos =
3∑
i=1

max(0,∆i), neg =
3∑
i=1

max(0,−∆i),

e

θ+ = min

(
1,
neg

pos

)
, θ− = min

(
pos

neg

)
.

Então, de�nimos

U(x, y, t) =
3∑
i=1

(∆̂i + UK0)Ni(x, y) (3.36)

onde

∆̂i = θ+ max(0,∆i)− θ−max(0,∆i).

Para sistemas, realizamos a limitação nas variáveis características locais [27]. Neste

caso para limitar o a célula procedemos da seguinte forma:
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• Encontramos a matriz R e sua inversa R−1 qual diagonaliza o Jacobiano,

R−1

(
∂

∂U
F(UK0) ·

mi − b0

|mi − b0|

)
R = D, (3.37)

onde D é uma matriz diagonal que contém os autovalores do Jacobiano.

• Transformamos todas as quantidades necessárias para limitação multiplicando-as a

esquerda por R−1.

• Aplicamos o limitador escalar (3.29) em cada uma das componentes das quantidades

transformadas.

• O resultado é transformado ao espaço original multiplicando-o a esquerda por R.

Para mais detalhes veja [66, 27].

3.2.1.1 Tratamento do Limitador no Contorno

Os trabalhos [66, 27] não informam como proceder caso uma ou mais arestas do

elemento K0 esteja na fronteira. A solução encontrada por nós foi de�nir um �baricentro

�ctício� simétrico ao baricentro b0 em relação ao ponto médio da aresta presente na

fronteira. Por exemplo, suponha que a aresta 1 do elemento K0 pertença a fronteira, então

pegamos um elemento vizinho �ctício à aresta 1, onde o seu baricentro b∗1 é simétrico ao

b0 em relação à m1, veja a Figura 3.6.

Da construção acima, obtemos

2(m1 − b0) = (b1)∗ − b0,

portanto (b1)∗ = 2m1− b0. De forma geral, se uma aresta j estiver na fronteira temos

que:

(bj)
∗ = 2mj − b0. (3.38)

Observe que se substituímos bj = (bj)
∗ em (3.34), obtemos que αj = 1/2 e βj = 0.

3.2.2 Limitador Positive Preserving para Leis de Conservação

Para que a condição dada pelo Teorema 3.1 seja satisfeita, nós precisamos modi�car

o polinômio UK(x) de forma que UK(x) ∈ [A,B], ∀x ∈ SK . Para todos os K, assumimos
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m1

m2

m3

b0

b2

b3

(a)

m1

b0

b2

b3

*(b )1

(b)

Figura 3.6: Ilustração do caso em que a aresta 1 do elemento K0 esteja na fronteira. Note
que α1 = 1/2 e β1 = 0.

Fonte: Imagem do autor.

que U
n

K ∈ [A,B], como em [68] usamos o seguinte polinômio ŨK(x) em vez de UK(x):

ŨK(x) = θ(UK(x)− Un

K) + U
n

K , (3.39)

onde

θ = min

{∣∣∣∣∣ B − U
n

K

MK − U
n

K

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ A− U

n

k

mK − U
n

K

∣∣∣∣∣ , 1
}
,

com

MK = max
x∈SK

UK(x), mK = min
x∈SK

UK(x).

3.2.3 O algoritmo para discretização temporal RK

Podemos esquematizar a discretização Runge-Kutta (3.26) para as leis de conservação

da seguinte forma:

1. Dado o polinômio DG de UK(x) no passo de tempo n, então calcula-se α =

max |F′(U) ·~n|, onde o máximo é tomado sobre o conjunto de pontos de quadratura

nas arestas, S̃K , da malha. E assim determina-se o intervalo de tempo (ver condição
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CFL em (3.28)):

∆t = min
2

3

ŵ1|K|
α
∑3

i=1 l
i
k

,

onde α para as leis de conservação é dado pela equação (3.18).

2. Calcula-se o primeiro estágio com UK(x) e essa solução é denotada por U1
K .

Modi�ca-se essa solução aplicando primeiro o limitador TVB e, se necessário,

posteriormente o limitador positive preserving e assim atualiza-se o valor de U1
K =

Ũ1
K(x).

3. Calcula-se o segundo estágio com U1
K(x), e obtém-se U2

K(x), aplica-se o limitador

TVB e, se necessário o positive preserving e obtém-se U2
K = Ũ2

K(x).

4. Calcula-se o terceiro estágio com U2
K(x), e denota-se essa solução por U3

K(x),

aplica-se o limitador TVB e o positive preserving, se necessário, e obtém-se a solução

no tempo n+ 1.

3.3 Método RKDG para as Equações Shallow Water

Podemos escrever as equações shallow water (2.60) na seguinte forma:

Ut +∇ · F(U) = s(h, b) (3.40)

onde U = (h, hu, hv)T e F(U) = (f(U), g(U)). Procedendo de forma análoga que as leis

de conservação obtemos [65, 27]:∫∫
K

Utw dx−
∫∫
K

F · ∇w dx +
3∑
i=1

∫
eiK

F̂|eiK · ~n
i
Kw ds =

∫∫
K

s(h, b)w dx. (3.41)

onde F̂ é dado pelas equações (3.15)�(3.18), para as equações Shallow Water temos que:

α = max
((
|u|+

√
gh, |v|+

√
gh
)
· ~n
)

(3.42)

A�m de obter um método bem balanceado, isto é manter o equilíbrio entre o �uxo e

o termo fonte, preservando a solução estacionária (2.62), o esquema (3.41) é modi�cado

e assume a forma:∫∫
K

Utw dx−
∫∫
K

F · ∇w dx +
3∑
i=1

∫
eiK

F̂
∗
|eiK · ~n

i
Kw ds =

∫∫
K

s(h, b)w dx. (3.43)
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O �uxo F̂
∗
é calculado com base na técnica de reconstrução hidrostática [5]. De posse dos

valores U int(K)
i e U ext(K)

i na aresta eiK , de�ne-se

h
∗,int(K)
i = max

(
0, h

int(K)
i + b

int(K)
i −max

(
b
int(K)
i , b

ext(K)
i

))
h
∗,ext(K)
i = max

(
0, h

ext(K)
i + b

ext(K)
i −max

(
b
int(K)
i , b

ext(K)
i

))
(3.44)

e rede�nimos os valores interiores e exteriores de U como:

U
∗,int(K)
i =

h
∗,int(K)
i

h
int(K)
i

U
int(K)
i ,

U
∗,ext(K)
i =

h
∗,ext(K)
i

h
ext(K)
i

U
ext(K)
i . (3.45)

Logo, o �uxo F̂
∗
é tal que

F̂
∗
|eiK · ~n

i
K = F

(
U
∗,int(K)
i , U

∗,ext(K),niK
i

)
+
〈
δ∗i,x, δ

∗
i,y

〉
· ~niK , (3.46)

onde

δ∗i,x =
(

0,
g

2
(h

int(K)
i )2 − g

2
(h
∗,int(K)
i )2, 0

)T
, δ∗i,y =

(
0, 0,

g

2
(h

int(K)
i )2 − g

2
(h
∗,int(K)
i )2

)T
.

O símbolo < ·, · > em (3.46) é utilizado eventualmente para de�nir uma operação entre

uma matriz 3 × 2, cujas colunas são os vetores δ∗i,x e δ∗i,y, e o vetor normal ~niK , de forma

que é realizado um produto interno entre cada linha dessa matriz e o vetor ~niK .

Não é difícil comprovar que o método (3.43), combinado com a escolha de �uxos

(3.46), é bem balanceado, mostrando que no estado estacionário (2.62) das equações de

shallow water o �uxo numérico F̂
∗
se torna F(U

int(K)
i ) na aresta eiK , veja [65].

Seguindo o passo a passo do método RKDG para leis de conservação, escrevemos

então a equação (3.43) em um sistema de equações diferenciais ordinárias

dU(t)

dt
= L(U(t)), (3.47)

onde o operador espacial neste caso é:

L(U(t)) = M−1

∫∫
K

F · ∇N dx−
3∑
i=1

∫
eiK

F̂
∗
|eiK · ~n

i
KN ds+

∫∫
K

s(h, b)N dx.

 (3.48)

Podemos então, como explicado na seção 3.2, usar o método de discretização no tempo

Runge-Kutta de terceira ordem (3.26).
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No caso das equações SW, o princípio do máximo dado pelo Teorema 3.1 se resume

em hK(x) ≥ 0, ∀x ∈ SK . Podemos então usar o limitador positive preserving [65] dado

pela equação (3.39) com

θ = min

{
1,

h
n

j

h
n

j −mi,j

}
, (3.49)

onde

mi,j = min
(x,y)∈SK

hnij(x, y). (3.50)

Assim, calculamos o polinômio modi�cado Ũn
j e o usamos em vez de Un

j no esquema

RKDG. Note que, este limitador não terá efeito em soluções estacionárias (2.62), portanto

este não afeta a propriedade bem balanceada do método [65]. Observe também que na

região molhada, onde θ = 1, o limitador não tem efeito, ou seja, Ũn
j = Un

j . Assim sendo

este limitador é ativado apenas na região seca ou quase seca, onde θ < 1, veja [66].

O limitador TVB se não utilizado corretamente pode destruir a solução estacionária.

Para evitar isso, como explicado em [66, 65], veri�ca-se então se este é necessário baseado

em (h + b, (hu), (hv))T se mi,j ≥ 0 (região molhada) ou baseado em (h, (hu), (hv))T caso

contrário; se necessitar a sua aplicação procedemos conforme descrito na seção 3.2.1.

3.3.1 O algoritmo para discretização temporal RK

A �m de resolver numericamente as equações SW precisamos que o método numérico

preserve a positividade de h, para obter esta condição na discretização de tempo RK um

recurso e�ciente é realizar um cálculo preliminar para veri�car se o próximo intervalo de

tempo n + 1 irá produzir uma altura negativa. Se sim, o cálculo será reiniciado a partir

do passo de tempo n com metade do passo de tempo. Dessa forma podemos esquematizar

a discretização Runge-Kutta, veja a Figura 3.8, da seguinte forma:

1. Dado o polinômio DG de UK(x) no passo de tempo n satisfazendo h ≥ 0 e hK(x) ≥ 0,

∀x ∈ S̃K , onde S̃K é o conjunto dos pontos de quadratura presentes nas arestas (da

malha toda). Então calcula-se α = max((|u|+
√
gh, |v|+

√
gh) · ~n), onde o máximo

é tomado sobre S̃K na malha. E assim determina-se o intervalo de tempo (veja a

condição CFL em (3.28)):

∆t = min
2

3

ŵ1|K|
α
∑3

i=1 l
i
k

,

onde para as equações shallow water α é dado pela equação (3.42).
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2. Calcula-se o primeiro estágio com UK(x) e essa solução é denotada por U1
K .

Modica-se essa solução aplicando primeiro o limitador TVB e posteriormente o

limitador para preservar a positividade, e assim obtém-se Ũ1
K(x).

3. Calcula-se o segundo estágio com Ũ1
K(x), e obtém-se U2

K(x). Se o valor médio da

altura da água é negativo, então volta-se ao passo 2 e reinicia-se dividindo ∆t pela

metade; caso contrário, aplica-se os limitadores e obtém-se Ũ2
K(x).

4. Calcula-se o terceiro estágio com Ũ2
K(x), e denota-se essa solução por U3

K(x). Se

o valor médio da altura da água é negativo, então volta-se no passo 2 e reinicia-se

dividindo ∆t pela metade; caso contrário, aplica-se os limitadores e obtém-se a

solução no tempo n+ 1.

Início

Dados da malha; Parâmetros do

problema; C.I. e C.C.; Dados da

quadratura; Matriz de Massa.

|K|;
(x, y) → (L1, L2, L3)

U0
K(x); bK(x).

tn+1 = 0

∆t

tn+1 < tfU(tn+1) = U
não

Método de Discretização

Temporal: Un+1

sim
tn+1 = tn+1 + ∆t

∆t

U = Un+1

Fim

Figura 3.7: Fluxograma do Método Galerkin Descontínuo.
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Início

Passo 1: Un
K(x) → U

(1)
K (x)

Limitadores:

TVB(U
(1)
K (x)) → U

(1)
K (x)

Pos.Pres. U (1)
K (x) = Ũ

(1)
K (x)

Passo 2: Un
K(x), U

(1)
K (x)→ U

(2)
K (x)

h
(2)

K (x) ≥ 0∆t = ∆t
2

não

Limitadores:

TVB(U
(2)
K (x)) → U

(2)
K (x)

Pos.Pres. U (2)
K (x) = Ũ

(2)
K (x)

sim

Passo 3: Un
K(x), U

(2)
K (x)→ U

(3)
K (x)

h
(3)

K (x) ≥ 0 ∆t = ∆t
2

não

Limitadores:

TVB(U
(3)
K (x)) → U

(3)
K (x)

Pos.Pres. U (3)
K (x) = Ũ

(3)
K (x)

sim

Un+1 = U
(3)
K

Fim

Figura 3.8: Fluxograma do Método de Discretização Temporal Runge-Kutta.
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3.4 Integração Numérica

As integrais que aparecem nas equações (3.23) e (3.48) podem ser calculadas

numericamente usando regras de quadratura, neste trabalho como em [65] usamos uma

regra de quadratura Gaussiana especial a �m de que a condição CFL e o Teorema 3.1

sejam satisfeitos, para detalhes veja [68].

Assume-se que o polinômio DG no triângulo K é pK(x, y) de grau k. Seguindo a

metologia de [68], a primeira etapa é decompor o valor médio do elemento K como

uma combinação convexa de valores pontuais do polinômio pK(x, y) por uma regra de

quadratura satisfazendo:

• A regra de quadratura é exata para integração de pK(x, y) em K;

• Todos os pesos de quadratura devem ser positivos;

• Os pontos de quadratura incluem todos os pontos da quadratura de Gauss para

cada aresta eiK . Também é preciso encontrar os pesos de quadratura destes pontos,

já que a condição CFL do método RKDG depende deles.

Para obter esta regra de quadratura especial primeiro considere uma regra de

quadratura em um quadrado unitário Q com vértices
(
−1

2
,−1

2

)
,
(

1
2
,−1

2

)
,
(

1
2
, 1

2

)
e
(
−1

2
, 1

2

)
no plano (u, v). Seja {ûα : α = 1, . . . , N} os pontos de quadratura Gauss-Lobatto no

intervalo
[
−1

2
, 1

2

]
, onde N é o menor inteiro tal que 2N − 3 ≥ k, com pesos ŵα, e{

vβ : β = 1, . . . , k + 1
}
denota os pontos de quadratura Gauss em

[
−1

2
, 1

2

]
com pesos wβ.

Para o polinômio p(u, v), pode-se usar o produto tensorial dos N pontos de Gauss-Lobatto

para u e k + 1 pontos de Gauss para v como a regra de quadratura no quadrado, então

os pontos podem ser escritos como Sk =
{(
ûα, vβ

)
: α = 1, . . . , N ; β = 1, . . . , k + 1

}
, veja

a Figura 3.9(a) para S2. Esta é exata para um polinômio p(u, v) se o grau de p(u, v) com

respeito à u não é maior que k e o grau com respeito à v não é maior que 2k + 1.

Sejam os vértices V1, V2 e V3, no sentido horário, do elemento K e o vetor posição

P de um ponto arbitrário P em K que pode ser especi�cado pelas coordenadas de área

(ζ1, ζ2, ζ3), P = ζ1V1 + ζ2V2 + ζ3V3. Então, de�ne-se as seguintes três funções:

g1(u, v) =

(
1

2
+ v

)
V1 +

(
1

2
+ u

)(
1

2
− v
)
V2 +

(
1

2
− u
)(

1

2
− v
)
V3,

g2(u, v) =

(
1

2
+ v

)
V2 +

(
1

2
+ u

)(
1

2
− v
)
V3 +

(
1

2
− u
)(

1

2
− v
)
V1,
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g3(u, v) =

(
1

2
+ v

)
V3 +

(
1

2
+ u

)(
1

2
− v
)
V1 +

(
1

2
− u
)(

1

2
− v
)
V2.

Cada uma destas funções é uma projeção do quadrado sobre o elemento K, veja a

Figura 3.9. Usa-se gi(i = 1, 2, 3) e Sk para construir a quadratura triangular. Seja pk(x, y)

o polinômio DG de duas variáveis e grau k com valor médio U
n

K de�nido no triângulo K,

logo

U
n

K =
1

|K|

∫∫
K

pK(x, y) dA(x, y) =
1

|K|

∫ 1
2

− 1
2

∫ 1
2

− 1
2

pk(gi(u, v))

∣∣∣∣∂gi(u, v)

∂(u, v)

∣∣∣∣ du dv i = 1, 2, 3.

(3.51)

Lema 3.1 Se a orientação dos três vértices V1, V2 e V3 é horária, então o Jacobiano∣∣∣∂gi(u,v)
∂(u,v)

∣∣∣ = 2|K|
(

1
2
− v
)
.

(a) Pontos de Gauss e de
Gauss-Lobatto no quadrado.

(b) Projeção 1.

(c) Projeção 2. (d) Projeção 3.

Figura 3.9: Ilustração das três projeções para k = 2.
Fonte: Zhang et al [68].

De�ne-se p̂iK = pK(gi(u, v))
∣∣∣∂gi(u,v)
∂(u,v)

∣∣∣, então pode-se calcular a integral em (3.51)
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numericamente usando a quadratura. Logo,

U
n

K =
1

|K|

N∑
α=1

k+1∑
β=1

p̂iK(ûα, vβ)wαŵβ =
N∑
α=1

k+1∑
β=1

pK(gi(û
α, vβ))2

(
1

2
− vβ

)
wαŵβ (3.52)

Então tem-se três regras de quadratura diferentes para piK(x, y) sobre K, e os pontos

de quadratura são gi(Sk)(i = 1, 2, 3) com pesos de quadratura positivos, veja as Figuras

3.9(b), 3.9(c), 3.9(d) para k = 2. Combinando os pontos destas três regras de quadratura,

obtemos uma regra de quadratura com 3(N − 1)(k + 1) pontos, veja a Figura 3.10. Em

coordenadas de área o conjunto SKk destes pontos de quadratura pode ser escrito como

SKk =

{(
1

2
+ vβ,

(
1

2
+ ûα

)(
1

2
− vβ

)
,

(
1

2
− ûα

)(
1

2
− vβ

))
,

((
1

2
− ûα

)(
1

2
− vβ

)
,
1

2
− vβ,

(
1

2
+ ûα

)(
1

2
− vβ

))
,((

1

2
+ ûα

)(
1

2
− vβ

)
,

(
1

2
− ûα

)(
1

2
− vβ

)
,
1

2
− vβ

)}
,

α = 1, . . . , N, β = 1, . . . , k + 1. (3.53)

Figura 3.10: Pontos de quadratura em um triângulo para k = 2.
Fonte: Zhang et al [68].

Agora a média celular pode ser decomposta como:

U
n

K =
1

3

3∑
i=1

U
n

K =
3∑
i=1

N∑
α=1

k+1∑
β=1

pK(gi(û
α, vβ))

2

3

(
1

2
− vβ

)
wαŵβ =

∑
x∈SKk

pK(x)wx. (3.54)

Em seguida, é necessário determinar os pesos de quadratura wx para os pontos

localizados na aresta e1
K que são

(
0, 1

2
+ vβ, 1

2
− vβ

)
, os pontos

(
1
2
− vβ, 0, 1

2
+ vβ

)
em e2

K ,

e os pontos
(
0, 1

2
+ vβ, 0, 1

2
− vβ

)
em e3

K . Note que g2
(

1
2
, vβ
)
e g3

(
−1

2
,−vβ

)
são o mesmo
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ponto
(
0, 1

2
+ vβ, 0, 1

2
− vβ

)
. Visto que ŵ1 = ŵN , o peso de

(
0, 1

2
+ vβ, 0, 1

2
− vβ

)
é

2

3

(
1

2
+ vβ

)
wβŵ1 +

2

3

(
1

2
− vβ

)
wβŵN =

2

3
wβŵ1. (3.55)

Similarmente obtemos que os pesos para os demais pontos são 2
3
wβŵ1.

Os valores de pK(x, y) nos pontos de quadratura nas arestas eiK podem ser denotados

como U int(K)
i,β . Podemos então escrever (3.54) como uma combinação linear de pK nos

pontos de quadratura SKk .

U
n

K =
3∑
i=1

k+1∑
β=1

2

3
wβŵ1U

int(K)
i,β +

∑
x∈SKk

UK(x)wx, (3.56)

onde S
K

k são os pontos em SKk que estão no interior do triângulo K e

wx =
2

3

(
1

2
− vβ

)
wαŵβ.

Desse modo, podemos calcular as integrais duplas em (3.23) e (3.48) de forma análoga,

por exemplo:

∫∫
K

F·∇N dx = |K|

 3∑
i=1

k+1∑
β=1

2

3
wβŵ1F(U

int(K)
i,β ) · ∇N(x

int(K)
i,β ) +

∑
x∈SKk

F(UK(x)) · ∇N(x)wx


(3.57)

Já para a integral de linha presente em (3.23) podemos calcular da forma calculada

abaixo:
3∑
i=1

∫
eiK

F · niKN ds =
3∑
i=1

k+1∑
β=1

wβF(U
int(K)
i,β ) · niKN(xi,β)liK (3.58)

Em particular, nos testes numéricos realizados neste trabalho usamos polinômios

lineares (k = 1), sendo necessários e su�cientes 3 pontos de quadratura Gauss-Lobatto e

2 de Gauss, como segue

û =

{
−1

2
, 0,

1

2

}
, v =

{
− 1

2
√

3
,

1

2
√

3

}
com os seus respectivos pesos

ŵ =

{
1

6
,

2

3
,

1

6

}
, w =

{
1

2
,

1

2

}
,

no intervalo [−1/2, 1/2]. Dessa forma o conjunto SK é formado por 12 pontos de
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quadratura, onde S̃K contém 6 destes pontos, dois em cada aresta, e SK também contém

6 pontos, veja a Figura 3.11.

Figura 3.11: Pontos de quadratura utilizados.

Fonte: Imagem do autor.

Onde,

S̃K =


(0.7887, 0.2113, 0); (0.2113, 0.7887, 0);

(0, 0.7887, 0.2113); (0, 0.2113, 0.7887);

(0.2113, 0, 0.7887); (0.7887, 0, 0.2113)

 (3.59)

SK =


(0.2113, 0.3943, 0.3943); (0.3943, 0.2113, 0.3943);

(0.3943, 0.3943, 0.2113); (0.7887, 0.1057, 0.1057);

(0.1057, 0.7887, 0.1057); (0.1057, 0.1057, 0.7887)

 (3.60)



Capítulo 4

Gerador de Malhas

O primeiro passo para se usar o método Galerkin Descontínuo ou qualquer outro

método de elementos �nitos é gerar uma malha não estruturada, para isso utilizados o

gerador de malhas Distmesh desenvolvido por Per-Olof Persson [46].

O gerador Distmesh foi elaborado baseado nas seguintes ideias:

• Uma malha não estruturada requer uma escolha de nós, os vértices, e uma

triangulação;

• A malha deve ter pequenos elementos para resolver os detalhes da geometria, mas

tamanhos maiores, sempre que possível, para reduzir o número total de nós;

• É necessário elementos de alta qualidade (por exemplo, triângulos que são

quase equilaterais) para obter precisão discretizações e sistemas lineares bem

condicionados.

Para obter as condições acima, o gerador foi desenvolvido utilizando o método de

re�namento Delaunay, que parte de uma triangulação inicial e se re�na até a qualidade

do elemento seja su�cientemente alta. Durante os movimentos do nó, altera-se a

conectividade da malha para melhorar as qualidades do elemento, calculando novamente

a triangulação de Delaunay ou atualizando-a localmente. Em equilíbrio, os elementos da

malha tendem a ser de qualidade muito alta, e o método se generaliza para dimensões mais

altas, veja alguns exemplos de malha geradas pelo Distmesh na Figura 4.1. O gerador foi

implementado na linguagem Matlab R© [1].
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(a) (b)

Figura 4.1: Malhas geradas pelo Distmesh.
Fonte: Persson [46].

4.1 O Algoritmo

O algoritmo Distmesh é baseado em uma simples analogia mecânica entre uma malha

triangular e uma estrutura de treliça 2-D, ou equivalentemente a uma estrutura de molas.

No modelo físico, as arestas dos triângulos correspondem as barras, e os pontos equivalem

as juntas da treliça. Cada barra tem uma relação de deslocamento de força f(l, l0)

dependendo de seu comprimento atual l e seu comprimento não estendido l0.

Em cada nó na fronteira, há uma força de reação atuando normal à fronteira. A

magnitude dessa força é grande o su�ciente para impedir que o nó se mova para fora. As

posições das juntas são encontradas através de uma força de equilíbrio na estrutura. Para

resolver o equilíbrio da força, o gerador coleta as coordenadas x e y de todos os N pontos

na malha em uma matriz p, de tamanho N por 2 :

p = [x y]. (4.1)

O vetor força F(p) tem componentes horizontal e vertical em cada ponto da malha:

F(p) = [ Fint,x(p) Fint,y(p) ] + [ Fext,x(p) Fext,y(p) ] , (4.2)

onde Fint contém as forças internas da barra, e Fext são as forças externas.

O algoritmo Delaunay determina triângulos não sobrepostos que preenchem o domínio

desejado, de modo que cada aresta é compartilhada por no máximo dois triângulos. Para

isso o sistema F(p) = 0 deve ser resolvido para um conjunto de posições de equilíbrio p.
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A �m de resolver F(p) = 0 introduziu-se uma dependência arti�cial de tempo. Para

alguns p(0) = p0, considera-se o sistema de EDOs (em unidades não físicas!)

dp

dt
= F(p), t ≥ 0. (4.3)

Se uma solução estacionária é encontrada, ela satisfaz nosso sistema F(p) = 0. O

sistema (4.3) é aproximado usando o método Euler avançado. No tempo discreto tn =

n∆t, a solução aproximada pn ≈ p(tn) é atualizada por

pn+1 = pn + ∆tF(pn). (4.4)

Ao avaliar a função de força, as posições pn são conhecidas e, portanto, também a

triangulação do conjunto de pontos atual. As forças de reação externas entram da seguinte

maneira: todos os pontos que saem da região durante a atualização de pn para pn+1 são

movidos de volta para o ponto de fronteira mais próximo.

A função k(l0 − l) modela as molas lineares comuns. A implementação feita usa essa

resposta linear para as forças repulsivas, mas não permite forças atrativas:

f(l, l0) =

{
k(l0 − l) se l < l0,

0 se l ≥ l0.
(4.5)

É razoável exigir f = 0 para l = l0. O tratamento proposto para as fronteiras signi�ca

que nenhum ponto é forçado a permanecer na fronteira, eles são simplesmente impedidos

de atravessá-lo. É importante que a maioria das barras dê forças repulsivas f > 0, para

ajudar os pontos espalhados por toda a geometria. Isto signi�ca que f(l, l0) deve ser

positivo quando estiver perto do comprimento desejado, o que pode ser obtido escolhendo

l0 ligeiramente maior que o comprimento que realmente desejamos.

Nessa implementação, a distribuição de comprimento de aresta desejada é fornecida

pelo usuário como uma função de tamanho de elemento h(x, y), ele fornece a distribuição

relativa sobre o domínio. Isso evita uma conexão implícita com o número de nós, que o

usuário não é solicitado a especi�car. Para encontrar a escala, calculamos a relação entre

a área da malha a partir dos comprimentos li da aresta atual e o �tamanho desejado� (de

h(x, y) nos pontos médios (xi, yi) das barras):

Fator Escala =

( ∑
l2i∑

h(xi, yi)2

)1/2

. (4.6)
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As posições iniciais do nó p0 podem ser escolhidas de várias maneiras. Uma

distribuição aleatória dos pontos geralmente funciona bem. Para malhas destinadas a

ter tamanhos de elementos uniformes (e para geometrias simples), bons resultados são

obtidos a partir de pontos igualmente espaçados. Quando uma distribuição de tamanho

não uniforme h(x, y) é desejada, a convergência é mais rápida se a distribuição inicial

for ponderada por probabilidades proporcionais a 1/h(x, y)2. O método de rejeição

começa com uma malha inicial uniforme dentro do domínio e descarta pontos usando

essa probabilidade.

4.2 Implementação

O código fonte completo para o gerador de malha bidimensional, veja a Figura 4.2,

será explicado em detalhes abaixo, seguimos [46].

A primeira linha especi�ca a sintaxe de chamada para a função distmesh2d:
function [p, t] = distmesh2d(fd, fh, h0, bbox, p�x, varargin)

Essa função produz as seguintes saídas:

• p: uma matriz N por 2, que contém as coordenadas x e y para cada um dos N nós

da malha;

• t: conhecido como matriz de conexão, cada linha está associada a um triângulo e as

colunas especi�cam que nós da malha compõe o elemento.

Os argumentos de entrada são os seguintes:

• A geometria é dada como uma função de distância fd;

• A função de comprimento de aresta desejada, h(x, y) é dada como uma função fh,

que retorna h para todos os pontos de entrada;

• O parâmetro h0 é a distância entre os pontos na distribuição inicial p0;

• A caixa delimitadora da região é uma matriz bbox = [xmin, ymin;xmax, ymax];

• As posições de nós �xos são dadas como uma matriz p�x com duas colunas, onde

essas correspondem as coordenadas x e y, respectivamente;

• Parâmetros adicionais para as funções fd e fh podem ser dados no último argumentos

varargin (para mais informações use o help do Matlab).
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Figura 4.2: Código distmesh2d.m para gerar uma malha 2D.
Fonte: Persson [46].

O algoritmo parará quando todos os movimentos em uma iteração (em relação ao

comprimento médio da barra) forem menores que dptol. Da mesma forma, o ttol controla
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até que ponto os pontos podem se mover (relativamente) antes de uma nova triangulação

Delaunay. A �pressão interna� é controlada pela Fscale. O intervalo de tempo no método

de Euler (4.4) é deltat e geps é a tolerância nas avaliações de geometria. A raiz quadrada

deps da tolerância da máquina é ∆x na equação numérica diferencial da função da

distância.

Vamos descrever os passos de 1 ao 8 do algoritmo distmesh2d, que basicamente

consiste em distribuir os pontos, realizar a triangularização e �nalmente determinar a

força de equilíbrio, veja a Figura 4.3.

1-2: Distribuição dos pontos 3: Triangularização 4-7: Força de equilíbrio

Figura 4.3: Procedimento para gerar uma malha triangular não uniforme.
Fonte: Persson [46].

1. O primeiro passo cria uma distribuição uniforme dos nós dentro da caixa

delimitadora da geometria. A função meshgrid gera uma grade retangular, dada

como dois vetores x e y das coordenadas do nó. Inicialmente as distâncias são
√

3h0/2 na direção y. Ao deslocar cada segunda linha h0/2 para a direita, todos os

pontos estarão a uma distância h0 de seus vizinhos mais próximos. As coordenadas

são armazenadas na matriz p.

2. A próxima etapa remove todos os nós fora da geometria desejada: feval chama a

função de distância fd, com as posições de nó p e os argumentos adicionais varargin

como entradas. O resultado é um vetor coluna de distâncias dos nós até a fronteira

da geometria. Somente os pontos interiores com distâncias negativas (permitindo

uma tolerância gep) são mantidos. Então, avaliamos h(x, y) em cada nó e rejeitamos

pontos com uma probabilidade proporcional a 1/h(x, y)2. A matriz de nós �xos do

usuário é colocada nas primeiras linhas de p.

3. Agora o código entra no loop principal, onde a localização dos N pontos é melhorada

iterativamente. Inicializa-se a variável pold para a primeira iteração e inicia o loop
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(o critério de �nalização vem depois). Para economizar tempo de computação,

uma nova triangulação é necessária quando o deslocamento máximo desde a última

triangulação é maior que o ttol (relativo ao tamanho aproximado do elemento l0).

As localizações dos nós após a nova triangulação são armazenadas em pold e todas as

iterações comparam os locais atuais p com pold. A função Delaunay do MATLAB

gera uma triangulação t, e os triângulos fora da geometria devem ser removidos.

Usamos uma solução simples aqui - se o centroide de um triângulo tiver d > 0, esse

será removido.

4. Descreve cada barra por um único par de nós. Ao criar uma lista de arestas, cada

triângulo contribui com três pares de nós. Como a maioria dos pares aparecerá duas

vezes (as arestas estão em dois triângulos), as duplicatas são removidas nesta etapa.

5. Saída grá�ca da malha atual.

6. Cada barra é um vetor de duas componentes em barvec; seu comprimento está em

L. Os comprimentos desejados L0 vêm avaliando h(x, y) no ponto médio de cada

barra. Nós multiplicamos pelo fator de escala em (4.6) e pelo fator �xo Fscale,

para assegurar que a maioria das barras dê forças repulsivas f > 0 em F. A força

resultante Ftot é a soma dos vetores de força em Fvec, de todas as barras que se

encontram em um nó. Uma força de alongamento tem sinal positivo e sua direção

é dada pelo vetor bars de duas componentes. Observe que o Ftot para os nós �xos

é de�nido como zero.

7. Se um ponto terminar fora da geometria após a atualização de p, ele será movido de

volta para o ponto mais próximo na fronteira (usando a função de distância). Isso

corresponde a uma força de reação normal à fronteira. O gradiente de d(x, y) dá a

direção (negativa) ao ponto de fronteira mais próximo.

8. Finalmente o último passo, o critério de terminação é baseado no movimento máximo

do nó na iteração atual (excluindo os pontos de fronteira). Este critério é por vezes

muito restritivo, e uma malha de alta qualidade é muitas vezes conseguida muito

antes da terminação.



Capítulo 5

Veri�cação Computacional do Código e

Experimentos Numéricos

Neste capítulo serão apresentados resultados numéricos obtidos pelo método de

elementos �nitos RKDG, descrito no capítulo 3, quando utilizados os métodos Galerkin

Descontínuo e Runge-Kutta de terceira ordem na discretização espacial e temporal,

respectivamente, para algumas leis de conservação e as equações de Shallow Water.

Realizamos também alguns testes numéricos visando a veri�cação da propriedade

�well-balanced� do método e a importância da aplicação do limitador TVB, bem como a

abordagem adotada no seu emprego em elementos presentes na fronteira.

Na implementação do método foram utilizados polinômios lineares (k = 1), visto que

os trabalhos, usados como referência na aplicação do limitador TVB, não expõem de

forma clara como empregar o limitador quando se utiliza aproximações por polinômios

quadráticos. Sendo assim foram necessários dois pontos de quadratura de Gauss e três de

Lobatto, totalizando doze pontos de quadratura em SK , veja a Figura 3.11.

O valor do parâmetro Λ, necessário no limitador TVB, foi estimado baseado em testes

numéricos realizados.

A �m de veri�car as soluções numéricas obtidas, para o caso das leis de conservação

escalares em 2D estas foram comparadas qualitativamente com as obtidas pelo método

Lagrangian-Eulerian (LEH), desenvolvido por Pérez e Abreu [45]. Os resultados obtidos

através do método LEH foram adquiridos por meio do código computacional cedido pelo

Dr. John Pérez. Para o caso das equações �Shallow Water�, estas foram comparadas

qualitativamente com os resultados obtidos pelo Xing e Zhang em [65].

Na geração dos resultados foi utilizado um notebook Dell com processador Intel Core
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i5, memória 4GB RAM e disco rígido de 1 TB. O método foi implementado na linguagem

computacional Matlab.

5.1 Malhas

Nesta seção iremos mostrar as malhas utilizadas para obter as soluções numéricas em

cada problema.

Figura 5.1: Malha com 5840 elementos (τ = 0.287), onde (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Figura 5.2: Malha com 8072 elementos (τ = 0.242), onde (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].
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Figura 5.3: Malha com 11924 elementos (τ = 0.206), onde (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Figura 5.4: Malha com 23282 elementos (τ = 0.143), onde (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1].
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Figura 5.5: Malha com 36354 elementos (τ = 0.2264), onde (x, y) ∈ [−10, 10]× [−10, 10].

Figura 5.6: Malha com 64600 elementos (τ = 1.6942), onde (x, y) ∈ [−100, 100] ×
[−100, 100].

5.2 Teste do Limitador TVB

A �m de mostrar a importância do limitador TVB, validar o nosso código e conferir

se o tratamento, desenvolvido por nós, nos elementos que pertencem à fronteira funciona,

iremos resolver dois problemas de valor inicial distintos. Para realizar esse estudo iremos

obter a solução numérica dos PVIs abordando o limitador das seguintes formas:

• Limitador não é aplicado;
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• Limitador é aplicado somente nos elementos que não pertençam a fronteira;

• Limitador é aplicado em todos os elementos e mudamos o valor de Λ de maneira

adequada.

Teste 1: Equação de Advecção Linear

Consideramos a equação Advecação Linear

∂u

∂t
+
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0, (5.1)

e o dado inicial:

u(x, y, 0) = sin(π(x+ y)), (5.2)

com (x, y, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5] [45].

Figura 5.7: Condição Inicial.

Teste 2: Equação de Burgers

Consideramos neste exemplo a seguinte lei de conservação

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
+

∂

∂y

(
u2

2

)
= 0. (5.3)

e o seguinte dado inicial associado à equação:

u(x, y, 0) =


2, x < 0.25, y < 0.25

3, x > 0.25, y > 0.25

1, caso contrário,

(5.4)

com (x, y, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5] [45].
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Figura 5.8: Condição Inicial.

De acordo com os resultados apresentados, veja as Figuras 5.9 e 5.10, notamos que

o uso do limitador é crucial para obter uma solução numérica correta e que a sua

não aplicação pode gerar muitas oscilações, de forma que estas prejudiquem a solução

numérica e até impossibilitem a obtenção das soluções em determinados tempos. De fato

isto impossibilitou a obtenção do resultado numérico no tempo desejado, nas Figuras

5.9(a) e 5.10(a) temos que o tempo é menor do que as demais, pois as oscilações espúrias

estragaram a solução.

Podemos observar também que o tratamento desenvolvido por nós para tratar os

elementos presentes no contorno funcionou de forma correta, veja as Figuras 5.9(d) e

5.10(d).

Como já explicado anteriormente a escolha do Λ é muito importante, visto que se este

for muito grande oscilações espúrias relevantes podem não ser eliminadas, veja as Figuras

5.9(c) e 5.10(c). Nas Figuras 5.9(d) e 5.10(d) vemos que Λ = 0.5 parece ser adequado,

pois este foi capaz de retirar as oscilações presentes quando este toma o valor igual a 50.

Logo, de acordo com os teste realizados podemos perceber que nosso algoritmo

conseguiu eliminar as oscilações espúrias relevantes e funcionou bem com o re�namento

de malha, veja as Figuras 5.9(e)-5.9(f) e 5.10(e)-5.10(f).
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(a) Limitador não aplicado, t = 0.05. (b) Limitador aplicado somente nos

elementos que não pertencem ao contorno

(Λ = 0.5).

(c) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 50).

(d) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

(e) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

(f) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

Figura 5.9: Resultados obtidos para o Teste 1, em (a) t = 0.05 e nas �guras (b)�(f)

t = 0.1.
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(a) Limitador não é aplicado, t = 0.015. (b) Limitador aplicado somente nos

elementos que não pertencem ao contorno

(Λ = 0.5).

(c) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 50).

(d) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

(e) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

(f) Limitador aplicado em todos os

elementos (Λ = 0.5).

Figura 5.10: Resultados obtidos para o Teste 2, em (a) t = 0.015 e nas �guras (b)�(f)

t = 1/12.



5.3 Leis de Conservação 81

5.3 Leis de Conservação

Problema 1. Equação de Burgers Bidimensional

Consideramos o seguinte problema de valor inicial bidimensional associado à equação

de Burgers:

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
+

∂

∂y

(
u2

2

)
= 0, (5.5)

com (x, y, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5], e dado inicial:

u(x, y, 0) =


2, x < 0.25, y < 0.25

3, x > 0.25, y > 0.25

1, caso contrário.
(5.6)

1

0.5

00

0.5

1

1.5

2

2.5

3

1

1

1.5

2

2.5

3

y
x

u

Figura 5.11: Condição Inicial.

Nesta lei de conservação temos que os �uxos f(u) = g(u) = u2

2
são convexos, podemos

fazer uma análise qualitativa utilizando a teoria sobre leis de conservação em 1D explicada

no capítulo 2, assim vemos que para ul = 2 (degrau de cor verde) e ur = 1 (degrau de cor

azul) é esperado que surja uma onda de choque, pois ul > ur, já para ul = 1 (degrau de

cor azul) e ur = 3 (degrau de cor vermelha) é esperado uma onda de rarefação, porque

ul < ur.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.12: Resultado obtido para o PVI (5.5)�(5.6) para t = 1/12.

Problema 2. Equação de Burgers

Para a Equação de Burgers também consideramos a seguinte condição inicial por

partes:
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u(x, y, 0) =


−1, x > 0.5, y > 0.5

−0.2, x < 0.5, y > 0.5

0.5, x < 0.5, y < 0.5

0.8, x > 0.5, y < 0.5.

(5.7)

0

0.5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−1

−0.5

0

0.5

 

xy
 

u

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 5.13: Condição Inicial.

com (x, y, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5].

Para este dado inicial analisando ao longo do eixo x esperamos que surja uma onda de

choque entre os dados iniciais ul = −0.2 (degrau de cor verde) e ur = −1 (degrau de cor

azul), uma onda de rarefação entre ul = 0.5 (degrau de cor vermelha) e ur = 0.8 (degrau

de cor vinho). E ao longo do eixo y ondas de choque entre os dados iniciais ul = 0.8

(degrau de cor vinho) e ur = −1 (degrau de cor azul), e ul = 0.5 (degrau de cor vermelha)

e ur = −0.2 (degrau de cor verde).

De acordo com o resultado obtido, através do método Galerkin Descontínuo, podemos

perceber que as oscilações espúrias que surgiram estragaram a solução, veja a Figura

5.14(a), de forma que esta não seja muito boa, de fato podemos notar que estas oscilações

espúrias prejudicaram principalmente a captura das ondas de choque, visto que a onda

de rarefação foi obtida de forma correta. O ideal para solucionar este problema talvez

seria uma melhor estimativa do parâmetro Λ do limitador TVB, re�namento de malha ou

utilizar polinômios quadráticos.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.14: Resultado obtido para o PVI (5.5)�(5.7) para t = 0.5.

Problema 3. Equação de Advecção Linear

Consideramos o seguinte problema de valor inicial bidimensional associado à equação

de Advecção Linear:

∂u

∂t
+
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 0, (5.8)

com (x, y, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5], e dado inicial:
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u(x, y, 0) =

{
1, 0.1 ≤ x ≤ 0.6 e 0.1 ≤ y ≤ 0.6

0, caso contrário.
(5.9)

Figura 5.15: Condição Inicial.

No caso da equação Advecção Linear a solução exata é conhecida, veja a equação

(2.36), então a solução desta é a condição inicial viajando na direção do vetor velocidade,

que neste caso é o vetor (1, 1), ou seja a bissetriz do plano (x, y). Veja as soluções

numéricas na Figura 5.16, elas correspondem com o esperado da teoria.

(a)

1
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Figura 5.16: Resultado obtido para o PVI (5.8)�(5.9) para t = 0.1.

Tabela 5.1: Tempo Computacional para as Leis de Conservação.

Problema Tempo Computacional (RKGD) Tempo Computacional (LEH)

Problema 1 69.2 horas 1.2029 minutos

Problema 2 4.5 dias 2.3549 minutos

Problema 3 34.18 horas 0.9738 segundos
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5.4 Equações de Shallow Water

Problema 1: Teste Propriedade �Well-Balanced�

Para veri�car que o método implementado possui a propriedade �well-balanced�

testamos se este é capaz de preservar o estado estacionário (h + b = cte e u = v = 0).

Este exemplo foi tomado de Xing [65].

Consideramos um domínio computacional retangular [0, 1]× [0, 1] e a seguinte função

do fundo:

b(x, y) = max
(
0, 1− (10x− 5)2 − (10y − 5)2

)
, (5.10)

e a condição inicial é uma solução estacionária:

h(x, y, 0) = 2− b(x, y), hu(x, y, 0) = hv(x, y, 0) = 0.

Uma condição de contorno periódica foi usada. Para que o método possua a

propriedade �well-balanced� o estado estacionário deve ser preservado e a superfície deve

permanecer plana (h + b = cte), de forma que o erro obtido seja da ordem do erro de

arredondamento. Calculamos a solução até t = 0.5, em uma malha com τ = 0.0242

(8072 elementos) e utilizamos Λ = 0.5. Na tabela 5.2 é mostrado o erro εL1 obtido, onde

podemos ver claramente que todos os erros estão no nível de erros de arredondamento,

que veri�ca a propriedade �well-balanced�.

Tabela 5.2: Erro εL1 para o problema estacionário.

h hu hv

1.723E-14 5.443E-14 5.595E-14

Para calcular este erro para um tempo �xo utilizamos a seguinte equação

L1(t) =
NE∑
i=1

∫∫
Ki

|U i
exato
− U i

numérico
| dx dy, (5.11)

onde NE é o número de elementos. A integral acima é calculada como explicado na seção

3.4, ou seja utilizamos o pontos de quadratura SK , veja a Figura 3.11, e a mesma fórmula

utilizada para calcular as integrais duplas dentro do método RKDG.

Problema 2: Barragem Circular

• Caso 1 (Problema resolvido em [65]):



5.4 Equações de Shallow Water 87

Consideramos um domínio computacional quadrado [−100, 100] × [−100, 100] com

topogra�a de fundo plana (ou seja, b = 0). A barragem está localizada em r =

x2 + y2 = 60 e a altura da água h é inicialmente de�nida como dez dentro da

barragem e zero fora. Ambas as componentes de velocidade u e v são de�nidas

inicialmente como zero. No instante t = 0, a parede circular que forma a barragem

entra em colapso.

Em [65] os autores utilizam uma malha triangular com diâmetro τ = 1 e polinômios

quadráticos para obter a solução em t = 1.75. Gerando uma malha através do

gerador Distmesh obtemos uma malha com 189000 elementos (τ = 0.9947), veja a

Figura 5.4.

Figura 5.17: Malha com 189000 elementos, com (x, y) ∈ [−100, 100]× [−100, 100].

Infelizmente com os computadores disponíveis não foi possível obter a solução

numérica para este problema devido ao número elevado de elementos, sendo assim

utilizamos uma malha mais grossa, veja a Figura 5.6, a �m de se ter uma ideia do

tempo computacional necessário.
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Figura 5.18: Resultado para o Caso 1 para t = 4.8027e−04, τ = 1.6942 (64600 elementos)

e Λ = 0.01.

Para obter o resultado do Caso 1, veja a Figura 5.18, foi realizada 33 iterações sendo

necessário 13.78 horas. Todavia o primeiro ∆t calculado é 8.9792e-04 e os demais

estão entre 1e-08 e 1e-07, portanto para obter a solução em t = 1.75 seria necessário

meses.

• Caso 2 (Problema adaptado para diminuir o custo computacional):

Para obter a solução do problema acima é necessário um tempo computacional

muito grande, a�m de diminuir este tempo modi�camos o problema de forma

a obtermos um semelhante. Assim, consideramos um domínio computacional

quadrado [−10, 10]× [−10, 10], e a barragem localizada em r = x2 +y2 = 6, supomos

a altura da água h é inicialmente de�nida como 1.5 dentro da barragem e 0.5 fora,

e u = v = 0. De novo consideramos topogra�a plana, b = 0.
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Figura 5.19: Condição Inicial.

(a) Solução em 3D (b) Curvas de nível com 30 faixas de nível

uniformemente espaçadas entre 0.5 e 1.5.

Figura 5.20: Resultado obtido para o Caso 2 para t = 0.1, τ = 0.2264 (36354 elementos)

e Λ = 0.001.

Podemos comparar de maneira qualitativa os resultados obtidos mostrados na Figura

5.20 com os obtidos pelo Xing em [65], de forma que podemos ver uma similaridade entre

estes resultados e aqueles obtidos por Xing em [65] para o problema do caso 1. Veja

cpmo o parâmetro Λ do limitador TVB, embora escolhido muito pequeno Λ = 0.001,

ainda aparecem oscilações espúrias na solução, isto é visível sobretudo nas curvas de nível

mostradas na Figura 5.20(b).

A seguir será apresentada uma tabela mostrando o tempo computacional necessário
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para obter as soluções numéricas para a equação de Shallow Water, utilizando o nosso

código.

Tabela 5.3: Tempo Computacional para as Equações Shallow Water.

Problema Tempo Computacional

Problema 1 5 dias

Problema 2 (Caso 1) 13.78 horas

Problema 2 (Caso 2) 14.4823 horas



Capítulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusões

No presente trabalho foi estudado e implementado o método de elementos

�nitos Galerkin Descontínuo utilizado para obter soluções numéricas para problemas

estritamente hiperbólicos, leis de conservação lineares e não lineares em 2D, assim como

o sistema de leis de balanço shallow water também em 2D.

Para utilizar o método RKDG a aplicação de dois limitadores é fundamental, visto

que o método gera oscilações espúrias e este deve satisfazer o princípio do máximo,

veja o Teorema 3.1. No caso do limitador TVB foi preciso acrescentar um tratamento

especial quando este é aplicado nos elementos do contorno, pois os artigos utilizados

como referência não especi�cam como tratar este caso particular. O tratamento adotado

mostrou-se e�ciente, como pode ser visto nos testes realizados.

Dentre as di�culdades numéricas encontradas no trabalho temos que este método

necessita de uma malha com um número elevado de elementos para obter uma solução

boa ou aceitável, dependendo do diâmetro da malha muitas oscilações espúrias são geradas

e o limitador TVB pode não ser capaz de retirar todas, de forma que estas se propaguem

ao longo do tempo levando a uma solução incorreta. A escolha do parâmetro Λ não é

trivial, então testes numéricos foram necessários para escolher de forma conveniente este

parâmetro, pois este é de fundamental importância na retirada das oscilações espúrias.

Quando escolhido de maneira correta, este mostrou-se su�ciente para malhas de diferentes

diâmetros, não sendo então necessária a sua alteração juntamente com a mudança do

diâmetro da malha.

Informações sobre o valor de Uext (3.17) quando o elemento pertence ao contorno não
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foram encontradas na literatura, visto que geralmente quando estamos trabalhando com

problemas estritamente hiperbólicos condições de contorno não são sempre necessárias.

Se o valor de Uext no contorno for atribuído de maneira diferente aos exemplos dos artigos

referentes, isto pode acarretar um erro que se propaga para dentro do domínio. Dessa

forma, em alguns casos não foi possível reproduzir a solução numérica como em artigos da

bibliogra�a, em especial Xing [65], visto que a aplicação do método RKDG no contorno

em [65] não é trivial e nem clara para alguns exemplos.

Em termos gerais o método apresentou bom comportamento convergindo para as

soluções entrópicas, mostrando assim ser capaz de capturar as ondas de rarefações e ondas

de choque, assim como outros tipos de ondas para condições gerais de Cauchy. Porém

devido ao fato deste método necessitar de malhas com um número elevados de elementos,

isto gerou um grande custo computacional e a impossibilidade prática de reproduzir alguns

resultados obtidos em [65] para a equação shallow water.

6.2 Trabalhos Futuros

Por �m propõe-se o estudo dos seguintes tópicos para dar continuidade ao presente

trabalho:

• Finalizar o método RKGD para polinômios quadráticos;

• Diminuir o tempo computacional, vetorizando, paralelizando ou mudando a

linguagem do código;

• Obter a solução numérica da lei de conservação que modela o escoamento bifásico

em um meio poroso em 2D com termo fonte através do método RKGD.
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APÊNDICE A

Seja f uma função de�nida em um domínio D mensurável

• Se p ∈ [1,∞), f é dita p integrável e pertence ao espaço Lp se sua norma Lp for

�nita

||f ||Lp =

(∫
D

|f(x)pdx

)1/p

• Se p =∞, f é dita essencialmente limitada e pertence ao espaço L∞ se existir uma

constante C real tal que

µ {x ∈ D : |f | > C} = 0

ou seja, |f | ≤ C exceto em conjunto de medida zero.

A norma ||f ||L∞(D) é a menor das constantes com a propriedade acima, ou seja:

||f ||L∞(D) = inf {C : µ {|f(x)| > C} = 0}
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APÊNDICE B

Seja f : D → R, dizemos que f ∈ L1
loc(E) se E é um subconjunto mensurável de E e

vale que:

• ∀V ⊆ V ⊆ E com V compacto então f ∈ L1(V )

Esta de�nição pode ser generalizada para os espaços Lploc(V ).


