Universidade Federal Fluminense

CAIO DAMASCENO GONGALVES

Analise numérica e simulacao para uma
equacao hiperbodlica-parabodlica com fronteiras

moveis e nao linearidade do tipo
Kirchhoff-Carrier

VOLTA REDONDA
2021



CAIO DAMASCENO GONGALVES

Analise numérica e simulacao para uma
equacao hiperbodlica-paraboélica com fronteiras
moveis e nao linearidade do tipo

Kirchhoff-Carrier

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-graduacao em Modelagem Computacio-
nal em Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal Fluminense, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Mode-
lagem Computacional em Ciéncia e Tecnolo-
gia. Area de Concentracao: Métodos Mate-
maticos e Computacionais Aplicados & Enge-
nharia e Ciéncia.

Orientador:

Prof. D.Sc. Jorge Ferreira

Coorientador:

Prof. D.Sc. Emerson Souza Freire

UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

VOLTA REDONDA
2021



Ficha catalogréafica automatica - SDC/BEM
Gerada com informacdes fornecidas pelo autor

G635a

Concgal ves, Cai o Damasceno

Anal i se nunmérica e sinulagdo para una equacgao
hi per bol i ca-parabdlica comfronteiras nbveis e nédo
|'i neari dade do tipo Kirchhoff-Carrier / Cai o Damasceno
Concal ves ; Jorge Ferreira, orientador ; Enerson Souza
Freire, coorientador. Volta Redonda, 2021.

128 f. : il.

Di ssertacdo (nestrado)-Universidade Federal Flum nense,
Vol ta Redonda, 2021.

DA : http://dx.doi.org/10.22409/ PPG MCCT. 2021. m 10227713702

1. Equacdo diferencial parcial ndo linear. 2. Analise
nurmérica. 3. Método dos elenentos finitos. 4. Método de
Gal erkin. 5. Produgédo intelectual. |. Ferreira, Jorge,
orientador. Il. Freire, Emerson Souza, coorientador. II1.
Uni ver si dade Federal Fluninense. Escola de Engenharia
Industrial e MetalUrgica de Volta Redonda. |V. Titulo.

CDD -

Bibliotecério responséavel: Debora do Nascimento - CRB7/6368




Anélise numeérica e simulagao para uma equacao hiperbolica-paraboélica com
fronteiras moveis e nao linearidade do tipo Kirchhoft-Carrier

Caio Damasceno Gongalves

Dissertagao apresentada ao Programa de
Poés-graduagao em Modelagem Computacio-
nal em Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal Fluminense, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Mode-
lagem Computacional em Ciéncia ¢ Tecnolo-
gia. Area de Concentracdo: Métodos Mate-
maéticos e Computacionais Aplicados a Enge-

nharia e Ciéncia.

Aprovada por:
&?’W %% el
Pr(z///ge Fer{elra\DSc/ / MCCT-UFF (Orientador)
m%ﬂ/ J% th /Lﬁ %M

"

Prof. Weslley uiz &a? Silva Ass1s D.Sc. / MCCT-UFF

Prof. Andrey DioweFefreira, D.Sc. | IFRJ-VR

(\

Volta Redonda, 25 de novembro de 2021.



“Dedico este trabalho a minha querida esposa Livia Maria.”



Agradecimentos

Agradeco & minha esposa Livia Maria Rodrigues Gongalves por estar todos os dias
do meu lado me ajudando de diversas formas sempre com paciéncia, amor, carinho e

companheirismo. Houve grande dedicacao sua para que eu pudesse estudar.

Agradeco & minha mae Aparecida Damasceno por me ensinar os bons valores do
didlogo, da compreensao, do trabalho sério, da dedicacao e da persisténcia. Vocé e meu

pai sempre me estimularam a seguir o caminho dos estudos e dos meus sonhos profissionais.

Agradego aos professores Andrey Dione Ferreira e José Ricardo Ferreira de Almeida,
os quais tive o prazer de conhecer como aluno e conviver como colega de profissao dentro
do Instituto Federal de Educacao Ciéncia e Tecnologia do Rio de Janeiro - campus Volta

Redonda, que confiaram em mim e me agraciaram com suas cartas de recomendagoes.

Agradeco ao professor Jorge Ferreira, que conheci por intermédio do professor Andrey,
mas desde o nosso primeiro contato foi extremamente bondoso, gentil e profissional. Seu
acolhimento quanto a orientagao e disponibilidade foram sempre impecaveis e, sem o

mesmo, nao teria as portas abertas para a realizacao desta dissertacgao.

Agradeco ao professor Emerson Souza Freire, sua coorientacao com gentileza, clareza

e acessibilidade foram primordiais para este trabalho.

Agradeco aos professores do MCCT com quem tive o prazer de estudar e conhecé-los,
sao esses: André Gusso, Cleyton Senior Stampa, Diomar César Lobao, Gustavo Benitez

Alvarez, Tiago Aratjo Neves.

Agradeco a secretaria do MCCT, em especial & Camila de Souza e Silva, que sempre

demonstrou paciéncia e clareza em seus atendimentos prestados.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



Resumo

Neste trabalho foram desenvolvidos os conceitos fundamentais para a anélise numérica
e simulagao com fronteiras fixas dadas pela transformacao do dominio de uma equagao do
tipo parabolico-hiperbolico com nao linearidade de Kirchhoff-Carrier e fronteiras moveis

o ([ ou ou B 7 ou\ 2 0%u
& <p16t> +p2§ — |1 + M (tv/a(t) (81)3) dz @ - f(l’,t), V(.I',t) S Qt'

u(a(t),t) =u(B(t),t) =0, Vtel0,T].

du

ot

u(z,0) = ug, (2,0) = uy, V€ |a0),5(0)].

Portanto, elaborou-se uma fundamentagao teodrica sobre os elementos de grande im-
portancia que estao relacionados ao campo da Anélise Funcional, chegando até os espacos
de Sobolev que possibilitam a resolu¢ao de Equagoes Diferenciais Parciais. Em relacao
ao problema analitico, foram apresentados os estudos outrora consolidados, nos quais,
através da aplicacao do método de Faedo-Galerkin seguiram-se resultados sobre a exis-
téncia e unicidade da solucao global e local, assim como, sobre o seu comportamento
assintotico. Posteriormente, como consequéncia do desenvolvimento da anélise numérica
do problema com dominio transformado para fronteiras fixas, foram implementados os co-
digos em linguagem MATLAB, através da utilizagao do método dos elementos finitos na
variavel espacial e do método a-generalizado para a variavel do tempo. Por fim, realizou-
se trés simulagoes computacionais e seus resultados divulgados, os quais corroboram com
a eficiéncia pratica da aplicacao dos métodos supracitados sobre o referido problema.



Abstract

This work developed the fundamental concepts for numerical analysis and simula-
tion with fixed boundaries given by the domain transformation of a parabolic-hyperbolic
equation with Kirchhoff-Carrier nonlinearity and moving boundaries

o ([ ou ou B 7 ou\ 2 0%u
& <p16t> +p2§ — |1 + M (tv/a(t) (81)3) dz @ - f(l’,t), V(.I',t) S Qt'

u(a(t),t) =u(B(t),t) =0, Vtel0,T].

du

’U,(.Z',O) = Uo, ot

(2,0) = uy, V€ |a0),5(0)].

Therefore, a theoretical foundation was elaborated on the elements of great impor-
tance that are related to the field of Functional Analysis, coming up to the Sobolev spaces
that make it possible to solve Partial Differential Equations. In relation to the analytic
problem, the once consolidated studies were presented, in which, through the application
of the Faedo-Galerkin method, results on the existence and uniqueness of the global and
local solution were followed, as well as, on its asymptotic behavior. Later, as a consequence
of the development of the numerical analysis of the problem with transformed domain for
fixed boundaries, codes were implemented in MATLAB language, through the use of the
finite element method for the spatial variable and the generalized-a method for the time
variable. Finally, three computational simulations were performed and their results dis-
closed, which corroborate the practical efficiency of the application of the aforementioned
methods on the mentioned problem.
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Capitulo 1

Introducao

O contexto do presente trabalho surgiu, originalmente, durante as décadas de 1970
e 1980, posteriormente, na década de 1990 e inicio dos anos 2000, foram desenvolvidas
diversas pesquisas sobre problemas envolvendo equagoes do tipo parabélico-hiperbélico,

destacando-se a principio os trabalhos [13] e [14] de autoria de Ferreira.

No trabalho [13] foi estudada a existéncia de solugdes fracas de equagdes nao lineares

em dominios nao cilindricos
Ki(2)u" + Ky(x)u' + A)u+ H(u) = f  em Q,
u=0em X,
w(0) = up, Ki(2)u'(0) = \/K1(x)us ().

Em [14], foram estudadas a existéncia e unicidade da solugao fraca de equagoes semi-

lineares em dominios cilindricos
(K (2, t)u") + Ko(z, )/ + At)u+ F(u) = f  em Q,
u(z,0) = up(z),
w'(x,0) =uy(z) com x € Q.

Além dos citados anteriormente, Ferreira também desenvolveu trabalhos em parceria
com diversos autores. Ferreira e Lar’kin em [15], desenvolveram estudos sobre a existéncia

e unicidade da solucao global para dominios nao cilindricos para a equagao
Ky (2, g + Koz, )y — Au+ fi(8)[ulfu = f(z,t)  em Q,
u=0 em flt

u(z,0) =up(x), w(z,0)=wui(z), =z € Q.
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No trabalho [2]|, Ferreira, Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Benabidallah desenvol-
veram estudos sobre existéncia, unicidade e comportamento assintético para o problema

do tipo misto com o modelo de nao linearidade de Kirchhoff

B(t)

(prug), + pouy — M <t,/ |ux|2da;> Uy = [ em Q
a(t)

onde () ¢ um dominio nao cilindrico em R? com fronteiras méveis.

N&o menos importantes também destacam-se os trabalhos Carrier [8|, Lar’kin [23],
Maciel [26], Menzala em [28] e [29], Bisognin [4], Attigui [1] que estruturam e/ou compoem
a literatura especifica, colaborando de forma direta ou indireta com o desenvolvimento

deste trabalho.

As aplicagoes de equagdes com fronteiras moveis estao presentes em diversos proble-
mas que envolvem fenomenos fisicos de difusao, por exemplo, na transferéncia de calor
onde ocorre uma transi¢ao de fase; no transporte de umidade, como graos ou polimeros
inchados; e em problemas de meios porosos deforméaveis em que o deslocamento sélido
é governado por difusao. Em relacao as equacoes de Kirchhoff, estas podem ser usadas
como modelos de vibragao de cordas que levam em consideracao o crescimento da tensao

devido a extensdo das cordas, como visto na literatura em [1], [33], [32] e [24].

Assim, chega-se que no presente trabalho foi estudado a equagao do tipo parabdlico-
hiperboélico com nao linearidade de Kirchhoff-Carrier e fronteiras moveis desenvolvido

originalmente em [3] e dado por

(0 ([ Ou Ou B0/ g\ 2 8%
a <IOIE> +p2§ - |1+M (t,/a(t) <%> dz w - f(%,t), V(:L’,t) S Qt-

w(a(t),t) =u(B(t),t) =0, Vtel0,T].

\ u(z,0) = ug, %(x,O) =uy, Vae]a(0),B(0)].

Através desses estudos, observou-se uma dificuldade de encontrar desenvolvimento da
analise numérica aplicada ao problema e dado explicitamente em alguma linguagem de
programacao. Motivado por esta observacao, estabeleceu-se o objetivo geral e os objetivos

especificos, elencados a seguir.

Objetivo geral: simular o problema com fronteiras fixas utilizando o MATLAB através
do método dos elementos finitos, discretizando o dominio espacial pelo método de Galerkin

e o dominio temporal pelo método a-generalizado.
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Objetivos especificos:

1. Expor as notagoes matematicas sobre EDP’s e suas classificagoes.

2. Descrever os principais resultados relacionados ao campo da anélise funcional que
sao fundamentais no estudo do problema, expondo brevemente os conceitos envol-

vidos com os espacos de Sobolev.
3. Apresentar o estudo analitico outrora consolidado sobre o problema.

4. Desenvolver e apresentar a analise numérica do problema com dominio transformado

para fronteiras fixas.

5. Criar um codigo computacional em linguagem MATLAB para aplicar um exemplo

do problema num dominio fixo.

6. Simular computacionalmente utilizando o software MATLAB o exemplo e divulgar

os resultados.

Para alcancar todos os objetivos propostos a estruturacao do trabalho foi organizada
da seguinte maneira. No capitulo 2, apresentou-se a contextualizacao desenvolvida sobre
as equacoes diferenciais parciais e suas classificacoes, utilizando como referéncia biblio-

grafica Evans [11], Farlow [12], Hillen [18].

No capitulo 3, percorreu-se os conceitos da analise funcional dados por Kreyszig [22],
embora, observadas as equivaléncias de defini¢oes, também utilizou-se autores como Bol-
drini et al. [5], Oliveira [10] e Olver e Shakiban [31] com o objetivo de adotar uma
notagao clara e bem definida. Além disso, fundamentado por Brezis [6], Evans [11] e

Lions e Magenes [21], sdo apresentados os conceitos sobre os espagos de Sobolev.

No capitulo 4, discorreu-se sobre o estudo analitico do problema consolidado original-
mente por Benabidallah e Ferreira [3], onde estao presentes as demonstragoes da existéncia

e unicidade das solugoes locais e globais, assim como, do comportamento assintotico.

No capitulo 5, apresentou-se o desenvolvimento da analise numérica sobre o problema
com fronteiras fixas, apoiado na linha de raciocinio de autores como Zienkiewicz et al.

[30], Hughes [19], Zhilin et al. [34] e Rincon e Liu [25].

Por fim, no capitulo 6 sao desenvolvidas as consideragoes finais e algumas intengoes
sobre trabalhos futuros e, em seguida, as referéncias e os apéndices com os codigos com-

putacionais em linguagem MATLAB.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais

Para fundamentar o presente capitulo sobre Equacoes Diferenciais Parciais, foram
utilizadas os conceitos definidos pelos seguintes autores: Evans [11], Farlow [12], Hillen

[18] e Iorio [20].

Inicialmente, de acordo com Evans [11], torna-se necessario introduzir suas notagoes

para fungoes e derivadas.

Seja u : U — R, escreve-se
U(Z[’) = U(x17$2’ e an)

onde z € U e U C R". As derivadas parciais da funcao u sao apresentadas de acordo com

as seguintes notacoes:

0 he;) —

(i) g(x) = }llin(l) u(z + eh) u(x), desde que esse limite exista.

€T —

0
(ii) Normalmente, escreve-se u,, para descrever g(x) :
T
O*u(x) Du(x)

iii) Analogamente, = Upp.y ————=— = Ugp. .z, , €LC.
(i) & Oz;0x; "7 O 0x 0y, Itk
(iv) Notacao multi-indices:

(a) Um vetor da forma a = (a,ag, - ,q,), onde cada componente «; é um

nimero inteiro nao negativo, é chamado um multi-indice de ordem

lal =1 +as+ - + .
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(b) Dado um « multi-indice, define-se

e
D%u(z) : 0%u(z)

= —_— = 8a1u. . .8a”u
Oxt - - - Oxon o on

(c) Se k é um inteiro nao negativo,
D*u(x) = {D"u() | |a| =k},

o conjunto de todas as derivadas parciais de ordem k. Atribuindo alguma
ordenacao as varias derivadas parciais, pode-se também considerar D*u(z)

k
como um ponto em R"™".

2

(d) |D*ul = [ Y [Duf?

|al=k
(e) Casos especiais: se k = 1, considera-se os elementos de Du dispostos como
num vetor:

Du = (Ugy, Ugy, -+ , Uy, ) = vetor gradiente.

se k = 2, considere agora os elementos de D?u dispostos em uma matriz:

d%u d%u
O3 0x10z,,
Dy = : : = matriz Hessiano
0%u 9%u
0x,01, Ox? sen

(v) Au= Z Ugy,o, = tr(D*u) = Laplaciano de wu.
i=1

Em um primeiro olhar a notagao utilizada por Evans [11] pode ser julgada como
complexa e pesada para o leitor. Entretanto, esta notagao engloba de maneira sintetizada

as componentes de uma Equacao Diferencial Parcial.

Definicao 2.1. Uma EDP é uma equacao que envolve as derivadas parciais de uma fungao
desconhecida v : U — R, onde U é um subconjunto aberto de R", com n > 2. Logo, uma

expressao da forma
F (D*u(z), D" 'u(z), -+, Du(z),u(z),z) =0 (xeU) (2.1)
é chamada Equacao Diferencial Parcial de k-ésima ordem, onde

k k—1

F:R" xR" x-- - xR"xRxU—=R
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é dada, e

u:U—R
é uma funcao desconhecida.

E intuitivo notar que a solu¢do para uma EDP é a fungdo wu(z), onde x € U e
U C R™. Porém, para buscar maior precisao quanto a definicao de uma solu¢ao, no que
diz respeito ao escopo do presente capitulo, assume-se o conceito de solu¢ao cldssica. Mais
precisamente, é dita solucao cldssica de uma EDP de ordem k em um dominio U C R",

uma fungao u € C*(U) que satisfaz a equagio em todos os pontos de U.

As EDP’s possuem classificacoes que possibilitam a visualizagao de suas variadas for-
mas de apresentagao. Estas classificagoes ajudam na identificacao de singularidades de
uma EDP, o que pode tornar mais claro o caminho para buscar uma resolucao de um de-
terminado problema. De acordo com a literatura especifica, destacam-se trés classificagoes

que caracterizam EDP’s de forma geral, estas sao:

1. Ordem da EDP. A ordem de uma EDP é definida como a maior ordem entre as

derivadas parciais. Note que, pela Defini¢ao 2.1, a ordem da EDP é dada pelo k.

2. Namero de variaveis. O nimero de variaveis é determinado pela quantidade
de variaveis independentes em uma EDP. Aqui, observa-se que n determina esse

nimero, onde x = (z1,Za, - ,Ty).

3. Linearidade. As EDP’s podem ser lineares ou nao lineares. Nas lineares, a variavel
dependente u e todas as suas derivadas aparecem de uma forma linear, o que significa

que estas nao sao multiplicadas entre si ou elevadas a expoentes maiores do que um.

Entretanto, Evans [11] define a linearidade ou nao linearidade de uma EDP de maneira
mais elaborada. Além da definigdo para uma EDP linear, subdivide-se a nao linearidade

em trés categorias, como é mostrado na defini¢ao a seguir.

Definigao 2.2 (Linearidade).

(i) A EDP (2.1) é chamada linear se tiver a forma

S aulw)D%u = f()

lal<k

para determinadas fungoes a, (|a] < k), f(x). Uma EDP linear é dita homogénea
se f=0.
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(ii) A EDP (2.1) é chamada semilinear se tiver a forma

Z ao(z) D + ag (Dk_lu, <o+, Du,u, ZE) =0
|a|=k

(iii) A EDP (2.1) é chamada quasilinear se tiver a forma

Z (o (Dk_lu, <o, Du,u, a:) D%u + ag (Dk_lu7 <o, Du,u, J;) =0
la|=k

(iv) A EDP (2.1) é chamada totalmente nao linear se depender, de forma nao linear,

das derivadas de ordem mais elevada.

Em outras palavras, uma EDP é linear se suas derivadas sao multiplicadas por fungoes
que dependem apenas das variaveis independentes. Em contrapartida, uma EDP nao
linear, pode ser: semilinear, quasilinear e totalmente nao linear. Nestas destacam-se as
seguintes caracteristicas: na semilinear as fungdes que dependem das derivadas de menor
ordem, das fungoes definidas nas variaveis independentes e das varidveis independentes
(isto é, semelhantes & ag(-)), nao aparecem multiplicando as derivadas de maior ordem;
na quasilinear as derivadas de maior grau sao multiplicadas fung¢oes semelhantes a ag(+);

por fim, a totalmente nao linear tem derivadas de maior ordem multiplicando-se entre si.

De acordo com Iorio |20] existe a classificacdo de uma EDP quanto ao seu tipo. Para
tanto, limita-se as EDP’s para que possuam duas variaveis independentes (n = 2) e sejam
de segunda ordem (k = 2). Assim, escreve-se uma EDP semilinear, de maneira usual, da

seguinte forma:

0*u 9%u 9%*u ou Ou
a(xvy)@+2b(xay>ax—%+c(x7y)a_y2_f('ruyvllj/u%?a_y) (22)

onde a(z,y), b(x,y) e c(x,y) sdo fungdes reais.

Além disso, segundo Iorio [20], tem-se que o sinal do discriminante b? —4ac é invariavel
sobre a mudanca de variaveis locais. Sendo assim, supoe-se que u seja uma solucao cléssica

para (2.2) em um dominio U C R?, (z9,y0) € U, e tome

E=p(r,y), n="1v(z,y) (2.3)

fungoes da classe C? definidas na vizinhanga de (zg,yo) de tal forma que seu Jacobiano

J(@, ) = @athy — @ytby (2.4)

¢ diferente de zero em (xg,yo). Pela continuidade, J(p, 1) é diferente de zero em uma
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vizinhanga de (g, o) e assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, o sistema (2.3) pode ser

resolvido para = e y em uma vizinhanca de (zg, yo), isto é

Tr = &(5777)7 Y= ¢(f>77)7

onde ¢ e J sdo da classe C? em uma vizinhanga de (&,70) = (@(mo,yo),i(xo,yo)).
Tomando v(£,n) = u(x,y), segue que v é da classe C? em uma vizinhanga V' de (&y, o)

e, pela regra da cadeia, v satisfaz a EDP da forma

0%v 0% Pv ¢ ov Ov
852 8{677 - g 7777

onde

A = apl 4 2bp,py + 2,
B = ap,the + b (@uthy + ©ybs) + cpyihy, (2.6)

C = a? + 2,1y, + U2,

Observando-se que a equagao (2.5) é uma EDP semilinear de segunda ordem como (2.2).

Um calculo direto mostra que

B? — AC = (b* — ac) J(p, ).

Desde que J(¢,7%) # 0 em uma vizinhanca de (xg,1o), tem-se que v satisfaz (2.5)
localmente e que o discriminante de (2.5) tem o mesmo sinal que o discriminante de (2.2).

Este fato leva a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.3 (Classificagao quanto ao tipo). A equagao (2.2) é

1. eliptica em (z, yo) se b*(zo, yo) — a(xo, yo)c(zo, yo) < O,
2. parabolica em (zg,yo) se b* (2o, yo) — a(zo, yo)c(xo, yo) = 0,

3. hiperbélica em (g, yo) se b*(xo, yo) — a(zo, yo)c(xo, yo) > 0.

Portanto, a equacao é dita eliptica em um subconjunto U de R? se & eliptica em todos
os pontos pertencentes a U; é dita parabdlica em um subconjunto U de R? se é paraboélica
em todos os pontos pertencentes a U; e, é dita hiperbdlica em um subconjunto U de R?
se € hiperbolica em todos os pontos pertencentes a U. Caso a equagao sofra mudancas de

tipo em U, diz-se que esta ¢ do tipo misto em U.
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Embora definido anteriormente o conceito de solucao classica, acrescenta-se um deta-
lhe notavel no que diz respeito a solugao de uma Equagao Diferencial Parcial. O conceito

do problema bem-posto no sentido de Hadamard.

Definigao 2.4 (Problema bem-posto). Diz-se que um determinado problema para

uma EDP é bem-posto se

(a) o problema de fato tem solugao;
(b) a solugao é unica;

(c) a solugao depende continuamente das informagoes dadas no problema.

Sao necessarias condigoes adicionais para garantir a existéncia e unicidade da solugao.
Essas condic¢oes sao as informagcoes que estao disponiveis sobre valores da funcao e suas
derivadas em pontos de extremidade da regiao na qual a EDP esté definida U C R", que

sao chamadas condi¢oes de contorno. Denotando a fronteira de U C R™ como 0U.

Em geral, as solu¢oes da EDP’s nao sao obtidas através de formulas exatas e, além
disso, ainda existem outros fatores dificultantes, como: a ordem da EDP, a nao lineari-
dade, a complexidade de seu dominio e até mesmo sua notacao. Entretanto, através dos
conceitos definidos neste capitulo, buscou-se a organizacao e classificacao para o escla-
recimento sobre diversas possibilidades de apresentacao de uma equacao diferencial. E,

portanto, contemplando o primeiro objetivo desta dissertacao.



Capitulo 3

Topicos em Analise Funcional

O objetivo deste capitulo é apresentar uma contextualizagao de conceitos fundamen-
tais para este trabalho que pertencem ao campo da Analise Funcional. Para tanto, foram
utilizadas as seguintes referéncias bibliograficas Kreyszig: [22|, Brezis [6], Oliveira [10],
Boldrini et al. [5], Olver e Shakiban [31].

Portanto, limitou-se na apresentagao de resultados como defini¢oes, teoremas, coro-
larios, lemas e proposi¢oes. Embora, foram omitidas diversas de suas demonstracoes, o
que sobrecarregaria a leitura e, consequentemente, fugiria do escopo do presente trabalho.

Sendo assim, para mais detalhes, aconselha-se uma analise nas referéncias supracitadas.

3.1 Espacos métricos e espagos topolégicos

Definigao 3.1 (Espagos métricos). Um espago métrico ¢ um par (X, d), onde X é um
conjunto e d é a métrica sobre X ou chamada de func¢ao distancia sobre X, isto é, uma
funcao definida! sobre X x X tal que para todo z,y, z € X, tem-se:

(M1) d ¢ um valor real, finito e ndo negativo.

(M2) d(x,y) =0 se, e somente se, z = y.

(M3) d(z,y) = d(y,z) (Simétrica).

(M4) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) (Desigualdade triangular).

1O simbolo x denota o produto cartesiano entre dois conjuntos A e B, sendo A x B o conjunto de
todos pares ordenados (a,b), onde a € Ae b€ B.
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As propriedades acima sao conhecidas como axiomas do espaco métrico. Nesse con-
texto, sao adotados usualmente termos relacionados aos espagos métricos, sao eles: o X
para descrever de forma implicita o conjunto (X, d); pontos para denominar os elementos

de X; d(z,y) o nimero nao negativo chamado distdncia de x para y fixados.

Defini¢ao 3.2 (Topologia para X ). Uma topologia para o conjunto X é uma colegao

de todos subconjuntos abertos de X, denotada por .7, que tem as seguintes propriedades:

(T1) oe T, XeT.
(T2) A uniado de quaisquer membros de .7 é um membro de 7.

(T3) A intersecao finita de varios membros de .7 ¢ um membro de 7.

Em conformidade com as propriedades acima, chega-se:

Definigdo 3.3 (Espago topolégico). E dito um espaco topoldgico o par (X,.7), onde
X éum conjunto e 7 é uma colegao de subconjuntos de X, tal que .7 seja uma topologia

para X.

A partir desta definicao, tem-se: um espaco métrico € um espago topologico. Outra ca-
racteristica dos conjuntos abertos é a conexao com mapeamentos continuos, generalizando

a continuidade conhecida do calculo.

3.1.1 Convergéncia, sequéncia de Cauchy, completude

Visto que um espago métrico X = (X, d) é um espago topoldgico, nota-se que o mesmo
possui caracteristicas que possibilitam considerar sequéncias (x,,) de elementos de X. E,
utilizando a métrica d, pode-se definir os conceitos de convergéncia de forma analoga a

do céalculo.

Definicao 3.4 (Convergéncia de sequéncias, limites). Uma sequéncia (x,) em um

espago métrico X = (X, d) é dita convergente se existir um x € X tal que

lim d(z,,2) =0 <= (Me>03dnoeN|n>ny = d(z,,x)<e)

n—oo

onde x é chamado limite de z,,, denotado por

lim z, ==z ou, simplesmente, Ty — .
n—oo

Diz-se que (x,) converge para z ou tem limite x. Caso (z,) nao seja convergente, é dita

divergente.
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Definicao 3.5 (Sequéncia de Cauchy, completude). Uma sequéncia (z,) em um
espago métrico X = (X, d) é dita uma sequéncia de Cauchy se para todo £ > 0 existe um

no = no(e) tal que para todo m,n > ng implica d(z,,, z,) < €. Isto &,
Ve>03dnoeN|m>ngen>ny = dlzg,z,) <c
O espago métrico X é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X converge.

Teorema 3.1 (Sequéncia convergente). Toda sequéncia convergente em um espago

métrico é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Se x, — x, entdao para todo £ > 0 existe um ng = ng(e) tal que
€
d(zp, ) < 3 para todo n > ny.
Entao, pela desigualdade triangular, obtém-se para todo m,n > ng

d(l‘maxn) é d(f,(}m7$> + d(JZ,ZEn) < g + 5 = €.

Por definic¢do, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

3.1.2 Espaco métrico completo

Neste momento, em relagao aos conceitos que permitem ampliar um espago métrico

no sentido da busca por sua completude, tem-se a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.6 (Mapeamento isométrico, espago isométrico). Sejam X = (X,d) e

X = (X, d) espacos métricos. Entéo:

(a) Um mapeamento T' de X para X ¢ dita isométrica ou uma isometria, se

T preserva distancias, isto é, se para todo x, y € X,

d(Tz,Ty) = d(z,y),
onde Tz e Ty sao imagens de x e y, respectivamente.

(b) O espago X & dito isométrico com o espago X se existe uma isometria
bijetiva de X para X. Os espacos X e X sdo chamados espacos isomé-

tricos.
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Logo, de acordo com Kreyszig [22], dois espagos isométricos podem ser diferenciados
no maximo pela natureza de seus pontos, embora sejam indistinguiveis do ponto de vista
da métrica. Com isso, em estudos em que a natureza dos pontos nao é importante, pode-
se considerar os dois espagos como idénticos, isto é, como duas copias do mesmo espaco
abstrato. E, com sua utilizacao, torna-se possivel descrever e demonstrar o teorema que

garante que qualquer espago métrico pode ser completado.

Teorema 3.2 (Completamento de espagos métricos). Se X = (X,d) é um espago
métrico, entao ele é isométrico a um subconjunto denso de um espaco métrico completo
X = ()/f, c?); tal X é chamado completamento de X. Além disso, quaisquer dois comple-

tamentos de X sao isométricos.

3.2 Espacos vetoriais

Nessa se¢ao, faz-se um resumo sobre espagos vetoriais e suas propriedades, com obje-

tivo de revisar esses conceitos que sao utilizados no desenvolvimento do presente trabalho.

Definig¢ao 3.7 (Espago vetorial). Um espaco vetorial ou espago linear sobre um corpo
K é um conjunto nao vazio X de elementos z, y, ---, chamados vetores, junto com duas
operagoes algébricas. Essas operagoes sao chamadas adi¢cao vetorial X x X X e

multiplicacio de vetores por escalares K x X — X, isto ¢, elementos de K.

Adigao vetorial associa todo par ordenado (z,y) de vetores com um vetor = + y,
chamada de soma de x e y, de maneira que as seguintes propriedades se mantém. Adigao
vetorial é comutativa e associativa, isto é, para todo vetor, tem-se

(V1) 24y =y + = (comutativa)
(V2) 2+ (y+ 2) = (z + y) + = (associativa).

Além disso, existe um vetor 0, chamado de vetor zero, e para todo vetor x existe um

vetor —x, em outras palavras,

(V3) 30 € X tal que x +0 = z. (0 é o vetor nulo)

(V4) 3 —z e X talque x + (—z) = 0.
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Multiplicacao por escalares associa a cada vetor x e escalar o um vetor axr = za,
chamado produto de « e x, de tal forma que para todos os vetores x, y e escalares «, 3

tem-se

(V5) a(fr) = (af)x

(V6) 1z ==
e as leis da distributividade

(V7)) a(z+y) =ax+ oy

(V8) (a+ f)r = ax + pux.

Satisfazendo (V1) até (V8), diz-se que X é um espago vetorial. Em rela¢do ao corpo K,

denota-se como espaco vetorial real, caso K = R; e, espaco vetorial complexo, caso K = C.

Como X é um conjunto faz sentido levar em consideracao seus subconjuntos, o que

leva a definicao a seguir.

Definigao 3.8 (Subespago vetorial). Dado um espago vetorial X, um subconjunto Y,

nao vazio, é denotado subespacgo vetorial de X se:

(S1) Para quaisquer yy, y2 € Y, tem-se y; +y2 € Y.

(S2) Para quaisquer a € Ke y; € Y, tem-se ay; € Y.

Algumas vezes é conveniente trabalhar combinando as duas condi¢oes acima. Por-
tanto, para provar que Y C X é um subespago vetorial, é suficiente que ay; + By, € Y,
para todo yq, y2 € Y e todo escalar «, § € K. Destacando que Y é ele préprio um espaco

vetorial com suas duas operacoes induzidas a partir de X.

Existem casos especiais de subespaco de X. Um deles é o subespaco improprio Y = X,
sendo qualquer outro subespago Y de X, com Y # {0}, chamado de subespago proprio.
Outro subespago especial de X é Y = {0}, chamado de subespaco trivial.

Uma caracteristica importante de um espaco vetorial é a construcao de novos vetores

a partir de vetores dados, que é definida a seguir.



3.2 Espagos vetoriais 28

Defini¢ao 3.9 (Combinacgao linear). Sejam X um espaco vetorial sobre um corpo K,

Ty, To, -, xp € X €y, -+, o, € K. Entao, o vetor
T = Q1T + Qo + -+ + apx, = g oL
é um elemento de X denotado combinacgao linear de x1, - -, x,.

Seja qualquer subconjunto nao vazio M de um espago vetorial X, considerando M =
{z1, -+ ,x,}. O conjunto S de todos os vetores de X que sdo combinagoes lineares de M

¢ um subespago vetorial de X, trivialmente verificivel. Representado em simbolos por

S={reX|zv=ax14+ - +apx,, ag,- - ,a,, € K}.
O subespaco S é dito gerado pelos vetores x1,--- , x,, ou gerado pelo conjunto M, repre-
sentado por
S =[xy, 2
Os vetores z1, - - - , z, sao chamados geradores do subespaco S, enquanto M é o conjunto

gerador de S.

Visto que o conjunto de vetores geram subespagcos vetoriais e que vetores podem ser
obtidos como combinagao linear de alguns vetores, torna-se necessario determinar se os
elementos do conjunto gerador sao de alguma forma combinagoes de seus proprios vetores.

Para isso, tem-se o seguinte conceito.

Defini¢ao 3.10 (Independéncia linear, dependéncia linear). Sejam X um espago
vetorial e x1, xg, -+, 2, € X. Diz-se que o conjunto {xy,--- ,z,} é linearmente indepen-
dente (LI), se a equagao

a1 + oo + - -+ apx, =0

implica que a; = ag = --- = «,, = 0. No caso em que exista algum «; # 0, diz-se que

{z1, -+ ,x,} é linearmente dependente (LD).

A defini¢do acima estabelece o norte para determinar o conceito de dimensao de um

espaco vetorial e, consequentemente, o conceito de base.

Definigao 3.11 (Dimensao finita, dimensao infinita). Diz-se que espaco vetorial
X ¢é de dimensdo finita se existe um inteiro positivo n tal que X contém um conjunto
linearmente independente de n vetores, enquanto que qualquer conjunto de n+ 1 ou mais

vetores de X é linearmente dependente. Escreve-se n = dim X, onde n é dita a dimensao
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de X. Por defini¢ao, X = {0} tem dimensao finita e dim X = 0. Se X nao tem dimensao

finita, entao é dito de dimensao infinita.

Sendo dim X = n, existe uma n-upla de vetores linearmente independentes de X que
é chamada base para X. Em geral, se X é um espaco vetorial, de dimensao finita ou
infinita, e B é um subconjunto linearmente independente de X o qual gera X, entao B
¢ chamada de uma base para X. Portanto, se B é uma base para X, logo todo vetor
x € X, com x # 0, tem representagao Unica como uma combinagao linear de elementos
de B com escalares diferentes de zero como coeficientes. Assim, diz-se que todo espaco

vetorial X # {0} tem uma base.

3.3 Espacos normados

Para relacionar propriedades algébricas com propriedades geométricas em um espaco
vetorial X, define-se métrica de uma maneira diferente, que é explicada em seguida. No

primeiro momento, utiliza-se o seguinte conceito:
Definigao 3.12 (Norma). Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. Chama-se
norma de X uma aplicagao || - || : X — R que, para todo z, y € X e a € K, satisfaca:
(N1) ||z|| 2 0e ||z|| =0 < 2 = 0 (comprimento positivo).
(N2) [las]| = lo |l2]] (dilatago).
(N3) |lz+yl < ||z]| + |ly|| (desigualdade triangular).
Observa-se que a norma utiliza as operagoes algébricas do espago vetorial X. Logo, é
construido o conceito descrito a seguir.

Defini¢ao 3.13 (Espago normado). Sejam X um espago vetorial sobre um corpo K e

| - || uma norma de X. O par (X, | - ||) é chamado espago normado.

Sendo possivel a definicao da métrica através da utilizacao da norma, resultado que é

garantido e demonstrado pela proposicao a seguir.

Proposicao 3.1 (Todo espago normado é um espago métrico). Seja (X, || - ||) um

espago normado. Mostre que d(z,y) = ||x — y|| define uma métrica em X.
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Demonstracao. Sejam X um espago vetorial, (X, || - ||) um espago normado com d(x,y) =
|z —yl|l, e x,y, 2z € X. Por (N1), d(x,y) = ||z —y|| 2 0, que mostra (M1). Tomando
d(xz,y) = ||z —y|]| = 0, por (N1), tem-se que x — y = 0 e, consequentemente, r = .
De maneira reciproca, tome x = y, logo x —y = 0 e, novamente por (N1), d(x,y) =

|z —y|| = 0. Mostrando (M2). Seja d(z,y) = ||z — y||, com isso chega-se a ||z —y| =

I(=1) - (y — ) ||. Por (N2), tem-se [[(=1) - (y — z)[| = [=1] - [ly — z[| = [ly — [|. Ou seja,
dz,y) = ||t —y| = |ly —z|| = d(y,z), o que mostra (M3). Por fim, tome d(z,y) =
le =yl = lle—24+z-yll = [z =2)+(z=y)Ill, por (N3), [[(z—2)+(z—y)| =
|lx — z|| + ||z — vy, isto &, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), que mostra (M4). Portanto, X

€ um espaco métrico.
O

Observagao 3.1. A métrica definida pela norma é habitualmente denotada como métrica

induzida pela norma.

Definigao 3.14 (Espago de Banach). Um espago normado que é completo com a

métrica induzida pela norma é chamado de espago de Banach.

Visto que todo espa¢o normado é um espago métrico, os conceitos relacionados a
convergéncia de sequéncias para espacos normados segue, imediatamente, das correspon-
dentes defini¢oes (3.4) e (3.5) para espagos métricos, observando que d(z,y) = ||z — y||,

assim:

(I) Uma sequéncia (z,) do espago normado X ¢é convergente, se existe x € X
tal que

lim ||z, —z|| =0
n—oo
Entao, escreve-se x,, — x e x ¢ dito limite de (z,,).

(IT) Uma sequéncia (x,) do espago normado X ¢ dita de Cauchy, se para

todo € > 0 existe um ngq tal que
|zm — x| <€ Ym,n > ny.

Possuindo o conceito de sequéncias em espagos métricos e espacos normados, mais
a operagao de adicao definida em um espago vetorial e herdada pelo espago normado,

pode-se definir o conceito de séries infinitas.

Definig¢ao 3.15 (Séries infinitas, convergéncia, série absolutamente convergente,

divergéncia). Seja (rj) uma sequéncia de um espago normado (X, || - ||), associa-se a
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sequéncia (xy) com a sequéncia (s,) de somas parciais

{Snzzxk} ou Sn:$1+x2—|—-~~—|—l’n’ Onden:172737”"
k=1

n=1

Definindo uma série infinita

Zxk:x1+x2+---+xk+---. (3.1)
k=1
A série infinita (3.1) é dita convergente em (X, || - ||), se a sequéncia de somas parciais

(s,) converge para um elemento s € X, isto ¢é,

n
lim Zxk =s ou S$,—s .. |s,—s|]—0.
n—00 Py

Onde s é chamado de soma da série e denotado por
(e.0)
E T = S.
k=1

A série infinita (3.1) é dita absolutamente convergente em (X, | - ||), se a série

Dl =l ll + llzzll + llsl + - 4 flaall +- -
k=1

converge. A série que nao converge em (X, || - ||), é dita divergente.

Assim, de forma analoga ao completamento de espacos métricos, tem-se o seguinte

teorema.

Teorema 3.3 (Completamento de espagos normados). Seja (X, | - ||) um espago
normado. Entao existe um espaco de Banach X e uma isometria A de X para um

subespaco W de X a qual é densa em X. O espaco X é tnico, exceto para isometrias.

3.4 Compacidade e dimensao finita

Defini¢ao 3.16 (Compacidade sequencial). Um espago métrico X é dito sequenci-
almente compacto se toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente. Um
subconjunto M de X é dito sequencialmente compacto se M é considerado sequencial-
mente compacto como um subespago de X, isto é, se toda sequéncia em M possui uma

subsequéncia convergente cujo limite ¢ um elemento de M.
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Lema 3.1 (Compacidade). Um subconjunto compacto M de um espago métrico X é

fechado e limitado.

Entretanto, a reciproca do lema anterior nao é verdadeira em geral, mas para o caso

de um espaco normado de dimensao finita, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 3.4 (Compacidade para espagos normados de dimensao finita). Em
um espacgo normado X de dimensao finita, qualquer subconjunto M C X é compacto se,

e somente se, M é fechado e limitado.

3.5 Operadores lineares

Definigao 3.17 (Operador linear). Um operador linear entre os espagos vetoriais X
e Y é uma aplicagdo T : D(T) C X — Y, em que seu dominio D(7") é um subespago
vetorial e

() Tz +y) = T(x) + T(y)

(ii)) T(ax) = a1 ()

para todos x, y € D(T) e para todo escalar o € K. Ou de forma equivalente,
T(x+ay)=T(z)+ aT(y).

Além disso, como T preserva as duas operagoes lineares de um espago vetorial, T :

D(T) — Y é dito um homomorfismo.

E comum na literatura especifica denotar o operador linear 7'(z), de maneira simpli-

ficada, por T'x. Note também que 7'(0) = 0 para todo operador linear 7.

3.5.1 Operadores lineares continuos e limitados

Defini¢ao 3.18 (Operador linear limitado). Sejam (X, | - ||y) e (Y, ]| - ||y) espacos
normados e T': D(T)) — Y um operador linear, onde D(T") C X. O operador T" é dito

limitado se existir um ntmero real M tal que para todo z € D(T),

[Tz]ly < Mllz||x.
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E importante observar que o subscrito da norma do lado esquerdo da desigualdade
anterior indica que a norma estd sobre Y e, do lado direito, sobre X. Isto é, pode-se
dizer que um operador linear limitado mapeia o conjunto limitado de D(7T’) em conjuntos
limitados em Y. E, por conta disto, o mesmo é denominado operador limitado. Embora

esta notagao possa ser omitida desde que nao haja ambiguidades.

Para introduzir o conceito de norma de um operador, considere a seguinte questao:

qual é a menor constante M possivel tal que
| Tz|| < M||z]] (3.2)

ainda se mantenha para todo z € D(T")? (Deixa-se x = 0 de fora, desde que 70 = 0 para

x = 0). Pela divisao, obtém-se

M, com z # 0.

Ou seja, M deve ser pelo menos tao grande quanto a menor das cotas superiores da
expressao a esquerda assumida D(T') — {0}. Dai, para responder essa questao, diz-se que
o menor M possivel em (3.2) é a menor daquelas cotas superiores, isto é, o supremo. E

este é denotado por ||T']|; portanto

T
17l = sup 1220 (3.3)
sen(ry |||
r#0

Onde ||T'|| ¢ denominado norma do operador T'. Se D(T") = {0}, define-se ||T'|| = 0. Nesse
caso, T'= 0 desde que 70 = 0. Observe que (3.2) com M = ||T||, torna-se

[T < [IT[|f]]]-

Agora, torna-se necessério justificar a utilizacdo da denominacao “norma” nesse con-

texto. Para tanto, tem-se o Lema a seguir.

Lema 3.2 (Norma de um operador linear limitado). Seja 7' um operador linear

limitado, entao:

(i) Uma forma alternativa para a norma de T' é

1T} = sup |[T].
zeD(T)

llzll=1
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(ii) A norma

Tx
|T|| = sup 7z
z€D(T) ||ZE||

[lz]|#0

satisfaz (N1),(N2) e (N3) da defini¢ao 3.12.

1
Demonstracao. (i) Escrevendo ||z]] = a e definindo y = (—) x, onde x # 0. Entao
a

]

lyll = e 1, e como T ¢ linear,
1 1
||| = sup —[|Tz|= sup |T{-z)||= sup [Tyl
zeD(T) 4 z€D(T) a yeD(T)
2#0 2£0 llyll=1

Colocando x como y no tltimo membro a direita da igualdade acima, chega-se em

1T} = sup |[T].
zeD(T)
llzll=1

(ii) |7]| > 0 & 6bvia e o mesmo acontece com ||0|| = 0. Reciprocamente, de ||T'|| = 0,
tem-se Tx = 0 para todo z € D(T). tal que T = 0. Logo, (N1) ¢é valida. Além disso,
(N2) ¢é obtida de

sup [|aTz|| = sup |of|[Tz| = |af sup [Tz,
llzll=1 Jlzl|=1 ]| =1

onde x € D(T). Por fim, (N3) segue de

sup (T + T2) z|| = Sup [Thz + Tox| < Sup [Ty + Sup T2,
x||=1 x||=1 z||=1 x||=1

com z € D(T).

3.5.2 Funcionais lineares

Funcionais lineares sao tipos especiais de operadores lineares, os quais possuem sua

imagem sobre a reta real R ou sobre plano complexo C.

Defini¢ao 3.19 (Funcional linear). Um funcional linear f é um operador linear com o

dominio em um espago vetorial X e imagem em um corpo escalar K. Portanto,
f : D(f) — KJ

onde K =R se X éreal e K= C se X é complexo.
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Por tratar-se de um assunto recorrente dentro da Anéalise Funcional, um funcional
linear possui notagao especial propria. Sendo em geral denotado pelas letras mintsculas
f, g, h, ---. Seu dominio é denotado por D(f), sua imagem por Im(f) e o valor de f em

um ponto x € D(f) por f(x).

Definicao 3.20 (Funcional linear limitado). Um funcional linear limitado f é um
operador linear limitado com imagem sobre o corpo escalar de um espago vetorial X no

qual se encontra o dominio D(f). Portanto, existe um numero real C' tal que para todo
z € D(f),

|f(z)] < el|z]].
Além disso, a norma de f é
flx
171 = sup L
ren(n) |||
T#0
ou
£l = sup [f(2)].
2€D(f)

llzll=1

Analogamente ao que foi feito em operadores lineares limitados, pode-se obter a se-

guinte desigualdade
Lf (@) < FIHll,
onde C' = || f||.

Por fim, tem-se o resultado a seguir.

Teorema 3.5 (Continuidade e limitacao de funcionais lineares). Um funcional
linear f com dominio D(f) em um espago normado ¢ continuo se, e somente se, f ¢

limitado.

3.5.3 Espaco normado de operadores e espaco dual

Sejam X e Y espagos normados. Define-se B(X,Y) como o conjunto de todos os
operadores lineares limitados de X em Y. Onde sao definidos a soma e a multiplicagao

por escalar, respectivamente, como:

(i) (Tl + Tg)x = Tl.fL" + TQZL'

(ii) (aT)x =aTx
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comT,TyeT, € B(X,Y)eaum escalar. E, retcomando o Lema 3.2, chega-se ao resultado

apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.6 (Espago normado B(X,Y)). O espago vetorial B(X,Y') de todos os
operadores lineares limitados de um espago normado X para o espago normado Y é por

si s6 um espaco normado, com sua norma definida por

T
170 = sup 22— g 7
cex ol aex,

Visto o resultado anterior, é possivel refletir se B(X,Y) é um espago de Banach.

Levando diretamente ao resultado do teorema a seguir.

Teorema 3.7 (Completamento de B(X,Y)). Se Y ¢é um espago de Banach, entdo
B(X,Y) é um espago de Banach.

E importante ressaltar, no que diz respeito ao resultado anterior, que B(X,Y’) ser
Banach nao depende do completamento do conjunto X, isto é, nao faz diferenca X ser
ou nao ser completo. Além disso, o teorema anterior tem importante consequéncia. Para

chegar a mesma, considere a seguinte definigao

Definigao 3.21 (Espago dual). Seja X um espago normado. Entéo o conjunto de todos

funcionais lineares limitados em X constitui um espago normado com norma definida por

171 = sup S = sup 1£(@)

rzeX
x#0
que é denominado espaco dual de X e é denotado por X'.

Desde que um funcional linear em X mapeie X para K (o corpo escalar de X), e
sendo K completo, considerando a métrica usual (podendo ser a métrica de K = R ou
K = C), vé-se que X’ é B(X,Y) com o espago completo Y = R ou Y = C. Ou seja,
X' = B(X,K). Assim, aplicando o teorema do completamento de B(X,Y"), tem-se:

Teorema 3.8 (Espago dual). O espago dual X’ de um espago normado X é um espago

de Banach (sendo X completo ou nao).
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3.6 Produto interno e espacos de Hilbert

Defini¢ao 3.22 (Produto interno). Seja X um espago vetorial sobre um corpo K. A
aplicagao ( ) : X x X — K que para todo x,y,z € X e todo escalar a € K possui as

seguintes propriedades:

(P1) (z +y,2) = (x,2) + (,9)

(P2) (ax,y) = a{z,y)

(P3) (z,y) = (y, )

(P4) (z,2) >0e (z,2) =0 <= x =0.

¢ denominado produto interno sobre o espago X.

Observagao 3.2. Em (P3), a barra superior denota o conjugado complexo. Consequen-

temente, se 0 X é um espaco vetorial real (isto é, se K = R), tem-se simplesmente

(z,y) = (y, ) .

Observacao 3.3. Se X é um espaco vetorial que admite um produto interno ( - ), entao
o par (X, ( )) é dito um espago com produto interno.
Um conceito importante introduzido pelo produto interno é definido a seguir.

Defini¢ao 3.23 (Ortogonalidade). Um elemento = de um espago com produto interno

X é dito ortogonal a um elemento y € X se

(x,y) = 0.

Diz-se também que x e y sao ortogonais e denota-se por z L y. De maneira semelhante,
para subconjuntos A, B C X escreve-se ¢ | A, se x L a para todoa € A. E, A 1. B se
a L b para todo a € A e para todo b € B.

Além disso, obtém-se o notével resultado para desigualdades.

Proposigao 3.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja X um espago com produto

interno. Entao

{2, y)| < V{z 2)v/ (Y, ),

para todo z,y € X. Onde a igualdade é mantida se, e somente se, x for um miltiplo

escalar de y. Isto é, {z,y} é um conjunto linearmente dependente.
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De forma anéloga ao que foi feito em espagos normados, pode-se garantir a possibili-

dade de inducao de uma norma pelo produto interno, através do resultado a seguir.

Proposigao 3.3 (Norma induzida pelo produto interno). Seja (X, ( )) um espago

com produto interno. Definindo
|-]: X —R

v |zl = vz, ),

obtém-se uma norma para o espago X. O espago (X, | ||) ¢ um espago normado, onde a

norma é induzida pelo produto interno.

Demonstra¢ao. Suponha que x = 0. Entdo, por (P4), ||0]] = 4/(0,0) = 0. Reciproca-

mente, supondo que ||z|| = 0. Entéo (z,z) = 0. Novamente por (P4), z = 0. Além disso,

|z|| = v/{(z,x) > 0. Demonstrando (N1).

Agora, sendo x € H e A\ € C. Entao
Al = O A2)'2 = WA, 2) Y2 = (AR (e, 2))* = [, 2)12 = [A][l2].

Que prova (N2).

Por fim, seja z,y € X. Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

e +yl* = (x+y, 2 +y)
= (z,7) + (2,9) + (y,2) + (¥, )
= (z,z) + (z,y) + (,y) + (v, 9)

(

< lll* + 2z, y)| + lyll*
< l® + 26w, )2y, )2 + Nyl

< [l + 2ll= iyl + llyll*

< (llll + lly1l)*
Logo,
lz +yll < [lzll + lyll-
Provando (N3). Portanto, || - || : X — R define uma norma.
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Observacgao 3.4. Quando a norma ¢ induzida pelo produto interno é garantida a validade

da lei do paralelogramo

2+ yll* + [lz = ylI* = 2 (I2]* + [|y[I*) -
No que diz respeito a completude do espaco vetorial com produto interno, chega-se a
seguinte defini¢ao.

Definigao 3.24 (Espacgo de Hilbert). Diz-se que H é um espago de Hilbert se H for um
espago vetorial com produto interno que é um espago de Banach com a norma induzida

pelo produto interno.

Observacgao 3.5. Uma vez que (X, || ||) seja um espago de Hilbert. Entéo a desigualdade
de Cauchy-Schwarz pode ser escrita como |[(x,y)| < ||z||||y| para todo z,y € X.

Observacgao 3.6. Outra notavel desigualdade é a chamada desigualdade triangular

[z +yll < [lzll + [yl
Finalmente, chega-se no teorema do completamento de um espago vetorial com pro-

duto interno.

Teorema 3.9 (Completamento de espagos com produto interno). Para todo es-
pago com produto interno X existe um espago Hilbert H e um isomorfismo A de X para

um subespaco denso W € H. O espaco H é tinico, exceto para isomorfismos.

3.7 Espacos reflexivos e espacos separaveis

Até o momento viu-se que se X é um espaco normado completo (Banach) entao seu

espago dual X’ também é Banach. Agora, considere
X"={f: X" =K, f linear e limitado }

o chamado espag¢o bidual do espago X. Além disso, como X” = B (X', K) e K um espago

de Banach, entao X” ¢ Banach.

Entretanto, o objetivo da presente secao é definir os conceitos referentes a espacgos

reflexivos. Para tanto, considere os resultados a seguir.
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Lema 3.3. Para todo z fixado no espaco normado X a aplicacao
9. X' — K
f — gx(f) - f(IL’)

¢ um funcional linear limitado. Além disso, ||g.|| = ||z]|-

Nesse momento, considere que para todo x € X existe um tunico funcional linear

limitado g, € X”, dado pela aplicagao ¢.(f) = f(x). Assim, define-se o mapeamento

c: X — X’
r — C(x) = g,.
C' é chamado de mapeamento canénico de X para X”.

Lema 3.4 (Mapeamento canénico). O mapeamento canénico C' é um isomorfismo do

espago normado X sobre o espago normado Im(C).

Demonstracao. C' é linear. De fato, sendo z,y € X e «, f € K, observa-se que

(Claz + By))(f) = Gaz+sy(f)
= flaz + By)
= af(z) + Bf(y)
= ag.(f) + Bay(f)
= a(Cz)(f) + B(Cy)(f)

Em particular, g, — ¢, = g,—,. Portanto, por ||g,|| = ||=||, obtém-se
192 = gyll = lgz—y [l = llz — y-

Mostrando que C' é isométrico (preservando a norma) e a isometria implica injetivi-
dade. Também é possivel ver isso diretamente de outra forma. De fato, se x # y, entao
gz # gy por (N1). Portanto, C' é bijetiva, considerada como um mapeamento para sua

imagem. [

Definicao 3.25 (Espaco reflexivo). O espago normado X ¢ dito reflezivo se Im(C') =

X" onde C': X — X” & um mapeamento canonico.
Observacao 3.7. Se X ¢ reflexivo, ele é isometricamente isomorfo a X".

Teorema 3.10 (Completamento). Se um espa¢o normado X é reflexivo, entao X ¢é

completo (Banach).
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Demonstracao. Sabe-se que o espaco bidual X” é um espaco de Banach. Sendo X um
espago reflexivo tem-se que X” = I'm(C'). Pelo lema do mapeamento canoénico, chega-se
que a aplicacdo C' : X — Im(C) é um isomorfismo e, como X” = Im(C) é completo,

segue que X é completo. O

Por fim, tem-se os dois ultimos resultados descritos nesta secao, dados a seguir.
Corolario 3.1. Todo espago de Hilbert H é reflexivo.

Teorema 3.11 (Separabilidade). Se o espago dual X’ de um espa¢o normado X ¢é

completo, entao o proprio X é separavel.

3.8 Convergéncia forte, fraca e fraca estrela

Em sec¢oes anteriores foram definidos os conceitos referentes a convergéncia, porém
com proposito de ressaltar as diferencas entre as convergéncias forte e fraca, reescreve-se

a definicao de convergéncia da seguinte forma:

Defini¢ao 3.26 (Convergéncia forte). Uma sequéncia (z,) em um espago normado X

é dita fortemente convergente se existe um x € X tal que
lim ||z, —z|| = 0.
n—oo

Denotando por

lim z, =z ou simplesmente =z, — x.
n—oo

Onde z é denominado limite forte de (z,) e diz-se que (x,) converge fortemente para x.

Na definigao anterior nao ha novidades a nao ser o acréscimo da palavra forte na
definicao de convergéncia de sequéncias, em particular, em espacos normados. Agora,

considere a proxima defini¢ao.

Definicao 3.27 (Convergéncia fraca). Uma sequéncia (z,) em um espago normado X

¢ dita fracamente convergente se existe um x € X tal que para todo f € X’

lim f(z,) = f(z).

n—o0

Denotando por

w
T, — T ou T, — .

Onde x é denominado limite fraco de (z,) e diz-se que (z,,) converge fracamente para x.
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Observagao 3.8. A convergéncia fraca significa convergéncia da sequéncia de ntmeros

a, = f(x,) para todo f € X"
Lema 3.5 (Convergéncia fraca). Seja (z,) uma sequéncia fracamente convergente em
um espaco normado X, isto é, z, — x. Entao

(a) o limite z de (x,,) é tnico.

(b) toda subsequéncia de (z,) converge fracamente para z.

(c) asequéncia (||z,||) é limitada.

Destacam-se também resultados que relacionam as convergéncias fraca e forte.
Teorema 3.12 (Convergéncia forte e fraca). Seja (z,,) uma sequéncia em um espago
normado X. Entao

(a) Convergéncia forte implica uma convergéncia fraca com o mesmo limite.
(b) A reciproca do item (a) nao é geralmente verdadeira.

(c) Se dim X < oo, entdo convergéncia fraca implica em convergéncia forte.
Lema 3.6 (Convergéncia fraca). Se um espaco normado X possui z, — x se, e
somente se,

(I) A sequéncia (||z,||) é limitada.

(IT) Todo elemento f de subconjunto total M C X’ tem f(x,) — f(z).

Agora considere a convergéncia de operadores, sendo que estes conceitos de conver-

géncia forte e fraca vistos anteriormente possuem aplicagoes usuais.

Definigao 3.28 (Convergéncia de sequéncias de operadores). Sejam X e Y espacos
normados. A sequéncia (7},) de operadores T;, € B(X,Y) é dito um:
(i) operador uniformemente convergente se (T,,) converge na norma em B(X,Y).

(ii) operador fortemente convergente se (T,x) converge fortemente em Y para

todo z € X.
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(iii) operador fracamente convergente se (T,x) converge fracamente em Y

para todo = € X.

Em féormulas, isto significa que existe um operador 7' : X — Y tal que

@) 7. =TI —0
(ii) ||Txz — Tx|| — 0 para todo = € X.

(iii) ||f(Tnz) — f(Tz)|| — O para todo z € X e todo f € Y’

respectivamente. 1" é chamado de limite uniforme, forte e fraco de (T,,), respectivamente.

Assim, como funcionais lineares sao por defini¢ao operadores lineares cuja imagem é

um corpo K, considere os conceitos definidos a seguir.

Defini¢ao 3.29 (Convergéncia forte de sequéncias de funcionais). Seja (f,) uma
sequéncia de fungoes lineares limitadas em um espago normado X. Entao convergéncia

forte de (f,) significa que existe um f € X' tal que
lim [|f, — f|| = 0.
n—oo
Denotando por
Sendo f denominado de limite forte de (f,).
Defini¢ao 3.30 (Convergéncia fraca estrela de sequéncias de funcionais). Seja

(fn) uma sequéncia de fungoes lineares limitadas em um espago normado X. Entao

convergéncia fraca estrela de (f,) significa que existe um f € X’ tal que para todo z € X

lim f,(z) = f(z).
Denotando por
fo = [

Sendo f denominado de limite fraco estrela de (f,).

Lema 3.7 (Convergéncia forte do operador). Seja T, € B(X,Y), onde X ¢ um es-

pago de Banach e Y é um espago normado. Se (7,,) é um operador fortemente convergente

com limite T, entao T' € B(X,Y).
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Teorema 3.13 (Convergéncia forte do operador). A sequéncia (T,,) de operadores
T, € B(X,Y), onde X e Y sao espacos de Banach, é um operador fortemente convergente

se, e somente se,

(a) a sequéncia (||T,,||) for limitada.

(b) a sequéncia (T,,z) for de Cauchy em Y para todo x em um subconjunto

total M de X.

Corolario 3.2. A sequéncia (f,) de funcionais lineares limitados sobre um espago de
Banach X é convergente fraco estrela, sendo o limite um funcional linear limitado em X

se, e somente se,

(I) a sequéncia (||f,||) é limitada.

(IT) a sequéncia (f,x) é de Cauchy para todo z em um subconjunto total M
de X.

3.9 Espacos de Sobolev

Para iniciar os conceitos sobre os espacos de Sobolev, fundamentado por Lions e
Magenes (21|, Evans [11] e Brezis [6], faz-se necessario algumas defini¢bes prévias em

relacao aos espacos de Lebesgue, derivada fraca, espagos de Holder.

Em um primeiro momento, considere o espagos de Lebesgue. Sejam (2 subconjunto
aberto qualquer do R" e p € R com 1 < p < o0, os espagos de Lebesgue denotado por
LP(2) sao espagos vetoriais formados pelas classes de fungdes mensuraveis u :  — R

tal que |u(z)[P ¢ Lebesgue integravel em Q. Ou seja,
LP(Q) = {u:Q — R | u é mensuravel e [ul’ € L'(Q)} .

Espaco que munindo com a norma || - ||zrq) : LP(©2) — R, definida por

ll oy = ( / IU(I)Ipdu) |

é de fato um espago normado. Para p = 0o, o espago vetorial L>(£2) é constituido pelas

classes de funcoes u : 2 — R que sao essencialmente limitadas. Isto é,

L) ={u: Q — R, u é mensuravel e 3C > 0, tal que |u(z)| < C q.t.p. em Q}.
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Quando L>°(€2) é munido pela norma || - ||z~ : L>(£2) — R, definida por
|u||l oo () = Inf{C' | |u(z)| < C quase sempre em (2},

de fato, é um espaco normado.

Em particular para p = 2, adequado a defini¢bes anteriores. Seja () um aberto qual-
quer de R™. L?(2) denota o espago das classes de fungoes u quadrado integraveis em §2,

ou seja, mensuravel e tal que

1
2
lall e = (/ fuf? dx) < o0,
Q

onde x = {xy,- - ,x,} € Q e dr = dzy---dr,. Adotando frequentemente a notagao

L*(Q) = H°(Q). E, assim, L*(2) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(s v) 120 —/Qu(ac)v(x)dx
induzido pela norma [jul|2(q).

Considere o relevante resultado ainda em relacao aos espacos de Lebesgue, que pode

ser visto detalhadamente em [6].
Teorema 3.14. Sejam () subconjunto aberto qualquer do R", p € R com 1 < p < o0,
entao

(i) LP(Q2) é um espago de Banach.

(ii) Se 1 < p < oo, entao LP(2) é uniformemente convexo e reflexivo.

(iii) Se 1 < p < oo, entdo LP(Q2) é separavel.

Em relacao aos espacos de Holder, suponha que €2 C R™ é aberto e 0 <y < 1. Uma
funcao u : 2 — R é dita Hélder continua de expoente v se existir uma constante C' tal
que

lu(x) —u(y)| < Clz —y|”

para x,y € (.

Observacao 3.9. No caso de v = 1 da desigualdade anterior, a funcao u é dita uma

funcao Lipschitz continua.
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Definicao 3.31.

(i) Se u:Q — R é limitada e continua, denota-se
lull @) = sup [u(@)].
€

(ii) A v-ésima Holder seminorma de u: Q2 — R é

[Wlgon = Sup {M}

|z =yl
v-ésima Holder norma é

||U||coyv(§) = ||U||C(§) + [U]COW(Q)'

Defini¢ao 3.32 (Espago de Holder). O espago de Holder
Cr1(Q)
consiste em toda fungao u € C*(Q2) para & qual a norma

”UHcfw(ﬁ) = Z ||Dau||c@) + Z [Dau]co,v@)

lal<k =k
é finita.
Observagao 3.10. O espaco de funcdes C*7(Q2) é um espaco de Banach.
Em relacdo a notagao, tome C2°(€2) como a notacao para o espago das fungdes infini-

tamente diferenciaveis ¢ :  — R, com suporte compacto em €. E comum na literatura

que a fungao ¢ € C°(Q) seja chamada de funcao teste.

Como motivagao, assuma uma dada fungao v € C'(Q2). Entao se ¢ € C*(), vé-se

pela integragao por partes que

/us%ida: = —/uxigoda: (i=1,---,n).
Q Q

Nao aparecendo os termos de fronteira, uma vez que ¢ tem suporte compacto em ¢ e,

portanto, desaparece em 0f).

Em geral, se k é um inteiro positivo, u € C*(Q), e a = (ay, -, a,) um multi-indice

de ordem || = a1 + -+ - + o, = k, entdo

/uDagodx: (—1)“|/Do‘ugodx.
Q Q
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Sendo a igualdade mantida desde que

o o

T o0 Qaon

D%p 77

e pode-se aplicar a primeira igualdade || vezes.

1
loc

Defini¢ao 3.33 (Derivada fraca). Suponha u,v € L, .(€2), e @ um multi-indice. Diz-se

que v é a a-ésima derivada fraca parcial de u, denotando por
D% = v,

desde que

/uDo‘godx: (—1)°‘|/vg0dx
Q Q

para toda fungao teste ¢ € C°(2).

Pode-se dizer que D*u = v no sentido da derivada fraca, uma vez dada u e se existe

v verificando a igualdade anterior para toda .

Lema 3.8 (Unicidade da derivada fraca). Uma a-ésima derivada fraca parcial de u,

se existir, é definida unicamente para um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Assumindo que v, 7 € L}, (Q) satisfaz

/uDagodx: (—1)|a/vgpd:v:(—1)|o‘|/f)g0d:v
0 0 0

para todo ¢ € C°(2). Entao

/Q(U—f))godx — 0

para todo ¢ € C2°(2). Assim, v — 0 = 0.

De acordo com [21], define-se

D(Q) = {¢ | ¢ ¢é indefinidamente diferenciavel em 2, e com suporte compacto em Q}

D'(Q) = dual de D(Q) = espago de distribuigoes em 2,
munindo D’(2) da topologia forte do dual.

Observe que, se T € D'(Q2) e ¢ € D(Q?), o valor de T' em ¢ & denotado por

(T, ).
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or
Além disso, sendo T € D'(12), sua derivada Er ¢ definida por
L

oT B Op
<a—xj790>— <T78_Ij> Vo € D(£2),

or
que permite uma aplicagao T — E linear e continua de D'(2) — D'(Q2).
Ly

Agora, pode-se definir, em particular,
H™(Q) = {u | D*u € L*(Q2) para todo a, |a| < m},

observando que D(Q2) C L*(Q)) C D'(Q), identificando qualquer u € L*(2) com a dis-
tribuigdo ¢ — (u,p). Entdo em H™(Q) as derivadas D“u sao tomadas no sentido das

distribuigoes em 2. Munindo H™(f2) com a norma

o, |2
lullzmey = | D 1D ullfaqy |

laj<m
tem-se o resultado a seguir que pode ser visto em detalhes em [21].

Teorema 3.15. Para a norma ||u|| gm ) o espago H™(2) é um espago Hilbert, o produto

escalar de dois elementos u,v € H™(2) é dado pelo par

<U7U>Hm(g) = Z (D%, DQU>L2(Q)

laj<m

Observagao 3.11. Notando a inclusdes estritas H™ () C H™(Q) C L*(Q) = H°(Q),

onde m; > m > 0.

Finalmente, chega-se a principal definicao desta secao. Assim, fixando 1 < p < oo e
k um inteiro positivo. Define-se a seguir o espaco de fungoes, cujo os elementos possuem
derivada no sentido fraco e estes pertencem a espago LP, isto é, suas derivadas fracas sao

Lebesgue integraveis.
Defini¢ao 3.34 (Espago de Sobolev). O espago de Sobolev
Whr(Q)

consiste em todas fungoes localmente integraveis u : 2 — R tal que para cada multi-

indice a com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(f).
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Definigao 3.35 (Norma do espago de Sobolev). Se u € W*P(Q), define-se a norma

para 1 < p < 0o como

D=

lullwro@ = lulliy = | D 1D%uF0q)

o<k

Sendo p = oo, define-se a norma como

el = lullboe = Y 1Dl gy

|| <k

Definigao 3.36 (Convergéncia em espacos de Sobolev). Sejam {u,}5°, e u €

WHP(Q). Diz-se que u,, converge para u em W*P(Q) e denota-se
u, —u em WHP(Q), desde que lim ||u, — ullyyrpi) = 0
n—o0

Além disso, escreve-se

u, —u em WrP(Q)

loc

para denotar

u, —u em WHP(X),

para cada X compactamente contido em (X CC Q).
Defini¢ao 3.37 (Fecho de espagos de Sobolev). Denote por
Wi ()

o fecho de C(Q) em W*?(Q). Portanto, u € W*(Q) se, e somente se, existe fungdes
u, € C®(Q) tais que u, — u € W*P(Q). Interpretando W*(Q) como conjunto que

contém as fungoes u € WHP(Q) tais que D*u = 0 em IS para todo |a|| < k — 1.
Observacao 3.12. Em particular, para p = 2, o espaco de Sobolev é denotado por
H*(Q) =W*2(Q) para k=0,1,--.

Onde utiliza-se a letra H desde que H* seja um espaco de Hilbert. Observe também que
H°(Q) = L*(Q).

Observagao 3.13. Em relacao a notacao do fecho, denota-se HE(Q) = W2 (Q).

Observagao 3.14. O dual do espago W;""(Q) é representado por W~4(Q), sendo 1 <
p < oo onde p e ¢ sao indices conjugados. Se m = 1, H1(Q2) denota o dual de H{ ().
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Teorema 3.16 (Espacgo Sobolev como espago funcional). Para cada k = 1,--- e

1 < p < o0, 0 espaco de Sobolev W*?(Q) ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao. Primeiro verificando se [|ul[y#»(q) define uma norma. De fato,
[Aullwrs@) = Mllullwee@)y e llullwes) =0 <= u=0.

Além disso, assumindo u,v € W*P(Q). Se 1 < p < oo, entdo, pela desigualdade de
Minkowski,

D=

[l + vllwer) = Z D% + D70
o<k
1
r
p
<[ 3 (1l + 1000y )
o<k
1 1
P P
<[ S Iprulteg | + | X100y | = lullwser + oo,
la|<k la|<k

Agora, em relagao a WHP(Q2) ser completo. Suponha {u,}>2, ¢ uma sequéncia de
Cauchy em W"?(Q2). Entao para cada |a| < k, {D%,}>°, é uma sequéncia de Cauchy
em LP(Q2). Sendo LP(2) completo, existem fungoes u, € LP(Q2) tal que

D%, — u, em LP(Q)
para cada |o| < k. Em particular,
Up — U, 0) = u em  LP(Q).
Neste momento, afirma-se que
uw € WHP(Q), D u=u, (o <Ek).

Para verificar a afirmagao anterior, fixe p € C°(Q2). Entao

/uDagpdx: lim [ w,D%dzr = lim ( O‘l/Do‘u pdr = (— )'O"/uagpda:.
Q

n—oo Q TL‘)OO

Portanto, a afirmagao ¢ verdadeira. Consequentemente D%u,, —> D% em LP({)) para

todo |a| < k, vé-se que u,, — u em WHP(Q), como previsto.
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3.9.1 Espacos relacionados com tempo

No estudo de EDP’s do tipo parabolico-hiperboélico é comum a presenca de fungoes que
mapeiam intervalos de tempo para espagos de Banach. Para definir essa classe, considere

X um espago de Banach com norma || - ||.
Definig¢ao 3.38 (Espago de LP no tempo). O espago
LP(0,7T; X)
consiste em todas as fun¢oes mensuréveis u : [0,7] — X com norma
T ,
el = ([ Tut17ar) " <oc
para 1 < p < 0o, e para p = 00

||| oo (0,7:x) = ess sup ||lu(t)| < oo.
0<t<T

Definicao 3.39 (Espaco das fungoes continuas). O espago
C([0,TT; X)
contém todas as fungdes continuas u : [0, 7] — X com

lelloqomian = ma [lu(t)| < oo.

Definigao 3.40. Seja u € L'(0,T; X). Diz-se v € L'(0,T;X) ¢ a derivada no sentido

fraco de u, denotando por

desde que

para toda funcdo de teste escalar ¢ € C°(0,T).

Definigao 3.41 (Espago de Sobolev no tempo). O espago de Sobolev
WP (0,T; X)

consiste em toda fun¢ao u € LP(0,7T; X) tal que ' existe no sentido da derivada fraca e



3.9 Espagos de Sobolev 52

pertence a LP(0,7; X). Além disso, define-se a norma para 1 < p < 0o como

1
T P
[ullwror:x) = (/ [uII + [l ()" dt)
0

Sendo p = 0o, define-se a norma como

[ullwroeqo.rix) = ess sup ([[u(®)]| + [/ @)]]) -
0<t<T

Observacao 3.15. E comum utilizar H'(0,T; X) = W2(0,T; X).

Por fim, destaca-se os seguintes resultados.
Teorema 3.17. Seja u € WHP(0,T; X) para algum 1 < p < co. Entao
(i) we (0, T]; X).
(ii) w(t) = u(s) + /t o' (7)dr para todo 0 < s <t <T.
(iii) Tem-se a estimativa
ma [u(t) | < Cllulwroo s

onde a constante C' depende unicamente de T
Demonstragao. Ver em [11] p. 286. O
Teorema 3.18. Suponha que u € L*(0,T; H}(Q)), com «' € L*(0,T; H'(Q)). Entao

(i) u e C([0,T]; L*(Q))
(ii) O mapeamento t — Hu(t)H%g(Q) é absolutamente continuo, com

0By = 2 (), u(t)

para todo 0 <t < T.

(iii) Tem-se a estimativa

Org%)% [u®)|[r2) < C (HUHLZ(O,T;H&(Q)) + ||u/||L2(0,T;H—1(Q))> )

onde a constante C' depende unicamente de 7.

Demonstragao. Ver em [11] p. 287. O
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3.10 Outros resultados importantes

Para fechar o presente capitulo, nesta se¢ao sao enunciadas outras defini¢oes, lemas e

teoremas que sao importantes e fazem parte dos conceitos necessarios para este trabalho.

Defini¢ao 3.42 (Conjuntos e sequéncias ortonormais). Um conjunto ortogonal M
em um espaco vetorial com produto interno X é um subconjunto M C X cujos elementos
sao ortogonais em pares. Um conjunto ortonormal M C X é um conjunto ortogonal

definido em X cujos elementos tém a norma igual a 1, ou seja, para todos z,y € M,

0 ifax#y
(z,y) =
1 ifz=y.

Se um conjunto M ortogonal (ou ortonormal) for contével, pode-se organiza-lo em

uma sequéncia (z,) e chama-lo de sequéncia ortogonal (ou sequéncia ortonormal).

Mais geralmente, um conjunto indexado, ou familia, (x,), @ € I, é chamado ortogonal
se £, L xp para todo o, 5 € I, a # . A familia é chamada ortonormal se for ortogonal

e todos os x, tém norma igual a 1, de modo que para todos «, 8 € I tem-se

0 ifa#p
1 ifa=p

<$a,$3> = 5C¥B =

Onde 0,5 € o delta de Kronecker.

Teorema 3.19 (Desigualdade de Bessel). Seja (e)) uma sequéncia ortonormal em um

espago vetorial com produto interno X. Entao para todo x € X

> e < laff?

k=1

oo
Note que o produto interno (z,e) acima é chamado de coeficiente de Fourier de x com
respeito a sequéncia ortonormal (ey).

Defini¢ao 3.43 (Base Hilbertiana). Seja H um espago de Hilbert. Denomina-se base

Hilbertiana de H uma sequéncia de elementos (w,) de H tais que

(a) Para todo n |w,| =1, e para todo m, n onde m # n tem-se (wp,w,) = 0;

(b) O espago gerado por (w,) é denso em H.
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Lema 3.9 (Lema de Gronwall). Sejam ¢ : [a,b] <— R e ¢ : [a,b] <— R fungdes
t
continuas e nao negativa. Sendo ¢(t) < C' + / o(s)1(s)ds com C' > 0, entao

olt) < Oe/a vients

para todo t € [a,b]. Em particular, se ¢(t) é limitada e C' = 0, entao ¢ = 0.

Lema 3.10. Scja ¢(t) continua e nao negativa em [0,7]. Se

o)< a0y | ' 0(s) + 62(5)] ds,

com 0 <t < T e (C},Cy ndo negativos, entao existem Ty e C' > 0 tais que ¢(t) < C, para
todo t € [0, Ty].

Teorema 3.20 (Teorema de Arzela-Ascoli). Se a sequéncia {u,}>° é limitada e equi-

continua, entdo existe uma subsequéncia de {u, }>° que converge uniformemente.

Lema 3.11 (Compacidade de Aubin-Lions). Sejam Bj, B, B; espacos de Banach,
By e B reflexivos, a imersao de By em B é compacta, B imerso continuamente em By, e,
W o espaco

W ={ueL*0,T;By) |u € L*(0,T; B1)}

munido da norma ||ullw = [|ul|r2(07;8) + |t[| 20 7., )- Entao W é um espago de Banach,

e a imersdao de W em L*(0,T; B) é compacta.

Observagao 3.16. Pela compacidade de Aubin-Lions, se (u,) é uma sequéncia limitada
em L?(0,T; By) e (u,) uma sequéncia limitada em L? (0, T; B;), entao (u,) ¢ limitada em

W. Logo, existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,) tal que u,, — u forte em L? (0,T; B).

Lema 3.12 (Lema de Lions). Sejam {2 um aberto limitado em do R? x Ry, g, e g

fungoes de LP(€2) com 1 < p < oo tal que
971l 2oy <€, 9- —> g quase sempre em ().

Entao g, — ¢ na topologia fraca de LP(€2).

Portanto, visto toda a conceituacao descrita no decorrer deste capitulo, considera-
se finalizada a contextualizacao dos conceitos fundamentais relacionados ao campo da

Anaélise Funcional para este trabalho e, assim, alcancando o objetivo do presente capitulo.



Capitulo 4

Equacao hiperbodlica-parabdlica com
fronteiras moveis e nao linearidade
do tipo Kirchhoff-Carrier

Neste capitulo apresenta-se os estudos acerca da existéncia, unicidade e comporta-
mento assintotico da solucao regular global do problema hiperboélico-paraboélico do modelo

nao linear de Kirchhoff-Carrier, com u = u(x,t), dado pela equagao

o [ Ou ou 5O 7 ou\ 2 o%u
a (Plg) + pZE — |1 + M <t,/a(t) (@) dz @ = f(fl?,t) (41)

sobre um dominio nao cilindrico @, C R?, definido por

Q= {(z,t) eR*|a(t) <z < B(t), 0<t<T},
onde «a(-) e (+) sao duas fungoes, tais que a(t) < B(t) Vt € [0,T].

A fronteira lateral de Q; é denotada por X;, onde

£o= | (at) x {tH U (B() x {t})

0<t<T

Além disso, a solucao deve satisfazer as condi¢oes de contorno

u=0 em (4.2)
e condigoes iniciais
0
u(z,0) =ug e a—?(m,()) =u (4.3)

em |a(0), 5(0)][.
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Na equagao (4.1), assume-se que a fungao M (-, -) satisfaz as condigdes

(M e CY([0, 00[x[0, o),

M(t,A) > mo >0 V(t,\) €[0,T] x [0, 00], (4.4)

\ %M(t,A) <0 V(t,\) e[0,T] x[0,00],

e as fungdes p1(-), pa(-) satisfazem

(01 € W2=(0,T), p, € WH(0,T),

p(t) >0, Vtelo,T], (4.5)

L
| rat) = S (0] 2 80 >0 Ve 0,7,

onde myg e dy sao dados niimeros positivos.

4.1 Transformando o problema para um dominio fixo

Para iniciar o estudo sobre o problema dado pela equagao (4.1), considera-se uma
relagdo entre dominio nado cilindrico Q; e o dominio cilindrico Q = [0,1] x [0,7]. A

relacao estabelecida em questao trata-se de um difeomorfismo! definido por

h: @ — Q (4.6)
(x,t) +— h(z,t) = (y,t)

x — ot)
()
onde () # 0. E sua funcdo inversa ¢ definida por

sendo y = e v(t) representando a fungao dilatagao definida por y(t) = 5(t) —a(t),

Al Q — Q
(y,t) — h7'(y,t) = (z,1)

onde x = a(t) +v(t) - v.

!Trata-se de um isomorfismo na categoria das variedades diferenciaveis. Sendo uma funcao inversivel
que leva uma variedade diferenciavel em outra, de modo que a fungao e sua inversa sao suaves.
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A relacao anterior permite a transicdo de elementos do dominio moével Q; para o

dominio fixo Q e vice e versa. Como ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Diagrama das relacoes h e h™.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim a geometria do dominio com fronteiras moveis @Q; se transforma no dominio

retangular QQ, como no esboco apresentado pela Figura 4.2.

Figura 4.2: Dominio moével original e dominio fixo, respectivamente.

i A { a

=v
o

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se também que u(x,t) relaciona o dominio Q; com R. Logo, como o objetivo

é relacionar o dominio Q com R, como ilustrado na Figura 4.3,

Figura 4.3: Diagrama das relagoes u(x,t) e v(y,t).

h

u(z, t) —_—

h

Fonte: Elaborado pelo autor.

faz-se v como a funcao composta de v com h~!

v(y,t) =uoh (y.t) = u(a(t) +y(t)y.1) (4.8)
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e supondo que as fungoes a(t) e B(t) satisfazem as condigoes

/

a(t), A(t) € C3((0,T)),

o(t) <0, B'(t) >0 Vtelo,T], (4.9)

(@/(t) +7'(t)y)* < 5 V(t.y) € 0,71 x [0,1],

\

entdo a equacdo (4.1) e suas condigoes de fronteira (4.2) e iniciais (4.3), tornam-se, res-

pectivamente,

9 (0, , 0 1
ot \Mor ) TP T 2

em Q, (4.10)

v(0,t) =v(1,t) =0 em ]0,77, (4.11)
ov
v(y,0) = vy, a(y,O) =uv; em |0,1], (4.12)
onde
( mo o 49"y ?
H=_—2_ (=77
afl(yv ) 272 ( v ) 9
a/+ !
ax(y,t) = —2p ( Vvy) :
(4.13)
a// +’Y”y a/ _'_’Y/y
() == (L (o 40 |
Y Y
| NIt 2) = M(t,A) - %
E fixando

M(t, \) = /0/\1\7[(75, ¢)dc. (4.14)
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Observa-se, pelas condigoes assumidas em (4.9), em particular, o/(t) < 0 e /() > 0,
que Q, esté crescendo. Ou seja, sendo t; > to entdo a projecao de [a(ty), 5(t1)] contém
a projecao de [a(t2), B(t2)], quando projetadas sobre um mesmo subespago (por exemplo,

com t = 0).

Figura 4.4: Grafico genérico com as projegoes do dominio moével.

1t a

b1

to

=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que a segunda condic¢ao de (4.4) e a terceira condigao de (4.9), implicam

a(y,t) >0 V(y,t) € Q, (4.15)
M > % V(t,\) € [0,T] x [0, 00 (4.16)

E também, sendo a(t) < f(t) para todo ¢t € [0,77], a terceira condi¢ao de (4.9) resulta

2= _pL <o (4.17)
g
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Além disso, coloca-se

;= max [Y9(t)] (1=0,1,2,3),

0<t<T

im0 -
Vi OrglgnTlv )] (i=0,1),

AW (=012, (4.18)

1, = Imax
0<t<T

rai = e o)1) (i =0,1),

0<t<T

—_— (0 -
| @ = max [a()]  (i=0,1,2,3),

onde ¢*)(-) é uma k-ésima derivada da funcdo genérica ¢.

4.2 Existéncia da solucao local

Objetivo da presente secao é demonstrar a existéncia e unicidade da solucao local

para o problema (4.1). Inicialmente, considere o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Sejam Iy = |Ja(0),5(0)] parat = 0 e [, = |a(t),5(t) para 0 < t < T.
Supondo
Uy € Hg (I(]), U € H& (I()), fe L? (O,T; H& (It)) , (419)

entdo existe 7% > 0 tal que a equagao (4.1) com condigdes (4.2) e (4.3) admite em [0, 7%

uma tnica solucao u pertencente a classe

;

we L= (0, T HY (I) N H? (1)),

0
8—?; e L2(0, 7% H' (I,)),

o (4.20)
VA € L™ (0. T H' (1),

19) ou
a (pla) € L2 (O, T*; L2 (Lﬁ))

\

e u satisfaz a equagao (4.1) no sentido de L? (0,T*; L* (I;)).
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Considerando a transformacao do dominio apresentado na se¢ao anterior, na pratica,
para demonstrar o Teorema 4.1, demonstra-se primeiro o teorema referente ao problema

com dominio fixo dado por (4.10).

Teorema 4.2. Dadas as hipoteses
vo € H3(0,1), vy € Hy(0,1), ge L*(0,T;Hy(0,1)), (4.21)

existe 7% > 0 tal que a equagao (4.10) com as condigoes (4.11) e (4.12) admite em [0, 7%

uma Unica solugao v pertencente a classe

v e L (0,7% Hy(0.1) N H2(0, 1)),

ov
% e 12 (0,7 HY(0,1
e (0T H0,1)),

o (4.22)
\/ﬁa € L> (0,7 H'(0,1)),

9 v 2 . 72
g (pa) € 12(0, 7% L2(0,1))

e v satisfaz a equagao (4.10) no sentido de L? (0,7*; L? (0, 1)).

Observacao 4.1. O intervalo [0,7*] mencionado no teorema (4.2) depende de vy e v;.
Mas o argumento usado no teorema (4.2) permite determinar 7% como uma fungao do
niamero K positivo, de modo que a solugao permaneca em [0, 7*| para todos os dados
iniciais vy e v; satisfazendo

w1l g2 + lvoll = < K, (4.23)

onde || - [[gm(m = 0,1,2) denota a norma em H™(0,1)(para m = 0, H™(0,1) indica o

espaco L?(0,1)).

Demonstracao do Teorema 4.2. Pelo método Faedo-Galerkin constréi-se uma sequéncia
de solugoes aproximadas para as quais se estabelece uma estimativa a prior: adequada,

para entao passar o limite.

Considerando {w;, \; };.21 as solugoes do problema espectral associado ao problema
de Dirichlet
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Denotando por V,, = [wy, - ,w,] o subespaco de H;(0,1) gerado pelos primeiros m

autovetores w; (j = 1,---,m) e assumindo {w;}*, ortonormais em L*(0, 1).

Aproxima-se v : [0,T] — Hg(0,1) N H*(0,1) por

va(t) = Z Gjme (t)wj7
j=1

onde {gjmg};n:l sao as funcgoes solugoes desconhecidas do seguinte sistema de equacoes

diferenciais ordinarias:

onde p. = p1+¢ (0<e<1)e () denota o produto escalar em L?(0,1). Completando

o sistema (4.24) com as condi¢oes iniciais

Ume(0) = Vo, = Z (vo, w;) w; — vg  em Hy(0,1) N H?*(0,1), (4.25)
j=1
OUpne = 1
o (0) = vy, = Z (v1,w;)w; — vy em Hy(0,1). (4.26)
j=1

Agora, se estabelece uma estimativa a priori para as solu¢oes aproximadas v, (t).
Daqui em diante, ¢; denota diferentes constantes que dependem apenas de myg, dp € 0s

nameros dados em (4.18). Para facilitar a notagao dos célculos, omite-se o indice e.
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0Gim . ,
Multiplicando a j-ésima equagao (4.24) por gjt (t) e somando em relacdo a j =
1,---,m; obtém-se
1d 8vm2+/1 8vm2d+1mtlavm2 +1avm2
—_—— [ a [ — J— [ —_— [
2dt [P || ot 2 Jo "oy Y y2 "y Oy || e Y2 Oy ||z
ANk C 1 0un [P ||0vm ]
(o Y2l g (o 2] 2 ] ) [0
(4.27)
1‘ o>
‘v |2 1 [~ 8y | OM
+ S ——/7 % e 22t m)an
2930 Oy |2 27 Jo ot

O
Ay

Y o, 1
M (¢ =
Ty (7‘

com

2 1 2
1 Oas vy,
- = — — =L +L+1
L2> 2/0 (aZJ)(‘%) . Ll

L ov,, Ovp, Y 9ay [ Ovm \° Y o,
I, = — ——d I, = — — (=) d I3 = — ——dy.

Com base nas hipoteses (4.5), (4.17) e na ultima condicao de (4.4), observa-se que os

tltimos quatro termos do lado esquerdo da equagao (4.27) sao positivos.
Além disso, pelas condigoes (4.18), vé-se que
3

Mo <%

: =2
=1

2 2

vy,

dy

vy,

ot

1

1
+ 5ol

L2 L2

Juntando esta estimativa com a equagao (4.27), levando em considera¢do a ultima

condigao de (4.5), tem-se a desigualdade

1d 8vm2+/1 <8vm)2d+1mt1‘8vm2 +1 o, |I?
2dt ||| ot 2 0 ! dy Y ~?2 Yl Oy || 2 Y Oy || 2
(4.28)
8o || Ovm || v | 1,
5 1o L2_Cl Dy L2+5—0H9HL2-
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Integrando a desigualdade (4.28) em relagao a t, através do Lema de Gronwall, tem-se a

desigualdade
| Ooml* |, ||0vm|
Um +‘L +‘ Y <A, (4.29)
ot ||z Y |lr2 Ot ||z (0,T;L2)
onde
A= AT) = (ol + leollie + l9Ea0rics) ) €7 (4.30)
Definindo
oM
= = M 4.31
%0 3 o A>‘» 5 g MV 3y
onde R =[0,7] x [0,A] e A é dado por (4.30).
2,
Neste momento, substituindo w; por —A7 ! a9y 2 na equagao (4.24), multiplicando a

8gjm

ot

j-ésima equagao de (4.24) por (t) e somando com respeito a j, tem-se
2

s Ll o5 (o m (515 1) 15
o (o) (5) (5o [ (5 dyi

9%v,,
Oyot

6vm 82 vm

A 0%, ||? o 2o (0%, 2
Syl ) - = (== 4.32
* (” )‘83/815 ™ <8y8t<t’ )) 2 \ayar V) (4.32)
1 ||0%v,,||> oM . 10w, ||? N ~ 020, |1
Oy |l 0t \ "l Oy |l ) 3| 0y
! 2 2 2 7
v~ 1 ‘ OV, ‘ 0V,
M (|| —ml =N
273 < v 9y Lz> oy || L2 ;
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sendo
PR ti‘%z 'a%m?g O
"Tovon A || ay 12 oy? || 2 dt || Jy ’
[ ~' OM ; 1 || 0v,, 2 9*v,, 2 OV, 2
T o don |l oy 12 oy? dy ’

1 8a3 820,1 8vm a2Um
Iy= —

’ /o<3t+3y3t)<3y)(ay2)dy’
1 2 2
1_4:_/ 8(1 0“U, 0°vy, dy.

0 8y dyot 0y?
L=t L0 (Do)
5 — 2 0 t ayQ y7

1/ 0g 9%v,,
I = —
o= (ay) (ayat) W

! 8ag 62’Um 2

= (a_y) (ay8t> W

Em virtude da desigualdade (4.29) e da definigao (4.31), tem-se

2 4

—|— SoAQ),

5o |1 62w, 2
|[1+12|§ZO o

dyot

9%,

dy?

9%,

csA*S3
Oy?

L2

Além disso, vé-se que

2
9%v,,

y?

9%v,,
Oyot

g

L2

‘[3+I4+[5| < C3

L2
Por fim, obtém-se

2 50

L2

9%v,,

8y8t

0%, ||?

dyot

\Is + I7] < e3m

L2 H dy

L2
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Juntando estas estimativas, utilizando o fato que os tultimos quatro termos do lado
esquerdo da equagao (4.32) sao positivos e a ultima condigao de (4.5), da equacdo (4.32),
obtém-se a desigualdade

2
L2>> ’

1d S| ~ (1
i —l14+M|(¢t =
2dt[p1 Lz+72(+ (7‘

+2/1 %Jr + O\ (0*vm d+/1 aQU’”Qd
o \ Oy 27 s Oy y? Y 0 “ y? Y

2
A%,

Ovm
Oyot

dy

9%v,,

0y?

(4.33)
5 0%y, || 0%, ||’ v, ||”
1+ SoA) || =—5
Dyt || 2 = (+0)‘8y2 e Bat
v |I* 1 [|ag]|®
A2S? - — =l -
+ c3 S a a3 + 50 ay L
Agora, tomando
v ||° ! v 1~ v
t) =p1 || =2 ! M =
ZinlD) =p |75 +/ ‘“<6y> e ( ’ Iy )
(4.34)
1 ||9vm*
72l Oy
v |I? 1 ov v |I?
Lom(t) = = 1+M = -
T AR T
(4.35)

+2/ %—i—a +a v A d —l—/la O v 2d
o \ay 2 7) oy a2 ) VT Moy v
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Observando-se que

1 ||0%v | +2/1 (8a1+ . )(8vm) (a%m)d L oum]
Y20y I o \ay ) oy o )T oy |
k v, || 1|02,
> ——QFZm)'—m + —= ||
(2F% 0T A |2 2T3 || Ov? || 2
com
mp = max ‘%‘Q—Ha * + |as|?
1 (t1)eQ ay 2 3 ’
enquanto I'y ¢ dado em (4.18), e escolhendo
k> Tgmy, (4.36)

obtém-se das expressoes (4.34) e (4.35) (ver também as condigoes (4.4) e (4.14))

kLim(t) + Lom(t) > O ‘ 9o (4.37)
im 2m(l) Z C4 | P1 . .
ot || 0y || i

Além disso, levando em conta as condigoes (4.18) e (4.29)-(4.31), é facil ver que

0w ||* || Ovm |
6 (0)+ Zont) < o150 (1| | 5] ) s

ot || 0y ||

Fixando

Multiplicando a desigualdade (4.28) por k£ dado em (4.36), adicionado a equagao (4.33),
usando (4.34), (4.35) e (4.39), chega-se a desigualdade

d 8o 1020, |I?
Eo%m(t)+z

dyot

< o5 (Zult) + L2(1) + %ngu%p. (4.40)

Hl_
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Da desigualdade (4.40), obtém-se a existéncia de T > 0 tal que
Zn(t) <cg Vte|0,T7]

por consequéncia, segundo a equagao (4.37) (ver também equagao (4.39)), implica

2 t
S Cr, /
H1 0

2
ds <e¢; Vte|0,T7]. (4.41)
H1

v
ot

v
dy

OV,

ot

2
P1 ‘

Hl

PVjm | Op1 OVjm

Finalmente, multiplicando a j-ésima equacao de (4.24) por p; 52 + % ot e somando
com respeito a j, chega-se, usando (4.29) e (4.41), a estimativa
t 2
0 0v,,
(= ds < g Vtelo,T7. 4.42
[ 5 (n52)] | < wepr (1.42)

As estimativas (4.29), (4.41) e (4.42) estao estabelecidas. Tornando, nesse momento,
possivel passar o limite na equagdo (4.24). Assim, a argumentagdo utilizada para os

termos lineares € a classica, porém é necessario justificar o limite para o termo nao linear.

v,
Das estimativas (4.29) e (4.41), segue que Im ¢ limitada em C° (0,T; L*(0,1)). Além

dy
disso, desde que
Om A I° | Ovm I v 0V
1%z - |G2e| | <25 o ,
dy 2 dy 2 W leoo,r+s22001)) 1109 "Il p20,74,22)

deduzindo do teorema de Ascoli-Arzela e de (4.41) que se pode extrair uma subsequéncia

2 2
{v,} tal que {

ov

8_y(t)

ov,

o0

L2

} converge uniformemente em [0, 7] para
L2

Uma vez que a fungao M (-, -) pertence a classe C* ([0,7%] x [0, 00[) ¢ % ¢ limitada
Y
em L? (0,T*; H'(0,1)) (pode estar passando para a nova subsequéncia), tem-se para v > j

() o) a5l ) e

ov
a—y(t)

vy

()
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Substituindo na equagao (4.24) v no lugar de m e passando o limite para v — oo,
obtém-se, levando em conta a equagao (4.43) e os argumentos classicos para a passagem

do limite nos termos lineares,
8t Ple a N s Wy P2 8t y W

~ 1 2 <8'U ow; ov. Ow;
1+M (¢t = E,—]>+<a ——J> 4.44
( 7‘ Lz>] dy’ dy Loy’ oy (4.44)

0%, Ov. .
+ <a2w,wj> + <a3a—y7wj> = <guwj> el L2(O,T )-

ov.
Jy

1
ke

Observando que as estimativas (4.29), (4.41) e (4.42) obtidas anteriormente também sao
independentes de €. Portanto, pelos mesmos argumentos, pode-se passar o limite na

equagao (4.44) quando € — 0. Assim, a fungao v satisfaz a equacao (4.10) no sentido de
L2 (0, 7% L*(0,1)).

A unicidade da solugao é pode ser obtida pelo argumento classico. Portanto, a prova

do teorema (4.2) esta completa.

]

Demonstracao do Teorema 4.1. Seja v a solugao obtida do problema Teorema 4.2 e
definido por (4.8), entao u pertence a classe (4.20). Além disso, se u € L* (0,T*; H} (L))
e tomando

v(y,t) = (voh)(z,t) =u(zx,t),

entdo, da equagao (4.10), vé-se que u satisfaz a equacao (4.1) no sentido de L? (0, T*; L*(I)).

Em relagao a unicidade, sejam u; e uy duas solugdes para a equagao (4.1), e vy, vy
duas fungoes obtidas pelo difeomorfismo h dado por (4.6). Assim, v; e vy s@o solugoes
da equagao (4.10). Pelo resultado da unicidade do Teorema 4.2, tem-se v; = vg, entao

U1 = uy. Portanto, a prova do Teorema 4.1 esta completa.
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4.3 Existéncia da solucao global

Para esta se¢ao, além das hipoteses (4.4) e (4.9), assume-se também que as seguintes

condicoes sao satisfeitas:

M _
%—A (t,A)<S  Vt>0, YAe0,A], (4.45)
aP(t)| <o, [8D()] <eo  VE>0(i=1,2), (4.46)

onde S é uma constante independente de ¢, A é dado em (4.47), enquanto ¢ é um nimero

positivo adequado definido em (4.64). Assume-se também

onde A é um dado nimero positivo.

v
0y

L (0,00;L2)

<A (4.47)

A seguir, ¢; = (i=1,---,6) denota a constante que depende apenas de mg, dy e dos

nameros Yo, r1; (1 = 0,1,2) e r9; (i = 0,1) definidos em (4.18).

4.3.1 Estimativas a priori
Considerando o produto escalar em L? (0,1) da equacao (4.10) com 8_: Obtém-se a
igualdade (4.27), substituindo v no lugar de v,,.

Relembrando as expressoes dos termos I; (i = 1,2, 3) do lado direito da igualdade na

equagao (4.27), chega-se, considerando a hipotese (4.46)(veja também as condigoes (4.13))

3 2 2
Jo ||Ov 0% L,
L <22 |+ =gl
; < o[ . + 180 22| . + 5 lgllz
. 3 . 0%
onde se utilizou também a desigualdade ||— <llz=l -
3,?; L2 ('3?; L2
Tomando
ovl|? ! ov\ > 1~ IEAE 1 [|ov]]?
Zi(t) = — —1—/@(—) dy + -M t,—‘— —|——‘— , 4.48

decorre da equagao (4.48) e do mesmo argumento da desigualdade (4.28), a desigualdade

2 2

o
0y?

2 1
r» T§

1d 5o
5&.,%1@) + 5

v
ot

v
dy

< ¢1€9

1
0

L2 L2
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O3
Em outras palavras, o produto escalar em L?(0,1) da equagao (4.10) com REET
Y
resulta a igualdade (4.32), onde se substituiu a fun¢ao v,, por v.
Levando em conta as expressoes dos termos [; (1 = 1,2,--- | 7) (veja a equagao (4.32)),

chega-se, pelas hipoteses (4.45) e (4.47)

LI < SA || 0% || [0 STy ||ov]]® | 0% |
PS043 | Gyot || L. || 02 || 2 1| 0v2 || L2
Além disso, utilizando (4.46)(veja também (4.13)), segue
6 2 2
0*v do || 0% 1 ]|0g
Li| < gl — + :
; oy, Aydt||,. | Ayl
Finalmente, utilizando (4.47) e (4.17)
v ||?
I7] < cse .
17| < eseo ayot | .

Relembrando da expressao da igualdade (4.32), para a qual acrescenta-se as estima-
tivas do termos [; (1 = 1,2,---,7) feitas anteriormente, chega-se pelo mesmo argumento

de (4.33) na desigualdade

2

1d 5o 0% |7 0% ||I? 1 ||0g
il 0 _ il < bl — |22
2dt$2() <2 C3€0> H@y@t . < 980 0 L2+ 5 |12y -
(4.50)
§_AH82U Pu|* | SLy |lov|? [|0%]?
278 |10yOt || 12 110V 12 270 1|10y 12 || OV |2
onde
L(t) = il P Py >
28 =h Oyot|| . ? ay 12
(4.51)

Oa, ov\ [ 0% 1 920\ 2
2 —_— — .
* /0 (83/ +a2+a3) (3>(8y)dy+/al(3 2> d
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2
Considere agora o produto escalar em L? (0, 1) da equagao (4.10) com o Logo,
Y

i/l ﬂ 8vd_|_1 82} +i1+f\7{t1%2 8_21)2
dt [ J, P \ayor) \oy) YT 2oyl .| " 22 R CIPYAREE
(4.52)
1 92 2
+/ ay —U dyzll+[2+[3+l4
0 y?
com
[ ov n ov
1 P2 ay L2 P1 ay L2

! da, ov\ [ 0%*v
I, = V() (2= ) dy,
? /0 (a3 0y> (5@/) (3y2> Y
e (5 (5)
’ o \9y/) \oy) 7’

1 0%v 0%v
I‘*‘/o “ <ayat> <@> -

Dada a hipotese (4.46) e as expressoes das fungoes as e ag em (4.13), vé-se que

0% 0%
L+1,+1 oo
L A < e et
L] < 1 ||0% + 0%
CsE .
4—4r232 oyt || .
Estas estimativas, juntamente com a equagao (4.52), resultam em
d 1 ||6%v]? 0%
— L)+ — || == < 4.53
T 3()+2rg a5 ||, = % ||agarl| . T ay L Hay . (4.53)
com
1 2 2
0% 81} 1 ov
ZL(t) = — d = —I1 - 4.54
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Neste momento, pode-se afirmar o resultado deste trabalho sobre a existéncia e a

unicidade da solugao global. De acordo com o teorema a seguir.

Teorema 4.3. Sejam ug € HZ(ly), vy € H{(Ip) e f € L?(0,00; H'(I})). Assumindo

que as condigoes (4.45) até (4.47) s@o satisfeitas e as normas ||u0||H2(IO)7 ||U1||H1(10) e
o0

Ilf ||§{1( 1,) dt sdo suficientemente pequenas. Entéo a equagao (4.1) com condicoes (4.2)
e (4.3) admite uma, e somente uma, solugdo u da classe

;

u € L™ (07 Q35 H(} (It) N H? (It)) nrL (07 o0, H? (It)) )

0
a—? e 12 (0,00, H' (L)),

(4.55)

0
pla—? e L= (0,00, H' (1)),

o/ o
= (p16—?> e 12 (0,00; L2 (1))

\

e satisfaz a equagdo (4.1) no sentido de L? (0, 00; L? (I})).

Analoga a demonstracao do teorema da existéncia e unicidade da solugao local,
transforma-se o dominio mével para o dominio fixo. Considerando o teorema a seguir

referente ao dominio fixo.

Teorema 4.4. Sejam vy € HZ(0,1), v; € Hy(0,1) e g € L?(0,00; H'(0,1)). Assumindo

que as condigoes (4.45) até (4.47) sdo satisfeitas e as normas |[vo|| 2, [|v1]| g1 € llgll5: dt
0

sao suficientemente pequenas. Entdo a equagdo (4.10) com condigoes (4.11) e (4.12)

admite uma, e somente uma, solugao v da classe
(
v € L (0,00 HY (0,1) N H? (0,1)) N L2 (0, 00; H? (0, 1)),

v 2 77l
aEL (0,00,H (0,1)),

(4.56)

PO 1 (0,001 B (0,1).

0 v
— — L? :L?(0,1
5 (n5) 2z o)

e satisfaz a equagao (4.10) no sentido de L? (0, 00; L? (0,1)).
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Demonstracao do Teorema 4.4. O Teorema 4.4 segue do Teorema 4.2, se for provado a

estimativa a priori, demonstra-se que a norma

ov

ov
a—y(t)

a(t)

H1 ‘ H?

P1
¢ uniformemente limitada para todo t € [0,00[. De fato, se a norma ¢ limitada para
todo t pela mesma constante, entao o Teorema 4.2 implica que a solugao v pode ser
prolongada no intervalo [¢,t 4+ T"[ e, repetindo este argumento, pode-se estender v para

todo o intervalo [0, co].

Para isto, introduz-se as fungées Z(t), &(t) e Z(t), colocando

L(t) = k1 (1) + Zo(t) + ko Z5(0), (4.57)
£(t) = m(t) ] o ) \ a1 R (4.58)
7(t) = ] %) ) ' e ) (450)

(veja (4.48), (4.51) e (4.54) para as expressoes .Z;(t)(i = 1,2,3)), onde k; e ko s@o cons-

tantes que sao definidas a seguir. De fato, deseja-se escolher k; e ko tais que
cE(t) < L(t) <dE(), (4.60)

L) +© /0 t P(s)ds < Z2(0) + ¢ /O t 70 (.z(s) + .3 (s>) ds, (4.61)

onde ¢, ¢, ¢ e ¢ sao constantes positivas que dependem somente de myg, dy, A e os niimeros

dados em (4.18).

Determina-se as constantes ki, k2 € 0 ntimero positivo €y na desigualdade (4.48), (4.51)

e (4.54) pelas seguintes relagoes:

do
Jy = — 0 4.62
= Tl 462
ky =T2 (1 -+ max ((06 + k§C7) ,204k2)) , (4.63)

o ks
Eo = Inin ( <y m) . (464)
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Também observa-se

2 2

2 /1 %4. + @ 8_21) d <L (9_21) + @
o \ay T \ay ) \ogz )Y = oz 0], T oyl
1 0%v ov 1 0%v 2 ov||?
k — ) dy| < = 2eo (1= .
2 /0 P~ <6y8t) (ay) y‘ =2 oot | ,. T 2T |y,

Relembrando a definigao de Z(-)(veja (4.57) e também (4.48), (4.51), (4.54)), vé-se

que as desigualdades acima implicam na desigualdade (4.60) com duas constantes ¢ e ¢.

Em outras palavras, para desigualdade (4.61), lembra-se das desigualdades (4.49),
(4.50) e (4.53). Neste momento, somando as desigualdades (4.49)xk;, (4.50) e (4.53) X k,
onde ki e ko sdo dados em (4.62) e (4.63), e substituindo nestas a expressao (4.64) de o,

obtém-se imediatamente (4.61) com duas constantes ¢ e c.

Agora, suponha

—— —
£(0) < min (f + - (1 1 9) ,cA) . (4.65)
c 2 c
Entao, desde que se tenha
_ c 1 c
c(r++/r)e, VT€|:O,—+—(1— 1+—){,
c 2 c
deduz-se da desigualdade (4.61)
2t < 2(0), V>0 (4.66)
Da mesma forma, segue
‘ ov
e <A
ay L (0,00;L2)

significando que a hipotese (4.47) é verdadeira.

Portanto, pode-se dizer que a desigualdade (4.65) implica na desigualdade (4.66) sem
a hipotese (4.47). Entao, em virtude de (4.60) e (4.58), com (4.66) obtém-se a estimativa

a priori

2 2

v
ot

ov
- < Z
ol <tz

P1 <
€

H! ‘

para todo t € [0, 0o[, e assim, com base no Teorema 4.2 (veja também a observagao 4.1),

¢ possivel continuar a solu¢do v em todo o intervalo [0, col.
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Finalmente, desde que

c—c (Z(t) +,,sf%(t)) > >0
(veja as desigualdades (4.65) e (4.66)), deduz-se de (4.61) (veja a igualdade (4.59))
P(-) € L0, 00).

Relembrando a expressao de Z(-), vé-se que v pertence a classe dada no Teorema 4.4.

A unicidade da solucao decorre do Teorema 4.2, dado isso, completa-se a prova de

Teorema 4.4.

O

Demonstracao do Teorema 4.3. Seja v a solugao obtida no Teorema 4.4 e u definido em
(4.8), entdo u pertence a classe (4.20). Além disso, se u € L™ (0,00; Hi(I;) N H*(L)) e
se for tomado

v(y,t) = (voh)(x,t) = u(z,t) (4.67)

(veja (4.6) para h), ent@o vé-se por (4.2) que u satisfaz o problema (4.1).

Sejam wuy, us duas solugdes para o problema (4.1), e vy, v duas fungdes obtidas
através do difeomorfismo h dado em (4.6). Entao vy, vy sdo solugdes para o problema
transformado (4.10). Pelo resultado da unicidade do Teorema 4.2, tem-se v; = v, logo

u; = uy. Portanto, a demonstragao do Teorema 4.3 esta completa.

O]
4.4 Comportamento assintoético
Nesta secao, assume-se que as seguintes hipoteses estao garantidas:
R A
M(t, A > M(t, \) = / M(t,o)do Vt >0, VA>D0, (4.68)
0
0<Vp(@)F'(t) < (1+mo)?,
(4.69)

—(1+mg)? < /; (D) (t) <0 Yt > 0.

Entao, é enunciado o resultado a seguir.
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Teorema 4.5. Sejam uy € H}(Iy) e uy € L*(Iy). Assume-se que as hipoteses (4.68) e
(4.69) sao satisfeitas. Entao a solugdo do problema (4.1) com f = 0 satisfaz, para todo

t > 0, a desigualdade

2

ou

ou
5 (t)

ou
g(t) .

5 ()

2
+ M| ¢ ' < Qe (4.70)
L2 (1) 2(Iy)

para as constantes positivas adequadas C' e a.

2
P1 (75) ’ ‘
L2(I})

L

Demonstracao. Sejam s € Jt,t + 1[ e Iy = |a(s), B(s)[. Considerando o produto escalar

em L?(I;) da equagdo do problema (4.1) com —u, chega-se em

0s
1d ou 2 ‘ ou 2 N ou 2
—— [ p1(s) [|=(s —(s +M{s,||=(s ds
2ds [ 1( )‘ 88( ) L2(I,) 8x< ) L2(I,) ( al’( ) L2(I)
‘ au( | 2
L Now P 1 e, ow
+ (pg(s) + §p1(s)) ’ g(s) ) — 5/0 ) B (s,0)do
(4.71)
1 |ou 2[ ,2 —( ouw, P ]
+ 25 %(s,ﬁ(s)) pi(s)B”(s) — (1 +M <5= %(S) o
1 |ou 2 ,2 . ou, >\
S g(s,a(s)) p1(s)a’*(s) — (1 +M (8, 8_:10(8) . =0,
onde foi utilizada a relacao
ou , ou B
%U(wa)ﬁ (8) + %(S,l‘) ol 0

que & uma consequéncia da condicao u(s, )|y, = 0 para todo s € [t,t + 1],

Levando em conta as condigoes (4.68) e (4.69) e lembrando a tltima condicao de (4.4),
da igualdade (4.71) integrada de ¢ para 7, deduz-se que

2

E(t)— E(t) + 50/ %(s) ds <0 (4.72)
e 1195 Tl
com
ou 2 ou 2 ~ ou 2
E(s) = pu(s) | 24(s) \ Y0 (S v (4 1001 (N DR P )
! 0s £2(1,) oz L2(1) ox 12(1)
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Da desigualdade (4.72), segue que E(-) é decrescente e tem-se

/t—‘rl
t

Além disso, deduz-se de (4.74) e o teorema do valor médio, a existéncia de t, ty € [t,t + 1],

ou

%(s) ds < 6,1 J%(t), J*(t)=E@l)—E({t+1)>0. (4.74)

L2(I)

com t; < ty tal que

Agora, multiplica-se a equacao do problema (4.1) por u e integra-se com respeito a

)
:/15 p1 (t2) (% (t2,x)> u (ty, ) do — /I p1 (t1) (% (tl,x)) u(ty, z)de
/ /I p(s (8—“ s @)2 dz ds—/: /I pa(s) <%(s,x)) u(s, z)dx

2 2

ou

ou
Js (t1)

P (t2) < 05 LA (). (4.75)

< 0 LA (1), ‘

L2(Iyy) L2(Iy,)

(s,2) € |t1,ta] x I, entdo

ou

ou
%(3)

8_x(8) ds

L2(I)

(4.76)

Observa-se que

Lt Lol < [V ) 16 ) - o 1)1 520 VE,

|L3|§(max\\/p1 D 55 JA(L)

0<t<

Para o termo |Ly|, tem-se

t+1
| L S/
t

ou 2
%(S)

L2(I,

| ds+<max )\/pl_D 1B (ta) — a (t1)] 05 P T2 (t).
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Acrescentando estas estimativas a equagdo (4.76), chega-se, levando em consideragao

(4.69), a desigualdade

to 2 -
/ ' + M| s,
t1 L2(I5)

onde c; e ¢y sao duas constantes positivas independentes de t.

ou

ou
8_95(8)

%(3)

)) ds < el JOVE®) + e J2(t),  (4.77)

L2(1Iy)

Relembrando a expressao (4.73) de E e levando em conta as relagoes (4.74) e (4.77),

obtém-se

/:)E (H)dt < e1J( \/_+<02+5 (max|p1()|))J2(t>
JOVE() + esJ*(1)

Pelo teorema do valor médio, segue de (4.78) a existéncia de t* € [t1,ts] C [t,t + 1]

(4.78)

tal que
E (") < i J(t)VE(t) + c3J*(t) (4.79)
Sendo a fungao E(-) decrescente, deduz-se de (4.79)

E(t+1)— %E(t) < c(Blt) — E(t+1)) (4.80)

com a constante ¢, independente de t, isto implica
Et+1)<(1-d)E()

1
com d = 5(1 + ¢4). Uma vez que para cada t > 0 existe n € N tal que n <t < n+ 1,

pela desigualdade anterior e pelo fato que E(t) é decrescente em t, segue
E(t) <(1—-d)"E(0).

Além disso, tem-se (1 —d)"™ < (1 —d)t e

£(0)
BEit)<(1—d)f—=.
(1) < (1-a) T
1
Neste momento, tomando C' = (1= d) > 0ea= —log(l —d) > 0, deduz-se pela

desigualdade acima que
E(t) < CE(0)e ™ Vt > 0.

Portanto, a demonstracao do Teorema 4.5 esta completa.



Capitulo 5

Analise numérica

O objetivo deste capitulo é apresentar o desenvolvimento da andlise numérica do
problema, no qual foram aplicados o método do elementos finitos de Galerkin para a
discretizacao espacial e o método a-generalizado para resolucao do sistema temporal.
Para contemplar este objetivo, estabeleceu-se uma linha de raciocinio fundamentada por

autores como Zienkiewicz et al. [30], Hughes [19], Zhilin et al. [34] e Rincon e Liu [25].

Assim, verificou-se que um caminho adequado para o desenvolvimento parte da apre-
sentacao da formulacao forte encaminhando para formulacao fraca, naturalmente consi-

derando toda a fundamentagao dos conceitos apresentados no capitulo anterior.

Em seguida, aplicando o método de Galerkin, obtém-se o problema aproximado. Atra-
vés do mesmo, feita a escolha do tipo de aproximacao e definindo a malha do problema,

chega-se no problema discretizado, do qual surgem as abordagens matriciais.

As matrizes da analise numérica do problema ocupam posicao de destaque e dependem
da utilizacao de um método de integragao numeérica para serem estabelecidas. Uma vez
escolhido o método, as matrizes sao construidas, preparando-as para sua utilizacao no

sistema nao linear de evolucao temporal.

Por meio do sistema nao linear e utilizando o método a-generalizado sao obtidas as
solucoes a cada instante de tempo e, consequentemente, as solugoes para o problema

numeérico de forma geral.

Portanto, durante o presente capitulo, serao detalhados cada processo os quais foram
resumidos nos paragrafos anteriores. Encaminhando para a implementacao do problema
numeérico e, posteriormente, aplicando esta implementacao na linguagem MATLAB, apre-

sentar os resultados obtidos através da simulagao computacional.
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5.1 Formulacao forte

Seja o problema a seguir sob uma unica dimensao em um sistema de coordenadas
cartesianas com componente y. Sua equagao, dada em (4.10), é deduzida através de v
em funcao da coordenada y e do tempo. Assume-se que o problema é definido sobre o

dominio Q em um intervalo 0 < y < 1 no tempo ¢t > 0. Enfim, chega-se em sua equacao

1 ~ (1!
<mwn+mm—;5@+M(a;A<%fm0}%y—m%g+m@+m@=a%w.@w
Completando o problema, sao fornecidas as condigoes de contorno de Dirichlet

v(0,t) =0 e w(l,t)=0, (5.2)

e condigoes iniciais
v(y,0) =vg e v(y,0)=v. (5.3)

As fungoes a, b, c e M que surgem na equagao (5.1) sdo dadas, respectivamente, por

m o +4'y\? o +9
(I(y,t) =— - (i> ) b(yat) = _201 (%) )

292 v
(5.4)
Ay / o + 7'y _ mo
) == (L ) ) e S = M)

Assim, o problema formado pela equagao (5.1), condigoes de contorno (5.2) e condigoes
iniciais (5.3); compoem o que a partir de agora passa a ser chamado de formulagao forte
ou forma forte. Além disso, pelo teorema da existéncia e unicidade 4.2, se

2 1 2 o7l
vo € H3(0,1), v € Hy(0,1), g€ L*(0,T;Hy(0,1)),
entao existe T* > 0 tal que a formulagao forte possui solu¢ao tnica v em [0, 7*] de classe

v e L® (0,75 HY0,1) N H2(0,1)), v € L?(0,T% H'(0,1)),

VPive € L (0,7, H'(0,1)), (prve), € L*(0,T%; L*(0,1)) ,

onde v satisfaz a formulagao forte no sentido de L? (0,7*; L*(0,1)).
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5.1.1 Formulacgao fraca

Multiplicando a equacao da formulacao forte (5.1) pela fungao arbitraria w(y) €

H(0,1) com ¢ € (0,T*) e integrando sobre o dominio espacial (0, 1), tem-se

1 1 1 B 1 1 1
/ (prvg), w dy + / paviw dy — — [1 +M (t, —/ (v,)? dy)] / vy w dy
0 0 v 7 Jo 0

1 1 1 1
—/ (avy), w dy +/ bu,w dy +/ cuyw dy = / gw dy.
0 0 0 0

Além disso, como w(0) = w(1) = 0, note que a ordem da derivada parcial espacial y

(5.5)

pode ser reduzida pela integragao por partes, uma vez que
1 . 1
/ vyyw dy = [v,w], —/ vyw, dy e (5.6)
0 0

1 1
/ (avy), w dy = [av,w]; — / avyw, dy. (5.7)
0 0

Substituindo as integrais (5.6) e (5.7) na equagao (5.5), e fazendo as devidas simpli-

ficagoes, chega-se na chamada formulag¢ao fraca ou forma fraca

1 N 1 _ 1 1 1
pl/ vgw dy + (p2 + p7) / vew dy + — [1 +M (t, —/ (vy)Q dy)} / vywy, dy
0 0 g 7 Jo 0

(5.8)
1 1 1 1
+/ avyw, dy +/ buyw dy +/ cvyw dy = / gw dy,
0 0 0 0
com as condigoes de contorno para todo t € (0,7)
v(0,) =0 e v(l,t)=0, (5.9)
e condigoes iniciais para todo y € (0, 1)
v(y,0) =vy e wv(y,0) = 0. (5.10)

Assim, se v satisfaz a equagao (5.8), e
ve L™ (0,7, Hy(0,1) N H*(0,1)), v € L? (0, 7%, Hy(0,1)) , vy € L? (0, 7%, L*(0,1)) ,

v é dita uma solucao fraca.
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5.1.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin consiste na aproximacao do espago das solugoes através de um
subespago de dimensao finita. Denotando este subespago por Vi, e escolhendo-o de forma
que seja gerado por um conjunto linearmente independente de N elementos do espaco de
Hilbert HJ (), isto &, Vv = [¢1, 09, - ,on], onde {¢;};o, é uma base hilbertiana de

H} (). E, portanto, possibilitando a busca de uma solucdo aproximada v" em Vy.

Porém, no contexto deste trabalho, o chamado método de Galerkin se refere espe-
cificamente & aplicacao do método de Faedo-Galerkin em problemas de evolugao. Para

exemplificar sua aplicacao, considere o problema de evolucao
Aol = f, (5.11)

onde v : R"*! — R é uma funcao que depende de y € Q C R” e também do tempo t > 0.

Uma vez que a fungao v(y,t) esta sujeita as condigoes iniciais
Dfu(y,0) = vf(y) para k=0,1,--- ,m—1 (5.12)

sendo vf (y) fungdes conhecidas e m > 1 a ordem da equagio de evolucio. A fungao v(y,t)

também satisfaz as condigoes de contorno
vy, =0, (5.13)

onde ¥ ¢é a fronteira lateral do cilindro €2 x (0, 7).

Se {¢;(y)} é um sistema completo de fungoes ortonormalizadas definidas em €2 que sa-
tisfazem as condigoes de contorno. As solugoes aproximadas para o problema de evolugao

sao da forma

N
Vi t) = ¢i(t)e;(v), (5.14)
j=1
com as fungoes ¢;(t) sdo as solugdes do sistema de equagodes diferenciais ordinarias
/Q{A ["] = f}oidy=0, com i=1,2,...,N. (5.15)
Completando o sistema, tem-se as condi¢oes iniciais
Dkgi((]):/Qvggpi dy onde k=0,1,...,m—1. (5.16)

Uma vez que o sistema (5.15) possui solucdo, considera-se ¢;(t) bem definidas local-

mente e obtém-se a solugao v(y,t) = A}im " (y, t).
—00
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5.1.2.1 Problema aproximado

Sejam Vy = [¢1,- -+ ,on] C V o subespaco vetorial gerado pelos N primeiros elemen-
tos da base de Hilbert V e T" > 0. Introduz-se uma fungao de aproximacao para v(y,t)

no subespaco Vy onde N é o niimero de nés. Assim, toda funcao v" € Vy tem a forma

oy t) = e(t)es(y). (5.17)

j=1
Note que o os coeficientes ¢; sao dependentes do tempo, logo, suas derivadas parciais
de primeira e segunda ordem em relagao a t sao denotadas, respectivamente, por
N N
h . h ..
vy t) =Y é0eily) e vy t) = ) E0)e;(y). (5.18)

J=1 7j=1

Aplicando o método de Galerkin, escolhe-se as fungoes arbitrarias w(y) como sendo
as proprias fungoes de base ¢; com i = 1,--- ;| N. Levando (5.17) e (5.18) na formulacao

fraca (5.8), e rearranjando os termos, obtém-se

N 1 N 1 1
plzéj/ o dy+ Y ¢ {(pfrp’l)/ i dy+/ by dy}
=1 0 =1 0 0

Y 1 1S i ! 5.19
+Y ¢ |1+ M t,;/o (chk) dy /Owgwédy (5.19)
Jj=1 k=1

Y
1 1 1
+/ ap’p; dy+/ i dy} =/ g dy,
0 0 0
com ¢ = 1,--- , N. Expandindo estes somatoérios e também i = 1,--- , N, chega-se no

sistema de N incognitas e N equagoes. Por intermédio deste sistema, obtém-se sua forma

matricial de onde surgem as matrizes N x N tais que

1 1 1
(M);; = / oror dy, (D) = / wios dy,  (A)y = / ol dy,  (5.20)
0 0 0

onde w é uma funcgao genérica que representa a, b ou c¢. Seu termo nao linear, também de

ordem N, é dado por

A(V(t))m:vgl(t) 1+ M t%/o (;%%) dy /Osogwédy (5.21)

e o vetor de N linhas

1
F; :/ gpi dy. (5.22)
0
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Através destas matrizes, chega-se no sistema nao linear de equagoes diferenciais ordi-

narias de segunda ordem descrito por

P MV (t) +CV(t) + K(V()V(t) = F(t), (5.23)
onde V() = [, ¢, - -+, en]” & um vetor e
C=(p+p))M+D, e KV()=AWV())+ A, + D.. (5.24)

Com suas condigoes iniciais sao dadas por

V(0)=vt e V(0) =0l (5.25)

Analisando cada uma das matrizes observa-se que as fungoes p(y) e ¢'(y), até este
momento nao estabelecidas, sao indispensaveis para calcular cada integral definida e, con-
sequentemente, obter os termos que formam as matrizes. Assim, para de fato prosseguir
com a resolu¢ao do sistema nao linear (5.23), torna-se necessario a prévia defini¢ao dessas

fungoes, o que serd devidamente desenvolvido na préxima secao.

5.2 Funcao de interpolacao e malha

A fungao de interpolagao e a malha cumprem o papel de conectar o problema apro-
ximado com a forma matricial. Naturalmente, as escolhas sobre as mesmas interferem
diretamente no tipo de matriz do problema e como as mesmas serao construidas. Além
disso, sob o ponto de vista computacional, essas escolhas também tém influéncia sobre
aspectos como o armazenamento dos dados, desempenho do método, erros oriundos das

aproximacoes e na qualidade das aproximacoes.

Dentre as possibilidades de fungoes de interpolagao, as mais comuns encontradas na
literatura sao as lineares, as quadraticas e os splines ctubicos. As quais, de acordo com o
grau do polinémio interpolador, podem gerar melhores solugoes numéricas. Em relagao a
malha, no contexto deste trabalho, considerou-se apenas duas possibilidades, as malhas

nao regulares e as regulares.

Portanto, escolhendo a funcao de interpolacao do tipo linear e tomando uma malha
regular, serao apresentadas detalhadamente suas defini¢coes e implicagoes dessas escolhas
nas matrizes problema. De forma a encaminhar a construgao dessas matrizes sob o ponto

de vista matematico e, posteriormente, interliga-las com a montagem computacional.
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5.2.1 Aproximacao linear

Para o caso unidimensional o elemento finito linear (ou simplesmente elemento) é um
segmento de reta com dois nés y; e y;41, um em cada extremidade, dispostos em um

mesmo eixo orientado onde seu comprimento é dado por L = y;11 — y; com y; < ¥Yii1-

Neste momento, considerando v(y) o parametro que varia linearmente entre os nos y;

e Y;+1, entao sua equagao ¢ dada por
v(y) = a1 + azy. (5.26)

Se v(y;) = v; € v(yir1) = i1 os valores de v(y) nos respectivos nos, os coeficientes a;

e as podem ser determinados, observando que

V; = a1 + ay;

(5.27)

Vit1 = @1 + AQ2Yi+1

trata-se de um sistema linear de duas incognitas e duas equagoes. Resolvendo o sistema

linear (5.27) para a; e ag, obtém-se

_ ViYi+1 — Vir1Yi _ ViYi+1 — Vi+1Yi (5 28)

Yi+1 — Yi L

a

Vil — Ui Uip1 — U4

(5.29)

a9 =
Yi+1 — Yi L

Levando (5.28) e (5.28) na equagao (5.26), e rearranjando os termos, chega-se em

u(y) = (W) v + (y _Ly) Vi (5.30)

A equagao (5.30) é conhecida na literatura como a forma padrao do elemento finito,

onde os valores nodais v; e v;;1 sao multiplicados por fungoes lineares de y, as quais sao
denominadas fungoes de forma ou de interpola¢do. E comum denotar essas fungoes pela
letra N ou ;. onde o subscrito k indica o n6 ao qual a fungao de forma esté associada.

Assim, a equagao (5.30) pode ser reescrita por

v(Y) = ivi + Pis1Viy1, (5.31)

onde as fungoes ¢; e ;11 sao dadas por

willy) = (Lﬂ) e winly) = (yzy)
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Figura 5.1: Exemplo de um elemento finito (azul) associado a v(y).

A
v (?Jz'+1> Uz‘+1)

(Z/i, Ui)

90i+1(y)vz‘+1

Yi Yit1 Yy

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um fato importante observado sobre a funcao interpoladora ¢;(y) é que

Yi+1 — Yi Yi+t1 — Yi
i = (B8 11 o - (B2 g

Yi+1 — Yi Yi+1 — Yi

E, para fungao ¢;11(y), tem-se

Yi — Yi Yir1 — Yi
pir1(y:) = (—> =0 e @ir1(Yit1) = (—) =1
Yir1 = Ui Yit1 — Yi
Isto é, o valor da fungdao no proprio né é igual a um, e no outro noé é igual a zero.

Assim, se j =i + 1, as fun¢oes interpoladoras satisfazem a condigao

1, sei=1j,
vi (y5) = (5.32)
0, sei#j

onde y; é chamado de n6 ou ponto nodal. Ficando explicita sua relacao com o delta de
Kronecker e mostrando a principal vantagem de representar v(y) pela equagao (5.30), ou

seja, como combinagao linear das fungoes de forma.

Como sera visto a seguir, essas funcoes sao definidas em cada subintervalo do dominio
do problema e, conectando-as de maneira ordenada, estabelece-se através da malha do

problema o espaco de aproximagao de fungoes.
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5.2.2 Malha e elemento

Dada uma regiao unidimensional entre a e b, que denotam as fronteiras laterais do
dominio espacial do problema, distribui-se ordenadamente N nés y; com ¢ = 1,--- /N

tais que y; = a e yy = b. Dessa forma, chega-se em

azyl<y2<y3<---<yN_1<yN:b. (533)

Cada par y; e ;41 delimita um subintervalo com comprimento dado por h; = y; 11 —;,
totalizando N — 1 subintervalos. Assim, pode-se identificar cada subintervalo como um
elemento e = 1,--- | N — 1 onde [y, Yetr1]. Essa divisdo em elementos ou simplesmente

particao descreve o que passa a ser chamado de malha do problema.

Figura 5.2: Exemplo de malha e elementos.

n Y2 T Yi—1 Yi Yit1 s YN-1 YN

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que uma funcao v quando construida sobre a malha do problema é dita linear
por partes se for linear em cada elemento ou subintervalo [y;, y;+1]. Além disso, essa fungao

v é continua e linear por partes se for linear por partes e continua em seu dominio.

Assim, com a intencao de contemplar o dominio espacial do problema, constroi-se
uma nova fun¢do v. A qual surge como uma extensao natural da funcao (5.31) para toda

a malha do problema.

Através da associacao da aproximagao linear com uma malha regular! (ndo necessari-
amente no caso geral), define-se o espaco Vyy de fungdes aproximativas continuas e lineares

por partes, isto é,
Vn = {v,v(a) = v(b) = 0,v é continua e linear por partes} . (5.34)

Notando que Vi ¢é determinado unicamente pelos valores nodais, reciprocamente,
chega-se que para qualquer valores nodais existe uma tnica funcao v € V. Portanto,

torna-se necessario definir a base nodal, como dado a seguir.

Iparticdo em que os elementos tém o mesmo comprimento h.
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Em cada no y;, define-se as fungoes de base, que satisfazem a condigao (5.32), onde

cada uma ¢é linear por partes e dada por

(Y — Yi-1 _ Y~ Y
Yi — Yi—1 hi—i ’

se Y € [Yi—1, ¥

Y — Yiy1 _ Yi+t1 — Y
Yi — Yi+1 R

) s€y € [?Ju yi-i-l] ) (535)

0, s€ey ¢ [yiflyyiJrl] .

Figura 5.3: Representacao geométrica de ¢;(y).

n Y2 T Yi—1 Yi Yi+1 - YN-1 YN

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa fungao é conhecida como fung¢ao triangular ou chapéu. Uma vez que ¢;(y) é continua

por partes, determina-se sua primeira derivada por

( 1 1 c [ ]
= ) s€ i—1, Yi] ;
Yi — Yi—1 hi—q Y it
—1 —1
i) =0 ——— =", sey€lynyinl; (5.36)
Yi+1 — Yi hi
0, sey §é [%—1, yi+1] .

Figura 5.4: Representagao geométrica de ¢ (y).

Y1 Y2 s Yi—1 Yi Yiy1 -+ YN-1 YN

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5.2.2.1 Matrizes e o vetor do problema

Escolhidas as fungoes de interpolacao como as funcoes definidas anteriormente, sao
determinados os termos que formam as matrizes M, C, K e F (que é, em particular,
um vetor). Para exemplificar considere a matriz M definida em (5.20) sem perda de

generalidade, pois resultados semelhantes sao obtidos para as demais matrizes.

Num primeiro momento, assuma por hipdtese que a desigualdade |i — j| > 2 seja

satisfeita para i,5 € {1,--- , N}. Como consequéncia
1
0

De acordo com (5.35), vé-se que a fungdo ¢;(y) esta definida em todo o dominio do
problema, embora s6 possui valores diferentes de zero em [y;_1,¥y;+1]. E, analogamente,

para funca@o ¢;(y), tem-se o intervalo [y;_1, y;4+1].

Observando que a intersecao entre esses dois intervalos nao formam outro intervalo,

entdo ¢;(y) é nula onde ¢;(y) possui valores nao nulos e vice-versa. Assim,

My, My, 0 0 e 0 0 |
M21 MQQ Mgg 0 S 0 0
0 My Mss M3y e 0 0
M =
0 0 oo My_on—g Mn_on—2 My_on—1 0
0 e 0 My_1n—2 Myn_in-1 My-an
| 0 0 0 My N1 My |

Outra caracteristica notavel estd em cada um dos elementos da diagonal principal
(1t = j) em que i = 2,--- N — 1. Sabe-se por (5.35), que ambas as fun¢oes possuem

valores nao nulos no mesmo intervalo [y;_1, y;11], entao

1 Yit1 ) Yi ) Yit1 )
M;; :/ pipi dy :/ v; dy :/ ¥i dy"‘/ ¢; dy. (5.38)
0

Yi—1 Yi—1 Yi

Ou seja, My; possui duas contribui¢oes, uma do intervalo [y;_1, ;] e a outra de [y;, yi11]-

Em especial parat = 1e¢ = N, que possuem um de seus nos sobre a fronteira do problema,
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por (5.35), tem-se

1 Y2 1 YN
My = / prp1 dy = / pidy e Myy= / onen dy = / ey dy.  (5.39)
0

Y1 0 YN-1

Agora em relagao as diagonais onde |i — j| = 1, tomando j =i + 1, chega-se
1 Yi Yi+1 Yit2
M; i = / Yit1pi dy = / viv1; dy +/ Yit1pi dy +/ wiv10; dy.  (5.40)
0 Yi—1 Yi Yit1
Porém, como ;41 é nula no intervalo [y;_1, ;] e ; € nula em [y;11, y;+2], chega-se que
1 Yi4-2 Yit+1
M1 = / Pit1p; dy = / Pit1p; dy = / Pit1i dy. (5.41)
0 Yi—1 Yi
Obtém-se um resultado analogo para outra diagonal tomando ¢ = j + 1.

No sistema nao linear (5.23), também hé a presenga do vetor F. Considerando i =

2,---, N —1, tem-se

1 Yit1 Yi Yit+1
F, = / gpi dy = / gpi dy = / gpi dy + / gi dy. (5.42)
0

Yi—1 Yi—1 Yi

Ou seja, observa-se que esta integral também pode ser dividida em duas contribuigoes.

Em particular, para i =1e 1= N, tem-se
1 Y2 1 YN
by = / g1 dy = / gprdy e Fy= / gen dy = / gen dy. (5.43)
0 Y1 0 YN-1

Assim, o vetor F' é dado por

F
Fy
F= : (5.44)

Em especifico a matriz M é simétrica, porém nao necessariamente ocorre o mesmo

para as demais matrizes do sistema. Além disso, vé-se que as matrizes sao tridiagonais.

Um dos principais resultados desta se¢ao estd em notar a vantagem que a escolha
da funcao de interpolagao linear traz para o sistema matricial. Isto é, as matrizes serao
necessariamente esparsas. Tal fato pode contribuir de forma favorével no armazenamento
computacional dessas matrizes. Além disso, ressalta-se novamente que resultados seme-

lhantes sao obtidos para todas as matrizes do sistema, exceto em relacao a simetria.
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5.2.2.2 Abordagem local e global das matrizes e do vetor

Em paralelo & secao anterior, surge a abordagem local das matrizes e do vetor do
problema, que possibilita o desenvolvimento de modelos mais praticos de construgao das
chamadas matrizes globais. Em outras palavras, trata-se de uma forma diferente de cons-
truir as matrizes do problema, partindo da construcao de matrizes menores denominadas
de matrizes locais. Para isso, muda-se a maneira de visualizar a malha do problema,

saindo de uma abordagem nodal para uma abordagem com foco nos elementos.

Como visto anteriormente a malha do problema com N nés possui N — 1 elementos,
assumindo que m = N — 1, representa-se por ¢ = 1,--- ,m cada um dos elementos dessa
malha. Observando que para todo elemento e sao necessarios apenas dois nos para sua
delimitacao, entao considera-se que cada intervalo [ye,v..1] € equivalente ao intervalo

[y$, 5], que dessa forma passa a ser identificado pelo indice e do elemento em questao.

Consequentemente, é facil notar que dois elementos sequenciais arbitrarios “e” e “e+1”

sao adjacentes e compartilham um né. Como pode ser visto na Figura 5.5.
Figura 5.5: Exemplo de compartilhamento dos noés entre dois elementos.

€ e+1

| | |
[ I 1

€ e _ e+l e+1
% Yo =Y Yg

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa maneira, torna-se necesséario organizar a relacao entre os nés locais por elemen-

tos com os nos globais, portanto, tem-se a tabela a seguir.

Tabela 5.1: Relacao de nos locais e nos globais.

Elemento e Yy Y5
1 1
2 2
3 3 4
m N -1 N

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para partir da abordagem local e chegar na abordagem global do problema, é impor-
tante observar que existe um vinculo de equivaléncia com as matrizes definidas na se¢ao
anterior. Sendo que esse vinculo é estabelecido naturalmente através das defini¢oes da

malha do problema e da fun¢ao de interpolacao.

Em relacao a fungao de interpolacao, nota-se que em cada elemento, necessariamente,

sao definidas duas fungoes de forma. De fato, dada a defini¢ao de ¢;(y) em (5.35).

Figura 5.6: Representacao geométrica das fungoes de interpolagao por elemento.

o1 (y) ©5(y)

yr € Ys
Fonte: Elaborado pelo autor.

Entao, a fungdo de interpolacdo local ¢f(y) para cada elemento e delimitado pelo

intervalo local [y, y5], é definida por

e

(. Ys—Y  Ys—Y
(y) = =2 = =2

® = , sey € i, Ysl;
1 y2 . yl he [ 1 2]
oiy) = psly) = T VI ey e s gl (5.45)
Ys —Yx he
0, sey ¢ [yf,ys] -

Onde h, = y5 — y{ € o comprimento do elemento e.

Considerando o problema aproximado através da aplicacao do método de Galerkin,

chega-se que a aproximacao local da solugao é dada por

2

Wiy, t) =Y cf(t)pf(y) para y € [y5,y5). (5.46)
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Sendo a malha do problema uma unido entre os m subintervalos [y$, y5], a solucao

aproximada do problema v"(y,t) ¢ determinada por
V. t) = v 1) (5.47)
e=1

Substituindo a solu¢ao aproximada (5.46) e suas derivadas temporais de primeira e

segunda ordem, como desenvolvido em (5.19), obtém-se

2 5 Y5 Y5
mzéﬁ/ wr dy+Zc (p2+ £%) / @is@idw/
v=1 yf yi yf

1 1

bgpy SOZ dy]

2 2 v
(Ziw?ﬁ) dy / Pl dy (5.48)
Yy

e
k=1

1
Y5 e Y5 . (2
+/ ap,’ )’ dy+/ co, o dy =/ gy; dy,
YT Y Yy

1 1 1

2 e

1 ~ [ 1 ¥

+> e = |1+ M t,—/
— ot ot

YT

coml=1,2 e e=1,....m.

Como pode ser visto no sistema (5.48), as integragoes e também suas fungdes de
interpolagao sao consideradas localmente. Assim, restringindo a anélise ao elemento e,

chega-se nas matrizes locais

e

vs ys5

05, = [ eser du (D= [ Cwelier du (i = [ el dy (549)
Y Y Y

e e
1 1

com termo nao linear local dado por

A(V(t))fu—721(t) 18 {1 / (ZCME>

Yo
/ ooiedy  (5.50)
Y

e o vetor local

e

Y2
FY :/ 9" dy. (5.51)
ye

1

Como1<[<2el<vr <2 observa-se que as matrizes locais tém dimensao 2 x 2
e o vetor local tem dimensao 2 x 1. Porém, sob o ponto de vista computacional, essa
restricao ¢ dada intencionalmente para melhorar o armazenamento das matrizes locais e

do vetor local, utilizando o fato que produto ¢, (y)ei(y) =0 se [l — v| > 2.
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No entanto, matematicamente, ressalta-se que as matrizes locais possuem dimensoes
(m+1) x (m+1). Por exemplo, tome a matriz M*¢ em rela¢do ao intervalo [y, y5]. Para
cada elemento e essa matriz s6 possui valores diferentes de zero nas linhas e colunas “e”
e “e + 1”7. Ou seja, existem m matrizes locais onde cada uma tem apenas quatro termos

nao nulos nas posicoes determinadas pelo elemento.

e e
Me,e Me,e+1

e e
Me+1,e Me+1,e+1

Me¢ (5.52)

Com um raciocinio analogo, observa-se algo semelhante para o vetor F'¢, que por sua

vez possui (m + 1) linhas.

Fe=| "¢ (5.53)

e
Fe+1

- € € € € 3 € € €
Identificando M., M¢, ., M¢,,, e Mg, ., respectivamente por M7, My,, M3, e

M3,. E, para o vetor F'°, denotando Fy e FY, |, respectivamente, por FY e Fiy. Determina-

se a matriz local e o vetor local por elemento

Me:[Mlel M162] o Fe —
Mz, M,

Iy

5.54
F (5.54)

As matrizes M, C, K globais e o vetor F' global devem possuir as mesmas dimen-
soes como descritas no sistema (5.19). Assim, a construcdo dessas matrizes do sistema
(5.48), através das matrizes locais, é desenvolvida elemento por elemento num processo

de sobreposicao, resultando nas matrizes globais.
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Por exemplo, através da matriz local M€, constroi-se

[ M, M, 0 0 .. 0 0
My (Mg + M3) M?, o .- 0 0
0 M3, (M3, + M) Mp, - 0 0
M =
0 0 . 0 Myt (Mp~'+Mpy) Mpy
0 0 . 0 0 Mz Mz

Analogamente para o vetor global F, obtém-se
Fy

Fy + F?
F3 + F}

F ot B
3

Essa sobreposigao de termos vai de encontro a analise desenvolvida em (5.38) e (5.42),
onde observou-se as contribui¢oes vindas de dois intervalos adjacentes para matriz M e o
vetor F'. Ressaltando que, embora utilizado a matriz M para exemplificagao ao longo do

texto, processos semelhantes geram as demais matrizes globais.

Por fim, definindo um sistema de coordenadas local para cada elemento por iy’ = y—y§

e o comprimento do elemento dado por h, = y5 — y{, as fungoes de forma sao dadas por
/ /
N1 Y n_ Y
e1(y) . e2(y') .

sendo as mesmas para cada elemento. E assim, suas respectivas derivadas sao dadas por

Portanto, as matrizes do problema sao construidas de acordo com essa abordagem
para serem utilizadas durante o desenvolvimento dos calculos referentes ao sistema nao
linear. Entretanto, é necessario, anteriormente, definir o método de integracao para cada

termo dessas matrizes, devidamente explicado na préxima secao.
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5.3 Quadratura de Gauss

Os termos das matrizes globais do problema sao determinados analiticamente através
de integrais definidas, porém, sob o ponto de vista computacional, torna-se necessario
escolher um método de integragao numérico. Isto ¢, um método de integragao que nao

exija a determinagao da primitiva da funcao integrada.

Para tanto, considera-se a chamada Quadratura de Gauss, que consiste basicamente

em féormulas para calcular a integral definida dada por

/ w(®) () dy, (5.55)

onde w(y) > 0 é continua no intervalo [a, b] e denominada fun¢do de peso. Aproximagoes
para esta integral podem ser obtidas respeitando uma série de propriedades detalhada-

mente descritas em Franco [16]. Assim, o valor aproximado é calculado por

b n b
[ewrwa =3 arw) con 4= [ ey 650

onde /i (y) s@o polinomios dados pela formula de Lagrange.

Para calcular uma integral usando a Quadratura de Gauss, segue-se um procedimento
onde, num primeiro momento, é determinado o polindémio ortogonal de acordo com um
produto escalar conveniente dada a fungao peso e um intervalo. Em seguida, calculando as
raizes desse polindmio ortogonal, utiliza-se as mesmas para estabelecer os polinomios de
Lagrange. Por fim, calculando cada Ay, e os valores de f(y) aplicados nas raizes, pode-se

obter a aproximacao para integral em questao.

Destaca-se que escolhas especificas de intervalo e de fun¢ao peso definem os polinémios
utilizados. Dentre as possibilidades, surgem os polinomios de Legendre, Tchebyshev,

Laguerre e Hermite, como pode ser visto em Franco [16] e Hildebrand [17].

5.3.1 Foérmula de Gauss-Legendre

Considerando a Quadratura de Gauss com funcéo peso w(y) = 1 no intervalo [—1, 1],
chega-se entao a chamada Quadratura de Gauss-Legendre. Através dos polinomios de Le-
gendre o procedimento descrito na se¢ao anterior pode ser consideravelmente simplificado,

uma vez conhecida a férmula de Rodrigues, onde n-ésimo polinémio de Legendre P,(y)
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pode ser obtido por

1 n
P.(y) = Sl (v —1)". (5.57)

E a formula para os coeficientes Ay (também chamados pesos), é dada por

2

AL = 5
(1 =) [P (yk)]

com k=12 ...,n. (5.58)

Entao, em posse desses respectivos valores e ainda as raizes do polinémio P,(y),

obtém-se a aproximacao

/ ) Ay YDA (). (5.59)

Além disso, de acordo com Burden e Faires 7], supondo que y1,9s, - , ¥, sejam as
raizes do n-ésimo polinémio de Legendre P,(y) e para todo k = 1,--- ,n os numeros Ay

sejam definidos por

1 n o
Ak:/ 1% ay. (5.60)

Sendo f(y) um polindbmio qualquer de grau menor que 2n, entao

/ )y = 30 A ), (5.61)

Ou seja, se a funcao integrada for um polindmio com grau menor do que 2n essa
aproximagao é exata exceto para erros de arredondamento. Destaca-se também a forma

diferente com que os pesos sao calculados, porém chegando nos mesmo resultados.

Naturalmente torna-se oportuno que a Quadratura de Gauss-Legendre possa aproxi-
mar integrais definidas para quaisquer intervalos e nao somente para o intervalo [—1,1].
Portanto, através de uma mudanca de variaveis, transforma-se qualquer intervalo |a, b] no

intervalo [—1, 1]. Essa transformacao ¢ dada por

_2y—a-—>b
- b—a

(b—a)t+a+b

t
2

y = (5.62)

E, por fim, chega-se na igualdade

/a () dy = / N <<b_a)t2+a+b> Sl >0
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Na literatura também é comum encontrar extensivas tabelas que contenham os pesos
Ay e as raizes dos polindmios de Legendre previamente calculados de acordo com n, um

pequeno exemplo de uma dessas tabelas pode ser vista na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Exemplo de lista com pesos e raizes dos polindémios de Legendre.

n Raizes y, i Pesos A,
2 0,5773502692 1, 0000000000
—0, 5773502692 1, 0000000000
3 0, 7745966692 0, 5555555556
0, 0000000000 0, 8888888889
—0, 7745966692 0, 5555555556
4 0,8611363116 0, 3478548451
0, 3399810436 0,6521451549
—0, 3399810436 0,6521451549
—0,8611363116 0, 3478548451

Fonte: Adaptada de Burden e Faires [7].

5.4 Sistema nao linear

Dadas as matrizes relacionadas & discretizacao espacial que foram construidas nas
secoes anteriores, torna-se possivel estabelecer o proximo passo. Destacando que algumas

dessas matrizes sao construidas especificamente para um respectivo instante de tempo.

Relembra-se que sistema em questao é nao linear de segunda ordem de equagoes

diferenciais ordinérias, descrito por

P MV (t) + CV(t) + K(V()V(t) = F(t), (5.64)
onde V() = [e1, ¢, - -+ ,en]" € 0 vetor solugo e
C=(ps+p)M+Dy, e K(V(t)=AV(t)) + A, + D.. (5.65)

Sujeito as condicoes iniciais
V(0)=uvl e V(0)=0" (5.66)

Para tanto, escolheu-se o método a-generalizado de acordo com Chung e Hulbert [9],

e com as adaptagoes dadas por Mbehou [27].
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5.4.1 Meétodo a-generalizado

Como visto nas se¢oes anteriores as matrizes M, C' e K possuem dimensoes de ordem
(m + 1), e o vetor F possui (m + 1) linhas. Entretanto, considerando as condigoes de

contorno dadas em (5.2), faz-se a imposi¢do das mesmas sobre as matrizes do sistema.

Na prética essa imposicao ¢é feita excluindo de cada matriz a primeira linha e a ultima
linha, e também a primeira e a ultima coluna. Portanto, as matrizes que sao utilizadas
no método a-generalizado possuem ordem (m — 1) e, com raciocinio anélogo para o vetor,

chega-se que o mesmo possui (m — 1) linhas.

Prosseguindo, considere o niimero inteiro N; > 0 e o namero real 7' > 0, tem-se o
passo de tempo 0 = T'/N,;. Tomando n tal que 0 < n < N;, determina-se uma partigao

uniforme para o intervalo [0,7] por {¢, | t, =nd e 0 <n < N;}.

Denotando V(t,), V(t,) e V (t,), respectivamente, por i,, 0, € v,. Chega-se em sua

forma aproximada dada por

P1Mini1—a, + Cinti—a; + K(vn)vnp1—a; = F (tni-a,) (5.67)

Upg1 = U + 6 [(1 = )iy + Ninia], (5.68)
. 5| (1 . .

Upt1 = Up + 00, + 0 5 KU + ppy |, (5.69)

onde Untl-a;sy Untl-aps Untlam € tntl-ay, qUE SUrgem na equagao (5.67), sao dados por

Unti-a; = (1 — af)vni1 + agup, (5.70)
Upt1-a; = (1 — af)Oni1 + apip, (5.71)
Un—i—l am (]_ )/Un—f—l + Oémbn, (572)
tni1—a; = (1= ap)tni + aptn. (5.73)
Naturalmente suas condigdes iniciais vém de (5.66), assim
v = vf), (5.74)
vy = vl (5.75)

E, através de (5.74) e (5.75), obtém-se aproximagao inicial #y da seguinte maneira

= [ M + 6nC + 6*uK (v0)] ™ [F(0) — Cip — K (vo) vg) - (5.76)
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Posteriormente as aproximacgoes de 9,41, Unt1 € U,11 devem ser calculadas para cada
instante de tempo t,, de acordo que as matrizes e o vetor sao atualizados. Observe
que U411 € vpy1 sao obtidas diretamente de (5.68) e (5.69), porém os mesmos dependem

diretamente do valor previamente calculado de v,,.

Em relagao a aproximagao de ,.1, por sua vez pode ser obtida em funcao de v,, ¥,

e v,. Levando as igualdades (5.70), (5.71) e (5.72) na equagao (5.67), obtém-se

p1M (1 — ) Vpg1 + anty) + C (1 — ayp) i1 + aypty)
(5.77)

K (vn) (1 = ap)vnrs + agv) = F (tnsi-ay) -

Agora, substitui-se (5.68) e (5.69) na equagao (5.77). Em seguida, isolando o termo

Up41 € rearranjando os demais termos, chega-se em

i)n+1 = {(1 - O5m)p1]\4 + (1 - af)U50 + (1 - CYf),U,(SQK}71 ’ {F(tn%»lfaf) - amle@.n ( )
5.78

= Clon+ (1= ap)(l —n)dtn] — K [Un + (1= ay)0t, + (1 — ay) (% - M) 521‘}"]} :

Portanto, utilizando (5.68), (5.69) e (5.78), e repetindo esse processo para cada ins-

tante de tempo ¢,, onde 0 < n < N, obtém-se a solugao aproximada v, 1.

Vale destacar que nas equagoes anteriores oy, iy, [t € 1) sao parametros estabelecidos
previamente para o método a-generalizado. Os quais segundo [9], determinam que o

método ¢é preciso em segunda ordem desde que

1
n= E—O{m‘i‘af, (5.79)
e incondicionalmente estavel por
1 1 1
amgaf§§ e uzz—i-é(ozf—ozm). (5.80)

Ressaltando também que se o, = 0 e oy = 0 tem-se o esquema da familia de Newmark.
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5.5 Implementacao

Levando em conta toda a conceituacao descrita nas secoes anteriores, chega-se no
momento de interligia-las na forma de algoritmos para sistematizar o calculo da solucao

do problema aproximado.

Num primeiro momento, deve-se estabelecer a malha do problema fornecendo a quan-
tidade desejada de nos espaciais e o total de passos de tempo. Além disso, informa-se
também as condigoes iniciais e condigoes de contorno que serao utilizadas para calcular a

aproximacao inicial .

Posteriormente, através da estrutura de repeticao, serao calculadas as aproximagoes

v, para cada n. Com isto, chega-se no Algoritmo 1 descrito a seguir.

Algoritmo 1: EDP do tipo misto com fronteiras fixas

Entrada: Quantidade de nés N, passos de tempo Ny, condigdes iniciais vf e v/

Saida: v,1.
inicio
Estabelecer as coordenadas dos noés yi, 49, , yn

1
h . h
5<—ﬁt, Vo Uy, Vo U

Construir as matrizes M, C, K e F para t = 0 (Algoritmo 2)
Calcule 9 utilizando as condigoes iniciais vy e 79 (Algoritmo 4)
paran=20,--- , N, faga

t, < no

tri—a; < (1 —ap)tng +agty

Construir as matrizes M, C', K e F para t, (Algoritmo 2)

Calcule o sistema para encontrar v, (Algoritmo 4)

Naturalmente, observa-se passos no Algoritmo 1 que envolvem a construcao das ma-
trizes globais e do vetor, e também a aproximacgao da solugao pelo método a-generalizado
em cada instante de tempo. Destacando que esta hierarquia dos passos nao surge de ma-
neira leviana, uma vez que para obter a aproximacao da solucao depende-se diretamente
das matrizes e do vetor. Sendo assim, considere a seguir o Algoritmo 2, responsével pela

montagem dos mesmos.
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Algoritmo 2: matrizes

Entrada: Quantidade de nés N em y; coordenadas de cada no yq, vz, - , yn;
fungdes a(y,t), b(y,t), c(y,t), g(y,t) e y(t); instantes de tempo t,, e

tn+1-a,; distancia entre os nos h; aproximagao vy,.
Saida: Matrizes globais M, C, K e vetor global F.
inicio

elem +— N —1

parae=1,--- ,elem faga
o Ve T e U
Yet+1 — Ye Yet+1 — Ye
P ——— e g ———
Yet+r1 — Ye Yetr1 — Ye

para [ = 1,2 faca
Ye+1
FY / 9(Y, tavi-a,) @7 dy
y(i
para J = 1,2 faga
Ye+1
My [ et ay
Ye
Yett / /
(Au)7 g < / we'fpl® dy para w = a(y,t,)
ye

Ye+1
(Do)7.g / we'fps dy para w = b(y,t,), c(y,tn)
ye

A 1 ~ 1 Ye+1 i , 8 Ye+1 o
4+ ———|1+M L/ cor | dy / ©reT dy
D2 (8) 7(tn) Sy e o

k=1

para [ = 1,2 faga

Frye1 = Frye1 + FF

para J = 1,2 faga

Mrie1ve1 ¢ Mrye1g4e1+ M

(Aw)rre—104e1 ¢ (AW)rre-1,74e-1 + (Aw)7 ; para w = a(y,t,)

(Dw)1+efl,,]+efl — (Dw)lJrefl,JJrefl + (Dw)?J para w = b(y7 fn)a C(ya tn)

Arve1gve1 ¢ Arfe 17161+ A?,J

C«~ M+D, e K+ A+A,+ D,
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Visto que as integrais presentes no Algoritmo 2 podem ser aproximadas através da

Quadratura de Gauss-Legendre, de acordo com o Algoritmo 3 a seguir.

Algoritmo 3: quadratura de Gauss-Legendre

Entrada: Fungao f(y); limites de integragao a e b; quantidade de pontos da
quadratura n; pesos A, e raizes y, .

Saida: Aproximacao da integral I.

inicio

jo b—aZAmkf((b—a)yn,k“‘a"—b)
k=1

2 2

Em relacao ao sistema nao linear de equacoes diferenciais ordinarias, chega-se no
Algoritmo 4, que utilizando as matrizes e o vetor oriundos da discretizagao, estabelece a

aproximacao da solugao para cada instante de tempo.

Algoritmo 4: método a-generalizado

Entrada: Parametros 7, pt, a,, € of; aproximacoes vy, Uy, U,; passo de tempo 6;
e as matrizes globais M, C, K e F; funcao p(t).

Saida: Aproximagoes v,11, Uni1, Unt1 € V.

inicio

o + [P M + 6nC + 82uK (vo)] ™' [F(0) — Cop — K (vg) o)

ijn+1 — {(1 - am)le + (1 - O‘f)775c + (1 - af)M52K}_1 ' {F(thrlfaf) - amle/vn
— Clon + (1 — ap)(1 = )00, — K [vn 4+ (1 — ay)d0, + (1 — ay) (5 — p) 6%0n] }

Vpi1 < Up + 00, + 62 [(% - ,u) Up + ,ufbn+1]

Portanto considera-se cumprido o objetivo principal desta secao, estabelecendo os al-
goritmos que compoem o problema numérico como um todo e possibilitando sua aplica¢ao

em alguma linguagem de programagao para obtencao da solucao aproximada.
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5.6 Simulacao computacional

Para realizar a simulacao computacional dos algoritmos dados da se¢ao anterior, foi
escolhido o software MATLAB, onde “MAT” e “LAB” surgem das palavras da lingua
inglesa matriz e laboratory, respectivamente. O MATLAB é um software de alto desem-
penho que possibilita a integracao de calculos numéricos com matrizes, além de possuir
recursos graficos para desenhar graficos em duas ou trés dimensoes. Sendo utilizada a

versao MATLAB R2016b.

Assim, foram feitas as implementagoes dos algoritmos na linguagem MATLAB, onde
o Algoritmo 1 esta associado a main.m, o Algoritmo 2 & matrizes.m, o Algoritmo 3 &
quadGL.m e o Algoritmo 4 & alphaGeneralizado.m. Além dos anteriores surge myfun.m,
que nao estéa associado a nenhum algoritmo porém esté encarregado de fornecer as fungoes

do problema. Todos os cddigos podem ser encontrados no Apéndice A deste trabalho.

O computador utilizado nas simulagoes possui sistema operacional Windows 10 Pro
de 64 bits versdao 20H2, com processador Intel(R) Core(TM) i3-10100F CPU 3.60GHz,
8.0GB de memoria RAM DDR4 e 512GB de armazenamento SD. Além disso, o mesmo
conta com uma placa de video AMD Radeon R5 220 com 2GB de meméria DDR3.

Destaca-se que para todas as simulagoes sobre o método a-generalizado foram tomados

os parametros a,, = % e af= %, onde

1 . 1
=——Qntar=-.
=35 1= 3

e assim, incondicionalmente estavel pois

1
e —=u>

1 +

m < op < (o — ap).

DN | —
A~ =
DN | —

Em relagao a aplicagao na equagao (5.1) com dominio 2 = (0, 1) x (0, 1), considerou-se

como soluc¢ao analitica para auxiliar nas simulagoes a funcao dada por
1
v(y,t) = —sen(my)cos(rt), (5.81)
T

que satisfaz as respectivas condi¢oes de contorno e condigoes iniciais dadas na forma forte.

Observando que (5.81) diz respeito ao problema com equagao em dominio fixo, sendo

a mesma dada pela transformagdo de dominio (4.8). Uma vez que as fungoes p; = 1 e
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p2 = 1, o dominio Q; = (a(t), 5(t)) x (0,1) com
t 2t +1
)= ——— t)= —— 5.82
a fungao que carrega a nao linearidade
1 B0/ o
M (t,s) = H+14= = — .
(t,s) =5 ('y( )+ 1+ 28) com s /a(t) <3m (5.83)
junto com wg, uy, f; foram assim tomados em [27| para que
1 t+1 t
u(z,t) = —sen (ﬁ%) cos(rrt) (5.84)

seja uma solucao analitica do problema com fronteiras moveis (4.1).

u(x,t)

0.1
0.08
0.06
0.04
0.02
0
-0.02
-0.04
1
0.8

u(x,t)
Vo

Figura 5.7: Solugbes analiticas u(z,t) e v(y, t), respectivamente.

v(y,t)

0.1

0.08

0.06

Na Figura 5.7, a esquerda, nota-se a dilatacao do dominio espacial x da funcao u(z,t)

dado por («a(t), B(t)) com a evolu¢do do tempo ¢, isto é, no dominio €

(alt), B(t)) x

(0,1). E, a direita, uma vez aplicada a transformagao no dominio §2; e chegando no

dominio © = (0,1) x (0, 1) com fronteiras fixas, observa-se a evolugao da solugao analitica

sobre dominio 2 sem dilatagdo em y para a fungao v(y,t) ao longo do tempo.

Respeitando todas as disposicoes gerais dadas anteriormente, a seguir serao apresen-

tadas trés simulagoes, onde cada uma foi realizada de acordo com uma quantidade propria

de nés N e passo de tempo 0 dado por N;. Estes valores foram escolhidos com a intencao

de comparar suas implicagoes nos graficos de acordo com o crescimento do ntimero de nos,

além disso, considera-se todas as grandezas de forma adimensional.
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5.6.1 Simulacao 1

Para a simulagao 1, foram tomados N = 8 nos espaciais e o passo de tempo § = 0.001,
dado por N; = 1000. O tempo médio de processamento do método foi de aproxima-
damente 7.82 segundos. Na Figura 5.8, podem ser comparados os graficos da solugao

aproximada e a solugao analitica.

Solugédo aproximada vh(y,t)

0.04
0.1
0.02
> 0
=
>
04 -0.02
-0.04
0 1
-0.06
05 05 0.08
y 10 t

Figura 5.8: Solugoes v, (y,t) e v(y,t), para N = 8 e § = 0.001.

Solugao analitica v(y,t)

y;t)
v(y,t)

O erro resultante para simulacao 1 estd na ordem de 107%, como pode ser visto na

Figura 5.9, onde seu valor maximo registrado foi de 0.00096996.

Erro absoluto |v-vh| 10

Figura 5.9: Erro para N =8 e d = 0.001.
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Nas figuras a seguir, sdo apresentadas os graficos de v(y,t) e v,(y,t) dada sua vista

frontal ao plano y L v ao longo da evolucao temporal para N =8 e 6 = 0.001.

01f—_sem====a 1 01F ]
0.08 b (V) 0.08 el ()

0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
> 0 > 0
-0.02 |- 1 -0.02 - 1
-0.04 - 1 -0.04 - 1
-0.06 1 -0.06 1
-0.08 [ ! -0.08 1
-01F 1 -0.1F 1
0 0‘2 0‘4 0‘6 0‘8 1 0 0‘2 0‘4 0‘6 0‘8 1
y y
Figura 5.10: ¢ = 0.001 Figura 5.11: t = 0.21

0.1} 1 0.1 1
0.08 - Bl VAV 0.08 - ooy A

0.06 [ 1 0.06 [ 1

0.04 A 0.04 | 1

0.02 | R 1 0.02 1

> 0 A > 0 \______/

-0.02 - 1 -0.02 - 1

-0.04 - B -0.04 + 1

-0.06 1 -0.06 1

-0.08 1 -0.08 - 1

01 i ‘ i ‘ A 0.1 ‘ ‘ ‘ I B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y y
Figura 5.12: t = 0.45 Figura 5.13: t = 0.55

o1y woh] | o1y W] |

0.08 ooy |4 0.08 | ooy | A

0.06 1 0.06 [ 1

0.04 1 0.04 1

0.02 1 0.02 [ 1
> 0 > 0
-0.02 -0.02
-0.04 -0.04
-0.06 -0.06
-0.08 -0.08

=011 ‘ ‘ B 0.1 ‘ ‘ ‘
0 0?2 04 0?6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0?8 1
y y

Figura 5.14: t = 0.79 Figura 5.15: ¢ = 0.999
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5.6.2 Simulagao 2

109

Para a simulacao 2, foram tomados N

16 noés espaciais e o passo de tempo
0 = 0.0005, dado por N; = 2000. O tempo médio de processamento do método foi

de aproximadamente 26.21 segundos. Na Figura 5.16, podem ser comparados os graficos
da solugao aproximada e a solugao analitica.

Solugéo aproximada vh(y,t)

Solugao analitica v(y,t)

v (v.t)

Figura 5.16: Solugoes v, (y,t) e v(y,t), para N = 16 e § = 0.0005.

O erro resultante para simulacdo 2 estd na ordem de 107%, como pode ser visto na
Figura 5.17, onde seu valor méaximo registrado foi de 0.00089822.

Erro absoluto Ev-vhl

Figura 5.17: Erro para N = 16 e § = 0.0005.
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Nas figuras a seguir, sdo apresentadas os graficos de v(y,t) e v,(y,t) dada sua vista
frontal para N = 16 ¢ 6 = 0.0005.

01 _ 01 _ |
V) 0.08 |- -y | A

0.08

0.06
0.04
0.02
> 0 >

-0.02 |- ! -0.02 1
-0.04 - 1 -0.04 - 1
-0.06 1 -0.06 1
-0.08 1 -0.08 1
01 1 01} 1

0 0‘2 0‘4 0‘6 0‘8 1 0 OiZ 0‘4 0‘6 0‘8 1

y y
Figura 5.18: t = 0.0005 Figura 5.19: t = 0.325

0.1} 1 0.1 1
0.08 - VAV 0.08 - ooy A

0.06 [ 1 0.06 [ 1

0.04 | A 0.04 | 1

0.02 | 1 0.02 1

> 0 /\ > 0 \\—-//

-0.02 - 1 -0.02 - 1

-0.04 A -0.04 + 1

-0.06 1 -0.06 1

-0.08 1 -0.08 - 1

01+ i ‘ i ‘ A 01 ‘ ‘ ‘ I 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y y
Figura 5.20: t = 0.45 Figura 5.21: t = 0.55

o1y woh] | o1y W] |

0.08 ooy |4 0.08 | ooy | A

0.06 1 0.06 [ 1

0.04 4 0.04 1

0.02 1 0.02 [ 1
> 0 > 0
-0.02 -0.02
-0.04 -0.04
-0.06 A -0.06
-0.08 - 1 -0.08

=011 ‘ ‘ B 0.1 ‘ ‘ ‘
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y y

Figura 5.22: t = 0.675 Figura 5.23: ¢t = 0.9995
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5.6.3 Simulacao 3

Na simulagao 3, foram tomados N = 64 nés espaciais e o passo de tempo § = 0.000125,
dado por N; = 8000. O tempo médio de processamento do método foi de aproximada-
mente 406.23 segundos ou 6.77 minutos. Na Figura 5.24, podem ser comparados os graficos

da solugao aproximada e a solugao analitica.

Solugao aproximada v, (y,t) Solugéo analitica v(y,t)

v (vt
Vv(yt)

Figura 5.24: Solugoes v, (y,t) e v(y,t), para N = 64 e § = 0.000125.

O erro resultante para simulacao 3 estd na ordem de 1073, como pode ser visto na

Figura 5.25, onde seu valor maximo registrado foi de 0.00112536.

Erro absoluto |v-vh| 103

-

Figura 5.25: Erro para N = 64 e = 0.000125.
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Nas figuras a seguir, sdo apresentadas os graficos de v(y,t) e v,(y,t) dada sua vista

frontal para N = 64 e o = 0.000125.

0.1F 1
0.08 - ooy A

0.1

0.08

|
- vyt |

0.06
0.04
0.02
> 0 >
-0.02 1 0.02 1
0.04 - 1 -0.04 - 1
-0.06 - 1 -0.06 |- 1
-0.08 1 -0.08 - 1
0.4 f 1 04 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
y y
Figura 5.26: ¢ = 0.000125 Figura 5.27: t = 0.3125

0.1} - 0.1 1
0.08 - VAV 0.08 - ooy A
0.06 J 0.06 - 1

0.04 - 1 0.04 - 1

| 7 I I S I R ey

0.04 1 0.04 1
-0.06 1 -0.06 1
-0.08 1 -0.08 | 1

04} 1 01} 1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

y y
Figura 5.28: t = 0.4375 Figura 5.29: t = 0.5625

0.1F 1 01F von] |

0.08 f oo vy | 008 - vy | A
0.06 1 0.06 1
0.04 1 0.04 | 1
0.02f 1 002 1

> 0 > 0
-0.02 -0.02
-0.04 -0.04
-0.06 -0.06
-0.08 1 -0.08

04 1 0.1
0 0.2 04 0.6 08 1 0 02 04 06 0.8 1
y y

Figura 5.30: t = 0.6875 Figura 5.31: ¢ = 0.999875



Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

No presente trabalho, consideram-se alcancados todos os objetivos tracados, tendo
como resultado a analise numérica e simulacao para uma equacgao hiperboélica-parabolica
com fronteiras moveis e nao linearidade do tipo Kirchhoff-Carrier, através da transforma-
¢ao do dominio mével para o fixo. A anélise numérica tornou-se possivel com a utilizagao
do método dos elementos finitos, onde foi aplicado o método de Galerkin e o método

a-generalizado para resolver o sistema temporal.

O método dos elementos finitos com aproximagcoes lineares possibilita uma aborda-
gem matricial do problema, na qual observou-se a geracao de matrizes esparsas que pos-
suem potencial positivo quanto sua alocagao computacional. Em relagao ao método a-
generalizado, constatou-se que o mesmo surge com recursos valiosos, podendo ser utilizado

em sistemas de equacoes diferenciais ordinarias lineares ou nao.

As simulagbes computacionais foram desenvolvidas através do software MATLAB, o
qual forneceu um conjunto de ferramentas adequadas para aplicacao de problemas que

envolvem matrizes e possibilitando uma visao gréafica de desenvolvimento do problema.

Em geral, notou-se que a equagao hiperbélica-parabdlica com fronteiras moveis e nao
linearidade do tipo Kirchhoff-Carrier possui, de outrora, resultados analiticos consolida-
dos. Embora, muito provavelmente pela grande quantidade de pré-requisitos conceituais,
nao se encontram a disposicao na literatura materiais que desenvolvam e apresentem
sua anélise numeérica aplicada em algum método numérico especifico. Portanto, através
da presente dissertacao, considera-se estabelecido um material que pode contribuir com

pesquisas futuras e na ampliacao dos estudos sobre o tema.
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6.2 Trabalhos Futuros

Sobre os programas desenvolvidos, observa-se a possibilidade de utilizar os recursos
disponiveis no proprio MATLAB para explorar a esparsidade das matrizes e culminar na

otimizacao do codigo computacional.

Em relacao as fronteiras do problema, destaca-se a intencao de desenvolver as simula-
¢Oes computacionais no dominio original, isto é, no dominio com fronteiras moveis. Para

isto, torna-se indispensavel a ampliagao dos estudos sobre a malha do problema.

Por fim, diretamente sobre a equagao do problema, viabilizou-se a possibilidade de ex-
pandir sua generalidade, através da inclusao do laplaciano ao quadrado e, posteriormente,

realizar sua anélise numérica e simulagoes em dominio limitado com fronteiras moéveis.
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alterar o nnumero de nos (N) e a quantidade de

%% EDP do tipo misto com fronteiras fixas - main.m
Y================—=====—=—====—=—====—=—=====—=—====—=====—=====—=====—=—=============
% Precisam estar no mesmo diretorio as funcoes:

b

% matrizes.m --> constroi as matrizes e o vetor

% myfun.m --> contem as funcoes do problema

% quadGL.m --> quadratura de Gauss-Legendre

% alphaGeneralizado.m --> resolve o sistema de EDO

b

% Neste programa pode-se

% passos de tempo (Nt).
f=======================================================================
% Limpeza de variaveis, janelas e janela de comando.

quantidade de nos
quantidade de elementos

variacao entre os nos

vetor com as coordenadas dos nos

auxiliar para solucao exata

quantidade de divisoes do tempo

variacao de tempo (delta)

t=0

auxiliar

close all; clear all; clc;
tic; % inicio do contador de tempo
A

% Discretizacao espacial

N = 16;

elem = N-1;

h = 1/elem;

x = 0:h:1;

X = linspace(0,1,200);

)

% Discretizacao temporal
Nt = 2000;

dt = 1/Nt;

% Instante t = 0

t = 0.0;

t2 = dt;

t.n = (1-0.5)*t2+0.5%t;

auxiliar 2
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% Solucao exata

v = @(t,y)1.0./pi."2.*%cos(t.*pi).*xsin(y.*pi);

% Matrizes auxiliares para graficos

xx = zeros(Nt+1,N);

xx(1,:)=x;

tt = zeros(1,Nt+1);

tt(1,1)=t;

/A

%% Condicoes iniciais

% Funcoes

vO = @(t,y)1.0./pi."2.*xcos(t.*pi) . .*sin(y.*xpi); %v
vl = @(t,y)-(sin(t.*pi) .*sin(y.*pi)) ./pi; hvt
/A

% Discretizacao das condicoes iniciais

do = vOo(t,x)"';

vO0 = vi(t,x)"';

/A

% Condicoes de contormno

do(1,:) 0.0;

do (N, :) 0.0;

/A

%% Gerando a aproximacao de a00 inicial, no caso t=0
b

[M,C,K,F] = matrizes(x,t,t,h,N,d0); % aqui tn =t = 0
/A

[dn,vn,an,a00]

alphaGeneralizado (d0(2:end-1,:),v0(2:end-1,:),
0,dt,M,C,K,F);

dM(1,:)
%
%% Loop de tempo

do;

erroMax = zeros(Nt+1,1);

for ii = 1:Nt

b

t = 1iix*xdt; % passo de tempo atual

t2 = (ii+1)*dt; % passo de tempo adiantado

t_n = (1-0.5)*t2+0.5%t; % passo de tempo auxiliar ao metodo
tt(ii+1)=t; % vetor com os tempos

xx(ii+1,:) = x(1,:); % vetor com os nos espaciais

%
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%% Geracao das matrizes M, C, K e vetor F por tempo

yA

[M,C,K,F] = matrizes(x,t,t_n,h,N,d0);

yA

%% Resolucao do metodo alfa generalizado

yA

[dn,vn,an] = alphaGeneralizado(dO(2:end-1,:),v0(2:end-1,:),
a0,dt ,M,C,K,F);

A

% Atualizando os vetores para o proximo passo de tempo

d0(2:end-1,:)=dn;

v0(2:end-1,:)=vn;

a0 = an;

dM(ii+1,:) = dO;

A

%% Grafico frontal da evolucao temporal

A

figure (1) ;

plot(x,d0, 'x-",X,v(t,X),'--','linewidth',1.1);

grid on;

xlabel('y','fontsize' ,14);

xlim ([0 1]1);

ylabel('v', 'fontsize' ,14);

ylim([-0.11 0.111);

title('Evolucao no tempo de v(y,t) e v_h(y,t)','fontsize',14);

legend ('v_h(y,t) "', 'v(y,t)"');

drawnow;

A

erroMax (ii)=max (abs(v(t,x)-d0"'));

end

time = toc;

yA

%% Gerando graficos

yA

figure (2);

surf (xx,tt,dM, 'EdgeColor','flat"')

colorbar;

xlabel('y','fontsize' ,14);

ylabel('t', 'fontsize' ,14);

zlabel('v_h(y,t) ', 'fontsize',14);

z1lim ([-0.15 0.15]);

title('Solucao aproximada v_h(y,t)','fontsize',14);

yA
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figure (3);

[X2,T2] = meshgrid(x,tt);

surf (X2,T2,v(T2,X2), 'EdgeColor ', 'flat');
colorbar;

xlabel('y','fontsize' ,14);

ylabel('t', 'fontsize' ,14);

zlabel ('v(y,t) ', 'fontsize',14);

zlim ([-0.15 0.15]);

title('Solucao exata v(y,t)','fontsize',b14);

yA

figure (4);

surf (X2,T2,abs (v(T2,X2)-dM), 'EdgeColor ', 'flat');
colorbar;

xlabel('y','fontsize' ,14);

ylabel('t', 'fontsize' ,14);
zlabel('v(y,t) ', 'fontsize' ,14);

title('Erro absoluto |v-v_h|', ' 'fontsize',b14);

yA

%% Impressao

fprintf (' ----mmm e oo \n');
fprintf ('Quantidade de nos: %i \n',N);

fprintf ('Distancia entre os nos: %f \n',h);
fprintf ('Variacao de tempo: %f \n',dt);

fprintf ('Duracao: %f \n',time);

fprintf ('Erro maximo: %1.20f \n',max(erroMax));
fprintf (' ---mmm e \n');
yA
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Codigo em MATLAB matrizes.m referente ao Algoritmo 2.

function [M,C,K,F] = matrizes(x,t,t_n,h,Nx,dO)
Y=======================================================================
% Funcao para criacao das matrizes M(t), C(t), K(t) e o vetor F(t) ou

% F(tn), logo, suas saidas sao:

/A

/) M(t), C(t), K(t), e F(t) (ou F(tmn))

b

% Para este fim, sao necessarias as entradas dos dados:

/A

% - vetor com os nos (x)

% - constante de tempo (t)

% - constante de tempo auxiliar (tn) (quando necessario)
% - variacao entre os nos em x (h)

% - quantidade de nos em x (Nx)

% - vetor aproximacao de V(t) (d0)

h

= = — m m m o e e e -

% Observacao: considerar as matrizes com a imposicao das condicoes de
% contormno.
%::::::::::::::::::::::: Funcoes do problema o= =—=—=—=——————————=—===

[a,b,c,g,gamma] = myfun(x,t);

% Inicializando vetor e matrizes globais

elem = Nx-1;

intervalo = zeros(elem,100);

M = zeros(Nx,Nx);

A = zeros (Nx,Nx);

Aa = zeros(Nx,Nx);

Db = zeros(Nx,Nx);

Dc = zeros (Nx,Nx);

F = zeros(Nx,1);

Y e
for e = 1:elem

% Inicializado as matrizes locais

M_loc = zeros(2,2); % massa

A_loc = zeros(2,2); % rigidez para nao linear
Aa_loc = zeros(2,2); % rigidez para a

Db_loc = zeros(2,2); % Dphi*phi para b

Dc_loc = zeros(2,2); % Dphi*phi para c

F_loc = zeros(2,1); % vetor

% Intervalo por elemento
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%

F
r

e

intervalo(e,:) = linspace(x(e),x(e+1));
% Funcoes de base e sua derivada, para cada elemento
N={@(X) (x(e+1)-X)/(x(e+1)-x(e));0(X) (X - x(e))/(x(e+1l)-x(e))}; %phi
dN={e(x)-1/h;@(x)1/h}; %Dphi
% Parte nao linear;
int= quadGL (@(X) ((d0(e)*dN{1}(X)+d0(e+1)*dN{2}(X))"2) ,x(e) ,x(e+1));
s = (1/gamma(t))*int;
M_fun = 5*%(gamma(t)+1+1/2%s)-10; 7 mO0 atual 20
AUX_fun = (1/gamma(t)~2)*(1+M_fun);
for I=1:2
F_loc(I)= quadGL(@(X)(g(X,t_n).*N{I}(X)),x(e),x(e+1));
for J=1:2
M_loc(I,J)= quadGL (Q(X) (N{J}(X) .*N{I} (X)) ,x(e),x(e+1));
A_loc(I,J)= quadGL(@(X) (dN{J}(X) .*dN{I} (X)) ,x(e),x(e+1));
Aa_loc(I,J)= quadGL(@(X) (a(X,t).*dN{J}(X).*dN{I}(X)),x(e),x(e+1));
Db_loc(I,J)= quadGL (@(X) (b(X,t) . *dN{J}(X) .*N{I} (X)) ,x(e),x(e+l));
Dc_loc(I,J)= quadGL(@(X) (c(X,t) . .*xdN{J}(X) . *N{I} (X)) ,x(e),x(e+1));
end % J
end % I

% Preenchimento das matrizes globais

auxA = AUX_fun*xA_loc; % matriz auxiliar
YA
for I=1:2
F(I+e-1,1) = F(I+e-1,1) + F_loc(I,1);
for J=1:2

M(I+e-1,J+e-1) M(I+e-1,J+e-1)+ M_loc(I,J);
A(I+e-1,J+e-1) A(I+e-1,J+e-1)+ auxA(I,J);
Aa(I+e-1,J+e-1) = Aa(I+e-1,J+e-1)+ Aa_loc(I,J);
Db(I+e-1,J+e-1) Db(I+e-1,J+e-1)+ Db_loc(I,J);
Dc(I+e-1,J+e-1) = Dc(I+e-1,J+e-1)+ Dc_loc(I,J);
end % J
end 7 I

end 7 el

Matrizes auxiliares
(M+Db) ;
(A + Aa + Dc);

Saidas

= M(2:end-1,2:end-1);
C(2:end-1,2:end-1);
K(2:end-1,2:end-1) ;
F(2:end-1,1);

eturn;

nd % function
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Codigo em MATLAB quadGL.m referente ao Algoritmo 3.

function [I] = quadGL(p,a,b)

% Quadratura de Gauss-Legendre com 10 pontos.
% Saida: aproximacao da integra I no intervalo [a,b].

% Entrada: funcao p e limites de integracao a e b.

X = [0.973906528517172 0.865063366688985 0.679409568299024
0.433395394129247 0.148874338981631 -0.148874338981631
-0.433395394129247 -0.679409568299024 -0.865063366688985
-0.973906528517172];

W = [0.066671344308688 0.149451349150581 0.219086362515982
0.269266719309996 0.295524224714753 0.295524224714753
0.269266719309996 0.219086362515982 0.149451349150581
0.066671344308688] ;

I=(b-a)/2*xsum(W.*xp((b-a)/2*xX+(a+b)/2));

return;

end

Codigo em MATLAB alphaGeneralizado.m referente ao Algoritmo 4.

function [dn,vn,an,a00] = alphaGeneralizado(d0,v0,a0,dt,M,C,K,F)

% Funcao para resolver o sistema de EDO's nao linear:

b

A rhol*M(t)*V''(t) + C(t)*V'(t) x K(V(t))*V(t) = F(t)
/A

% Denote as saidas por:

A

% an = V''(t);

% a00 = aproximacao de V''(0);
b von = V' (t);

% dn = V(t);

yA F = vetor F(t).

/A

% Para isto, sao necessarias as entradas:
b

A do;

% vO0;

b a0;

A dt e a variacao do tempo;
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% as matrizes M, C, K e o vetor F.

%

% Onde M(t), C(t), K(V(t)) e F(t) sao as matrizes que surgem da discre-

% tizacao espacial.

Y=======================================================================
% Parametros do metodo alpha generalizado

eta = 0.5; % eta = 1/2

mu = 0.25; % mu = 1/4

am = 0.5; % alfa_m = 1/2

af = 0.5; % alfa_f = 1/2
Y=======================================================================

% para a00

aux0 = rho_1*M + dt*eta*C + (dt~2.0)*mu*K;

aux0Inv = auxO\eye(size(aux0,1));

a00 = aux0Inv*(F - C*xv0 - K*d0);

% para an

aux = (1-am)*rho_1*M+(1-af)*etaxdt*C+(1-af)*mux*x(dt~2)*K;
YA

an

(aux\eye(size(aux)))*(F-am*rho_1*M*xa0-C*(v0+(1-af)*(1l-eta)
*dt*a0) -K*(d0+(1-af)*xdt*vO0+(1-af)*(1/2-mu)*(dt"~2)*a0));

vn = v0 + dt*((l1-eta)*ald + etax*xan);

dn = d0 + dt*v0 + ((dt)~2)*((1/2 - mu)*a0 + mu*an);

return;

end

Codigo em MATLAB myfun.m encarregado de fornecer as fun¢des do problema.

function [a,b,c,g,gammal] = myfun(y,t)

% Funcoes a, b, c, g e gamma do problema hiperbolico-parabolico

% v_tt + v_t -1/gamma(1+M)v_yy - (a*xv_y)_y + b*v_yt + c*v_y =

% m_0 atual = 20

a = 0(y,t)-1.0./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) ./(t+1.0))."2.x(-t.*x1.0./...

(t+1.0) .72+1.0./(t+1.0)+y.*(t.*1.0./(t+1.0).72-3.0./(t+1.0)

+...
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(t.*2.0+1.0) .%1.0./(t+1.0).72)).72+1.0./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+...
1.0)./(t+1.0)).72.%x1.0el;

b = @(y,t)(t.*x1.0./(t+1.0).72.%-2.0+2.0./(t+1.0)+y.*x(t.*1.0./(Ct+...
1.0).72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) .*1.0./(t+1.0).72) .%2.0)./...
(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) ./(t+1.0));

c = @(y,t)(-t.*x1.0./(t+1.0).72+1.0./(t+1.0)+y.*x(t.*1.0./(t+1.0)...
.72-3.0./(t+1.0)+(t.%2.0+1.0) .*1.0./(t+1.0).72))./(t./(t+1.0)+...
(t.*x2.0+1.0) ./(t+1.0))-(t.*1.0./(t+1.0) ."3.%-2.0+1.0./(t+1.0)...
.72.%2.0+y . x(t.%1.0./(t+1.0) .73.%2.0-1.0./(t+1.0) ."2.%6.0+...
(t.*2.0+1.0) .x1.0./(t+1.0).73.%2.0))./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) ...
/(£+1.0));

g = @(y,t)-cos(t.*pi).*xsin(y.*pi)-(sin(t.*pi) .*sin(y.*pi))./pi-...
cos(t.*pi).*sin(y.*pi).*x(1.0./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0)./...
(t+1.0)) .72.%(-t.*1.0./(t+1.0) .72+1.0./(t+1.0)+y.*(t.*x1.0./...
(£t+1.0) .72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) .*1.0./(t+1.0).72))."2-...
1.0./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) ./(t+1.0))."2.%1.0el)+(cos(t.*xpi)...
.*kcos(y.*xpi) .*((-t.*1.0./(t+1.0).72+1.0./(t+1.0)+y.*(t.*x1.0./...
(t+1.0) .72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) .*1.0./(t+1.0)."2))./(t./...
(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) ./(t+1.0))-(t.*1.0./(t+1.0) .73.*%-2.0+1.0./...
(t+1.0) .72.%2.0+y.*x(t.*1.0./(t+1.0) .73.%2.0-1.0./(t+1.0) .7 2.%...
6.0+(t.*2.0+1.0) .%1.0./(t+1.0).73.%2.0))./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+...
1.0)./(t+1.0)))) ./pi-(cos(y.*pi) .*sin(t.*pi) .*(-t.*1.0./(t+1.0)...
.72+1.0./(t+1.0)+y . *(t.*1.0./(t+1.0) .72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+...
1.0) .%x1.0./(t+1.0).72)) .%2.0) ./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0)./...
(t+1.0))+cos(t.*pi) .*sin(y.*xpi) . *1.0./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+...
1.0) ./(£+1.0)) .72.%((t.*5.0) ./(t+1.0)+(t.*1.0el1+5.0) ./(t+1.0)+...
(1.0./pi."2.%cos(t.*pi)."2.%(5.0./4.0))./(t./(t+1.0)+(t.*2.0+...
1.0)./(t+1.0))-4.0)+(cos(t.*pi) .*cos(y.*pi).*1.0./(t./(t+1.0)+...
(t.*2.0+1.0) ./(t+1.0)) .72.x(-t.*1.0./(t+1.0) .72+1.0./(t+1.0)+...
y.*x(t.*1.0./(t+1.0).72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) .*x1.0./(t+1.0)...
.72)) . x(t.x1.0./(t+1.0).72-3.0./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0) .*1.0./...
(t+1.0) .72) .*%2.0) ./pi;

b

gamma = Q@(t)t./(t+1.0)+(t.*2.0+1.0)./(t+1.0);

b

return;

end



