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Resumo

Os gliomas sao tumores cancerigenos malignos no cérebro e responsaveis por 50%
dos casos de cancer primario no cérebro humano. Possuindo uma combinacgao de rapido
crescimento e invasibilidade, o glioblastoma possui altas taxas de fatalidade com o tempo
médio de sobrevida de um ano. Os mecanismos que governam a invasao sao mal compreen-
didos, além disso, a agressividade do tumor com a incapacidade das terapias convencionais
de obterem melhora significativa no tempo de vida dos pacientes torna esta categoria
de tumor conveniente a novas abordagens terapéuticas e novos meios de se obter um
melhor planejamento do tratamento. Fazendo o uso de um modelo matematico continuo
que descreve os comportamentos dispersivos da invasao celular, o objetivo deste trabalho
¢é através de simulacoes computacionais avaliar o crescimento do glioma em resposta a
radioterapia, usando o cldssico modelo radiobiolégico linear-quadratico, fracionando a dose
em partes iguais e ministradas com intervalos de tempo iguais.

Baseado nos modelos de Stein (2007), para invasao e migragao de células, e Rockne
(2008), para radioterapia, o modelo é uma equacao diferencial parcial do tipo Reativa-
Advectiva-Difusiva (RAD). Nessa equagao foram aplicadas diversas inovagdes como mi-
gracao de células tumorais por adveccao, termo reativo nao linear e aplicacao de doses
terapéuticas diferentes em regioes especificas do tumor. Além disso, a equagao foi testada
para condicoes iniciais diferentes. Através dos métodos de diferenca finita foi feito simu-
lagOes computacionais para equacao RAD. Foi empregado o método de Crank-Nicolson
para difusao, e o esquema upwind foi empregado para advec¢ao, e uma diferenca direta de
primeira ordem foi utilizada para a proliferacao e invasao das células.

Por fim, os melhores resultados relacionados a concentracao de células tumorais,
didmetro do tumor e concentracdo méaxima de células tumorais, apos 80 dias, foram para
o esquema de fracionamento de dose DOT 5 dias e suas variagoes, e os piores resultados
foram para o esquema de fracionamento de dose DOT 35 dias e suas variagoes.



Abstract

Gliomas are malignant brain cancer tumors and account for 50% of primary human
brain cancer cases. Possessing a combination of rapid growth and invasiveness, glioblastoma
has high fatality rates with a median survival time of one year.The mechanisms governing
invasion are poorly understood, furthermore, the aggressiveness of the tumor with the
inability of conventional therapies to achieve significant improvement in patient lifespan
makes this category of tumor convenient to new therapeutic approaches and new means of
achieving better treatment planning. Making use of a continuous mathematical model that
describes the dispersive behaviors of cell invasion, the aim of this work is through computer
simulations to evaluate glioma growth in response to radiotherapy, using the classical
linear-quadratic radiobiological model, fractionating the dose into equal parts and delivered
at equal time intervals. Based on the models by Stein (2007) for cell invasion and migration,
and Rockne (2008) for radiotherapy, the model is a partial differential equation of the
Reactive-Advective-Diffusive (RAD) type. Several innovations such as advection migration
of tumor cells, non-linear reactive term, and application of different therapeutic doses to
specific regions of the tumor were applied in this equation. Furthermore, the equation was
tested for different initial conditions. Using finite difference methods, computer simulations
were performed for the RAD equation. The Crank-Nicolson method was employed for
diffusion, and the upwind scheme was employed for advection, and a first-order direct
difference was used for cell proliferation and invasion.

Finally, the best results related to tumor cell concentration, tumor diameter, and
maximum tumor cell concentration after 80 days were for the DOT 5 days dose fractionation
scheme and its variations, and the worst results were for the DOT 35 days dose fractionation
scheme and its variations.
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(Glossario

ADN : Acido Dexorribonucleico

CFL : Courant-Friedrichs-Lewy

DIT : Dias em terapia

DOT : Dias de tratamento

EDF : Equagao de Diferenca Finita
EDM : Equacao Diferencial Modificada
EDP : Equagao Diferencial Parcial

L-Q : Modelo Linear Quadratico
RAD : Reativo-Advectivo-Difusivo
RD : Reativo-Difusivo

TLE : Transferéncia Linear de Energia
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Capitulo 1

Introducao

Cancer é um termo que abrange diversos tipos de doencas malignas com a comum
caracteristica de crescimento celular desordenado, que podem invadir tecidos adjacentes

ou drgaos a distancia [1].

Além disso, o cancer pode ocorrer em qualquer regiao do corpo humano. Sendo que,
alguns orgaos sao mais suscetiveis do que outros; e cada o6rgao, pode ser acometido por
diferentes tipos de tumor, podendo a agressividade ser alta ou baixa [2]. As variedades
de tipos de cancer correspondem aos diversos tipos de células corporais. Denomina-se de
carcinomas os tipos de cancer que comecam em tecidos epiteliais, como pele ou mucosas.
E chama-se de sarcomas os tipos que o ponto de partida sao os tecidos conjuntivos, como

ossos, musculos ou cartilagem.

Demais caracteristicas que distinguem os diversos tipos de cancer entre si sdo a taxa
de proliferacao (velocidade de multiplica¢do celular) e a capacidade de invadir tecidos e

6rgaos vizinhos ou distantes, denominada como metéstase [1].

1.1 Gliomas

Os gliomas sao tumores cerebrais difusos e altamente invasivos que representam cerca
de 50% de todos os tumores cerebrais primarios [3]. Dentro desta porcentagem, 23%
sdo a forma mais maligna do tumor, o Glioblastoma Multiforme [4]. O diagnéstico para
pacientes com gliomas depende de diversos fatores, incluindo o tipo histolégico e o grau
de malignidade, a idade e o nivel de neurologico funcional do paciente. Entretanto, o
grau de malignidade inclui ao menos dois fatores: taxa de proliferacao e a invasibilidade,

que sao estimados histologicamente, porém, praticamente nunca definidos com precisao.
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Diferentemente dos tumores solidos, nos quais, uma simples expansao exponencial ou
geométrica representa a expansao de volume (equivalente ao ntiimero de células do tumor),
gliomas consistem em células méveis que podem, além de proliferar, também migrar [3]. De
fato, a invasibilidade dificulta a definicdo da taxa de crescimento classico como a duplicacao
de volume no tempo, mesmo no caso ideal, onde pelo menos duas varreduras (Tomografia
Computadorizada, Ressonancia Magnética) sao analisadas em diversas vezes sem que o
tratamento intervenha. A fronteira entre tumor e tecido sadio nao é agucada e o ntimero de
células no tecido sadio ¢ dificil determinar. Certamente novas formulagbes mateméaticas sao
necessarias para gliomas, ja que ¢ impraticavel medir a taxa de crescimento ou determinar
a infiltracdo espaco-temporal dos gliomas necessario para aplicar os resultados de décadas

de investigacoes de formulagoes mateméticas de outros canceres [3].

Assumindo que o tempo médio de sobrevivéncia de um glioma nao tratado de grau
elevado varia de 6 messes a 1 ano (Swanson et al.[3]), e que mesmo os gliomas de crescimento
lento raramente podem ser curados por ressecao radical, é evidente que os gliomas sao de
fato biologicamente malignos. Em geral, nao estao encapsulados, e mesmo os ependimomas
aparentemente encapsulados nao sao trataveis por resse¢ao simples [5]. Estas observagoes
encaixam com o fato das células individuais de glioma serem altamente modveis, com a
capacidade de invadir a maioria do eixo neural de ratos em menos de uma semana apés a
implantacao, sendo viaveis mesmo a longas distancias da lesdo em massa nos seres humanos
[6]. Além disso, os gliomas podem apresentar uma proliferacao a taxas muito elevadas

com tempos de duplicacao que variam até 1 semana in vivo.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é, aplicando-se o método de diferencas finitas sobre o
modelo Reativo-Advectivo-Difusivo baseado no modelo de Stein et al.[4] para invasao e
migragao de células, junto com o termo que descreve o efeito da terapia no glioma, descrito
por Swanson et al.[7], analisar o crescimento do tumor glioma em resposta ao tratamento
via radioterapia usando o classico modelo radiobiolégico linear-quadratico, fracionando a

dose em partes iguais e ministradas com intervalos de tempo regular.

1.2.1 Objetivos especificos

Através dos objetivos gerais previamente expostos, seguem neste presente trabalho os

seguintes objetivos especificos:
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 Discretizar a equagao de Reacao-Advecgao-Difusao (RAD) para simular o crescimento

tumoral utilizando o método de diferencas finitas;
e Analisar a estabilidade do método numérico por meio da anélise de von Neumann;
e Analisar a consisténcia do método numeérico;
o Implementar c6digo computacional para obter a solucao numérica da equagao RAD;

o Verificar a metodologia proposta a partir da simulacao do crescimento do glioma em
resposta a radioterapia, e compara-la com os resultados de Stein et al.[4] e Swanson
et al.[7].

1.3 Estrutura da dissertacao

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 é
feita uma breve fundamentacao tedrica sobre a histéria da modelagem matematica do
crescimento de tumores, sobre radioterapia e sobre o modelo de crescimento de células
tumorais a ser empregado. Ja no Capitulo 3 é exposta uma discussao a respeito de algumas
abordagens para o problema. Foi feita uma descricao detalhada do método das diferengas
finitas e desenvolvido a resolucao da equacao do crescimento tumoral sobre a influéncia da
radioterapia, primeiramente com o método de Crank-Nicolson no termo reativo-difusivo
e método upwind no termo advectivo. No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados
obtidos, bem como uma analise dos mesmos, e no Capitulo 5 encontram-se as conclusoes

do trabalho e algumas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Esse capitulo é estruturado em duas partes, na primeira sera apresentado uma breve
historia sobre modelagem do crescimento tumoral e sobre a radioterapia, na segunda parte

sera abordado o modelo de crescimento de células tumorais desenvolvido nesse trabalho.

2.1 Uma breve histéria sobre a modelagem matematica
do crescimento de tumores

Pesquisas sobre cancer sdo um terreno fértil para formulacdo de modelos matematicos,
comecando por um conceito simples de crescimento exponencial de um tumor sélido que
duplica de tamanho a uma taxa constante. De acordo com Swanson et al.[3], este conceito
foi empregado por Collins, Loeffler e Tivey[8], que aplicou em tumores malignos em
humanos, especificamente na metastase estudada por uma simples técnica de radiografia
em série do térax. Kusama et al.[9] entao correlacionou o tempo de sobrevivéncia apos
ressecao radical de cAncer de mama com a taxa de crescimento exponencial. A introdugao
do crescimento logistico permitiu a desaceleragdo em estagios posteriores como as células
tumorais superaram seu suprimento de sangue, produzindo necrose central. A simplifi-
cacao definitiva deste padrao se torna matematicamente linear com a fina superficie das
células tumorais viaveis ao redor do ntucleo necrosado que cresceu essencialmente em duas

dimensoes. Isto também foi aplicével a cistos epidermoides simples [10].

Segundo Swanson et al.[3], reconhecendo que as células tumorais podem se espalhar
fora da massa grosseiramente visivel, invadindo localmente e/ou metéstase a distancia, e
que células tumorais nao sao imortais, o conceito matematico necessariamente se torna

mais complexo do que originalmente provido de um simples modelo de tumor sélido.
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Deisboeck et al.[11], sugeriram que os tumores cerebrais se comportam como comple-
x0s biossistemas dinamicos e auto-organizados e usaram visualizagoes e simulagoes de
computadores envolvendo técnicas de modelagem e processamento de imagens baseadas
em agentes. Esse trabalho tem algumas aplicacoes em culturas celulares, mas ainda nao

pode ser adaptado para gliomas reais encontrados em pacientes.

Assim, os estudos experimentais e analises tedricas voltaram-se para cinética celular, na
qual a fracdo de crescimento e o ciclo celular cinético figuram extensivamente (especialmente
para fase-S da sintese de Acido Desoxirribonucleico (ADN) e a taxa de incorporacio de
timidina tritiada e posteriormente bromodeoxiuridina). Swanson et al.[3] também cita
o trabalho pioneiro de Steel[12], que levou a muitas mudangas na anélise de citometria
de fluxo. Steel[12] formulou alguns conceitos nas suas equagoes como potencial e real
duplicacdo volumétrica no tempo, ciclo celular e tempo de sintese de ADN, mitdtica
e indices de rotulagem, perda de células e fragdo de crescimento. Com estes estudos,
rapidamente tornou-se evidente que havia uma ordem de magnitude diferente entre os
tempos envolvidos nas defini¢oes de células e a cinética bruta: entre horas a alguns dias

para células individuais e muitos dias até messes para tumores brutos.

2.2 Uma breve histoéria sobre a Radioterapia

A radioterapia surgiu no final do século XIX apds as descobertas dos raios-X, por
Roentgen em 1895 na Alemanha, e do rddio, por Marie e Pierre Curie em 1898 [13],
posteriormente, Henri Becquerel, professor da escola Politécnica de Paris, descobriu a
radioatividade natural. Apds isso, houve a producao de elementos radioativos artificias que,
juntamente com aprofundados conhecimentos de estrutura atémica e nuclear determinaram

a evolugao da radioterapia ao longo do século XX [14].

A radioterapia foi um dos primeiros tipos de tratamento contra o cancer, tendo sido
realizado o primeiro tratamento com sucesso em 1898. Nessa época utilizavam-se doses

elevadas em um unico tratamento, o que resultava em complicagoes [13].

Estudos clinicos realizados entre 1920 e 1940 procuraram avaliar os efeitos da radiagao
nos tecidos. Assim, iniciou-se o fracionamento de dose. Em 1952, o primeiro tratamento
com uma unidade de cobalto-60 foi realizado, e em meados dos anos 50 foi desenvolvido
aceleradores lineares para tratamento dos tecidos mais profundos e menos dispersao de

radiacao para os tecidos normais.

Segundo Sousa[15], na radioterapia, a utilizacdo dos conceitos da radiobiologia permitiu
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desenvolver planos otimizados para os tratamentos oncolégicos no que diz respeito: dose
total, nimero de fragoes, tempo total do tratamento, probabilidade de controle tumoral
(Tumour Control Probability - TCP ) e probabilidade de complicagbes no tecido normal
(Normal Tissue Complication Probability - NTCP).

2.3 Modelo de crescimento de células tumorais

Os modelos continuos dependem de equagoes diferenciais para expressar a dinamica
de crescimento em taxas de variacao de varias quantidades de interesse. Para explicar os
diferentes comportamentos do tumor de geometria esferoidal (adotada por simplicidade) e
das células invasoras, Stein et al.[4] propos modelar o niicleo do tumor como uma esfera
que aumenta em raio a uma taxa constante, v., e libera células invasivas a uma taxa, s, e
proliferagdo g. O embasamento desta proposta é que para tumores com raio menor que
0,5 mm o crescimento ¢é linear e para raios maiores o crescimento é exponencial e, por fim,
o tumor para de crescer. Portanto, células em prolifera¢iao e/ou invasivas precisam ser

modeladas separadamente, pois exibem comportamentos drasticamente diferentes.

O comportamento das células invasivas, u(r,t), segundo Stein et al.[4]:

0 t
ué:’ ) _ D.V%qugu (1 — umax> - vV, u +s6(r — R(t)) (2.1)
Difusao células deixando o tumor  células do niicleo

crescimento logfstico
onde R(t) = R, + v.t.
e R(t) = raio de crescimento das células proliferante no tempo t.
» 1 = coordenada radial do tumor (cm).
e R, = raio inicial (cm).
» v, = taxa de crescimento radial do nicleo do tumor (cm/h).
e D = taxa de difusdo constante (coeficiente de difusao) em (cm?/dia).
« g = taxa de crescimento intrinseco (coeficiente de proliferagao) em (1/dia).
« v = taxa na qual as células migratoérias se afastam do ntcleo do tumor (cm/dia).
+ s = taxa de liberacao de células invasivas pelo nicleo (células/(cm? dia)).

¢ Umqe = concentracio maxima de células tumorais (células/cm?)
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Para estimar gz, assumi-se que o volume de uma célula tipica é de 1200 mm?, como

é para células tumorais EMT6/Ro. Assumindo que metade do volume do esferoide é

composto de células tumorais, a concentragio maxima € e, = 4,2 x 108 células/cm? [4].

Apesar da releviancia do modelo de Stein et al.[4] para descrever os diferentes compor-
tamentos das células proliferantes e invasoras, o modelo s6 é suficiente para descrever o
crescimento do glioma sem tratamento. Assim adota-se uma progressao natural e l6gica
de estender o modelo de modo a incluir os efeitos da radioterapia como tratamento para

este tipo de tumor.

Propoem-se com a radioterapia introduzir um novo termo a equagao (2.1) modificando
o modelo de Stein et al.[4], e por questoes de simplicidade foi feito s = 0 ignorando os

efeitos do termo fonte da equagao (2.1). Portanto, para o caso unidimensional tem-se,

ou d%u ou u?
- = a5 Vo + gu—g—— — Az, t)u (22)
ot ox Ox Umaz —
N~~~ S—— S~ — Perda de células
Taxa de variagdo da Difusdo celular ~ Migragdo celular  Proliferagio celular para terapia

concentracdo celular

onde A(x,t) representa o efeito da radioterapia no local x no instante t. Serd utilizado o

modelo linear-quadrético (L-Q) por ser amplamente conhecido e aceito [16, 17].

Embora a radioterapia possa ocorrer de varias formas, o mecanismo fundamental
para morte celular é a transferéncia linear de energia (TLE) [16]. Particulas altamente
energizadas sao emitidas a partir de uma fonte radioativa que ioniza os atomos que
compoem o ADN, causando danos, manifestados como ruptura da dupla fita do ADN. A
lesao do ADN torna a célula incapaz de se reproduzir, uma vez que a transcriptagao sera

impossivel.

Visto que, TLE se baseia numa colisao entre uma particula de radiagao energizada
e a cadeia de ADN de uma célula, existe uma incerteza inerente na medicao do efeito
da radiagao, presumindo a morte da célula. Embora o modelo linear-quadréatico possa
ser derivado de varias maneiras, foi utilizado a derivacao proposta por Sachs, Hlatky e
Hahnfeldt[18], em que mostra que para uma populagao celular clonogénica N, a fragao
sobrevivente N /Ny pode ser expressa como uma soma de contribuigao lineares e quadraticas
para o logaritmo da fra¢do sobrevivente conforme mostrado na equacao (2.3).

In (]]\\f;> = —aD — BD? (2.3)

onde D ¢ a dose total administrativa, Ny e N sao populacoes celulares antes e depois

da terapia, respectivamente, e o e [ sao parametros a serem medidos. Permitindo-se
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expressar a fracao S de células cancerigenas sobreviventes apds a radioterapia como

S =exp (—aD — BDQ) (2.4)

O modelo L-Q, relaciona a dose fisica em unidades de Gray (Gy) que é a absorvigao
de um joule (J) de energia de radiacdo por um quilograma de matéria, para uma dose

efetiva (sem unidade) através da seguinte relacao [7, 17]:

dose efetiva = aD + BD?.

A fim de evitar efeitos téxicos no tecido normal, a dose total é fracionada em d = d(x, t)
implicitamente definida espacial e temporalmente, durante todo o tempo tem-se a propor¢ao
o/ constante. Assim defini-se a fragao sobrevivente, S, das células-alvo apdés uma dose

por fracdo d como a seguinte quantidade:

S(a,d(x,t)) = exp (—ad — ﬁd2> (2.5)

e S = ¢é a probabilidade de sobrevivéncia das células cancerigenas.

o d(z,t) = representa a dose fracionada definida no espago e tempo.

e a = um parametro de sensibilidade, proporcional a dose utilizada (Gy™!).
« 3 = proporcional ao quadrado desta dose (Gy™2).

e «a/f = sensibilidade do tecido ao fracionamento da dose.

Um alto valor de oo implica em elevada suscetibilidade a terapia, enquanto um baixo

valor de o implica em baixa suscetibilidade.

Segundo Swanson et al.[7], estabelecido a probabilidade de sobrevivéncia, S, em fungao
do pardmetro de sensibilidade a radiagao « e a distribuicao de dose fracionada d(z,t), a
probabilidade de morte celular representa-se por (1 — S) e pode-se incorporar os efeitos de

qualquer protocolo de tratamento de radiacdo no modelo como segue:

ou 0%u ou u?
i D@ — Vg + gu — gumax — Ao, d(z,t))u (2.6)
onde:
0 t & terapia
Ala, d(z,1)) = 7 terap (2.7)

1 —S(a,d(z,t)) t € terapia
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Dessa forma, o termo que se refere a radioterapia é descrito na equagao (2.7). Sendo
assim, portanto, o termo A(a, d(x,t)) é zero quando nao ha terapia, pois, existe probabili-
dade das células tumorais serem mortas, por outro lado, A(«a, d(x,t)) é 1 — S(a,d(x,t))
quando ha terapia, por ser a probabilidade das células nao sobreviverem. Realcamos que
o0 termo terapia expresso na equacao (2.7) pode ser descrito como o conjuntos de dias em

que ocorre tratamento por radioterapia.

2.3.1 Modelo adimensional

No caso unidimensional o dominio espacial é dado por = € [0, L], onde L é o compri-
mento deste dominio. Seja a equacao do crescimento tumoral (2.6) escrevemos em sua
forma adimensional introduzindo as varidveis adimensionais z = /L, t=tg, u=u [ Umaz-
Desta forma, tem-se como dominio espacial, z € [0, 1]; como dominio temporal, t € [0, gt;],

e cada termo da equacao (2.6) é transformado em:

Transformacao temporal:

ou_oudi _ ou_ o .
or otot Jor ~ "mIor |
Transformacgoes espaciais:
%_@@_l@_uwﬂ@ (29)
dr  9xdx Lox L 0z '
2 2, 92 1 92 2~
Ou w0t 1 0°U  Upas 07U (2.10)

0z2 02202 L2032  L? 02’
Portanto, aplicando as transformagoes (2.8),(2.9) e (2.10) na equagao (2.6) obtém-se:

OU  UpmaeD 0?0 Uppaz¥ OU

tmeefop T o2 T L o

+ Unaz gl — Upap JU° — UmazUA (o, d(T, 1)) (2.11)

Assim,
ou D 0*u v ou _ Ala,d(z,t))
du P ou v ou - Aant) 2.12
TR gLa:f;+“< g ! (2.12)
D
Finalmente, chamando D* = ﬁ, vt = ;}J e
- 1 t ¢ terapia
Ao, d(z,1)) = 1— d(z,t
1— S(a,d(z,1)) t € terapia
g

obtém-se a equacao adimensionalizada para concentragao por unidade de comprimento
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das células tumorais, sem a notagao barra para facilitar o uso:

ou LO0Pu  Ou .
E:D 32 Y %—FU(A (a,d(z,t)) —u) | (2.13)

2.4 Deposicao e distribuicao de doses de radiacao

Como o modelo proposto e desenvolvido nesta pesquisa trabalha com tratamento via
radioterapia deve-se definir um padrao de tratamento e distribuicao de doses. Para fins de
comparagao escolhe-se 0 mesmo padrao de tratamento definido por Swanson et al.[7], o

atual protocolo de radiagao do Centro Médico da Universidade de Washington.

Segundo Swanson et al.[7], o protocolo determina 7 semanas de tratamento usando
uma programacao de 5 dias com terapia e 2 dias sem terapia. Além de uma regidao e tempo
de reforco para os dias finais, com uma dose méxima total de 61,2 Gy no leito do tumor.
Para simplificar, assume-se que todas as simulagoes de tratamento comecam segunda-feira
para que os 5 dias consecutivos de terapia possam ser aplicados antes de ser implementado
o periodo de repouso de 2 dias. A adicao do tempo e regidao de reforco faz a distribuicao

de dose ser uma funcao de tempo e espago.

Seguindo a convencao de Swanson et al.[7] defini-se o regime terapéutico como os dias
em terapia (DIT), enquanto o nimero de dias em que a radioterapia foi efetivamente
aplicada sdo os dias de tratamento (DOT). Assim, por exemplo, DIT 35 dias implica
em DOT 25 dias. No caso de DIT nao ser divisivel por 7, o DOT ¢é arrendondado
para o nimero inteiro mais significativo. DIT foi considerado como eventos individuais,
independentes e instantaneos, cada um ocorrendo no dia de tratamento. Entretanto, na
realidade, o tratamento dura vérios minutos por dia. E feito esta suposicio, pois é coerente
com as muitas derivagoes do modelo L-Q, e ndo apresenta abstracao extraordinaria dos

mecanismos modelados [7].



Capitulo 3

Metodologia

Nessa secao apresenta-se a metodologia empregada no trabalho. Inicialmente, deduz
que o método das diferencas finitas, o qual visa encontrar aproximagoes das equagoes
diferencias que satisfaca a relacdo entre véarias derivadas em uma regiao do espago e/ou

tempo, com as condi¢oes de contorno deste dominio [19].

Em seguida ¢ feita a discretizacdo da equagao RAD da seguinte maneira: o método de
Crank-Nicolson ¢é usado para difusao e a diferenciagdo upwind ¢é utilizado para advecgao.
Com auxilio das diferencas finitas de segunda ordem sao discretizado as condigoes de
contorno, e por fim, é construido e solucionado um sistema de equagoes lineares através

do software MATLAB®.

3.1 Deduzindo a aproximacao por Diferencas Finitas

Suponha que se deve deduzir uma aproximacao para u'(Z) baseado apenas em valores
de u e um numero finito de pontos préximos de x. Um modo de deduzir as féormulas
utilizadas nos métodos de diferencas finitas é através das séries de Taylor e, utilizando-se

o método dos coeficientes indeterminados [19].

Teorema de Taylor:
Suponha que f € C"[a,b], que f*V) exista em [a,b] e que ¢ € [a,b]. Para todo

x € [a, b], existe um nimero £(x) entre zq e z tal que f(z) = P,(x) + R,(z), onde

Pya) = flan) + flao)e —a) + T g LI e g
Pa(a) = 3 T (0 g (32)

k=0
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fTHE()

Fnl) = (n+1)!

(x — x0)" T (3.3)

No teorema acima, P,(x) é chamado polinémio de Taylor de grau n, a série infinita
obtida pelo limite de P,(z) quando n — oo é chamado de série de Taylor de f em z( e

R, (x) é chamado resto (ou erro de truncamento) relativo a P,(z) [20].

Suponha um dominio onde os contornos possuem o fluxo zero, ou seja, = ( para o

oz
primeiro e ultimo né do caso unidimensional.

As derivadas no contorno podem ser aproximadas a partir do conhecimento de apenas
trés pontos da fungao. Suponha-se uma aproximagao unidimensional para «’(x) baseado
em u(z),u(x + Ax),u(z + 2Az). Logo, a derivada pode ser aproximada da seguinte
maneira:

gz ~ a1u(x) + asu(x + Ax) + agu(r + 2Ax) (3.4)

onde Z é a posigao do no, os valores de u(z + Ax) e u(x 4+ 2Azx) sao aproximados por série

de Taylor da seguinte maneira:

w(Z 4+ Az) = u(z) + Azu/ () + AmQ "(x) + Ax3 "(z) + O(Az?) (3.5)

e
w(ZT 4 2Az) = u(r) + 2Azu' () + Ax2u"( )+ Ax?’u"'( )+ O(AzY). (3.6)
Ao substituir as equagoes (3.5) e (3.6) na equagdo (3.4) tem-se:
2 3
gz ~ (a1 + a2 +az)u(z) + (ag + 2a3) Azu' (Z) + (az + 4;3)Ax u"(Z)+ (az + 86ag)Ax u"(Z)
(3.7)

Avaliando-se os trés primeiros pontos, deve haver trés restrigoes para os coeficientes
indeterminados. Além disso, para obter precisao de segunda ordem na derivada primeira
deve-se fazer as seguintes restrigoes: (a;+as+az) =0, (ag+2a3)Az = 1, (ag+4az)Ax? = 0.

Desta forma, tem-se o seguinte sistema com trés equacoes e trés incognitas:

a; +ag +as = 0
as +2a3 = 1/Ax (3.8)
a2+4a3 =0

Deve-se exigir que para ordens superiores os coeficientes sejam zero, entretanto como

existem apenas trés incognitas aq, as e as, nao se pode, em geral, esperar satisfazer mais
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do que trés condigoes. Portanto a solugao do sistema linear é:

3 2 1
METoAy T A BT oA

2Azx’ Az’ (3.9)

Ao substituir a solu¢ao (3.9) em (3.4), a aproximagao de diferengas finitas para a

derivada primeira, com segunda ordem de precisao ¢ dado por:

0 1
871:; ~ E[—Bu(i) + 4u(x + Az) — u(z + 2Ax)] (3.10)
em notacgao indicial:
ou 1
9~ AL [=3U; + 4U; 41 — Uio] (3.11)

Desse modo, para outras ordens, tem-se as seguintes diferencas finitas:

ou UM - Uk
071; — # Avancada no tempo, (3.12)
Pu Uiy —2U; + Ui,
83;2 - AZI?2

Centrada 2% ordem, (3.13)

Ou  =3U; + 4Ui1 — Uipo
or 2Ax

Avangada 2% ordem, (3.14)

@ 33U —4U; 1+ Ui
or 2Ax

Atrasada 2® ordem. (3.15)

3.2 Resolugao da equagao Reagao-Advecgao-Difusao (RAD)

Seja
ou 0%u ou
G _ pr Y T A . QO
5 52~V +u(A*(a,d(z,t) —u) x€
(3.16)
w(w,0) = Uy, a2 0 z € 09
) — Vo, o -

uma equacao de Reacao-Advecgao-Difusao (RAD) que representa a concentra¢ao por
unidade de comprimento das células tumorais que se soluciona através dos métodos

numéricos. Para isso é considerado um termo da equacgado por vez.

Considera-se que no momento t = 0, ha células invasivas presentes, e a concentracao

inicial é u(x,0) = Up.



3.2 Resolugao da equagdo Reagdo-Advecgao-Difusdo (RAD) 27

Os métodos de diferengas finitas utilizados na equacao (2.13) sdao: o método de Crank-
Nicolson que é usado para difusao, e a diferenciacao upwind é utilizada para advecgao, e

uma diferenca direta de primeira ordem é usada para a proliferacao e invasao das células.

O dominio é discretizado em uma malha regular, em intervalos de Ax e At para o
espaco e tempo, respectivamente. Representa-se o nimero de pontos na malha numérica
pela varidvel espacial M e temporal T. A ordem da matriz U} é igual a M + 1, portanto,

a malha numérica possui o total de (M + 1) x T pontos.

Defini-se o passo espacial Az adimensionalizado como

1
Az = —
YT M

E o passo temporal At adimensionalizado como

At =

e

Ainda, na definicdo das varidveis, para criar as coordenadas dos ndés da malha, sao
definidos dois vetores = e t, com valores regularmente espacados do intervalo Ax e At
respectivamente, previamente calculado. Assim, para pontos (z;,t;) tem-se a seguinte

malha:

N 1,2, M1,
emer 0 (3.17)
te=kAt k=12 ..T

3.2.1 Solugao do termo difusivo-reativo através do método de
Crank-Nicolson

Na analise numérica, o método de Crank-Nicolson é usado para resolver numericamente
as equacoes diferenciais parciais parabdlicas. O método é de segunda ordem no espacgo
e implicito no tempo. Além disso, utilizando-se das diferencas centradas no espacgo, e a
regra trapezoidal no tempo. Por fim o método de Crank-Nicolson é numericamente estavel

e frequentemente aplicado a problemas de difusao ou similares.

Seja a parte difusiva reativa (nao linear) da equagao (3.16) dado por

—=D"— 4 u(A"—u) (3.18)
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onde

Ao d(et) = ¢ ¢ terapla (3.19)

| — L=Sleded) 4 ¢ gerapia

A equagao (3.18) é do tipo difusdo-reagao, é justamente o modelo de Swanson et al.[7]

para o crescimento tumoral em resposta a radioterapia.

Segundo Aggarwal[21], chamando o termo nao linear de S(u) = u(A* — u) pode-se
usar o método implicito de linearizagcdo no tempo que, em vez de linearizar S no

espaco iterativo, uma expansao em série de Taylor sobre o nivel do tempo conhecido é

a5\ (ou\"
(k+1)y — (k) - -
S(u®+) = S(u )+<6’u> (m) At

empregada.

(k+1) iy (9N ¢ by L w

+1)y o +1)

Sy = S(u )+<8u> (u u )
S(u(k+1)) _ u(k)(A* . u(k)) + (A* B Qu(k)) (u(kJrl) B u(k))

onde o indice k é o passo no tempo.

De acordo com a metodologia de Aggarwal[21], aplica-se 0 método de Crank-Nicolson

com primeira ordem no tempo e segunda ordem no espaco da seguinte forma:

Uik+1 _ Uzk B D*

1
((Uky =20 + UL + (UER = 208 + UMY )+ (SUFT) + S(UF))

At 2Ag? 2
(3.21)
D*At
UF = Uf = 55 (U = 2UF + UE, + URY = 2UF + USY) +
At
S (kA — (U + UFAT = 20FUE T (UF)
D*At
Ukt gk = —— (Uﬁ+1 —2Uf + UF | + UFH — 2UF ! + U{iﬁl) -
20x* N (3.22)
5 (UFA" + U A" — 20U
D*At At
Chamando A = AL eT = - tem-se
U —Uf = N (Ufy —20F + UE + U =20 + U +
(0% S /) (3.23)

7 (Uf A"+ U AT — 20U
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U =UF = NUS L —20Uf MU AU =2 U AU +r AU+ r AU =20 U U
UFH = AUES 20U =AU = AU 420 UF U = UFAAUS =200 AU S+ AUF

— AU 4 (1 +2) — TA* + 27Uf) U — NUER' = NUE + (1 =20 + 7A") U + \UE,

—ANUFHY 4+ P(URYUFY — \UESY = \UF | + QUF + \UF (3.24)

onde P(UF) =1+2\ —7A* +27UF e Q = 1 — 2\ + TA*.
3.2.1.1 Contorno

Fazendo o uso das aproximagoes avangada (3.14) e atrasada (3.15), respectivamente

tem-se:

Primeiro né:

—3UF 44Uy — UF N —3UF + 4U% — U}

2 2Nz 2Nz =0
—3Ur T 4+ AUy - Ut | 83U +4US U
4Ax 4Azx
—3UFH H AUt U5 (=3UF + 405 - UF)
4Ax 4Azx
—3UF 44U — U = 3UF — 4UY + U (3.25)
Ultimo né:
1 [=3Uy, +4Uy" — Uy, N 33U, +AUS, —US ] 0
2 2Ax 2Ax B
—3UHL + AUyt — Uty N —3UN1 + 408 — Upyy _ 0
4A\x 4Ax
—3UHL + AUt — U’““ _ (=3Ujpy +4UN —Ujy )
4Azx 4Azx

—3UNH +4Us — U, = 3U%,., — AUy, + Ul (3.26)
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O vetor com as incognitas a cada passo de tempo é dado por

Uf (U]
Uf Ut
k U;H—l
uk=| ° Ut = | 77 (3.27)
o Upt
_U]]&—i-l_ _UZ]\C/[trll_

A equacao (3.18) foi simplificada para uma forma linear através do método implicito de
linearizacao no tempo. Portanto, obtém-se da discretizagao pelo método de Crank-Nicolson
um sistema linear formado pelas equagoes (3.24), (3.25) e (3.26) de cada né do problema
unidimensional em cada passo de tempo, podendo ser solucionado diretamente. Conhecida
uma aproximacao U*, o método define U**! como sendo a solucdo do sistema linear da,

equacao matricial definida da seguinte formas:
AU*! = b* onde b* = EU* (3.28)

com A e E matrizes tri-diagonais:

3 4 10 0 0 0
A PUY) —Xx 0 0 0 0
0 —x PWUH —x 0 0 0
A= (3.29)
0 0 0 -\ PUY) —A 0
0 0 0 0 XA PUY) -\
0 0 0 0 1 4 3
e | | ]
4 0 0 0 0
A QA 0 0 0
A Q A 0 0 0
E=|: . o oo (3.30)

00 0 X Q X\
00 0 0 XA Q A
00 0 0 —1 4 -3

Na equacao (3.28) deve-se compreender que primeiro se realiza a multiplicagao da
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matriz dos coeficientes E com o vetor solucdo U* e depois se soluciona o sistema linear

através do software MATLAB®.

3.2.2 Adicao do termo advectivo através da diferenciagao upwind

A equagao a ser solucionada nesse trabalho é do tipo Reagao-Advecgao-Difusao,
conforme mostrado na equagao (2.13). Na Segao 3.2.1 solucionam-se os termos reativos e

difusivos dessa equacao, agora sé falta o ultimo termo advectivo.

Seja
F(u) = FD<U) + FA(U) (331)
onde F'(u) é a equacao de Reagao-Advecgao-Difusdo, Fp(u) é a parte reativa difusiva ja
0
solucionado pelo método de Crank-Nicolson, equagao (3.18) e Flq(u) = 8—7: +v*a—u o termo
x

advectivo a ser solucionado por diferencas finitas.

Para isso, utiliza-se o esquema upwind que se refere a uma classe de métodos numéricos
de discretizagdo para a resolucdo de problemas que envolve equagoes diferenciais parciais
hiperbdlicas. Ao empregar o esquema foi feito o uso das varidveis “contra a corrente” para
calcular as derivadas em um campo de fluxo, ou seja, aproxima-se as derivadas utilizando

um conjunto de pontos que tendem a ser contrarios a direcdo do fluxo.

Seja
ou L,ou
—_— = =) —
ot ox
tem-se - i 3 N
U’i - Uz — —U* U’L - Ui*l U* > O
At Axr -
k+1 _ 7k E o _ [k
Ui Uz — —U* Uz—i—l Uz ’ U* < 0
At Ax

Utiliza-se a aproximacao com ponto espacial ©— 1 quando a velocidade v* tem sinal positivo,
logo, a solugao se propaga para a direita do ponto i, sendo assim, i — 1 é o ponto “contra
a corrente”. Quando a velocidade tem sinal negativo, a solucao se propaga para esquerda,
logo, o ponto espacial ¢ + 1 é o ponto “contra a corrente”. Pode-se elaborar uma forma

compacta ao esquema upwind definindo dois operadores:

vt = max(v*,0) e v~ =min(v*,0). (3.32)

Combinado os operadores definidos na equagao (3.32) obtém-se uma forma compacta
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para o esquema upwind.

Uik—H - Uzk + Uzk - Uzk—l — Ullj—l - Uzk
= (Am > -0 (Am > (3.33)

A estabilidade do esquema é garantida quando a condigdo de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) é satisfeita, ou seja:
v* At
Ax

<1

A escolha do método é devido a sua estabilidade e simplicidade de uso, e também pelo
fato que aproximagoes centradas de segunda ordem podem apresentar oscila¢oes esptrias
para equagoes convectivas. O uso do esquema upwind resulta em calculos numéricos com
menos oscilagoes nos arredores da descontinuidade. Entretanto, o método tem algumas
desvantagens. A precisao de primeira ordem é altamente difusiva. Isso significa que, em
uma fun¢do no tempo, a descontinuidade original no instante ¢ = 0 é estendida, além disso,

resultados numéricos mostram uma variagdo monétona (sem oscilagoes) e indesejavel [22].

Com a devida aproximagao para Fy4(u), através do esquema upwind, obtém-se F'(u)

da justaposigao de Fp(u) e Fa(u).

ou 0*u ou
T pr A —
o =D Vg Tud Y
Fazendo-se uma combinagao linear dos resultados obtidos nas equagoes (3.21) e (3.33),

obtém-se:

Ukl Uk D
At  2Ax2 <(

+; (Uik;A* UM A QU;@UZkH) _ ZJ; (Uf — Uf_1> — Z; (Ui’fH — Uf)

Uilj-l - 2Uzk + Uik—1> + ( i]:-—i?ll - 2Uik+1 + Uz]ti_ll))
(3.34)

UMY = UF = X((Uf, = 2UF + U + (URS — 208 + UFY)

(3 7

7 (UFA" + UF A" = 2UFUFY) + 0t UE  + (v = vt UF =0 U,

(3

DAt At vTAt . vTAt . ‘
SAgz T gV =R, eV = i, temsse:

Fazendo A\ =

UFtY — UF = \US = 20UF + NUE | + AUER — 20U + AUF
+TAUF + T AU = 20 UFUSY + 0 U + (v =) UF = v UL,
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U = NUSH + 20U = XU — 7 AU 4 20 UFU =

UF+ AUy = 20U + AUE, + 7 AUF + 04 UF + (v =o' ) UF =0 UF,
“AUES 4 (142X = 7A" 4 20U ) UFF = MUK =
A+ + (1= 20+ 74" —v" + 07 UF + (A =07 UE,

—\UMY + P(URYUFTY — \UFS = STUE. | + RUF + S7UE, (3.35)

onde P(UF) = 1+2\ —7A* +27UF, R=1-2\+7A* —vF +v7, ST =X+vhe
ST=A—-v".

Por fim, vale ressaltar que as condigoes de contorno se mantiveram as mesmas da
Secao 3.2.1.1. A partir das discretizagoes mostradas nas equagoes (3.25), (3.26) e (3.35)

forma-se um sistema linear com as equagoes de cada n6é do problema unidimensional:
AU =pF  onde b* = EU* (3.36)

com A sendo a matriz dada na equacio (3.29) recursiva, a qual depende dos valores U¥,
e E matriz de coeficientes constantes conforme a equacao (3.37), ambas sdo matrizes

tri-diagonal.

3 -4 1 0 0 0 0
St R S~ 0 0 0 0
0 St R S 0 0 0
E= | . o o (3.37)
0 0 0 St R S 0

0 0 0 St R S

0 0 0 -1 4 -3

Na equagao (3.36), primeiramente determinam-se os valores da matriz A que dependem
de U*, em seguida, soluciona-se o lado direito da equacio a determinar os valores do vetor

b e, finalmente, soluciona-se o sistema para encontrar os valores de U**!.

3.3 Analise de estabilidade

Ao tratar de problemas transientes, ou seja, dependentes do tempo, faz-se necessério
que erros oriundos das aproximagoes e discretizacoes estejam controlados, de forma a nao

influenciar a solugao numérica [23].
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Para analisar o crescimento do erro numérico e se obter as condigoes pelas quais serao
atenuados utiliza-se o método de andlise de estabilidade de von Neumann, comumente
utilizado para analisar a estabilidade de problemas lineares em que as condigoes de contorno

podem ser omissas ou negligenciadas [23].

Considere o modelo RAD, equacio (3.16), segundo Fontana[24], a diferenga entre a
solucdo exata da equagdo diferencial parcial (U,) e a solugdo numérica (U,) pode ser

escrito como:

e=U,—-U, (3.38)
essa variavel representa o erro de discretizagao da equacao RAD.

Antes de prosseguir com o método de estabilidade de von Neumann, deve-se analisar
a equagao discretizada (3.35), nela observa-se que o lado esquerdo da equagao possui uma
dependéncia implicita com UF devido & presenga do termo P(U}). Deve-se recordar que o
método de von Neumann analisa a estabilidade de equagoes lineares, o que deixa de ser
verdade para a equacao discretizada em relagao ao tempo. Para contornar este problema
utiliza-se a seguinte aproximacao linear, para o termo dependente P(UF) = P(U?) = P.
Assim, portanto, “congelando” P(UF) no tempo, esta técnica é denominada de método do

coeficiente congelado [25, 26, 27]. Dessa forma, reescreve-se a equagao (3.35) como:

— UM + RUFT = NUER = STUF | + RUF + S7UL, (3.39)

2 7

agora, substitui-se a equagao (3.38) na solugdo numérica discretizada na equagao (3.39):

et 7

ST (Uek,z‘—1 + 6?-1) +R (Uekz + Ef) +57 (Uf,z'ﬂ + Efﬂ)

M (UE ) + R (UST el) - A (U el =

Admitindo que a discretizagao seja consistente, a solucao exata deve satisfazer a

equacao discretizada. Portanto, simplifica-se a equagao como segue:

— A+ Pyt — AefH = STl |+ Ref + S57€l, (3.40)

Segundo Fontana[24], a equagao (3.40) pode ser utilizada para estimar o erro em cada
ponto. O método de von Neumann considera que o erro pode ser expresso como uma

decomposicao em série de Fourier assumindo uma dependéncia exponencial com o tempo:

M+1

€(z,t) = Z etk
m=1
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, . . mm , ,
onde a ¢ uma constante arbitraria, k = T m=1,2,3..M + 1 é o nimero de onda e

M = L/Az, sendo L o comprimento total em z.

Como a equagao do erro (3.40) é linear, pode-se substituir qualquer um dos termos da
série de Fourier, uma vez que o erro é uma combinacao linear dos termos da série. Isto
significa que o comportamento de cada termo da série ¢ o mesmo que da série como um
todo, ou seja, todos os elementos vao ou divergir ou convergir [24]. Assim considere um
unico elemento

e(x,t) = e etk

relacionando com a forma discretizada da equagao:

k _ _at _ikx k  _ _at ik(a—Ax k at ik(z+Ax)
e; =eve ek | = edteihla—Ar) € = eve (3.41)
Eerl — 6a(tUrAt) ezkx iﬂjl a(t—i—At) eik’(a:—Aa:) fil ea(t+At)€zk:(:B+Ax) (342)

Substituindo a equagao (3.41) em, (3.40) se obtém:

_)\ea(t—i-At) eik(x—A:c)+Poea(t-i-At)eik:L‘_)\ea(t+At)eik(x+Az) Steat zk’ —Azx) +R€at zkr_|_S e ik(z+Ax)

)\ (ea(tJrAt)eik(a:fAm) + ea(t+At)€ik(:Jc+A:v)) + Poea(tJrAt)eikx _
et (S—l—eik(m—Aac +Se zk(w—l—Aac)) + Reat zk:v

_)\eaAteateikm (e—ikAa: + eikAa:) + P eat alt zkz — eat ikx (S+ —ikAzx + S—ezkAaj) + Reat ikx

Simplifica-se a equacdo dividindo ambos os lados da igualdade pelo fator e*e’*®  assim

obtém-se,
_)\eaAt (e—ikAx + eikAac) + PoeaAt — S—I—e—ikAx + S—eikAac +R

onde # = kAx, tem-se:

usando a relagao 2 cos(6) = (eikAx + e*imm)

_)\eaAt (2 COS(@)) + PoeaAt — S+€—ikAJ: + S—eikAx +R

"2 (Py — 2\ cos(f)) = R+ StTe AT 4 §m¢ikAe
R L Ste-ikAe 4 G- ikAx

Py — 2\ cos(0)
lembrando que R = 1 — 2\ + A*(a,d(x,t))T —vF + v, By = 1+ 2\ — A*1t + 27U°,
StT=A+vTeS =\—v, tem-se:

G = eaAt —

(3.43)

R+ (>\ + V+) e kA + ()\ _ Vf) etkAz

¢= Py — 2\ cos(0)
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B R + )\efik’Ax + V+efikAx + )\eikA:(; _ erikA:r
B Py — 2\ cos(0)
R+ 2\ COS(Q) + ]/+€*Z'kA:E _ erikA:v
Py — 2\ cos(0)
=22+ A — vt v +2Xcos(f) +vte ™ + ve®
B 142X\ — A*1 +27U° — 2\ cos(6)
1—(2\ — A*1 —2Xcos(0)) — vt +v™ +vFe ™ + v e
1+ (2\ — A*1 — 2)\ cos(0)) + 27U°
1—(2A (1 —cos(f)) — A*T) + (1 - ew) v — (1 - e‘ia) vt
1+ (2A (1 —cos(9)) — A*7) 4+ 27U°
_1—-F(0)+H(0)
T 1L FO) + U

G

G:

G

G:

G:

(3.44)

onde F(0) = 2A(1 —cos(0)) — A*(a,d(x,t))r, U* = 27U°, H(f) = (1—¢?)v~ —
(1 — e_ig) vt

Para que a solucao numérica seja estavel ao longo dos passos de tempo, é necessario

que o erro numérico de solucao diminua a cada passo, ou seja,

k+1
7

[

1

Valor absoluto de G = <1

onde G é chamado de fator de amplificacdo do erro. Utilizando a defini¢do (3.41) em
termos da série de Fourier tem-se:
a(t+At) ikz
e e
G=——=c¢€

eateik:p

alAt

Portanto, ao utilizar a expressdo (3.44) obtida para et

<1

1— F(0) + H(6)
‘1+H@+W

11— F(0) + H(0)| < |1+ F(8) + U*| (3.45)

A partir da equagdo (3.45), tem-se, primeiramente, U* > 0, ou seja, sempre hd
concentragao de células, e segundo, o maior valor de A*(«a, d(x,t)) = 1. Agora deve-se
analisar H(0) e F'(0) para determinar quando a func¢do é maior ou igual a zero dentro do

intervalo de 0 até 2.

Para H(6) tem-se,
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(1 — ei(’) v — (1 — e_w) vt >0

Caso v* > 0, entao v~ =0
—(1—e" >0
—v* + e >0
pre > o
e >
mas e~ = —isen(f) + cos(f) entdo

—isen(f) + cos(f) > 1
considerando apenas a parte real temos,
cos(f) > 1
6 > arccos(1)

0 > 2nm n=0,1,2,3,..

Caso v* <0, entao v =0
(1—€%* >0

vt —ve >0
_ute >y
i< 1,
mas € = isen() + cos(f) entdo
isen(d) + cos(f) > 1
considerando apenas a parte real temos,
cos(f) <1
0 < arccos(1)

0 <m(2n-+1) n=20,1,23,..

Para F'(6) tem-se
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F(6) >0

2A (1 —cos(#)) —7>0

2A (1 —cos(0)) > T
T
_ >
1 —cos(f) > o
-
<1
cos(f) <1 o

-
0 < 1——
_arccos( 2)\)

Portanto, para valores de 6 < arccos <1 — 27—)\) é garantido que a inequagao (3.45) é

sempre positiva.
Na Figura 3.1 mostra-se o grafico do fator de crescimento (3.45) para o modelo
reativo-advectivo-difusivo.

Estabilidade do método (RAD)
0.1025 T T T T

0.102 [

0.1015 -

0.101 [

0.1005 -

0.0995 -

G (Fator de amplificagéo do erro)

0.099 [

0.0985 -

0.098 [

0.0975
0

Angulo (rad)

Figura 3.1: Fator de crescimento do erro |G| para equagdo RAD 1D.

3.3.1 Consisténcia

Ao avaliar a estabilidade do método de diferencas finitas também é importante verificar
a sua consisténcia. De acordo com Neto, Valda e Lopes[28], uma equagao de diferenga
finita (EDF) é dita consistente com uma equagao diferencial parcial (EDP), se a diferenga
entre a EDF e a EDP, ou seja, o erro de truncamento desaparece conforme o espagamento

Ax da rede tende a zero, ou seja, refinamento da rede nodal.
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A técnica para avaliar a consisténcia envolve uma equagao diferencial parcial que
é resolvida por diferencas finitas. A equacao obtida é chamada de equagao diferencial
modificada (EDM). Segundo Neto, Valda e Lopes[28], a EDM é determinada expressando
cada termo da equacao de diferencas finitas em uma série Taylor. Tendendo os espagamentos

a zero, por consequéncia, a EDF sera transformada em uma EDP.

Para analisar a consisténcia da equacao de diferencas finitas dada por
— \UMY + P(URUFT = NUSH = STUF, + RUF + 57U, (3.46)

onde P(UF) =142\ — 7A*(a, d(x,t)) + 27UF, R =1 =2\ + 7A*(a, d(,t)) — vt + v,
* +
St At S = A—p, A= DAL e vA

e vt = é necessario fazer as seguintes
expansoes por série de Taylor, como segue:

2A 2 Ax

ou  Ax?0*u
Ui]fi-l = u<xi+17 tk) = U(l‘i, tk) + Axgl’ + E?
U T2 0u
U = u(wi, ty) = u(wi, t) + PN e O(A#?)
ot 2! Ot? 5 A2 52
U U U
UikJrJrll = w(Tip1, tpyr) = (s, ty) + Ata + Aa:a—J: + ?@Jr
Ax? 0%u 3 3
' du Bu A2 5%
k+1 _
U = u(@io, tyr) = u(w, te) + Ata - Ax% + 7ﬁ+
Az? 0%u

- - - 3 3
5 g3 T O(AF) + 0(Aa)

+ O(Az?)

(3.47)

Substituindo a equagao (3.47) em (3.46), obtém-se

ou ou  At?0*u  Az?d%*u 3 3
Y (u(mi,tk) + At% — Axa—x + 5 BT + 5 907 + O(At’) + O(Ax )) +

ou  At? 9*u
k . et = " 3
+P(U}") <u(xz,tk) + At : + STRRIE + O(At )) +

AQ 2 AQ 2
Ju | pGOu A0 x8“+0(At3)+0(m3)>: (3.48)

- (u(x“t’“) TG A T e T o
ou  Ax?0*u

ou  Ax?0%*u

— 3
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Ju ou  At?0%*u  Ax? 0%u 3
—A( (wz,tk)+AtE_A or " 2 o A oz 2+O<At )+ 0A) >+
) ou  At?0*u 3
+ (142X — 7A" + 27u(x;, 1)) <u<xi7tk) + Ata * T@ OR) |+

ou ou  At?20%°u  Ax?0%*u
S\ <u(mi,tk) —i—AtE —i—Axa—x + 5T 9 + SR

ou  Ax?d%u
+ ) -
(/\—l—l/ )(u(xz,tk) Axam o a2
+<1—2)\+7‘A* v +V) u(w;, ty)+

+ ()\ - 1/_) (u(wi,tk) + Ax@ + A—xi O(Ax3)>

)
+ O(A#?) + O(Ax?) ) (3.49)
e9)

Ox 2! Ox?

Para resolver a equacao (3.49), primeiro deve-se expandir os termos P(UF), R, St e
S~ da equagao (3.48), segundo, agrupar cada termo que dependa de A, vt e v, depois,
simplificar os elementos provenientes da série de Taylor e, por fim, substituir os valores de

A\, vT e v, e simplificar cada termo. Assim, obtém-se:

0*u _(0u Ax?d*u
D* <82 + O(Ax )) — v <83§ + 7@ + O(A$2)> +
ou  Az?d%u ou At 0%u
+( Odu  Ar"o'u _du  AQArou 2
+v ( o + S 92 + O(Ax )) + u(x;, ty) Ala, d(z, 1)) 5 o o2 O(At")+
ou  At* 9*u ,
—u(xl-, tk) (u(a:z, tk) + Atafgj -+ 7@ + O(At3)> =
(3.50)
Para Az — 0 e At — 0, tém-se:
LPu o 0w L0 ou 5
32V 5 8?+u(x,t)A(oz,d(x,t)) o U 0
2
O D T o) 2 (e, 1) Al d, 1)

ou_ o
ot ox? ox

que é justamente a equagao difusiva-advectiva-reativa (3.16). Portanto, conclui-se que, se

a EDF (3.46) ¢é consistente e estavel, portanto o método é convergente.
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3.4 Simulacao do crescimento do glioma em resposta a
radioterapia

Foi simulado o crescimento e tratamento de um tumor virtual com uma variedade de
horarios de tratamento e distribuicoes de doses, bem como se investigou as diferencas na
resposta utilizando métricas diferentes. A simulacao é baseada nos resultados prescritos
por Swanson et al.[7] e Silva et al.[20]. Os parametros computacionais durante a simulagao
sao: o numero de nés na malha M = 1400, o passo espacial Ax = Lz /M = 0,014 e o passo
temporal At = 0,0011. Os seguintes parametros do modelo de crescimento do glioma

foram utilizados:
o Raio inicial, Ry = 1,41 cm;
o Taxa de difusdo constante, D = 3,9 x107° cm?/dia
» Taxa de proliferacao, g = 0,0453/dia;
o Parametro de sensibilidade a dose, o = 0,0305 Gy~ !;
o Parametro de sensibilidade do tecido ao fracionamento da dose o/ = 10;
 Limite de concentragao celular, ., = 4,2 x10% células/cm?;

o Taxa de migracao celular, v = 0,01 cm/dias.

Além disso, foram considerados 5 cendrios possiveis para a probabilidade de sobrevi-
véncia das células cancerigenas, equagao (3.54). O primeiro caso (padrao) a regiao (¢t =0
e k = 1), o segundo caso (¢t = 0,2 e k = 0,4), o terceiro (¢ = 0,2 e Kk = 0,8), 0 quarto
(t=0,5ex=0,4) e o quinto (¢t = 0,5 e k = 0,8). Cabe realgar que ¢ e k sao valores

percentuais da margem de seguranca e dose fraciondaria, respectivamente.

Nas simulagoes em resposta a radioterapia, deste trabalho, obtém-se trés resultados
relevantes que sao a distribuicao da concentragao, o crescimento do didmetro, a concentragao
maxima do tumor temporalmente. Com base na Secao 2.4, durante a simulagao sao
considerados os esquemas de fracionamento conforme os trabalhos de Swanson et al.[7] e
Silva et al.[20], pois ha resultados para serem comparados e sdo titeis para validagao do

modelo descrito na Se¢ao 3.2.2.

Esquema de fracionamento:

e DOT = 0 dia —Nao ha tratamento.
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DOT = 1 dia —Dose de 60 Gy aplicado em um unico dia e 4,2 Gy de reforco

administrada no dia seguinte.
DOT = 3 dias —Dose de 20 Gy aplicada em 3 fragoes diarias sem reforco.

DOT = 5 dias —Dose de 12,2 Gy aplicada em 5 fracoes diarias e 3,2 Gy de reforco

administrada no sexto dia.

DOT = 10 dias (2 semanas de tratamento) —Dose de 6 Gy aplicada em 5 fragoes

diarias a cada semana, sem dose de reforco.

DOT = 15 dias (3 semanas de tratamento) —Dose de 2,8 Gy aplicadas diariamente
na primeira semana; Dose de 3,5 Gy administrada diariamente na segunda semana;

Dose de 6,5 Gy aplicadas diariamente na terceira semana; sem dose de reforco.

DOT = 25 dias (5 semanas de tratamento) —Dose de 2,0 Gy aplicadas diariamente
na primeira semana; Dose de 2,9 Gy administrada diariamente na segunda e terceira
semana; Dose de 3,0 Gy aplicadas diariamente na quarta semana e doses de 2,0 Gy

na quinta semana; sem dose de reforgo.

DOT = 35 dias (7 semanas de tratamento) —Dose de 1,8 Gy aplicados diariamente

durante todos os cinco dias de cada semana; sem dose de reforgo.

Foi considerado nestas simulac¢oes as prescri¢coes de doses tinicas e diarias, mencionadas

na Se¢ao 2.4, ou seja, dose maxima no total de 61,2 Gy + 5% administrada durante 5 dias

da semana, com os fins de semana livre.

3.4.1 Simulacao dos modelos unidimensionais (1D)

Nesta simulagao sao utilizados os modelos adimensionais e unidimensionais apresenta-

dos nas equagoes(3.16) e (3.18) assumindo as seguintes condigoes iniciais:

Primeiramente, uma distribuicao normal das células tumorais

uy (z,0) = LPe 100D [, =920 ¢m (3.51)

onde L é o comprimento do dominio.

Esta condicao inicial é a mesma utilizada por Swanson et al.[7] e Silva et al.[20].

Segundo, é uma condicao inicial proposta neste trabalho, consistindo em uma funcao

linear por partes. A ideia é avaliar o comportamento do modelo para uma condigao inicial
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diferente de uma distribuicao.

se 0 <z <ux, (3.52a)
— L

( zmzar) (x —xm) + Uy se Ty, < < 1 (3.52Db)

us(z,0) = —

’ L - z . .

( miar > (x —x;) + Limiar se x; <z <, (3.52¢)

Ty — T,
0 se x> x, (3.52d)

onde, para as concentracoes tem-se Limiar = 0,6126 x L3, Uy = Limiar x e'00(-41/L)*

U, = 0, enquanto para as posic¢oes, sao z,, = 0,6 cm, r; = 1,41 cm e x, = 2 cm. A

u
condigao de contorno para x = [0, L] é i— = 0, por ndo haver metastase [7].

ox
Foi empregado us(x,0) com o intuito de avaliar os seguintes esquemas de fracionamento
de dose DOT = O dia (sem terapia), DOT = 1 dia, DOT = 5 dias e DOT = 35 dias em
xz = 0. Com a condigao us(x,0) pode-se verificar como o modelo deforma a condigao inicial.
Note que se tém quatro partes, a primeira é uma constante, Uy, a segunda e terceira sao

linhas retas, mas com inclinagoes diferentes, a quarta parte nao tem células cancerosas.

Figura 3.2 mostra as duas condigoes iniciais definidas pelas equagoes (3.51) e (3.52),
além do raio inicial do tumor que corresponde a regiao hachurada. Esta regiao é determi-
nada pela margem detectavel do tumor. Em outras palavras, para concentragoes menores
que a margem detectével (Limiar) o raio do tumor é considerado zero. Em cada instante
de tempo o raio do tumor é calculado como

max{z;}, se UF > Limiar

R(t*) ={ ¢ . (3.53)

0, caso contrario
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Figura 3.2: Condigdes iniciais com a margem detectavel do tumor.
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Para resultados mais completos foram realizados as simula¢bes para o tumor nas
seguintes posi¢oes do dominio x = 0 cm, localizado a esquerda, = 10 cm (centro) e x =
20 cm (direita) usando os esquemas de fracionamento e parametros ja definidos em segoes

anteriores.

Além disso, para ter melhor controle das doses fracionarias, o dominio cerebral, x, foi
particionado em 3 regides (2

e (); = toda regiao detectavel do tumor, ou seja, toda concentragao celular com valor

maior que o valor da margem de deteccao.

o {2, = margem de seguranca, ¢ a regiao entre a concentracao de células tumorais nao
assistidas pela margem de deteccao e as células sadias. Definida com um percentual

da margem de deteccao, ¢ - Limiar, onde 0 < ¢ < 1.

o ()3 = toda regiao sadia do cérebro.

8000 T T T T T T T
D 2, Regigo detectavel do tumor
P 2, Margem de seguranga
I . Regido sadia

Limiar
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figura 3.3: Dose por regioes

Portanto a regiao €2; deve receber uma dose fracionaria “cheia/completa” (d(x,t))
durante o tratamento, visto que é a regiao onde se concentra o tumor, enquanto que, a
regiao (25 deve receber uma dose fracionada “parcial”, & - d(z,t), onde 0 < k < 1, durante
o tratamento e por fim a regiao {23 nao recebe dose alguma durante o tratamento. Sendo

assim, portanto, a probabilidade de sobrevivéncia S pode ser reescrita da seguinte maneira

3
S(ay, d(z, 1)) = Y Qe (arrdtbd), (3.54)

=1



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtido para simulagdo do crescimento
do glioma em resposta a radioterapia utilizando os esquemas numéricos desenvolvidos nas
Secoes 3.2.1 e 3.2.2. O objetivo é comparar os resultados dos modelos com e sem adveccao
e avaliar como o limiar de concentragao das células tumoral e como a adveccao influenciou
cada um dos modelos, além de observar a evolucao do didmetro do tumor em relagao a

variacao dos parametros do modelo.

Nas Secoes 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam-se um comparativo entre os modelos desenvolvidos
nas segoes 3.2.1 e 3.2.2, sendo o primeiro a equagao (3.16) reativo-advectivo-difusivo (RAD)
e a segunda a equagdo (3.18) reativo-difusivo (RD). Ambos os modelos foram simulados
com os esquemas de fracionamento da Se¢ao 3.4. Foram feitas observacoes das simulacoes

do tratamento para um periodo de 80 dias.

Para facilitar o entendimento dos resultados foram gerados graficos comparativos entre
os modelos, primeiramente comparando concentracao final das células do tumor, depois

sdo comprados o didmetro e, por fim, a concentracdo maxima por dia do tumor.

4.1 Resultados - concentracao das células tumorais

DOT = 0 dia (sem terapia):

Nas Figuras 4.1 e 4.2 é apresentada a concentracao final das células do tumor, para o
esquema de fracionamento DOT = 0 dia (sem terapia), para as condigoes iniciais u;(z,0)
e ug(x,0), respectivamente. E notdvel que, tanto o pico quanto a base no modelo RAD
para o Figura 4.1b é maior que na Figura 4.1a. A justificativa para essa diferenca se dé

pelo fato que o modelo RAD ser bem mais dispersivo devido ao termo de migracao celular
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presente no mesmo, o qual colabora em uma

o modelo RD.
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Figura 4.1: Concentracao de células tumorais (uj(x,0)). Caso sem terapia.
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Observa-se também que na condi¢ao inicial dada na Figura 3.2b, ha pontos de descon-

tinuidade a cada regido para a derivada us(z,0), entretanto, no instante final (apés 80

dias) as descontinuidades suavizam-se em ambos os modelos.
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(a) Modelo RD.
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Figura 4.2: Concentracao de células tumorais (uz(z,0)). Caso sem terapia.

DOT = 1 dia:

Para o esquema de tratamento DOT = 1 dia, os gréaficos de concentracao de células

tumorais ao passo de 80 dias, condicao inicial ui(x,0), sdo exibidos na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Concentragao de células tumorais (u1(z,0)). Caso DOT = 1 dia.

Ao comparar as Figuras 4.1 e 4.2 com as Figuras 4.3 e 4.4 observa-se nao s6 uma

diminuicao da concentracao celular entre DOT = 1 dia e o caso sem terapia, visto que
aplicado o tratamento, mas também a manutencao do formato da curva, ou seja, para
a Figura 4.3a o topo é estreito, enquanto na Figura 4.3b o topo é achatado. Também
manteve-se a mesma ordem de grandeza. Este comportamento era esperado, visto que o
tratamento com dose Unica tem pouca eficiéncia se comparado com os demais. Além disso,
comparando-se as bases de ambos os graficos podem-se observar que a area hachurada

pouco mudou.
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Figura 4.4: Concentracao de células tumorais (ug(x,0)). Caso DOT = 1 dia.
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Pode-se observar nas Figuras 4.5a e 4.5b que as concentracoes celulares sdo as mesmas
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apresentadas na Figura 4.3, o que era esperado, visto que, a concentracao nao depende da

posicao do tumor no cérebro.
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Figura 4.5: Concentracao de células tumorais (uj(z,0)) em z = 10 cm. Caso DOT = 1 dia.

Diferente da Figura 4.3, as curvas na Figura 4.5 possuem o mesmo formato, porém, nao
estdo na mesma posicao, a Figura 4.5b esta deslocado a direita do centro x = 10 cm. Assim
supoem-se que a taxa de migracao celular v é a responsavel por nao s6 deformar a curva
de concentracao, mas também desloca-la para uma direcao preferencial de crescimento.
Na Figura 4.6 apresenta-se a concentracao final do tumor localizado em =z = 20 cm.

«10% Concentracao final (RD) <104 Concentragéao final (RAD)
35 T T T T T T T T T 35 T T T T T T

N

o
T

N

o
T

N
T
N
T

s
T

Concentragao (células/cm)
o
T

Concentragao (células/cm)

05 0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
X (cm) X (cm)
(a) Modelo RD (b) Modelo RAD

Figura 4.6: Concentracao de células tumorais (u;(z,0)) em z = 20 cm. Caso DOT =1 dia.

DOT = 3 dias:

No esquema de tratamento DOT = 3 dias os gréaficos de concentracao de células
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tumorais sdo exibidos na Figura 4.7, sendo este uma terapia sem refor¢o. Fazendo-se uma

comparacao entre as Figuras 4.7 e 4.3 observa-se uma diminuicao do valor da concentragao

celular, principalmente na ordem de grandeza. Observa-se também a manutencao do

formato da curva de ambos os modelos.
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Figura 4.7: Concentragao de células tumorais (u1(z,0)). Caso DOT = 3 dias.

DOT = 5 dias:

20

No esquema de tratamento DOT = 5 dias os gréaficos de concentracao de células

tumorais no passo de tempo de 80 dias sdo exibidos na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Concentragao de células tumorais (u1(z,0)). Caso DOT = 5 dias.

Fazendo-se uma comparagao entre as Figuras 4.8 e 4.3 observa-se nao s6 uma diminuicao

drastica da concentracao celular, devido ao tratamento mais extenso, mas também a
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manutencdo do formato da curva de ambos os modelos. Na Figura 4.9 apresenta-se o

resultado da concentracao celular para DOT = 5 dias em x = 10 cm.
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Figura 4.9: Concentracdo de células tumorais (u;(z,0)) em z = 10 cm. Caso DOT = 5 dias.

Na Figura 4.10 tem-se a concentracao final do tumor em x = 20 cm, ou seja, a direita.

Ao comparar com a Figura 4.8 tem-se que a concentracao e a area hachurada possuem os

mesmos valores, devido a isometria do modelo.
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Figura 4.10: Concentragao de células tumorais (u1(z,0)) em x = 20 cm. Caso DOT = 5 dias.

Nas Figuras 4.11a e 4.11b verificam-se que a concentragao celular em DOT = 5 dias

sao consideravelmente menores que o caso sem terapia. Confirma-se que, para esquema

de fracionamento de dose DOT = 5 dias, obtém-se os melhores resultados, ou seja, as

menores concentragoes celulares.
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Figura 4.11: Concentracao de células tumorais (ugz(z,0)). Caso DOT = 5 dias.

DOT = 10 dias:

20

O esquema de tratamento DOT = 10 dias ¢ administrado com doses constantes de 6

Gy a cada uma das 2 semanas, sendo este um tratamento sem dose de reforco. Os graficos

de concentracao de células tumorais sao exibidos na Figura 4.12. Observe que agora houve

um aumento da concentracao das células tumorais, implicando que este tratamento nao é

tao eficaz quanto o anterior.
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Figura 4.12: Concentracao de células tumorais (u;(x,0)). Caso DOT = 10 dias.

DOT = 15 dias:

20

O esquema de tratamento DOT = 15 dias é administrado com doses crescentes a

cada uma das 3 semanas, sendo este um tratamento sem dose de refor¢o. Os graficos de

concentracao de células tumorais sao exibidos na Figura 4.13. Observe que apresenta o
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mesmo formato de curva das figuras anteriores, com a particularidade da concentracao

final de células do tumor ser semelhante a curva da Figura 4.7, apesar de os esquemas de

tratamento serem diferentes. Manteve-se o aumento da concentracao celular se comparado

com a Figura 4.8.
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Figura 4.13: Concentragao de células tumorais (u(z,0)). Caso DOT = 15 dias.

DOT = 25 dias:

20

Para o caso em que o esquema de DOT = 25 dias, os resultados para a concentragao

de células tumorais sao apresentados pela Figura 4.14, em que é obtido o mesmo com-

portamento identificado nos outros resultados, isto é, formato da curva de concentracao

das células tumorais diferentes para cada

concentracao celular continua a aumentar,
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Figura 4.14: Concentragao de células tumorais (u(z,0)). Caso DOT = 25 dias.
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DOT = 35 dias:

Por fim, o ultimo esquema de tratamento, DOT = 35 dias, ¢ administrado com doses

constantes a cada uma das 7 semanas sendo este um tratamento sem dose de reforco. Os

graficos de concentracao de células tumorais sao exibidos na Figura 4.15, que apresentam

a maior concentracao celular entre os casos sujeitos ao tratamento.
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Figura 4.15: Concentracao de células tumorais (u;(z,0)). Caso DOT = 35 dias.
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Na Figura 4.16 ¢ mostrada a concentragao final das células do tumor localizado em

x = 0 cm para condigao inicial uy(z,0). Comparando as condigoes iniciais dadas pelas

equagoes (3.51) e (3.52) verifica-se que uq(z,0) apresentou uma area hachurada menor em

relacao a uy(x,0).
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Figura 4.16: Concentragao de células tumorais (uz(z,0)). Caso DOT = 35 dias.
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Ao comparar as Figuras 4.17b e 4.17a verifica-se o deslocar a direita, devido ao sentido
preferencial da taxa de migracao celular, para tumor centralizado no dominio do cérebro.
Na Figura 4.18, tumor localizado a direita no dominio do cérebro, exibe-se resultados

isométricos em relagao a Figura 4.15.
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Figura 4.17: Concentracdo de células tumorais (u1(z,0)) em x = 10 cm. Caso DOT = 35 dias.
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Figura 4.18: Concentracao de células tumorais (u1(z,0)) em x = 20 cm. Caso DOT = 35 dias.

Assim como os demais esquemas de fracionamento de dose, as curvas de concentra-
¢ao celular do tumor possuem formatos diferentes, apesar de manterem a concentracao.
Enquanto no modelo RAD ocorre deformacao nos extremos, no modelo RD mantém o
formato de uma distribui¢cao bem localizada em qualquer ponto do dominio. A deformacao

que ocorre no modelo RAD, de certa maneira, estd relacionada com a taxa de migragao
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das células do tumor, responsavel por migrar as células do tumor para outras regioes,

aumentando a dispersao no modelo.

Comparando os resultados exibidos nas figuras de concentragao de células tumorais,
para as condigdes iniciais dadas nas equagbes (3.52) e (3.51), inferi-se que, a curva de

concentracao final sdo similares e os valores de concentracao final sdo os mesmos.

A partir dos resultados apresentados nesta secao para cada uma das terapias apresen-

tadas na Se¢do 3.4 obtém-se as seguintes conclusoes:

O modelo RAD é mais dispersivo que o modelo RD.
» A taxa de migracao celular desloca a curva de concentragao tumoral.

e Para o modelo RAD nos extremos do dominio a curva de concentragao tumoral se

deforma.

o Apesar de ambos os modelos terem a mesma concentracao de células tumorais, no
modelo RAD a quantidade de células totais é maior que no modelo RD, porém, o
didmetro do tumor cresce de maneira proporcional, assim, conservando a concentracao

celular.

4.2 Resultados - evolucao do didametro do tumor

Nessa secao apresenta-se a evolugao do tumor glioma diante a terapia. Nesta analise
foram considerados nao s6 as condigoes inicias u; (z,0) e us(x,0), mas também os 5 cendrios
possiveis da probabilidade de sobrevivéncia das células cancerigenas, sendo o caso padrao
t=0ek=1.

DOT = 0 dia (sem terapia):

Nas Figuras 4.19a e 4.19b exibe-se a evolugdo do didmetro do tumor ao longo dos
dias. Como nao hé tratamento, o tumor cresce exponencialmente no tempo. Também
pode-se confirmar que o didmetro do tumor no modelo RAD é notavelmente maior que no
modelo RD, e de fato o termo advectivo influenciou no crescimento do tumor. Nesta secao
para todas as figuras sobre a evolucao do diametro do tumor, R, representa o viés para o
raio inicial do tumor, indicando qual instante de tempo o tumor é maior ou menor que o

raio inicial.
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Figura 4.19: Evolugao do didmetro do tumor (u;(x,0)). Caso sem terapia.

DOT = 1 dia:

O didmetro do tumor ¢ calculado em cada passo de tempo a partir do grafico da
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concentragao de células tumorais, onde foi utilizada a margem detectavel do tumor como

limiar, ou seja, s6 a regiao hachurada em cinza entra no célculo do tumor. Para o caso

DOT = 1 dia, foi aplicada uma tnica dose de 60 Gy no primeiro dia e um reforgo de 4,2

Gy no dia seguinte. Essa administragao faz com que o didmetro do tumor decresca até

proximo de zero e, entao, antes de 10 dias, volta a crescer exponencialmente. Nas Figuras

4.20 até 4.21b sao apresentadas a evolugao do didmetro do tumor diante ao tratamento.
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Figura 4.20: Evolugao do didmetro do tumor (uq(z,0)). Caso DOT = 1 dia.
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Analisando a Figura 4.20b, é possivel observar, para didmetro do tumor, uma distin¢ao
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no formato da curva, tendo duas inclinagoes na curva apos o periodo de tratamento. O
comportamento do didmetro do tumor é notavelmente diferente se comparado com 4.20a.
Os dois periodos de crescimento estao relacionados com raio inicial do tumor Ry. Apds
o periodo de recessao, no momento de retomada, o crescimento é acelerado e, quando
ultrapassa o raio inicial, a taxa de crescimento muda. Para o modelo RD o momento de
“troca” na taxa é no ponto R; = Ry (raio inicial), no modelo RAD o momento de “troca”

é deslocado para um raio R; maior que Rj.

Na Figura 4.21a o diametro final do tumor é naturalmente maior se comparado com a
Figura 4.20, visto que, a curva de concentragao celular pode se distribuir tanto a direita
quanto a esquerda. Como foi mostrado na Figura 4.5. Ao analisar as Figuras 4.20a e
4.21b, ambos os modelos possuem o mesmo comportamento. Note que diametro do tumor
¢ maior no modelo RAD, visto que, possui uma taxa de crescimento do didmetro tumor

muito mais acentuada.
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(a) Condigao inicial uq(z,0) em x = 10 cm. (b) Condigdo inicial u(z,0) em z = 20 cm.

Figura 4.21: Evoluc¢ao do didmetro do tumor. Caso DOT = 1 dia.

Nas Figuras 4.22 até 4.25, apresentam-se a evolucao do didmetro do tumor para os
casos k = 0,4 et =0,2, k =0,4e1=0,5,k=0,8e:t=0,2, k =0,8et=0,5.
Ressalta-se que ¢ esté relacionado com a margem de seguranca e x ¢ um porcao da dose
fracionada aplicada dentro da margem de seguranca. Nas Figuras 4.22 e 4.23 foi aplicado
uma fracao de 40% da dose fracionada na margem de seguranca com propor¢oes distintas,
20% e 50%, respectivamente. Pode-se observar que o comportamento da curva mudou,
antes ocorria regioes de decrescimento, recessao e retomada do crescimento no tempo,

agora existe uma regiao da curva com a presenca de um plato.
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Figura 4.25: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,8 e ¢t = 0,5. Caso DOT =1 dia.

Diametro do Glioma

Diametro do Glioma

25

o
T

Diametro (cm)

0.5

10 20 30 40 50
Tempo (dias)

(a) Condigao inicial uy(z,0).

60

70

80 0

(b) Condigao inicial us(z,0).

30 40 50
Tempo (dias)

60

70

80

A presenca de um platd no grafico da evolucdo do didmetro do tumor é devido a

regioes diferentes receberem doses de tratamento distintas ou até mesmo nenhuma dose.

Isso implica que cada regidao tem uma taxa de crescimento distinta, assim com visto na

condigdo inicial ug(z,0), equacdo (3.52). Outro fato importante é que a presenga do platd

revela que existem periodos de tempo onde o didmetro do tumor é praticamente constante.

DOT = 3 dias:

Na Figura 4.26 ocorreu o decaimento das células tumorais, até abaixo da margem de

deteccao por um determinado periodo, depois, ha o retorno do crescimento das células do

tumor.

25F

Diametro do Glioma

Diametro (cm)
o

0.5

Figura 4.26: Evolugao do didmetro do tumor (u;(z,0)). Caso DOT = 3 dias.
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Ao comparar as curvas RD e RAD mostram haver uma diferenca entre os valores dos
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raios, apesar de o periodo de recessao do tumor ser o mesmo em ambos graficos. Para
curva RAD o raio do tumor é perceptivelmente maior, além disso, comparando com a

curva RD, a inclinagao da curva na retomada do crescimento ¢ mais ingrime.

DOT = 5 dias:

Ao observar a evolugao do didmetro do tumor durante uma simulacao de 80 dias, a
Figura 4.27 leva a perceber que, ao administrar doses fracionadas, implica em um rapido
decaimento das células do tumor, até praticamente sua erradicacdo por um determinado
periodo, nesse caso, préoximo de 50 dias, apods isso, ha um crescimento exponencial das
células e o tumor volta a evoluir. Ao comparar as curvas RD e RAD novamente percebe-se
que ha uma diferenca entre os valores dos raios, apesar do periodo de recessao do tumor

ser o mesmo em ambos graficos.
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Figura 4.27: Evoluc¢ao do didmetro do tumor em 80 dias. Caso DOT = 5 dias.

Na Figura 4.27b exibi-se a evolucao do didametro do tumor para a condigao inicial
dada na equagdo (3.52). O gréfico ndo sé possui comportamento bem distinto para cada
periodo de tratamento, mas também fica evidente o efeito do termo convectivo na evolucao

do didmetro do tumor.

Na Figura 4.28a a curva do didmetro do tumor tem o mesmo comportamento visto na
Figura 4.27, com algumas excegoes, primeiro o raio inicial Ry é aproximadamente o dobro
e segundo, devido ao fato do tumor nao estd em um dos extremos do dominio, permite
que o proprio tenha uma area de invasao maior se comparado com os demais casos. Uma
consequéncia disso é que o diametro final do tumor é bem maior se comparado com as
Figuras 4.27 e 4.28b.
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Figura 4.28: Evolucao do didmetro do tumor em 80 dias. Caso DOT = 5 dias.

Na Figura 4.28b ¢ exibido o grafico da evolugao do didmetro do tumor em z = 20 cm.
Devido a isometria dos modelos RD e RAD, o resultado em = = 20 cm (a direita) é o
mesmo que em z = 10 cm (a esquerda). Sendo o esquema de fracionamento de dose DOT

= 5 dias com o maior tempo de recessao e menor diametro de tumor.
Nas Figuras 4.29 e 4.30, apresentam-se a evolucao do diametro do tumor para os casos
k= 40% (dose) e ¢ = 20% e 50% (regido), respectivamente.
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Figura 4.29: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,4 e ¢« = 0,2. Caso DOT = 5 dias.

Nas Figuras 4.31 e 4.32, apresentam-se a evolucao do diametro do tumor para os casos

k= 80% e 1 = 20% e 50%, respectivamente.
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Figura 4.30: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,4 e « = 0,5. Caso DOT = 5 dias.
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Figura 4.31: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,8 e ¢t = 0,2. Caso DOT =5
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Figura 4.32: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,8 e ¢+ = 0,5. Caso DOT = 5 dias.
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Nas Figuras 4.29 até 4.32, pode-se observar que a regiao de recessao do tumor tém
periodos diferentes se comparados com as Figuras 4.27 até 4.28b, portanto, pode-se inferir
uma relacdo entre k e a regiao de recessao do tumor, ou seja, o valor de x influencia se o
tempo de recessao é maior ou menor. Também pode-se inferir que o valor de ¢ influencia o

plato, visto que para valores maiores o plato se torna mais evidente.

DOT = 10 dias:

Através da Figura 4.33 exibi-se a evolugdo do didmetro do tumor para o esquema de
fracionamento de dose DOT = 10 dias. Pode-se observar um aumento no raio do tumor e
um tempo de recessao menor, comparado com a Figura 4.27a, além de oscilagoes no raio

do tumor no inicio do tratamento se tornarem mais evidentes.

As oscilagoes no inicio do grafico ocorrem justamente devido ao tratamento por
fracionamento de dose. Apesar de os modelos RD e RAD diferirem, ambos compartilham
certos comportamentos. A administracao didria das doses do tratamento causa uma
reducao na concentracao de células e, consequentemente, uma diminui¢do no didmetro do
tumor. Observe que, se o comportamento das curvas RD e RAD sao similares ou nao no
momento da reducao do didmetro do tumor, dependera do esquema de fracionamento de

doses.
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Figura 4.33: Evolugdo do didmetro do tumor (u;(x,0)). Caso DOT = 10 dias.

DOT = 15 dias:
Na Figura 4.34 observa-se um aumento nas oscila¢oes no didmetro do tumor no inicio

da terapia.

Para este caso, as oscilagoes ocorrem devido as mudancas de valores das doses da

terapia durante cada semana. Observe primeiramente a diminuicao do periodo de recessao
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Figura 4.34: Evolugéo do didmetro do tumor (u;(x,0)). Caso DOT = 15 dias.
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do tumor, ou seja, a quantidade de tempo em que o diametro do tumor esta abaixo da

margem de detecgao e préoximo de zero, e depois, o momento de crescimento exponencial

do diametro do tumor foi mais cedo se comparado com DOT = 5 dias.

Nas Figuras 4.35 e 4.36, apresentam-se a evolucao do diametro do tumor para os casos

k =40% e 1 = 20% e 50%, respectivamente.
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Figura 4.35: Evolucao do didmetro do tumor com xk = 0,4 e « = 0,2. Caso DOT = 15 dias.

Nas Figuras 4.37 e 4.38, apresentam-se a evolucao do diametro do tumor para os casos

k= 80% e 1 = 20% e 50%, respectivamente, para DOT = 15 dias. Nos modelos RAD e

RD foi constatado que, o platd ocorre sempre apos o viés do raio inicial Ry e nao s6 isso

para a condicao inicial us(x,0) o platé é mais evidente.
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Figura 4.37: Evolucao do didmetro do tumor com « = 0,8 e ¢« = 0,2. Caso DOT = 15 dias.
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Figura 4.38: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,8 e ¢t = 0,5. Caso DOT = 15 dias.
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DOT = 25 dias:

Na Figura 4.39 é exibido, mais uma vez, a evolugao do raio do tumor para o esquema de
tratamento DOT = 25 dias durante o periodo de 80 dias. Nota-se um periodo de oscilagoes
no diametro tumoral devido a terapia bem maior que nos demais casos, entretanto nao
ha o periodo de recessao do diametro do tumor e o crescimento exponencial do tumor na
retomada e, cada vez mais acelerado, resultando em raios maiores para o tumor.
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Figura 4.39: Evolucao do didmetro do tumor (u1(z,0)). Caso DOT = 25 dias.

DOT = 35 dias:
Na Figura 4.40 é mostrada a evolucao do didmetro do tumor, através desses graficos
observa-se oscilagoes constantes no diametro do tumor durante toda a terapia.
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Figura 4.40: Evolugao do didmetro do tumor (u;(x,0)). Caso DOT = 35 dias.

Assim como os caso anteriores, as oscilagoes ocorrem devido aplicacao das doses da
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terapia durante cada semana. Observe também que nesse grafico nao ha um periodo de

recessao do tumor, ou seja, o didmetro do tumor nunca fica proximo de zero.

Nas Figuras 4.41a e 4.41b sao exibidos a curva do didmetro do tumor apoés 80 dias, para
os casos x = 10 cm e z = 20 cm, respectivamente. Em ambas figuras o comportamento da
curva ¢ a mesma, comparando-se com a Figura 4.40a, com distingao apenas no diametro

do tumor na Figura 4.41a. Cada “dente de serra” corresponde a uma semana de terapia.
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(a) Condicao inicial uq(z,0) em x = 10 cm. (b) Condigao inicial ui(z,0) em x = 20 cm.

Figura 4.41: Evolugao do didmetro do tumor (u;(x,0)). Caso DOT = 35 dias.

Através do esquema de fracionamento de dose DOT = 35 dias observa-se uma das
consequéncias do hiper fracionamento. Devido a maior migracao celular que ocorre
no modelo RAD, mesmo com aplicagao da terapia, o crescimento do tumor ocorre. A
inclinagdo na curva se deve pelo fato que a taxa de crescimento ser maior que a taxa de

perda de células.

Ao comparar as Figuras 4.21b, 4.28b e 4.41b com as Figuras 4.20, 4.27 e 4.40 desta
secdo, pode-se concluir que os graficos sao idénticos, isso revela o comportamento isométrico
dos modelos desenvolvidos nas Secoes 3.2.1 e 3.2.2. Também pode-se inferir uma relagao
de proporcao inversa entre a recessao do tumor e o didmetro do tumor, ou seja, quanto

maior a recessao, menor o didmetro e vice-versa.

Nas Figuras 4.42 e 4.43, apresentam-se a evolucao do diametro do tumor para os casos
k= 40% e 1+ = 20% e 50%, respectivamente. A evolucao do didmetro do tumor é crescente
e instavel durante o periodo do tratamento. Comparando-se com os demais casos de DOT

= 35 dias, estes resultados sao indesejaveis, pois o comportamento é pouco previsivel.

Nas Figuras 4.44 e 4.45, apresentam-se a evolugao do diametro do tumor para os
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Figura 4.42: Evolucao do didmetro do tumor
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Figura 4.43: Evolugao do didmetro do tumor com
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(b) Condicao inicial us(x,0).

k=0,4et=0,5 Caso DOT = 35 dias.

casos k = 80% e 1 = 20% e 50%, respectivamente. Também pode-se observar que existem

graficos onde o platd nao aparece devido ao crescimento instavel do didmetro do tumor.
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Figura 4.44: Evolucao do didmetro do tumor com x = 0,8 e ¢« = 0,2. Caso DOT = 35 dias.
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Figura 4.45: Evolucao do didmetro do tumor com k = 0,8 e ¢ = 0,5. Caso DOT = 35 dias.

A partir dos resultados apresentados nesta secao para cada uma das terapias apresen-

tadas na Sec¢do 3.4, obtém-se as seguintes conclusoes:

e Apesar da mesma aparéncia, o didmetro do tumor para o modelo RAD é sempre

maior que no modelo RD.

o Geralmente a evolugao do didmetro do tumor possui 3 etapas: Primeiro, decresci-
mento oscilatorio causado pelo tratamento com doses fracionadas; segundo, periodo
de recessao, ou seja, o didmetro do tumor fica abaixo do limiar de detec¢ao; e, por

ultimo, a retomada do crescimento exponencial do tumor.
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o O tratamento que apresentou o maior periodo de recessao foi DOT = 5 dias e o

tratamento sem periodo de recessao é o DOT = 35 dias.

e R; esta relacionado a x;, ou seja, o ponto de mudanca na inclinagao da curva
ocorre justamente no ponto de descontinuidade da derivada da condicao inicial
us(x,0), sendo para o modelo RD, R, = Ry, ja para o modelo RAD, R, > Ry.
Consultando a equacao (3.52) tem-se que z; = Ry, a escolha desse resultado foi
proposital, visto que o momento de “troca” coincidir com o valor do raio inicial do
tumor, significa que o comego do desenvolvimento do tumor é extremamente rapido,
depois, a medida que o tumor cresce, a taxa de aumento é menor. Retomando,
x; é o ponto de descontinuidade entre as retas nas equagoes (3.52b) e (3.52¢),
assim, atravessar a descontinuidade implica em mudar a taxa de crescimento do
didmetro do tumor (lembre-se que Limiar é constante). Também inferi-se que as

taxas de crescimento do tumor estao relacionados com os coeficientes angulares

<Ozmmr) e (W) das retas (3.52b) e (3.52c¢), respectivamente.
:Cl - wz

Tm — Tp
e Supoe-se que, ao aumentar a quantidade de retas com inclinacgoes diferentes na
condic¢ao inicial, resulta em taxa de crescimento diferentes para curva de evolugao

do didmetro do tumor.

o Para o caso do modelo RAD, R; # z; devido a alta dispersao do modelo. Note que

nas Figuras 4.4 e 4.11 hé um atraso no periodo de transicao.

4.3 Resultados - concentracao maxima do tumor

DOT = 0 (sem terapia):

Na Figura 4.46 mostra-se a concentracao maxima das células tumorais no tempo,
nela é constatado que, apesar da diferenca entre a curva de concentracao e a evolucao do
diametro do tumor, a concentracdo maxima de células tumorais em ambos os modelos sao
iguais. Isso ja era esperado, visto que, o termo advectivo permite a existéncia de uma taxa
de migragao celular, contribuindo no crescimento mais rapido do tumor, porém, esse termo
nao cria e nem destréi células do tumor, logo, a concentra¢gao maxima mantém-se a mesmo.
Para o caso sem terapia, o crescimento da concentragdo maxima na escala logaritmica é

linear.

Para as demais figuras apresentadas nesta secao sera observado um periodo de declive
durante a terapia, o tempo e a inclinacdo em cada grafico depende do esquema de

fracionamento de dose, duragao da terapia e valor da dose a cada dia da semana.
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Figura 4.46: Concentragao celular maxima do tumor. Caso sem terapia.

DOT =1 dia:

Na Figura 4.47 é mostrado a concentracado maxima das células tumorais apds ad-

ministracao do tratamento. Pode-se observar uma queda acentuada da concentracao

celular durante a administracao de dose tnica e o reforco. Apds o término da aplicacao do

tratamento (regiao do grafico onde hé um declive) as células tumorais voltam a crescer

rapidamente em um ritmo exponencial, igualando e depois ultrapassando a concentracao

inicial.
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Figura 4.47: Concentragao celular maxima do tumor. Caso DOT = 1 dia.

Na Figura 4.48 exibi-se o grafico de concentracao maxima do tumor para DOT = 1
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dia em z = 10 cm, ou seja, o tumor esta localizado no centro do cérebro. Como esperado,
as curvas RD e RAD nao s6 sdao idénticas, mas também possuem a mesma concentracao
apresentada na Figura 4.47, tumor a esquerda do cérebro. Isso ¢ um indicativo que a

concentragao maxima das células nao depende da posi¢ao do tumor.
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Figura 4.48: Concentragao celular maxima (uj(x,0)) em z = 10 cm. Caso DOT = 1 dia.

DOT = 3 dias:

Na Figura 4.49 pode-se observar uma queda acentuada da concentracao celular durante
a aplicacdo das 3 doses fracionadas. Apés o término do tratamento (regiao do grafico onde
hé um declive), as células tumorais voltam a crescer novamente, assim como na Figura

4.47, em um ritmo exponencial, igualando e depois ultrapassando a concentracao inicial.
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Figura 4.49: Concentracao celular maxima do tumor (u;(z,0)). Caso DOT = 3 dias.

DOT = 5 dias:

Na Figura 4.50 observa-se novamente uma queda acentuada da concentracao celular
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durante a administracao das 5 doses fracionadas e o refor¢o. Apds o término da aplicagao
do tratamento (regidao do grafico onde ha um declive), as células tumorais voltam a crescer
rapidamente em um ritmo exponencial. Comparando com a Figura 4.47, o crescimento da

curva na Figura 4.50 é em um ritmo mais lento com uma inclinagao da reta menor.
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Figura 4.50: Concentragao celular maxima do tumor. Caso DOT = 5 dia.

Na Figura 4.51 mostra-se o grafico da concentragdo méxima para o tumor localizado
no centro do cérebro (x = 10 cm). Durante o tratamento a concentragdo maxima celular
diminui, enquanto oscila de maneira rapida e constante. Apds o término da administragao

da terapia, a concentracao maxima das células do tumor aumenta exponencialmente.
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Figura 4.51: Concentragao celular maxima (ui(x,0)) em 2 = 10 cm. Caso DOT = 5 dias.

DOT = 10 dias:
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Na Figura 4.52 observa-se uma queda acentuada em forma de “dente de serra” da
concentragao celular durante a administracao das 10 doses fracionadas. Cada “serra”
corresponde a uma semana de tratamento e a inclinagao da “serra” depende do valor da
dose fracionada. Apdés o término da aplicacao do tratamento e mantendo o comportamento
esperado, as células tumorais voltam a crescer rapidamente em um ritmo exponencial e
com uma inclinagdo mais ingrime se comparado com as Figuras 4.49 e 4.50.
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Figura 4.52: Concentragao celular maxima do tumor (u(z,0)). Caso DOT = 10 dias.

DOT = 15 dias:

Na Figura 4.53, durante o tratamento existe uma diminuigao da concentragao ma-
xima em forma de “dente de serra”, mas desta vez, o formato das serras mudam por
causa da mudanca dos valores de cada dose da terapia. Seguindo o comportamento dos
demais esquemas de fracionamento de dose, apds a administracao do tratamento, ocorre o

crescimento da concentracao de células tumorais.
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Figura 4.53: Concentracao celular maxima do tumor (u(z,0)). Caso DOT = 15 dias.



4.3 Resultados - concentracdo maxima do tumor 75

DOT = 25 dias:

Na Figura 4.54 pode-se observar cinco oscilagoes, sempre decrescente, para cada
semana de tratamento, apos isso, a concentracao maxima volta a crescer. Comparado
com as figuras anteriores, o decaimento da concentracao maxima foi bem menor que os
demais casos. Note que, para todos os esquemas de fracionamento de dose testados nesse

trabalho, durante a aplicacao da terapia, a concentracdo maxima sempre diminuiu.
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Figura 4.54: Concentragao celular maxima do tumor (ui(z,0)). Caso DOT = 25 dias.

DOT = 35 dias:
Na Figura 4.55, durante o tratamento, nao existe uma diminuigao significativa da
concentracao maxima, oscilando em forma de “dente de serra” durante todo o periodo da

aplicacao do tratamento.
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Figura 4.55: Concentracao celular maxima do tumor. Caso DOT = 35 dia.
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Seguindo o comportamento das outras simulagoes, ap6s a administracao do tratamento,
ocorre o crescimento da concentracao de células tumorais. Na Figura 4.56 mostra-se o
grafico da concentragdo maxima para tumor localizado em x = 10 c¢m. Seguindo o
comportamento das outras terapias, apdés da administracao do tratamento, ocorre o

crescimento exponencialmente da concentracao de células tumorais.
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Figura 4.56: Concentracao celular maxima (uj(z,0)) em = = 10 cm. Caso DOT = 35 dias.

Analisando os graficos para o esquema do fracionamento de dose DOT = 35 dias,
pode-se ver os efeitos do hiper fracionamento de dose na concentragdo maxima do tumor.
Nesse caso, resultou na concentragao méaxima oscilando em torno do valor inicial até o

9

término da terapia.

A partir dos resultados apresentados nesta secao para cada uma das terapias apresen-

tadas na Se¢do 3.4, obtém-se as seguintes conclusoes:

o A concentracao maxima das células tumorais sao iguais em ambos os modelos.

o A concentragdo maxima das células tumorais sempre cai durante a aplicacao do

tratamento e retorna a crescer ao término do tratamento.

e A regido de decréscimo no grafico da concentragao méxima tem forma de “dente de

serra” e a inclinacao da “serra” depende do valor da dose fracionada.

4.4 Comparativo entre os esquemas de fracionamento

Com base nos resultados obtidos a partir de cada caso descrito na Secao 3.4 compara-se

os modelos descritos nas equagoes (3.16) e (3.18) e geram-se figuras para os gréficos de
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concentragao de células tumorais, didmetro do tumor e concentragao celular maxima,

respectivamente.

4.4.1 Comparativo - concentracao final das células tumorais

O comparativo é realizado levando em conta a seguinte configuracao: tumor localizado
a esquerda do cérebro (z = 0 cm), margem de seguranga cobre todo o dominio ¢t =0 e
dose fracionada distribuida por todo o cérebro (k = 1). Avalia-se a evolugao do tumor em

um periodo de 80 dias e condicao inicial descrita na equacao (3.51).
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Figura 4.57: Concentragao de células tumorais em 80 dias. k =1e ¢t =0

Comparando as Figuras 4.57a e 4.57b pode-se observar que concentracao de células
tumorais é a mesma, apesar de o formato das curvas serem diferentes. Também pode-se
observar que, para cada esquema de fracionamento no periodo de 80 dias, a concentracao
de células tumorais se diferenciam. Note que para o caso DOT = 1 dia o gréafico exibe
concentracao celular bem maior que os demais casos com terapia. Por outro lado, o caso
DOT = 5 dias apresenta a menor concentracao de células tumorais. Portanto, justifica-se
o uso de doses fracionadas para a radioterapia, pois reflete resultados melhores e se torna
essencial no planejamento da terapia, uma vez que mostra as possiveis concentracgoes de

células para cada esquema de tratamento [20].

Nas Figuras 4.58 até 4.61, apresentam-se uma comparac¢ao entre as concentragoes de
células tumorais para os casos k = 0,4 e 1 =0,2, k=0,4e:t=0,5, k=0,8e 1t =0,2,
k=0,8e:t=0,5 paraDOT = 1, 5, 15, 25, 35 dia(s). Onde ¢ estd relacionado com

a margem de seguranca e k ¢ uma porc¢ao da dose fracionada aplicada dentro da margem
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de seguranca. A condigéo inicial é dada pela equagao (3.51) e é feito o comparativo para

os modelos RD e RAD em um periodo de 80 dias.

Nas Figuras 4.58 e 4.59 foi aplicado uma fracao de 40% da dose fracionada na margem

de seguranca com proporc¢oes distintas, 20% e 50%, respectivamente. Pode-se observar

que o comportamento da curva mudou, agora ha deformagdes nos formatos das curvas, de

tal maneira que, o formato gaussiano nao é mais visto.
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Figura 4.59: Concentragao de células

(b) Modelo RAD

tumorais kK = 0,4 e ¢t =0, 5.

As deformagoes nas curvas do grafico estao relacionadas com as diferentes taxas de

crescimentos do tumor devido a doses distintas entre as regioes do tumor (Figura 3.3).
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Existem alguns casos, como DOT = 5 dias e DOT = 15 dias com maximos e minimos

locais.

Nas Figuras 4.60 e 4.61 foi aplicado uma fracao de 80% da dose fracionada na margem

de seguranca com proporcoes distintas, 20% e 50%, respectivamente.
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Figura 4.60: Concentragao de células tumorais k = 0,8 e t = 0, 2.
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Figura 4.61: Concentragao de células tumorais k = 0,8 e t = 0, 5.

Através das Figuras 4.58 até 4.61 pode-se inferir que k e ¢ também influenciam
outros aspectos do tumor. Para este caso da concentragao das células tumorais « afeta a
concentracao final das células do tumor e ¢ esté relacionado com o formato das deformacoes

da curva serem mais acentuadas ou nao.
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4.4.2 Comparativo - evolugcao do diametro do tumor

Na Figura 4.62 comparam-se as evolugoes dos diametros do tumor, durante 80 dias,
para cada tipo de esquema de fracionamento de dose. Como é mostrado na Figura 4.62
o diametro do tumor apresentou um comportamento distinto para cada terapia, assim
pode-se inferir que para hipo fracionamento ha uma breve recessao do tumor e depois
retomada do seu crescimento. Enquanto para um hiper fracionamento o tratamento se
torna ineficiente, nao tendo redugoes significativas do raio do tumor durante a terapia.
Através da comparacao na Figura 4.62, pode-se observar que o diametro do tumor em
4.62b é sempre maior que 4.62a, devido ao fato que o modelo RAD ser mais dispersivo

que modelo RD.
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Figura 4.62: Evolucao do didmetro do tumor x = 0,4 e ¢ = 0, 2.

Nas Figuras 4.63 e 4.64 sao comparados os diametros do tumor para os modelos RD
e RAD. Foi aplicada uma fracao de 40% da dose fracionada na margem de seguranca
com propor¢oes distintas, 20% e 50%, respectivamente. As figuras com 40 % da dose
fracionada aplicada na margem de seguranca do tumor tiveram nao s6 um didmetro menor
se comparado com a Figura 4.62, mas também um periodo de recessao do diametro do
tumor menor. Além disso, o formato das curvas dos graficos mostrados nas Figuras 4.63
e 4.64 sao diferentes se comparado com a Figura 4.62. Entretanto, o comportamento do
grafico se manteve o mesmo com regides de decréscimo, recessao e crescimento durante o

periodo de 80 dias.
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Figura 4.63: Evolucao do didmetro do tumor x = 0,4 e ¢ = 0, 2.
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Nas Figuras 4.65 e 4.66 foi aplicada uma fragao de 80% da dose fracionada na margem

de seguranca com proporgoes distintas, 20% e 50%, respectivamente. Comparando as

Figuras 4.65 e 4.66 com a Figura 4.62, pode-se observar diferencas entre os graficos, nao s

no didmetro ao final de 80 dias, mas também a presenca evidente de um platé na curva.

Para finalizar a andlise da evolucao do diametro do tumor, foi gerada a curva do plato

no dia 60. O gréafico tém 3 eixos: o primeiro eixo é do percentual das doses fracionérias

parcial k, o segundo é o percentual da margem de seguranga ¢ e o terceiro eixo (vertical)

¢ o didmetro do tumor no dia 60. Pode-se observar na Figura 4.67 que, para valores

moderados de ¢ e k ha presenca do plato.
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Figura 4.65: Evolucao do didmetro do tumor x = 0,8 e t = 0, 2.
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Figura 4.67: Didmetro do tumor em fun¢do do percentual da margem de seguranca e do
percentual da dose fracionada.
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4.4.3 Comparativo - concentracao maxima das células tumorais

Na Figura 4.68 comparam-se as concentragoes maximas das células tumorais ao longo
de 80 dias. Observe que em ambos os modelos as concentracoes celulares se mantém
equivalentes. Pode-se ver que para caso sem terapia a concentragao cresce em ritmo
constante.DOT = 1 dia apresenta a maior concentracao final, ultrapassando as outras
terapias com o passar do tempo. O esquema de fracionamento DOT = 35 dias oscila
entre um valor constante durante o tratamento e entao comeca a crescer no término desse.
Para o esquema de fracionamento DOT = 5 dias é mantido com as menores concentragoes
maximas de células durante todo o tratamento. Em todos os casos, a concentracao maxima

de células tumorais final ultrapassou a, inicial no término de 80 dias.
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Figura 4.68: Variagao da concentracao celular méxima do tumor.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi utilizado uma equagao diferencial parcial do tipo reativo-advectivo-
difusivo, por meio da qual é possivel estimar o crescimento de células tumorais em resposta
a terapia de maneira individual, a partir de pardmetros como taxa de difusdo constante,

D, taxa de proliferacao, g, e taxa de migracao celular, v.

O modelo de crescimento das células tumorais (equagao RD e RAD) foi discretizado
e solucionado através do método numérico de diferencas finitas. No dominio temporal
foi feito o uso de uma diferenca centrada de primeira ordem e, no dominio espacial, foi
usado o método de Crank-Nicolson para difusao, enquanto na diferenciagao upwind foi
utilizada para adveccao. Foi utilizado, ainda, uma diferenca direta de primeira ordem para
a proliferagao e invasao das células. Os co6digos computacionais implementados, simulacoes

e resultados foram todos obtidos através do ambiente MATLAB®.

Através do método de estabilidade de von Neumann foi considerado que o erro pode
ser expresso como uma série de Fourier com dependéncia exponencial no tempo, avaliando
a influéncia do erro numérico na solucao numérica. Na Secao 3.3 foi mostrado que as
metodologias empregadas neste trabalho sdo estaveis quando satisfazem a condicao (3.45).
O nao comprimento dos critérios de estabilidade causam solugoes instaveis com crescimento

descontrolado do erro numérico.

Embora idealizado, esta extensao do modelo de Stein et al.[4] para o crescimento e
invasao do glioblastoma langa luz sobre o potencial de incorporar quantificacoes existen-
tes da eficdcia da radioterapia na modelagem de tumores. Segundo Swanson et al.[7],
investigagoes sobre os horérios de fracionamento, distribuicao de doses e intervalos de
sensibilidade a radiacdo revelam a natureza altamente individualizada do fornecimento de

doses e da resposta nao linear a radioterapia. Os resultados sugerem que o tratamento
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convencional, envolvendo doses de radiagdo administrada a cada dia é muito mais eficaz

do que varios tratamentos por dia.

Para os resultados das simulagoes, foi verificada a metodologia para 8 esquemas de
fracionamento de dose, certificando a eficacia da administracdo de doses fracionadas. Para
cada uma das terapias apresentadas na Secao 3.4 concluimos que, o modelo Reacao-
Adveccgao-Difusao é mais dispersivo que o modelo reacao-difusdo devido a taxa de migragao

celular que auxilia na mobilidade das células tumorais.

Além disso, o modelo RAD, nos extremos do dominio da curva de concentracao tumoral,
se deforma. Enquanto no modelo RD o pico de concentragao celular é concentrado (estreito),
no modelo RAD o pico de concentracao é largo. Apesar da aparéncia semelhante, os
graficos do didmetro do tumor para o modelo RAD sdo sempre maiores que no modelo RD.
Foi constatado que, geralmente, a evolugao do didmetro do tumor possui 3 etapas: primeiro
decrescimento oscilatorio causado pelo tratamento com doses fracionadas, segundo periodo
de recessdo, ou seja, o didmetro do tumor fica abaixo do limiar de detecgao (préximo de
zero), e por ultimo, a retomada do crescimento exponencial do didmetro tumoral, exceto
para os casos DOT 25 dias e DOT 35 dias, em que o periodo de recessao nao ocorre

devido ao hiper fracionamento.

Ao comparar os graficos dos modelos RAD e RD para concentragao maxima das células
tumorais, inferiu-se que s@o ambos iguais. A razao disso é que o termo advectivo no modelo
RAD néo cria e nem destrdi células tumorais. Também conclui-se que a concentracao
maxima das células tumorais sempre cai durante a aplicacao do tratamento e retorna
a crescer ao término do mesmo. A regidao de decréscimo no grafico da concentracao
maxima tem forma de “dente de serra” e a inclinagdo da “serra” depende do valor da dose
fracionada. O tratamento que apresentou o pior resultado foi DOT = 35 dias tendo uma
reducao do raio do tumor pouco expressiva e sem periodo de recessao. O tratamento que
apresentou o melhor resultado foi o caso de fracionamento de dose DOT = 5 dias, que
obteve uma maior eficacia, pois nao apenas houve uma reducao no diametro do tumor, mas
também teve o maior periodo de recessao se comparado a outros casos de fracionamento.
Permitindo um maior periodo para poder ser aplicado outro tipo de terapia, por exemplo,

ressecao cirurgica ou quimioterapia.

Ao utilizar condigdo inicial us(x,0) (nesse caso uma fungdo linear) foi observado
uma relagao entre a evolugao do raio do tumor e as diferentes partes da condigao inicial.
Para cada regiao da funcao us(z,0), resultava em taxas de crescimento diferente para

o diametro do tumor, e essas taxas estao relacionadas com os coeficientes angulares de



cada parte da funcao us(x,0). Também foi constatado que, para o modelo RAD, devido a
sua alta dispersibilidade, os instantes da troca das taxas de crescimento do tumor foram

postergadas.

Por fim, ao considerar 5 cendrios possiveis para a probabilidade de sobrevivéncia
das células cancerigenas, equagao (3.54), com ¢ e k, respectivamente, sendo os valores
percentuais da margem de seguranca (regiao entre o tumor e as células sadias) e dose
fraciondria, estes cenarios permitiu uma analise mais acurada sobre o comportamento e

evolucao do tumor.

No primeiro caso (padrao), a regiao ¢ = 0 e kK = 1, foi observado o comportamento
inicial de decréscimo devido a terapia, recessao do tumor por alguns dias (na maioria dos
casos) e retomada do crescimento do tumor apds o término do tratamento. No segundo
caso (1 =0,2) e (k = 0,4) e no terceiro (+ = 0,2) e (k =0, 8), além desse comportamento
hé a presenca de um plato, que expoem a existéncia de regioes diferentes com taxas de
crescimento distintas. No quarto (¢ = 0,5) e (k = 0,4) e no quinto (¢ =0,5) e (k =0, 8),
o platé é mais evidente, e nao so6 isso, a presenca do plato implica em didmetro do tumor
quase constante no tempo, esse comportamento é algo inédito e diferente do observado em
estudos anteriores realizados no PPG-MCCT [29, 30, 31, 32, 33|.

Foi constatado que ha relacao direta entre ¢ na presenca do platoé durante a evolugao
do diametro e com o formato das deformacoes da curva serem mais acentuadas ou nao
no tumor. Também foi constatado uma relacao direta entre x o periodo de ressecao do
tumor no grafico de evolucao do didmetro tumoral e como isso afeta a concentracao final

das células do tumor.

Como sugestoes para trabalhos futuros, recomenda-se, primeiramente, modificar o
modelo para que D e v sejam variaveis em funcao do tipo de tecido cerebral. Segundo,
a implementacao tridimensional do modelo reativo-advectivo-difusivo e uso do método
de elementos finitos, visto que pode-se obter uma geometria mais realista para o cérebro.
Alem disso, também recomenda-se avaliar o comportamento e a evoluc¢ao do tumor para

outros valores de a e g.
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APENDICE A - Cédigos computacionais em

MATLAB®

function [] = radNHomogeneo (frac_i, varargin)

hh

Compara equagdes de crescimento tumoral diante radioterapia de rockne e
steins. Modo maratona.

Paramétro obrigatdério: frac_i = esquema de fracionamento de 1 até 8
Paramétros opcionais:

entrada = {D, <valor>, rho, <valor>, V, <valor>, Lx,<valor>, alpha,...
<valor>, beta, <valor>}. Parametros do modelo de crescimento tumoral.
dias = 80;

posicao = 0;

wt = <true, false>; (write table) se verdadeiro grava uma tabela com os
resultados em um arquivo txt.

ext = ’-dpng’;

nos = 1400;
cinicial = 1 (1 até 2);
diretorio = ’img/radNH/’;

pordose = 0.1;

porregiao = 0.05;

modelos = {’rd-linear’,’rd’,’rad’};

graficos = {’ci’,’ci-comp’,’crm’,’crm-comp’,’estabilidade’,nonel;
visualizar = ’on’;

salvar = <true, false>; Se verdadeiro salva a imagaem no diretdrio

especificado.

Entrada
D = 3.9e-5/24; % mobilidade celular cm~2/dia convertido em horas
rho = 0.0453/24; 7 taxa de proliferacao 1/dia convertido em horas
V = 0.01/24; %cm/dia convertidos em horas

Lx = 20; % comprimento do dominio (cerebro) cm

alpha = 0.0305; % parametro de sensibilidade & radiagdo Gy -1
ab = 10; % sensibilidade do tecido ao fracionamento da dose

beta = alpha/ab;

91
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ent = opt(frac_i, varargin{:});
D = ent.entradaStruct.D/24;
rho = ent.entradaStruct.rho/24;
V = ent.entradaStruct.V/24;
Lx = ent.entradaStruct.Lx;

alpha = ent.entradaStruct.alpha;

beta = ent.entradaStruct.beta;
Y==========================================================
%% Discretizar o domino espacial e temporal

N = ent.nos; % Numero de nés da Malha

ci0 = ent.cinicial;
N_1 =N+ 1;
delx = Lx/N;
delx_a = delx/Lx;
x = (0:delx:Lx)’;

Xa = x/Lx;

Xc = ent.posicao/Lx;
if (Xc > 0.5)

Vv = -V,

end

Nt = ent.dias*24;
delt = 1;

%delt_a = delt * rho; % Delta T adimens
delt_a = delt * 0.0011;

%Numero de passos

% Variagdo temporal

%#Limiar é& usdo para o calculo do raio
Limiar = 0.6126*Lx~(3); %= 4900,8

%Limiar = Lx~3; YAdimensionalizado

U_o Limiar*exp (100*(1.41/Lx) ~2);

U_max = 4.2e8;

%concentragdo maxima

%% Normalizag&o
lambda = 0.5*(D/(rho*Lx~2))*(delt_a
vi = V/(rho *Lx) *(delt_a/delx_a);
1 = lambda * omes(N_1,1);

vi_p = max(vi,0);
vi_m = min(vi,0);
s_.p =1+ vi_p;

s.m =1 - vi_m;
tau = delt_a/2;% Constante do termo
/R S e e EE EEE S=EEE R
%% Fracionamento
tratamento = [
struct (’dose’, (0) ,
struct (’dose’ ,[60,4.2] ,
struct (’dose’, (20),
struct (’dose’ ,[12.2,3.2] ,

>fracao’,0 ,
’fracao’,1
>fracao’,3 ,

’fracao’

’reforco’,false );

% Variac8o espacial (discretizag&o)

temporais. 1920 horas = 80 dias

ionalizado

%U_0 que gera um raio de 1.41 cm

de celulas cell/cm~3 (Steins).

/delx_a~2); Y%Lambda

% termo advectivo nu

ndo linear

%sem tratamento

, ’reforco’,true );

>reforco’,false );

,5 , ’reforco’,true );
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h o

%R

struct (’dose’ ,[6.0,6.0], ’fracao’,10 , ’reforco’,false );

struct (’dose’ ,[2.8,3.5,6.5] , ’fracao’,15

>

’reforco’,false );

struct (’dose’ ,[2.0,2.9,2.9,3.0,2.0] , ’fracao’,25 , ’reforco’,false );
struct(’dose’,[1.8,1.8,1.8,1.8,1.8,1.8,1.8]

)

13

trat = tratamento(frac_i);

tap = fracionamento (trat.fracao,trat.reforco);

dosediaria = dosagem(trat.dose,trat.fracao,trat.reforco);
pordose = ent.pordose;

porregiao = ent.porregiao;
=====================PRINCIPAL===========================
Condigdo inicial

condicaoInicial = [condicaoInicialExp(Lx, U_max, Xa, Xc),...
condicaoInicialC1(U_O, Limiar, 0,0.6/Lx,1.41/Lx,2.0/Lx, N_1,
115

R_0 = sum(U_max * condicaoInicial(:,ci0O) > Limiar) * delx;

Modelos

rd = @(d,t,H_n) rockne(alpha, beta, rho,

U_max, delx, Limiar,porregiao, pordose,

da,

tau,

>

>fracao’,35

t, ...
1, Hn, N_1);

>

rdn = @(d,t,U_n) rockne_n_linear (alpha, beta, rho, d, t,...

U_max, delx, Limiar,porregiao, pordose,

rad = @(d,t,W_n) stein_modificado (alpha,

tau,

beta,

1, Umn, N_1);
rho, d, t,...

’reforco’,false

U_max, Xa, Xc)

U_max, delx, Limiar, porregiao,pordose,tau,l,s_p,s_m,W_n,N_1);

rd_estabilidade = @(x, A_0) (2*lambdax*(1

rad_estabilidade = @(x, A_0) (1 - (2*xlambdax(1

cos (x))

- cos(x))

- tau) /2*xtauxA_O0;

tau) +

vi_m*x(1- exp(li*x)) -vi_p*(1- exp(-1i*x)))./(1 + (2xlambda*(1 -

cos(x)) - tau) + 2xtaux*xA_0);

modelos = {};
Reativo-Difusivo (linear)
if any(strcmp(’rd-linear’, ent.modelos))

H n = condicaolInicial(:,ci0O);

modelos{end+1} = struct(’edf’,rd,’A_ n’,H n,’A_i’,U_max*H_n,’concentracao

zeros (1,Nt),’raio’,zeros(1,Nt),’tagTitle’,’RD linear’,’tagFile’,’

rdLinear’,...

’estabilidade’, rd_estabilidade,’pmax’, pi);

end
eativo-Difusivo
if any(strcmp(’rd’, ent.modelos))

U n = condicaolInicial(:,ci0O);

modelos{end+1} = struct(’edf’,rdn,’A n’,U_n,’A_i’,U_max*U_n,”’

concentracao’,...
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h

hh

h
h

h

zeros (1,Nt),’raio’,zeros(1,Nt),’tagTitle’,’RD’,’tagFile’, ...
’rd’,’estabilidade’, rd_estabilidade,’pmax’, pi);

end

Reativo-Advectivo-Difusivo

if any(strcmp(’rad’, ent.modelos))
W_n = condicaolInicial(:,ci0O);
pmax = real (0.5*xacos(-(vi_p + 2*xlambda)/(vi_m - 2*lambda)));’Errado
modelos{end+1} = struct(’edf’,rad,’A_ n’,W.n,’A i’ ,U_max*W_n,’
concentracao’,...

zeros (1,Nt),’raio’,zeros(1,Nt),’tagTitle’,’RAD’,’tagFile’,’rad’,...

’estabilidade’, rad_estabilidade,’pmax’, pmax);
end
tic;
for n = 1:Nt %n =1 é a Condig&8o Inicial

%Aplicag8o da Terapia

isTap = (tap == n);

d = dosediaria(find(isTap,1));

terapia = sum(isTap);

%Resolucdo do sistema Adimensionalizado

for i = 1:1length(modelos)
[A_n_1,cn, rn] = modelos{il}.edf(d, terapia, modelos{i}.A_n);
modelos{i}.A_n A n_1;

modelos{i}.concentracao(n) = cn;
modelos{i}.raio(n) = rn;
end

end

7 %Fim do lago no tempo

toc

Graficos

concentragdo inicial

if any(strcmp(’ci’, ent.graficos))
for i = 1:length(modelos)
graficosCI(ent,trat.fracao,x, modelos{il}.A_i,modelos{i}.tagTitle,...
modelos{i}.tagFile);
end

end

concentragdo inicial comparacgéo

if any(strcmp(’ci-comp’, ent.graficos))
n = length(modelos);
m = length(modelos{1}.A_i);

A_i = zeros(m,n);
11 = {};
for i = 1:n

A_i(:,i) = modelos{il}.A_i;
11{i} = modelos{il}.tagTitle;

end
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h

7 %

graficosCIComp (ent,trat.fracao,x, A_i,1ll);
end
concentracgdo final
if any(strcmp(’cl’, ent.graficos))

for i = 1:length(modelos)

graficosCL(ent, trat.fracao, modelos{il}.tagTitle, modelos{i}.tagFile

U_max ,x, modelos{i}.A_n, Limiar);
end
end

concentragdo final comparacédo

if any(strcmp(’cl-comp’, ent.graficos))

n = length(modelos);

m = length(modelos{1}.A _n);

A n = zeros(m,n);

11 = {};

for i = 1:n
A n(:,i) = U_max*modelos{il}.A _n;
11{i} = modelos{il}.tagTitle;

end

graficosCLComp (ent ,trat.fracao,x, A_n,1ll);

end

“concentragdo, raio e concentragdo maxima

if any(strcmp(’crm’, ent.graficos))

for i = 1:length(modelos)

graficosCRM (ent, trat.fracao, modelos{il}.tagTitle, modelos{il.

tagFile, ...

U_max ,x, modelos{i}.A_i, modelos{i}.A_n, R_O,

modelos{i}.concentracao, Limiar);
end

end

lconcentragdo, raio e concentragdo maxima comparagdo

h

if any(strcmp(’crm-comp’, ent.graficos))
n = length(modelos);
m_c = length(modelos{1}.concentracao);
m_r = length(modelos{1}.raio);
c_i = zeros(m_c,n);
r_ i = zeros(m_r,n);
11 = {};

for i = 1:n

c_i(:,1) modelos{i}.concentracao;

r_i(:,i) modelos{il}.raio;
11{i} = modelos{il}.tagTitle;
end
graficosRMComp (ent ,trat.fracao, 11, U_max, R_O,
end

estabilidade

r_i,

modelos{i}.raio, ...

c_i);
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213 if any(strcmp(’estabilidade’, ent.graficos))

214 theta = linspace (0,2%pi,100);

215 for i = 1:length(modelos)

216 A 0 = max(modelos{i}.A_i);

217 pmax = modelos{i}.pmax;

218 G = abs(modelos{il}.estabilidade(theta, A_0));

219 gmax = abs(modelos{il}.estabilidade (pmax, A_0));

220 graficosEstabilidade (ent,trat.fracao, modelos{il}.tagTitle,...
221 modelos{i}.tagFile, theta, G, pmax, gmax);

222 end

223 end

225 if ent.wt

226 n = length(modelos);

227 m_c = length(modelos{1}.concentracao);
228 m_r = length(modelos{1l}.raio);

229 m_a = length(modelos{1}.A_n);

230 c_i = zeros(m_c,n);

231 r_i = zeros(m_r,n);

232 A n = zeros(m_a,n);

233 for i = 1:n

234 c_i(:,i) = U_max*modelos{i}.concentracao;
235 r i(:,i) = modelos{il}.raio;

236 A n(:,i) = U_max*modelos{il}.A _n;
237 end

238

239 writeStructModel (ent,trat.fracao, x, R_O, r_i, c_i, A_n)
240 end

241 end

243 function [results] = opt(fracao, varargin)
244 cellstr = Q@(x) any(cellfun(@ischar, x));
245 defaultDias = 80;

246 defaultPosicao = 0;

247 defaultExt = ’-dpng’;

248 defaultNos = 1400;

249 defaultCInicial = 1;

250 defaultDiretorio = ’img/radNH/’;
251 defaultSalvar = true;

252 defaultPorcDose = 1;%0.1;

253 defaultPorcRegiao = 0;70.05;
254 defaultWriteTable = false;

255 defaultModelos = {’rd’,’rd-linear’,’rad’};

256 defaultGraficos = {’ci’,’ci-comp’,’cl’,’crm’,’crm-comp’,’estabilidade’};
257 defaultVisualizar = ’on’;

258 defaultEntrada = {’D’,3.9e-5,’rho’,0.0453,’V’,0.01,°Lx’,20,...

259 >alpha’,0.0305, ’beta’ ,0.00305};
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261 p = inputParser;

262 p.KeepUnmatched = true;

263 addRequired(p, ’fracao’,@isnumeric);

264 addParameter (p, ’dias’,defaultDias, @isnumeric);

265 addParameter (p, ’posicao’, defaultPosicao, @isnumeric);

266 addParameter (p, ’ext’, defaultExt,@ischar);

267 addParameter(p, ’salvar’, defaultSalvar,@islogical);

268 addParameter (p, ’nos’, defaultNos, @isnumeric);

269 addParameter (p, ’cinicial’,defaultCInicial , @isnumeric);

270 addParameter (p, ’diretorio’,defaultDiretorio,@ischar) ;

271 addParameter (p, ’pordose’,defaultPorcDose , @isnumeric);

272 addParameter (p, ’porregiao’,defaultPorcRegiao , Qisnumeric);

273 addParameter (p, ’wt’, defaultWriteTable ,@islogical);

274 addParameter (p, ’modelos’, defaultModelos,cellstr);

275 addParameter (p, ’graficos’, defaultGraficos,cellstr);

276 addParameter (p, ’visualizar’, defaultVisualizar ,@ischar);

277 addParameter (p, ’entrada’, defaultEntrada,@iscell);

278 parse(p, fracao, varargin{:});

279

280 e = inputParser;

281 e.KeepUnmatched = true;

282 addParameter (e, ’D’,defaultEntrada{2}, @isnumeric);

283 addParameter (e, ’rho’,defaultEntrada{4}, @isnumeric);
284 addParameter (e, ’V’,defaultEntrada{6}, Q@isnumeric);

285 addParameter (e, ’Lx’,defaultEntrada{8}, @isnumeric);

286 addParameter (e, ’alpha’,defaultEntrada{10}, @isnumeric);
287 addParameter (e, ’beta’,defaultEntrada{12}, Q@isnumeric);
288 parse(e,p.Results.entrada{:});

289

290 results = p.Results;

291 results.entradaStruct = e.Results;

292 end

293

204 function [rgl, rg2] = regioes(A, limiar, porregiao)

295 rgl = A > limiar;

296 rg2 = A <= limiar & A >= porregiao * limiar;

297 end

298

209 function [ci] = condicaoInicialExp(Lx, U_max, Xa, Xc)

300 ci = (Lx"3/U_max)*exp(-100%(Xa - Xc)."2); %condigdo inicial normalizada;
301 end

302 function [ci] = condicaoInicialCi(C_m ,C_1, C_z, Xm, X1, Xz, N_1, M, Xa, Xc)
303 if (Xc ~= 0)

304 disp(’Xc diferente de zero. Sem suporte a deslocamento’);

305 end

306 Xac = Xa;
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ci = zeros(N_1,1);
id = (Xac <= Xm);
ci(id) = C_m;
id = (Xac > Xm & Xac <= X1);
ci(id) = ((C_m - C_1)/(Xm - X1))*(Xac(id) - Xm) + C_m;
id = (Xac > X1 & Xac <= Xz);
ci(id) = ((C_1 - C_z)/(X1 - Xz))*(Xac(id) - X1) + C_1;
id = Xac > Xz;
ci(id) = 0;
ci = ci/M;
end
function [H_n_1, h, r] = rockne(alpha, beta, rho, dose, terapia,...
MU,delx, Limiar, porregiao, pordose, tau, 1, H_n, N_1)
% Reativo difusivo
[rgl, rg2] = regioes(MU*H_n, Limiar, porregiao);
g = tau * XRT (alpha, beta, rho, dose, terapia, rgl, rg2, pordose);
%Calculo de p e q Adimensionalizado
p =1+ 2x1 g;
qQ =1 - 2x1 + g;
%»Fim do Calculo de phi e psi
%Montagem das matrizes MA e ME
MA = spdiags([-1 p -11, [-1 O 1], N_1, N_1);
MA(1,1:3) = [-3,4,-1]1;
MA(N_1,N_1-2:N_1) = [1,-4,3];
ME = spdiags([1 q 1], [-1 0 1], N_1, N_1);
ME(1,1:3) = [3,-4,1];
ME(N_1,N_1-2:N_1) = [-1,4,-3];
%Resolugdo do sistema A Adimensionalizado
b = ME*xH_n;
H_n_1 = MA\Db;
hconcentragdo maxima
h = max(H_n_1);
%#Calculo do raio do tumor sem Adimensionalizar
%Em X_c = 0 & raio ndo o diametro.
tam = sum (MU*H_n_1 > Limiar);
r = 0;
if tam > O
r = tam * delx;
end
end
function [U_n_1, u, r] = rockne_n_linear (alpha, beta, rho, dose, terapia,...
MU,delx, Limiar ,porregiao,pordose,tau,l, U_n, N_1)

%Reat

[rgl,

ivo difusivo ndo linear

rg2] = regioes(MU*U_n, Limiar, porregiao);
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end

g = tau * XRT (alpha, beta, rho, dose, terapia, rgl, rg2, pordose);
%Calculo de p e q Adimensionalizado
p=1+ 21 - g + 2 *x tau * U_n;
q =1 - 2x1 + g;
HMA
MA = spdiags([-1 p -11, [-1 0 1], N_1, N_1);
MA(1,1:3) = [-3,4,-1];
MA(N_1,N_1-2:N_1) = [1,-4,3];
%MD
MD = spdiags([1 q 1], [-1 0 1], N_1, N_1);
MD(1,1:3) = [3,-4,1];
MD(N_1,N_1-2:N_1) = [-1,4,-3];
%RD
b_u = MD*U_n;
Umn_1 = MA\b_u;
u = max(U_n_1);
%#Calculo do raio do tumor sem Adimensionalizar
%Em X_c = 0 & raio ndo o diametro.
tam = sum(MU*U_n_1 > Limiar);
r = 0;
if tam > O
r = tam * delx;
end
function [W_n_1,wm,r] = stein_modificado (alpha, beta, rho, dose, terapia,...
MU, delx,Limiar, porregiao,pordose,tau,l, s_p, s_m, W_n, N_1)
% Reativo Advctivo Difusivo
[rgl, rg2] = regioes(MU*W_n, Limiar, porregiao);
g = tau * XRT (alpha, beta, rho, dose, terapia, rgl, rg2, pordose);
p.w =1 + 2x1 - g + 2 *x tau * W_n;
r =1+ g - s_p - s_m;
HMA
MA = spdiags([-1 p_w -1], [-1 0 1], N_1, N_1);
MA(1,1:3) = [-3,4,-1];
MA(N_1,N_1-2:N_1) = [1,-4,3];
AME
ME = spdiags([s_p r s_m], [-1 0 1], N_1, N_1);
ME(1,1:3) = [3,-4,1];
ME(N_1,N_1-2:N_1) = [-1,4,-3];
%RAD
b_w = ME*W_n;
W.n 1 = MA\b_w;
wm = max(W_n_1);

%Calculo do raio do tumor sem Adimensionalizar
tam = sum(MU*W_n_1 > Limiar);

r = 0;
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end

function [ret] =

end

function [tap] =

% Tratamento dose iguais em Gy

end

function [ndoses] =

if tam > O
r = tam * delx;

end

XRT (alpha, beta,

Transformar em vetor

rho,

dose,

terapia, rgl, rg2, pordose)/

% Radioterapia doses iguais sem reforgo delta t constante

ret 1;

if (terapia)

% probabilidade S de sobrevivéncia das células com a dose bioldgica

efetiva
fdose = pordose * dose;
DR1 = alpha * dose + beta * dose”2;
DR2 = alpha * fdose + beta * (fdose) ~2;
S = rgli*exp(-DR1) + rg2*exp(-DR2);
ret = (1 - (1 - S)/rho);
end

N =

fracao + 1x(reforco
N); %
8;% horas

tap = zeros (1,
tap (1) =

DIAS =

tempo

%dias de tratamento
0) %

Sem Tratamento

0;

for i = 1: N - 1

fracionamento (fracao,

true) ;

reforco)

com reforgo

de aplicagdo em horas

% para o tap maior que uma semana soma-se um intervalo de 72 horas

% entre as entre as aplicacgdes.

tap(i + 1) =
72;
end

end

dosagem (dosesemana,

tap(i) + (mod(i,DIAS) ~=

fid,

0) * 24 + (mod(i,DIAS)

reforco)

% Transforma dose semanal em dose diaria ou com ou sem reforgo

N = fid + 1*x(reforco
DIAS = 5;

A5

%dias de tratamento
index =
ndoses =

if (fid

zeros (1, N);

0) %

ndoses (1) =

Sem dosagem

0;

== true);

0) =*
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7 end

else

for i = 1:£fid

ndoses (i) = dosesemana (index) ;
if (mod (i,DIAS) == 0)

index = index + 1;
end

end

end

if (reforco)
ndoses (N) = dosesemana (end) ;

end

function writeStructModel (ent, fracao ,x, R_O, r_i, c_i, A_n)

% Imprime os graficos de concentragdo, raio e concentragdo méaxima do tumor.

h

78 end

DIRETORIO = ent.diretorio; J Diretdério saida

TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot%02dDias%dX%dCi%dD%dR%d’,

fracao, ent.dias,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex*x100,...
ent .porregiao*100) ;

ext = ent.ext;

Nt = ent.dias * 24;

eixoT = linspace(0, ent.dias, Nt);

%concentragdo final

writetable (array2table ([x,A_n]),strcat (DIRETORIO, mConcentracao’,
TIPO_TRATAMENTO,’.’ ,ext));

% evolugdo do raio do glioma
writetable (array2table ([eixoT’,r_i,R_O*ones(Nt,1)]),strcat (DIRETORIO,’
mRaioGlioma’,TIPO_TRATAMENTO,’.’,ext));

hconcentragdo maxima
writetable (array2table ([eixoT’,c_il]),strcat (DIRETORIO, mConcentracaoMax’,
TIPO_TRATAMENTO,’.’ ,ext));

function graficosCIComp (ent,fracao, x, AB, clegend)

%Figura da Condig&o Inicial

h

figl = figure(1l); set(figl,’visible’,ent.visualizar);
clf
hold on
for A = AB
plot (x, A,’LineWidth’,1.5);

end
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hold off

legend (clegend) ;

set (gca, ’FontSize’ ,12);

ylabel (’Concentragdo (células/cm)’);

xlabel (’X (cm)’);

title(’Condig&o inicial’);

if ent.salvar

DIRETORIO = ent.diretorio;’ Diretdorio saida
TIPO_TRATAMENTO = sprintf

fracao,

ent .porregiao*100) ;

ext = ent.ext;

saveas (gcf,

ext) ;

end

end

function graficosCI(ent,fracao,

; hFigura da Condigdo Imicial

(’Dot%02dDias%dX%dCi%dD%dR%d’,

ent .dias ,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex*x100,...

x, AB, tagTitle, tagFile)

figure(); set(figl,’visible’,ent.visualizar);

plot (x, AB,’LineWidth’,1.5);

set (gca,’FontSize’ ,12);

ylabel (’Concentracgdo (células/cm)’);

xlabel (’X (cm)’);

title(sprintf (’Condigdo inicial (%s)’, tagTitle));

if ent.salvar

DIRETORIO = ent.diretorio;’ Diretério saida

TIPO_TRATAMENTO = sprintf

fracao,

ent .porregiao*100) ;

ext = ent.ext;

saveas (gcf,

TIPO_TRATAMENTO), ext);

yA
figl =
clf
end
end

function graficosCL (ent,fracao,

MU,x, A_n_1, Limiar)

7 fhconcentracdo final com limiar

DIRETORIO = ent.diretorio; Y
TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot}%02dDias’dX’%dCi%dD%dR%d’,

fracao, ent.dias,ent.posicao,

ent .porregiao*100) ;

ext

ent .ext;

(’Dot%02dDias%dX%dCi%dD%dR%d"’,

ent .dias ,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex*x100,...

strcat (DIRETORIO, tagFile,’Concentracaolnicial’,

tagTitle, tagFile,

Diretdério saida

ent.cinicial ,ent.pordose*x100, ...

strcat (DIRETORIO, ’rdcConcentracaoInicial’,TIPO_TRATAMENTO) ,
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fig = figure(); set(fig,’visible’,ent.visualizar);
plotComLimiar (x,MU*A_n_1,Limiar);
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’X (cm)’);
ylabel (’Concentragédo (células/cm)’);
title(sprintf (’Concentracgdo final (%s)’,tagTitle));
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,tagFile,’Concentracaolimiar’,
TIPO_TRATAMENTO), ext);
end

end

function graficosCLComp (ent,fracao, x, AB, clegend)
%Figura da Condig&o Inicial
YA
figl = figure(1l); set(figl,’visible’,ent.visualizar);
clf
hold on
for A = AB
plot (x, A,’LineWidth’ ,1.5);
end
hold off
legend (clegend) ;
set (gca,’FontSize’ ,12);
ylabel (’Concentragdo (células/cm)’);
xlabel (’X (cm)’);
title(’Concentragdo final’);
if ent.salvar
DIRETORIO = ent.diretorio;), Diretorio saida
TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot%02dDias’dX’%dCi’%dD%dR%d’,
fracao, ent.dias,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex100,...
ent.porregiao*100) ;
ext = ent.ext;
saveas (gcf,strcat(DIRETORIO,’ConcentracaoFinal’,TIPO_TRATAMENTO),
end

end

function graficosCRM(ent,fracao, tagTitle, tagFile,

MU,x, A_i, A.n_1, R_O, raio, concentracao, Limiar)

% Imprime os graficos de concentragdo, raio e concentragdo méaxima do tumor.

h
DIRETORIO = ent.diretorio; J Diretdério saida
TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot}%02dDias’dX’%dCi%dD%dR%d’,
fracao, ent.dias,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex*x100,...
ent . porregiao*100) ;

ext = ent.ext;

ext);
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Nt = ent.dias * 24;

eixoT = linspace (0, ent.dias, Nt);

%concentragdo inicial x final

figd = figure(); set(figd,’visible’,ent.visualizar);
plot (x, A_i,’LineWidth’,1.5);
hold on

plot (x, MU*A_n_1,’LineWidth’,1.5);
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’X (cm)’);
ylabel (’Concentracgdo (células/cm)’);
legend (’Concentrag8o inicial’, ’Concentragdo final’);
title(sprintf (’Condigdo Imnicial %s Final (%s)’,’{\times}’,tagTitle));
hold off
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,tagFile,’Concentracao’,TIPO_TRATAMENTO),
ext);

end

%Figura evolugdo do raio do glioma
figh = figure(); set(figh,’visible’,ent.visualizar);
plot (eixoT ,raio,’b-’,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,2);
hold on
plot (eixoT, R_O*ones(1,Nt),’r’);
grid
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’Tempo (dias)’);
ylabel (’Dili¢metro (cm)’);
legend (’Evolug8do do Diametro’, ’Diametro inicial’,’Location’,’left’);
title(sprintf (’Dil¢metro do Glioma (%s)’,tagTitle));
hold off
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,tagFile,’RaioGlioma’,TIPO_TRATAMENTO), ext
) 8

end

/concentragdo maxima
fig6 = figure(); set(fig6,’visible’,ent.visualizar);
semilogy (eixoT ,MU*concentracao,’r-’,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,2);
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’tempo (dias)’);
ylabel (’Concentracgdo maxima (Log(células/cm))’);
title(sprintf (’Concentragdo Maxima (%s)’,tagTitle));
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,tagFile,’ConcentracaoMax’,TIPO_TRATAMENTO)
, ext);

end
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%concentragdo final com limiar
fig7 = figure(); set(fig7,’visible’,ent.visualizar);
plotComLimiar (x,MU*A_n_1,Limiar);
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’X (cm)’);
ylabel (’Concentragédo (células/cm)’);
title (sprintf (’Concentracgdo final (%s)’,tagTitle));
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO, tagFile,’ConcentracaolLimiar’,
TIPO_TRATAMENTO), ext);
end
end
function graficosRMComp (ent,fracao, legenda,
MU, R_O, raioAB, concentracaoAB)
% Imprime os graficos de concentrag8o, raio e concentragdo madxima do tumor.
YA
DIRETORIO = ent.diretorio; J Diretdério saida
TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot%02dDias’dX’%dCi’%dD%dR%d’,
fracao, ent.dias,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex100,...
ent .porregiao*100) ;
Nt = ent.dias * 24;
eixoT = linspace(0, ent.dias, Nt);
ext = ent.ext;
%Figura evolugdo do raio do glioma
fig2 = figure(2); set(fig2,’visible’,ent.visualizar);
clf
hold on
for raio = raioAB
plot (eixoT ,raio,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,2);
end
plot (eixoT, R_O*ones(1,Nt),’r’);
hold off
grid
set (gca,’FontSize’ ,12);
xlabel (’Tempo (dias)’);
ylabel (’Dil¢metro (cm)’);
legend([legenda, {’{R_0}’}],’Location’,’best’);
title(’Dif¢metro do Glioma’);
if ent.salvar
saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,’compDiametroGlioma’,TIPO_TRATAMENTO), ext

)

end

%concentragdo maxima

fig3 = figure(3); set(fig3,’visible’,ent.visualizar);

for concentracao = concentracaolAB
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semilogy (eixoT ,MU*concentracao,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,2);
hold on

end

hold off

set (gca,’FontSize’ ,12);

xlabel (’tempo (dias)’);

ylabel (’Concentracg8do maxima (Log(células/cm))’);
legend(legenda) ;

title(’Concentragdo Maxima’);

if ent.salvar

saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,’compConcentracaoMax’,TIPO_TRATAMENTO),

ext);
end

end

function graficosEstabilidade (ent,fracao,tagTitle, tagFile, theta, G,...

theta_max, G_max)

%Estabilidade do método

fig = figure(); set(fig,’visible’,ent.visualizar);
plot (theta, G, ’b-’,’MarkerSize’,3, ’LineWidth’,2);
grid

xlabel (’Angulo (rad)’);

ylabel (’G (Fator de amplificag8o do erro)’);

title(sprintf (’Estabilidade do método (%s)’,tagTitle));

if ent.salvar
DIRETORIO = ent.diretorio;% Diretério saida
TIPO_TRATAMENTO = sprintf (’Dot%02dDias’dX’%dCi’%dD%dR%d’,

fracao, ent.dias,ent.posicao, ent.cinicial,ent.pordosex100,...

ent .porregiao*100) ;

ext = ent.ext;

saveas (gcf, strcat(DIRETORIO,tagFile,’Estabilidade’,TIPO_TRATAMENTO),

ext) ;
end

end
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Figura A.1: Diagrama de blocos do c6digo computacional



