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Resumo

Nesta dissertacao é apresentado o desenvolvimento e a aplicagao de uma implemen-
tagao computacional do método de Godunov, em conjunto com o método dos volumes
finitos, a fim de resolver modelos unidimensionais de leis de conservacao regidos por um
sistema 2 x 2 de equacoes diferenciais parciais hiperbolicas. Em especifico, sao realizadas
simulagoes para problemas nao estacionarios de escoamento trifasico em meios porosos em
que apresentam, como condi¢ao inicial, um problema de Riemann dado pelas saturacoes
das fases envolvidas. Para a construcao do cédigo é feita a revisao de alguns conceitos teo-
ricos inerentes ao desenvolvimento: acerca do método de Godunov, a formagao da solucao
das equacoes diferenciais parciais em grupos de onda quando relacionadas ao problema
de Riemann e seu respectivo processo de solugao (Riemann solver de Roe), condigoes de
estabilidade e de correcao de entropia de Harten e Hyman. A modelagem matemética do
escoamento ¢é feita pela construcao das fungoes de fluxo, as quais sao baseadas na lei de
Darcy junto com o modelo empirico de Corey de correlacao das permeabilidades e satu-
racoes, agrupando as propriedades fisicas das fases. Diante do exposto, o codigo proposto
é utilizado para simular casos de escoamento sem e com a influéncia da aceleracao da
gravidade para diferentes parametros das fases e condigoes iniciais. Os resultados gerados
sao apresentados na forma de curvas de perfis de saturagao, para um instante de tempo
determinado, a partir dos quais sao feitas as analises das estruturas de choques e rarefa-
¢oes dos grupos de ondas; alguns casos a solugao também ¢é apresentada em diagramas
ternarios. A validagao das solugoes tém como base artigos previamente publicados e de
prestigio acerca do tema. O método de validagao é qualitativo com a observagao de cor-
respondéncia das estruturas de solugao, qualidade das curvas, interpretacao da influéncia
de parametros numéricos e dos modelos de correcao utilizados. Demonstrada a validade
da implementacao, é descrita a aplicacao do c6digo como recurso para se obter simulacoes
de um novo modelo de escoamento em desenvolvimento.



Abstract

This work presents the development and the application of a computational imple-
mentation for Godunov’s method in a finite volume formulation, aiming to solve unidi-
mensional models of conservation’s laws problems of 2 x 2 hyperbolic systems of partial
differential equations. In particular, simulations of non-stationary problems of three-phase
flow in porous media, whose initial conditions are Riemann problems given by the phase’s
saturations. Some inherent concept reviews for code construction are Godunov’s method
theory, the solution formation of partial differential equations in wave groups for Riemann
problems with the respective solution process (Roe’s Riemann solver), stability conditi-
ons, and Harten and Hyman’s entropy correction. The mathematical model for the flow
functions combines Darcy’s law and Corey’s empirical model for the correlation between
permeabilities and saturations, grouping the physical proprieties of the phases. In this
context, the proposed code simulates cases without and with the influence of gravitatio-
nal forces for different phase parameters and initial conditions. Given an instant in time,
saturation profile curves show the results and the structures of shocks and rarefactions
in the wave groups formed; in some cases, ternary diagrams also present the solution.
Examples with results already publicized and with prestige are the validation base. The
validation method is qualitative: analyzing solution structures, quality, the influence of
numerical parameters, and correction models. Finally, a resource application for a new
study model demonstrates the code capacities in simulations.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao, aborda-se método de Godunov formulado a partir de uma discre-
tizagao por volumes finitos, em um espac¢o unidimensional, aplicado para a resolucao de
uma lei de conservacao. O método é de primeira ordem para o espaco e o tempo e baseia-
se em um esquema upwind de solucao o qual é amplamente usado para problemas de

escoamento de fluidos [13, 36].

O método de Godunov é usado para resolver problemas de escoamento de fases em
meios porosos de modo a determinar as saturagoes que estas se encontram. Esta situacao
é encontrada na industria petrolifera sob a demanda de recuperacao e de extracao das
fases de 6leo, dgua e gas, de maneira generalizada. Com aplica¢oes para uma abordagem
mais simplificada em situagoes de interacao de apenas duas das fases, ou na forma geral

trifasica.

As leis de conservacao sao os modelos responsaveis por descrever esses problemas
formando um conjunto de equacgoes diferenciais parciais. Porém, sua expressao pode
assumir formas complexas e altamente nao lineares das quais consistem solugoes em parte
descontinuas e que nao apresentam unicidade, levando ao estabelecimento de condicoes
adicionais de entropia [23|. A formagao analitica das solugoes torna-se trabalhosa ou
impossivel em algumas situagoes. Condi¢oes como a nao homogeneidade das propriedades,
solucao em mais de uma dimensao e o caso de sistemas, comparado com o caso escalar,

contribuem para as dificuldades enfrentadas. [23, 24].

Diante desta perspectiva, o esfor¢o para o avango computacional e o desenvolvimento
de técnicas aprimoradas de resolucao numérica, como os métodos de volumes finitos,
tornaram viavel a solucao e a simulacao de diferentes situagoes que surgem de fendémenos

da natureza e de problemas na engenharia, de forma pratica, robusta e confidvel.
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As leis de conservacao para o escoamento trifasico sao modeladas a partir de dois
principios: a equacao bésica de conservagao de massa, tradicional dos estudos na Meca-
nica dos Fluidos, e a descricao dos processos de infiltracao nos meios porosos, dado aqui
pela lei de Darcy da Mecanica dos Solos [11]. E interessante notar que este desenvolvi-
mento leva a expressoes que sao dependentes apenas das propriedades fisicas das fases
como a viscosidade e a densidade, bem como das propriedades do meio poroso tal qual a

porosidade e a permeabilidade.

Combinando com os efeitos gravitacionais, as diferencas nos valores das densidades
serao responsaveis pelo movimento e a acomodacao das fases nos poros, criando a evo-
lugdo da saturagao ao longo do tempo [29]. Do contréario, nos processos sem influéncia
gravitacional, a evolucao acontece pela facilidade do fluido de penetrar no meio conforme

o gradiente de pressao existente entre as fases.

A capacidade de infiltragao nos poros de cada fase em relacao ao sistema por inteiro,
chamada de permeabilidades individuais, pode ser determinada por diversos modelos.
Nesta dissertagao, foi usada a analise de Corey que simplifica esta propriedade por fungoes
quadréaticas proporcionais as saturagoes de cada fase [8]. O modelo de Corey é amplamente

utilizado nos estudos dos escoamentos |1, 4, 6].

Considera-se também que é constante as propriedades nas se¢oes transversais do es-
coamento, e logo, a movimentacao de interesse é restringida apenas para uma anélise

unidirecional (com a gravidade atuando apenas neste eixo, quando presente).

A combinagao dos processos anteriores permite escrever a funcao de fluxo que rege
os escoamentos na forma de leis de conservacao, que sao equacgoes diferencias parciais
hiperbélicas a partir de um ponto de vista de classificacao matematico. Para cada uma
das fases existirda uma diferente equacao, logo, apresenta-se um sistema de equacoes no

qual pode-se simplificar para um caso 2 x 2 |29, 38|.

As analises realizadas sao baseadas em um caso especifico de problema de valor inicial:
os problemas de Riemann. A interpretacao fisica desta condicao pode ser interpretada
de dois modos: (i) como duas regides separadas por uma membrana que a partir de
um determinado momento é rompida e as fases se movimentam e (i7) com o inicio do
escoamento dado por um estado de injegao, formado por uma certa mistura das fases,

inserido em um meio que ja existe a presenca de outra.

A importancia deste trabalho reside na construgao de um coédigo computacional ba-

seado no método dos volumes finitos e que usa o processo de Godunov para determinacao
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dos fluxos que percorrem para os “volumes”. A base para a determinagao do valor do

fluxo utilizado no codigo é construido a partir das func¢oes analiticas de solucao de um

problema de Riemann considerando que o valor em cada volume é constante. Assim, sao

formados diversos sistemas lineares equivalentes nas interfaces dos volumes, mais simples
7

e com solucao obtida através de um Riemann solver aproximado [23, 32].

A correcao dos erros introduzidos pelo solver aproximado é determinado pelo método
de corregao de entropia, utilizado neste trabalho o processo de Harten e Hyman [15].
Além disto, como utiliza-se um método explicito, a preocupacao com a estabilidade e a
coeréncia das solugoes esta inerente no desenvolvimento, analisada pela teoria do ntimero

de Courant-Friedrichs-Lewy [9)].

A capacidade do método e do codigo é demonstrada obtendo a solugao de diferentes
situagoes que envolvem o escoamento trifasico alterando as propriedades fisicas das fases,
parametros de simulagao e as condigoes iniciais para as saturacoes. A base de comparagao
para a validagao é a andlise qualitativa dos resultados, feito a partir da literatura ja
disponivel nos estudos do tema. Para os casos sem gravidade sao utilizados os artigos

[3, 4] e para os casos com gravidade é usada a tese [29] e o artigo [31].

O comportamento da solu¢ao e a influéncia na saturagao em cada uma das fases é
apresentada através de perfis de linhas simples, diagramas ternarios agrupando o desen-
volvimento simultaneo das fases, e a descrigao qualitativa da solugao. Todas as simula-
¢oes numéricas realizadas nesta dissertagao foram feitas utilizando um desktop HP, com
processador Intel Core i3 e memoria RAM de 4 GB; ja os codigos apresentados foram

implementados e simulados utilizando o software MATLAB, versao R2015a.

A abordagem computacional aqui apresentada foi construida de forma abrangente
e focada no método de resolucao, podendo assim facilmente ser expandida para diver-
sas aplicacoes em que os fendmenos sao descritos por leis de conservacao que envolvam
sistemas 2 X 2 de equagoes diferenciais parciais hiperbélicas. Outros exemplos também

possiveis sao: escoamento em aguas rasas, fluxos isotérmicos, elasticidade.

1.1 Objetivos

O objetivo principal desta dissertacao é construir um cédigo computacional, utili-
zando o método dos volumes finitos em conjunto do método de Godunov, de modo que
seja possivel implementar problemas de leis de conservacao regidos por sistemas 2 x 2,

representando uma boa modelagem numeérica dos fenémenos e com resultados robustos e
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confiaveis. Inerente a implementacao ¢ discutido os aspectos computacionais e de estabili-
dade. Assim, apresentar um caso de aplicacao para a solucao de problemas de escoamento

trifdsico em meios porosos.

Pode-se elencar também alguns dos objetivos especificos:

1. Apresentar o desenvolvimento tedrico das solugoes dos sistemas de equacgoes dife-

renciais parciais hiperbolicas de leis de conservagao para problemas de Riemann;

2. Abordar as fungoes que regem o processo teérico de escoamento trifasico, por meio

da analise de sua formulacao e caracteristicas matemaéticas da solugao;

3. Analisar os resultados obtidos para diferentes tipos de condigoes iniciais e propri-
edades fisicas das fases, de forma a validar a implementacao com base em estudos

previamente publicados.

1.2 Organizacao da dissertacao

A seguir, uma breve descrigao da organizagao dos contetdos abordados em cada ca-
pitulo. Ao longo do texto, descreve-se como cada secao foi implementada e usada como

base na construcao do codigo computacional da dissertacao.

No Capitulo 2 é feito o desenvolvimento e a abordagem teodrica da construcao das leis
de conservagao, além de introduzir a construgao geral do métodos dos volumes finitos que

seré utilizado para gerar os resultados dos problemas analisados neste texto.

O Capitulo 3 fornece a teoria acerca do tipo de condigoes iniciais que serao estudadas
e os diferentes tipos de conjuntos de solugoes que surgem do problema de Riemann: os
choques e rarefagoes. Também é feita uma revisao dos conceitos de velocidade de choque

de Rankine-Hugoniot e da condi¢ao de entropia de Lax.

O Capitulo 4 traz detalhes de como é construida a solu¢ao analitica (base para a
forma computacional implementada) e as especificidades inerentes dos diferentes tipos de
problemas, sejam eles escalares ou um sistema de equagoes lineares/nao-lineares. Além
disto, é discutido o importante aspecto da estabilidade das solugoes obtidas, dado pelo
numero Courant-Friedrichs-Lewy e a apresentacao do método de correcao de entropia de

Harten e Hyman, utilizada no codigo.

Ja no Capitulo 5 entra-se finalmente no desenvolvimento matemaéatico e fisico das

funcoes de fluxo para o escoamento trifasico, assim como a anélise da matriz jacobiana e
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seus autovalores correspondentes. E apresentado também a representacao em diagramas
ternarios da solucao de saturacao das fases e uma representacao esqueméatica dos modelos

do meio em simulacao.

De posse dos conceitos mateméticos, fisicos e computacionais, os resultados sao apre-
sentados no Capitulo 6. Foram feitas comparacoes com resultados ja disponiveis na lite-
ratura, a fim de validar o cédigo desenvolvido e garantir a veracidade dos resultados; os

detalhes e as interpretacoes desses resultados estao na segao 6.1.

Em seguida, qualitativamente as solugoes obtidas sao analisadas, destacando pontos
de inconsisténcias, comparacao aproximadas com a solugao disponivel e o processo de
contribuicao para formacao correta da solugao. Também é feita uma breve exposicao

sobre o niimero de iteracoes necessarias para se reproduzir as solucoes.

Com o codigo aprovado, na se¢ao 6.3 utiliza-o para o estudo de um novo modelo como

recurso de solucao para obter as simulagoes necessérias.

Por fim, o Capitulo 7 encerra o trabalho apresentando as conclusoes e recapitulando
as consequéncias de cada caso estudado, além de apresentar também perspectivas de

melhoria e propostas para trabalhos futuros.

Para consulta do leitor, os codigos implementados nas simulagoes estao no apéndice

A e o algoritmo para os diagramas ternarios estao no apéndice B.



Capitulo 2

Leis de conservacao

No estudo dos fendmenos e suas formas de ocorréncias, as propriedades fisicas de
interesse sao descritas em func¢ao da posigdo (com respeito a um sistema de coordenadas
de referéncia) e do instante de tempo. Em coordenadas cartesianas, por exemplo, a fungao
assume a forma @ = Q(x,y, z,t), assim, obtém-se como esta variavel se comportara em
qualquer local e tempo desejado. A modelagem matematica das leis de conservacao que
regem os fenomenos fisicos de interesse irao envolver derivadas parciais em relacao as

variaveis espaciais e temporais, obtendo-se assim as equagoes diferenciais parciais [36].

Para o caso unidimensional Q)(z,t), a expressao geral de uma equagdo diferencial

parcial de primeira ordem pode ser vista como:

a(z,t)Q; + b(z,t)Q, =0 (2.1)

O subscrito indica a derivada da fungao ) com respeito as variaveis = e t (espacial e
temporal, respectivamente) e os coeficientes que acompanham as derivadas parciais sao
fungoes gerais (que podem ser constantes, em casos particulares), prefazendo a classifica-

¢ao da equagao em nao-lineares ou lineares [34].

Estas equagoes também sao classificadas baseando-se nas curvas caracteristicas que
transportam a informagao ao longo da solucao. Expandindo para um sistema de equagoes
parciais, ao aplicar a derivada espacial na equagao, b(zx,t) agora correspondera a uma
fungao matricial cujos autovalores podem assumir os seguintes valores: (i) reais e distintos
formam uma equacao diferencial hiperbolica, (ii) reais e iguais é uma equagao parabdlica
e (i11) valores complexos conjugados formam um problema eliptico [35]. Em um caso

escalar, este principio de classificagdo ainda é valido para a fungao b(z,t).
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Abordado em detalhes nos proximos capitulos, o problema em foco desta dissertacao
corresponde a um sistema de equacoes diferenciais hiperbolicas, resolvido apenas para um
caso unidimensional. Os sistemas hiperboélicos possuem como caracteristica a solucao na

forma de ondas viajantes [35].

2.1 Meétodo dos volumes finitos

Ao estudar problemas que envolvem fungoes ou condigoes iniciais nao suaves, a for-
mulagao diferencial da equagdo (2.1) fornece resultados imprecisos, falhas ao redor de
descontinuidades e nao unicidade. Este problema também é observado ao reproduzir uma
modelagem para solugao computacional, ja que a utilizagao de uma abordagem por meio
de métodos numéricos classicos (como o método das diferengas finitas, por exemplo) tam-
bém nao apresenta resultados satisfatorios, com imprecisoes e custo de processamento

elevado [23].

Em contrapartida, o método dos volumes finitos possui a vantagem de discretizar
diretamente o dominio fisico de interesse em regioes infinitesimais, formando pequenas
células (ou “volumes”) em que as equagoes diferenciais sao transformadas em equagoes
algébricas. Para cada um dos volumes, é possivel aproximar o valor da solu¢ao Q(x,t)
por uma média representada pela integral total de () dividida pelo tamanho da célula. A
solugao é modificada ao longo do tempo, nas interacoes seguintes, pelo balanco do valor
do fluxo que percorrem as interfaces que delimitam as células. Com uma formulagao
simples, aliada a flexibilidade de adaptacao para diferentes casos e as respectivas formas
de condicao de contorno, o método dos volumes finitos tornou-se a técnica preferencial
para a solucao de problemas em dinamica de fluidos computacionalmente, com amplo uso

em estudos e aplicagdes industriais [26].

A figura 2.1 ilustra esquematicamente a defini¢ao apresentada, cada subdivisao consti-
tui um volume finito ou célula (regido hachurada). Para uma regiao de estudo, o intervalo
Ax exprime a discretizagdo para o dominio espacial (sendo ¢ o nimero do volume e i + %
a interface entre eles) e At o passo de tempo (com n para indicar o nimero da iteragao).

As indicagoes F;_

;1 e F; 1 representam o valor dos fluxos que percorrem as interfaces.
2

1
2
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E“+1

Figura 2.1: Representagao esquematica de uma célula usada para o método dos volumes
finitos.

Fonte: Imagem do autor

Assim, considerando que este volume representa numericamente o valor de Q(z,1),
pode-se calcular que a variacao temporal da sua quantidade total no instante ¢, é igual a
diferenca do valor do fluxo na interface de entrada (xze%) pelo valor do fluxo na interface

de saida (z; +%), conforme a relagao:

< Qet)de =7 (Q (r,

1
=3

D)rlelu) e

Para um caso geral de um sistema de equagoes, f(Q) = (f1(Q), f2(Q), ...,fn(Q))T

representa de modo vetorial a funcao do problema estudado, chamada de funcao de fluxo.

N

. c . T
Ja @ agrupa as variaveis na forma conservativa: Q = (q1, 42, .-, qn) " -

A expressao integral (2.2) constitui a base do método de volumes finitos. Pode-se
notar como existe uma analogia as equagoes de conservagao de massa da Mecéanica dos

Fluidos, logo, o método também ¢é entendido como conservativo [23].

Reduzindo o intervalo de z;_ 1€2;,1 para uma escala infinitesimal, o termo a direita
em (2.2) transforma-se em uma derivada parcial da fun¢do f(Q)) com respeito a z. Do
lado esquerdo de (2.2), passando a derivada para o interior da integral, resulta na derivada
de @) com respeito a t. Agrupando os termos resultantes, reescreve-se a expressao para a

integral [38]:

/ Qe f(Qude =0 (2.3)

T, 1
i3

Desta forma, pode-se observar matematicamente que o valor da funcao Q(z,t) se
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conserva ao longo de cada célula, ja que a integral (2.3) é vélida se o integrando tem
valor zero. Assim, vale a relagdo dada em (2.4), constituindo a forma basica das equagoes

diferenciais conhecidas como leis de conservacao:

Qi+ f(Q)z=0 (2.4)

Para cada instante de tempo e intervalo espacial no dominio, é possivel calcular qual

o valor da fun¢ao solugao Q(z,t) possui ao longo de cada volume, retornando em (2.2):

e A derivada temporal é substituida pela diferenga do valor total de Q(z,t) em cada
instante de tempo t" e t"*!

d T, 1 T, 1 T, 1

[ Qwnar = / Q@ de— | Q@ mydr  (25)

1
i-3

ol

i—

(S

e A avaliacao do valor do fluxo na entrada e saida dos volumes é feito nas interfaces,

ao longo do intervalo temporal

f (Q (xi_%,t>> _ /t f (Q (xi_%,t>> dt (2.6)

f (Q (a:i+%,t)> - /t f (Q <mi+%,t>> dt (2.7)

A resolugao das integrais (2.5) a (2.7) pode ser complexa dependendo da forma que
a fungdo Q(x,t) se apresenta em cada intervalo. Entretanto, em escala infinitesimal, é
possivel aproximar o valor por uma constante ao longo de cada volume, facilitando o
célculo das integrais [23]. Os resultados das integrais corresponderdao apenas ao proprio
valor de Q(z,t) no instante e intervalo espacial considerado pelo produto da variagdo At

ou Az, como nas expressoes (2.8) a (2.11):

/ i+} Q (z,t") dor = QI Aw (2.8)

xT

0 (e ) de = QP AT (2.9)

[ £(@(est))ar =@ pae (2.10)
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tn+1

/tn / (Q (”“"H%’t)) dt = f(Qfy1)At (2.11)

Define-se a notagao F" , e Fi’jrl como representacao do proprio valor que a funcao de
2 2

fluxo assume na interface, em cada interacao n:

FLo=FQLy)  Fl = F(QF) (2.12)

[N

Assim, substituindo os valores de (2.8) a (2.12) na forma de geral de conservagao
para os volumes finitos (2.2), apés algumas manipulagoes algébricas tem-se a relagao
(2.13). A aproximagao de Q(z,t) feita por valor constante gera uma parcela de erro, estas
quantidades s@o desconsideradas em (2.13) ja que sdo aproximagoes de segunda ordem e

nao influenciam no valor calculado.

At(

n+l _ nHyn =" n n
Qi =@ N F] ) (2.13)

il T _1
i+35 3

O novo valor calculado para () no estado n + 1 depende apenas do valor ja conhecido
no estado n, e 0 mesmo acontece para a determinacao do valor dos fluxos. Isto exemplifica

a caracteristica explicita do método.

A expressao (2.13) é usada como a base para a construgdo do método numérico, rees-
crita da expressao integral (2.2) na forma conservativa e discretizada. A seguir é descrito

como as expressoes apresentadas neste capitulo foram construidas computacionalmente.

Sendo a base do método desenvolvido, a forma (2.13) é implementado no arquivo de
codigo principal. Para tanto, inicialmente sao fornecidos os parametros de simulacao,
sendo eles: o dominio de interesse, o nimero de “volumes” (por consequéncia, obtém-se
o intervalo espacial Az, o comprimento de cada um deles) e a quantidade maxima de

iteragoes no tempo desejadas ou o tempo limite de simulacao, quando conhecido.

Pela leitura de um arquivo de texto externo, é fornecido ao cédigo principal os pa-
rametros referentes as caracteristicas do problema (propriedades das fases e do meio),

incluindo as condic¢oes iniciais. Maiores detalhes serao abordados ao longo do Capitulo 5.

A funcao de fluxo f(Q) do estudo ¢é inserida como um outro arquivo de funcdo inde-
pendente do codigo principal, permitindo maior facilidade de adaptagao para outros tipos

problemas.

Antes do inicio do calculo da solucao propriamente, existe um passo extra correspon-
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R P L. T
dente a passagem das incognitas agrupando-as em um vetor unico Q = (g1, G2, ---, qn) " -

Ja para percorrer cada célula do dominio, dois blocos de repeticao compoe o corpo
principal. O primeiro ird contar o ntamero de iteragoes (também estabelecido como pa-
rametro e fisicamente corresponde a passagem do tempo). O segundo bloco é interno ao
inicial e & o responsavel por atualizar os valores da solucio Q7! em todas as células para

aquele intervalo de tempo, aqui é inserida a expressao (2.13).

Os valores dos fluxos F;_1 e Fj, 1 também sao calculados em um arquivo de funcao
2 2
separado. As variaveis componentes e a formulagao serao abordados em detalhes no

Capitulo 4.



Capitulo 3

O Problema de Riemann

O problema de Riemann é um caso especial do conhecido problema de Cauchy, tam-
bém chamado de problema de valor inicial (PVI), ou seja, uma equagao diferencial parcial
(seja no caso escalar ou em um sistema de equagoes) a qual possui uma condi¢ao inicial

vinculada.

A definigao matematica da condigao inicial para o problema de Riemann sera:

QE? X S Zo

QD7 T > Zo

Q(z,0) = { (3.1)

Graficamente, esté ilustrada na figura 3.1 como uma representacao para o caso uni-
dimensional:

Qlx,0)

0

Qo

Ty

Figura 3.1: Representagao grafica da condigao inicial em um problema de Riemann uni-

dimensional genérico.
Fonte: Imagem do autor

Expandindo para casos gerais, Qg e (Jp sao vetores de valores constantes, respecti-

vamente, a esquerda e a direita do ponto de descontinuidade inicial, indicado pela co-
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ordenada zy. Futuramente nesta dissertacao, a indicagao do problema de Riemann sera

representada usando a notagao: PR (Qg,Qp).

3.1 Caracteristicas, choques e rarefacoes

Os problemas de Riemann estudados possuem como solugoes um conjunto de forma-
¢oes denominados choques e rarefagoes. A seguir, aborda-se sucintamente seus atributos

por meio da analise do método das caracteristicas.

Um modo de se construir as solugoes das equacoes diferenciais parciais é simplificando
o problema, utilizando uma equacao diferencial ordinaria obtida por meio de mudanca de
variaveis na qual a solugdo Q(x,t) sera constante ao longo de uma determinada curva.
Este compoe o principio do método das caracteristicas e procura identificar quais sao as

curvas propriamente ditas, chamadas de caracteristicas, representada por x(t) [12].

A solugao @ ao longo da curva caracteristica é escrita em funcdo de z(t), a qual fica

parametrizada para o tempo. Como nao ha variacao, aplica-se a relagao de derivada (3.2):

d
SQ(().1) =0 (32)

Aplicando a regra da cadeia:

aQ N 0Q da(t)
ot  Oxr dt

=0 (3.3)

Uma abordagem distinta para se obter a equacao ordinaria equivalente é feita com-
parando a lei de conservacao na forma (2.4) e a expressao (3.3), assim a correspondéncia
em (3.4) é obtida:

dz

a = f(Q(x0,0))

z(0) = xg

(3.4)

A solugao de (3.4) para os valores de zg, quando entao aplicadas para Q(xg, 0), formam
a expressao das curvas caracteristicas, para as quais no caso escalar sao retas e dependem
unicamente da condi¢do inicial (3.1). O valor da derivada da fungao de fluxo f'(Q)
corresponderé a velocidade de propagacao da solucao para cada instante de tempo. Assim,

a curva de solugao apenas se desloca, na forma de uma onda [12, 23, 38|.
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A disposicao das curvas determinam como serd o comportamento da solucao. Ao
plotar as caracteristicas no plano = — t, a partir de um determinado instante as curvas
podem se cruzar formando uma nova onda. Na fun¢ao Q(z,t) o efeito é de “quebra”
na curva e para que permaneca uma funcao com significado fisico, a solugao passa a
apresentar uma descontinuidade, denominado choque. O choque continua a se deslocar

com velocidade de transporte calculada pela condigdo de Rankine-Hugoniot (3.5):

s|Qp — Qe = f(Qp) — f(QE) (3.5)

Em que o termo s representa a velocidade que o choque se propaga e os valores (Jp
e Qg os estados adjacentes a descontinuidade. A expressao (3.5) é vélida tanto para
problemas escalares quanto para um sistemas de equacoes. Esta velocidade também pode

variar ao longo do tempo [22, 38|.

Ao fixar um determinado estado em um dos lados da descontinuidade e deixar o outro
variar livremente, a condi¢ao (3.5) permanece valida e torna-se um meio de determinar
todos os pontos dos quais estao conectados a descontinuidade e que deslocam com velo-
cidade s. Estes pontos ao serem ligados formam as denominadas curvas de Hugoniot e
existirao tantas quanto forem o nimero de equagoes no sistema estudado. O conjunto

destas curvas forma o Hugoniot locus 22].

Substituindo as func¢oes de fluxo do problema, o mesmo nimero de expressoes é ob-
tido para a condigao (3.5). Além dos valores no estado indeterminado, a velocidade s
de propagacao do choque também é a principio desconhecida, formando uma nova incog-
nita. Deste modo, sempre havera uma incoégnita a mais do que o ntmero de equacoes
disponiveis, sendo comum escrever a curva de Hugoniot obtida na forma parametrizada

com respeito a s. Essa configuragao fornece as possiveis solugoes por choque dada uma

velocidade [23].

As caracteristicas também podem se espalhar no plano z — t de forma que regices
fiquem vazias. Nesse caso é preciso fazer a expansao das curvas caracteristicas formando
um “leque” no espago nao preenchido. A solugao nessa regiao, conhecida como rarefagoes,
é representada por fungoes auto-semelhantes na forma ) <%> Esta construgao apresenta

uma forma continua e suave de ligagao entre os estados adjacentes [36].

Em alguns casos, nao é possivel ligar os estados ()p e Qg da condi¢ao inicial usando
unicamente as construgoes de onda apresentadas. Nestas situacOes, surgem as ondas

compostas formadas por uma rarefacao seguida ao choque, as quais sao correspondentes
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a mesma velocidade de deslocamento [17].

As ondas de contato sdo o caso especial em que os estados a esquerda (Qg) e a direita
(Qp) apresentam a mesma velocidade de onda, portanto, as caracteristicas se desenvolvem

em paralelo [36].

A figura 3.2 ilustra os trés exemplos da formacgao das caracteristicas que podem surgir
na solugao do problema de Riemann. Em 3.2(a) identifica-se a diregdo em que as caracte-
risticas dos estados Qp e Qg se cruzam para formar o choque, em comparagao, em 3.2(b)
as caracteristicas correm em paralelo ao choque. Ja em 3.2(c) as curvas se afastam da

regiao central, formando um leque para preenchimento da regiao.

c9;;§
x |7 @Qp =

(a) Onda de choque (b) Onda de contato (c) Leque de rarefagéo

Figura 3.2: Representacao das curvas caracteristicas.
Fonte: Toro [36]

Expandindo esses conceitos para o caso de sistemas com “m” equacoes diferenciais
parciais, a velocidade de propagacgao esta associada aos autovalores da matriz jacobiana,
obtida da derivada do agora vetor de fungoes f(Q) (as definigdes e detalhes para o pro-
blema em estudo estao descritas na se¢ao 5.3). Portanto, existirao “m” velocidades cujos

valores determinam a classificacao do sistema e a indica¢ao do avango dos grupos de onda
[23].

Deste modo, a fun¢ao Q(x,t) que ¢ a solugao do problema de Riemann sera composta
de “m + 17 estados constantes os quais estao ligados por “m” grupos de ondas (wave
groups), que possuem caracteristicas de choques e rarefagoes, adjacentes uns aos outros.
Cada grupo de onda estara associado a uma velocidade (autovalor) do sistema, logo, os

choques e rarefagoes de um mesmo grupo se deslocam com o mesmo valor [17].

Para os problemas discutidos nesta dissertacao, a analise serd para sistemas 2 X 2 com
caracteristica hiperbolica, assim espera-se que as velocidades dos grupos de onda possuam
valores reais e distintos. No geral, o comportamento das solugoes seguiré: estado constante

a esquerda dado por Qg e o grupo de ondas associado ao menor autovalor (slow-family);
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estado constante a direita dado por (Jp e o grupo de ondas associado ao maior autovalor
(fast-family); ambos grupos de ondas se ligam a um novo estado constante intermediario,

representado por Qs [4].

Uma breve apresentacao da solucao analitica do problema de Riemann para o caso
escalar e para o sistemas de equagoes sera desenvolvida nas secoes 4.1 e 4.2.2, respectiva-
mente. Essa construcao é feita para aplicacao diretamente do calculo do valor dos fluxos

nas interfaces que determinam o método de Godunov.

3.2 Condicao de entropia

Como demonstrado na segao 2.1, a lei de conservacao foi desenvolvida a partir de
uma forma integral (2.3) a qual pode ser satisfeita por diferentes fun¢oes que, nao neces-
sariamente, sao diferenciaveis ou limitadas (solugdes fracas) para um mesmo conjunto de
condicoes iniciais.

Enquanto as leis de conservagao descrevem fenémenos fisicos reais, requer-se que a
solugao obtida seja tinica e com significado fisico coerente para se obter uma modelagem
plausivel. Portanto, é necessario a imposi¢ao de uma condigao adicional, conhecida como

condi¢ao de entropia [23].

Herdado inicialmente do estudo da dinamica dos gases, a entropia termodinamica nao
reduz ao longo do tempo. Analogamente a este conceito, nas solucoes dos problemas
de Riemann, a velocidade de propagagao das descontinuidades deve permanecer entre as
velocidades de onda dos estados & esquerda e & direita da propria, representando que nao

houve reducao de deslocamento da solugao [21].

A expressao (3.6) é conhecida como condigao de entropia de Lax. Para uma velocidade
de propagacao do choque s, seu valor deve ser intermediario as velocidades caracteristicas
(autovalores) dos respectivos estados constantes ();), adjacentes & descontinuidade (com

i representando cada equagao do sistema) [21, 38].

A condigao de entropia de Lax também auxilia na determinacao das curvas de Hugo-

niot locus que fornecem a localizacao de choques entropicamente admissiveis para solugao.



Capitulo 4

Método de Godunov

Os fluxos (2.12) que sao calculados nas interfaces das células podem ter diferentes
defini¢oes conforme o método utilizado. Em 1959, Sergei Godunov no seu trabalho sobre
a dindmica dos gases utilizando as equacoes de Euler, propds para uma discretizagao
de volumes finitos a ideia do algoritmo que consiste em aproximar a parte da funcao
na célula, reescrevendo-a por uma funcao polinomial, e em seguida resolver exatamente
o problema resultante nas interfaces. O valor final é entao calculado pela média da
funcao de solucao ao longo da célula, repetindo o processo para cada célula no instante
de tempo. Este procedimento ficou conhecido como RFEA, do inglés “reconstruct-evolve-

average” (reconstruir, desenvolver, média) |13, 23].

Entretanto, essa apresentacao nao ¢ de grande utilidade na pratica computacional pelo
custo de céalculo da solucao exata a qual pode ser complexa ou apresentar descontinuida-
des, mesmo que originalmente Godunov tenha feito aproximagoes por fungoes constantes
[23].

Por outro lado, pode-se desenvolver a andlise através do método (2.13) o qual nao
requer a forma completa que se obtém das solugoes do algoritmo REA, reduzindo tra-
balho desnecessario. A funcao é aproximada por um valor constante em cada célula o
que simplifica para a solucao de um problema de Riemann nas células, sendo as inter-

1 na figura 2.1) o ponto de descontinuidade e as condigdes iniciais os

faces (a:;% € L1

)

estados a esquerda e a direita da propria; serdao os casos PR (Q;_1,Q;) e PR(Q;, Qix1),

respectivamente.

A figura 4.1 representa as diferentes velocidades de onda que emergem de cada inter-
face na solucao de um sistema de equagoes generalizado de um problema de Riemann.

O fluxo de Godunov é entao definido utilizando a solucao do sistema, avaliando-as para
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x
o ponto ;= 0 (correspondente as interfaces) e substituindo na fungao de fluxo do pro-

= 1 (@3 )

blema. Assim, a defini¢ao atualizada do valor das expressoes (2.12) é F;

eF1=f (QH%(O)) [23].

1
2

Mo de Godunoy

Figura 4.1: Representacao esquematica das ondas caracteristicas para a solugao dos pro-
blemas de Riemann nas interfaces das células.

Fonte: Adaptado de Toro [36]

As notagoes @), 1e Qi 1 representam as solugoes do problema de Riemann e sao
construidas analiticamente, cuja forma se diferencia para um caso escalar ou para um
sistema de equagoes [36]. Nas segbes 4.1 e 4.2 serao desenvolvidas tais solugdes com o

foco na implementagao numérica que foi feita para o codigo.

4.1 Unica equacao

No caso mais simples, a solucao analitica do problema de Riemann com uma tnica
equagao diferencial parcial, ¢ dada na forma de “ondas viajantes” originadas do PVI (3.4),

sua forma geral é:

Qlz,t) = Q (x — f(Q)t,0) (4.1)

Em que f'(Q) é a derivada da fungdo de fluxo avaliada em Q(z,t) e corresponde
matematicamente a velocidade de propagagao da curva. Ou seja, em um instante futuro,

a solugao ¢ baseada na forma da condigao inicial e se deslocou f’(Q)) unidades [20].

Deste modo, em cada interface da discretizacao reduz-se a avaliacao da solucao para

cinco estados distintos em que as velocidades podem se apresentar, como ilustrado na
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figura 4.2.

N

(a) Choque e rarefagdo a esquerda (b) Rarefagdo transo-  (c¢) Choque e rarefagao a direita

nica

Figura 4.2: Representacao das curvas caracteristicas possiveis em um problema de Rie-
mann escalar.

Fonte: LeVeque [23]

De maneira geral, a solu¢ao do problema de Riemann PR (Qg,Qp) nesses interva-
los tém como resultado o valor Qg ou ()p, determinado segundo a condicao de choque

Rankine-Hugoniot, dado em (3.5), em conjunto com a condigao inicial (3.1).

Para tanto, se o choque esta se deslocando para a direita, a velocidade é positiva e
a solugao serd Qp (como na figura 4.2(a)); caso o contrario, a velocidade é negativa e a

solugdo serd Qg (como na figura 4.2(c)).

Entretanto, quando o choque calculado é nulo, as curvas caracteristicas se espalham
na forma de uma rarefa¢do, porém, com centro na origem (a propria interface do volume)
formando a figura 4.2(b). Esta é a rarefagao transonica e acontece para um ponto tnico,

o ponto de estagnacao, obtido por f'(¢s) = 0.

O valor ¢, estd numericamente entre os estados a esquerda e a direita na interface

considerada. Neste caso, o valor para o célculo do fluxo sera o préprio gs.

Resumindo, os possiveis resultados para o valor do fluxo de Godunov em problemas

escalares sao agrupados, segundo [23], na forma:

min  f(q) se Qi < Qi

Fir= Qi<q<Qit1 "
max se Q; > Q;
Qi+1§q§Qif(q) Qi > Qin

A expressao (4.2) é valida para uma grande gama de fungoes de fluxo, de comporta-

mento convexo e nao-convexo [22]. O calculo de F,_1 ¢ feito de forma analoga. No codigo,

1
=3

foi implementado exatamente esta expressao para o calculo do fluxo em regioes das quais

o escoamento torna-se bifasico ou para problemas puramente bifasicos.
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4.2 Sistemas hiperbolicos de equacoes diferenciais par-
ciais nao-lineares

Um sistema hiperboélico de equacgoes diferenciais parciais nao-linear é a apresentagao
geral para a func¢ao de fluxo na forma f(Q) = A(Q)Q . Aplicando a regra da cadeia para

derivada espacial f(Q), na lei de conservagao (2.4):

_0foQ _of

(@), = 90 r @Qx (4.3)

Assim, (2.4) é expressa, especificamente, na forma nao-conservativa de modo:

Qi+ AQ)Q, =0 (4.4)

Sendo a matriz de coeficientes A em funcao da variavel conservada () e definida

matematicamente pela matriz jacobiana do vetor f(Q) da fungao de fluxo:

[0 oh f ]
0q1 Ogq2 T Oqn
of O0fa 0fz  Of
AQ) = 20 = n 0w T o (4.5)
Ofn  Ofn Ofn
LOg1 Ogq2 """  Ogn

Conforme a fungao de fluxo f(Q) do modelo, a matriz jacobiana (4.5) assume formas
complexas e de dificil manipulacao, demonstrando que a solucao exata dos problemas
de Riemann em cada interface das células sera trabalhosa. Sabendo que o fluxo de Go-
dunov exige apenas parte da solugao destes problemas, torna-se trabalho computacional

desnecessario obter a forma completa das mesmas.

Diferentes autores desenvolveram os chamados Riemann solvers (solucionadores de
Riemann), que podem ser implementados computacionalmente com diferentes métodos,
niveis de precisao e restrigoes numéricas [18, 28|. Esta abordagem permite implementar
uma equacao equivalente, porém, mais simplificada sem perder as caracteristicas originais
e introduzir o minimo de erro possivel para que nao afaste da solucao original, ou seja,

um solucionador de problemas de Riemann aproximado [37].

Para o desenvolvimento do cédigo é usado o processo de linearizagao desenvolvido por
Roe [32] o qual estabelece a substitui¢ao da matriz de coeficientes A(Q) por uma matriz

A linear que seja equivalente e consistente & original, definida localmente nas interfaces
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de cada célula. Assim:

A=A(QEg,Qp) (4.6)
Ou seja, os valores de A serdo dados diretamente pelo estado a direita (Qp e a esquerda
@ em cada interface e para cada instante de interagao.

Assim, um sistema linear equivalente fica definido em cada interface da célula (Z + %)

com as condigoes iniciais (Qg, @p), formando um novo problema de Riemann localmente

[36]:

Qp, =<0 (4.7)
0) =
oo - {2 770

x
O interesse ¢ calcular a solugao de (4.7) em 7= 0 e usa-la para determinar o valor da

funcao de fluxo nesta interface para aplicagao do fluxo de Godunov na expressao (2.13).

Antes que o sistema (4.7) possa ser resolvido é necesséario determinar uma forma para
a matriz A. A proposta original de Roe introduz a ideia de um vetor de parametros U de
forma que a variavel conservada @ e a funcdo de fluxo f(Q)) possam ser escritas com base

neste vetor. Assim [32]:

Q=U@) f=/[U) (4.8)

A variacdo em @ e f(Q), para os valores na interface, também pode ser expressa na

forma da variagao de U:

AQ = BAU (4.9)

Af=CAU (4.10)

As matrizes B e C irdo formar a matriz linearizada A, combinando as expressoes (4.9)

e (4.10) na forma:

Af:(éé*)AQ (4.11)
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Chegando a:

Ae:<5§—ﬁ (4.12)

A matriz A deve satisfazer os seguintes critérios: (i) possuir autovalores reais man-
tendo o sistema hiperbolico; (ii) ser equivalente & matriz de coeficientes original A(Q);
(11i) conservar o valor ao longo das descontinuidades segundo a condi¢do de choque de
Rankine-Hugoniot, semelhante & forma (3.5), porém aplicada para um sistema, como na
expressao (4.13) [36]:

f(Qi—i—l) - f(Qi) = Z(Qi—l-l - Qi) (4~13)

O método descrito anteriormente, desenvolvido por Roe garante que as trés condigoes
sao satisfeitas e determinam um processo simplificado de construgao das matrizes A, que

serd usado em cada novo passo nas células.

4.2.1 Sistemas hiperbdlicos de equagoes diferencias parciais line-
ares

O sistema de equagoes diferenciais parciais hiperbolico linear pode ser interpretado
como uma situagao particular do sistema (4.4). Neste caso, a fungao de fluxo do problema
é definida na forma: f(Q) = AQ, com A agora uma matriz de entradas constantes, nao
mais dependentes da varidvel conservada (). Para manter a caracteristica hiperbodlica do
sistema, os autovalores de A precisam ser nimeros reais. Assim, a equacao da lei de

conservagao (2.4) simplifica para:

Qi+ AQ, =0 (4.14)

O sistema (4.14) facilita o processo de solugao, podendo aplicar diretamente a solugao
de Riemann nas interfaces, como discutido na segao 4.2.2. Esta é exatamente a forma
obtida do processo de linearizagao de Roe, o qual gera o problema (4.7) e é resolvido pelo

codigo desenvolvido.
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4.2.2 Valor do fluxo nas interfaces

Como introduzido no inicio deste capitulo, o método de volumes finitos para leis de
conservagao utilizado requer o calculo do valor que o fluxo assume a partir da solugao
do problema de Riemann. As indicagoes @), p1e QZ;% sao as solucoes deste problema,

correspondentes ao valor ao longo das fronteiras de cada célula [23)].

Desenvolvendo para a interface (Q;, Qit1), @, 1 serd a fungao considerando um sis-
2
tema de “m” equagoes. A solugao exata é obtida, inicialmente, expandindo os valores de

Qi e Q;41 da condigao inicial corresponde as células adjacentes, na forma (4.15) [36]:

Q; = Zajﬁ(j) Qiy1 = Zﬁj/{(ﬂ') (4.15)
j=1 J=1

Em que a e 8 sao constantes e k) os autovetores da matriz A, ou seja, reescreve-se

os estados Q; e Qi1 pela combinacdo linear formada pela base dos autovetores ),

A diferenga Q;. 1 —Q); representa o salto ao longo das curvas para solugao e combinando

os resultados de (4.15), a solugao geral na interface é:

I m
xr . .
Qi1 (;) =D B4isV+ Y agr? (4.16)
j=1 j=I+1

Em que I é o maior inteiro tal que n > A7, autovalores do sistema.

Substituindo % = 0 na solucgdo (4.16), duas expressoes sao formadas (baseadas na
figura 4.1):

I
Qi 1(0) = Qi+ (B — ) kY (4.17)
Jj=1
Qir1(0) = Qivi — Y (8 —ay) s (4.18)
J=I+1

A expressao (4.17) significa o ponto a esquerda de @; somado aos saltos seguintes e
a expressao (4.18) o ponto a direita de ;11 menos os saltos passados. Somando-as, a

~ X .
solugao exata para o ponto 7= 0 sera:
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QH—% (O) =5

(Qi + Qiv1) Z sign (A — ;) I{(j)] (4.19)

Aplicando (4.19) na fun¢ao de fluxo do problema f (Qi 1 (O)), obtém-se entao o valor

do fluxo de Godunov:

F

1
+5

N —

[f (Q) + f Q1) = D (B — o) [\ wY ] (4.20)
7j=1
Manipulagoes algébricas permitem escrever a expressao do fluxo por diferentes defi-
ni¢oes. Visando uma implementacao computacional mais simples, o segundo termo de
(4.20) foi expandido e o somatorio substituido em funcao do salto entre os estados Q; e
Qi+1, dados por (4.15) [36]:

D BN ED =Y ay A &Y (4.21)
j=1 j=1

Como a abordagem esta limitada a sistemas hiperbodlicos, garante-se que a matriz A
apresenta somente autovalores reais, e portanto, é possivel reescrevé-la em funcao da ma-
triz de autovalores e autovetores correspondentes. Este processo é conhecido da Algebra

Linear como diagonalizagdo da matriz [2].

Sendo |A| a matriz diagonal com os valores absolutos dos autovalores e k a matriz

coluna dos autovetores a direita:

(M 0 0 0

0 X 0 0
Al=1 (4.22)

1 2 n

K1 K1 K1
1 2 n

K KR .. R
2 2 2

k= | " | (4.23)

1 2 n

_K'/’I'L K'/’I’L "in_

Do processo de diagonalizacao, a matriz A é entao reescrita:
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‘Zx) — k|A| K (4.24)

Multiplicando & & direita na expressao (4.24) e para cada equagao j no sistema do pro-
blema, tem-se que a relacio dos autovetores a direita ) e os seus respectivos autovalores

A; da matriz

A ‘ ¢ dado na forma:

‘Zi‘ KO = ) k0) (4.25)

Substituindo em (4.21):

A‘ k0 (4.26)

g‘ K(j) - iaj

Jj=1

> 5
j=1

Colocando a matriz A’ em evidéncia:

‘g‘ (i Bk — i Oéjli(j)) (4.27)
o =1

Por fim, observa-se que as relagdes (4.15) entre os parénteses em (4.27) correspondem
a apenas os pontos discretizados. Assim, chega-se a uma nova maneira de calcular o valor

do fluxo na interface da célula para o método de Godunov.

FH%

1 ~
5 [F@)+ £(@i) = 4] Qi1 - Q)] (4.28)
Analogamente, todo o processo anterior é feito para o desenvolvimento da expressao

do valor do fluxo de entrada, assim:

F.

i1 = % [f (Qi—1) + f(Qi) — ‘]{‘ (Qi — Qz‘fl)] (4.29)

1
2

As expressao de fluxos (4.28) e (4.29) desenvolvidos sao implementados computacio-
nalmente como um arquivo de fun¢ao independente, seguindo sua forma geral e chamada
com os parametros de entrada correspondentes, alterando apenas os estados adjacentes
de cada interface. O calculo dos fluxos é posterior ao calculo do valor da matriz linear

equivalente de Roe, a qual serd abordada os detalhes na secao 5.3.

De posse dos fluxos, é calculado o valor atualizado do vetor de variaveis da forma
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(2.13) e a seguir, feita a plotagem da solugao para o intervalo de tempo de interesse para

o estudo de cada simulacao.

4.3 Condicao de estabilidade

A escolha da discretizac@o espacial Az nas equagoes de fluxo (2.13) é feita conforme o
interesse de precisao no estudo, caracteristicas especificas do problema, capacidade com-
putacional e custo em tempo necessarios para os calculos. Por outro lado, a discretizagao
temporal At deve ser escolhida de forma a manter a estabilidade do método e a conver-

géncia a uma tnica solugao com significado fisico coerente |23].

Métodos iterativos explicitos, como os de volume finitos dados por (2.13), tém como
critério necessario de estabilidade uma constante, o nimero de Courant-Frederichs-Lewy
(CFL), apresentado em 1928 através de um estudo da estabilidade e convergéncia para

métodos de diferengas finitas para as equagoes diferenciais parciais [9).

Para cada iteracao no tempo existira uma velocidade em que as curvas caracteristicas
viajam. Nos casos escalares, essa velocidade é tinica e constante ao longo das solugoes,
porém, de forma generalizada, em sistemas nao-lineares existem diversas velocidades em
um mesmo instante de tempo (como ilustrado na figura 4.1). O critério de estabilidade

considera o maior valor dessa velocidade de onda, dado que viaja a distancia Az da célula

n

n .. 0 maior valor da velocidade da onda

em um instante de tempo At. Assim, sendo A

em uma itera¢ao n, denota-se v como o numero da condigdo CFL, definido por [23]:

y=xn =0 (4.30)

O método gera resposta estavel para o intervalo 0 < v < 1, valor que garante que
as ondas permanecam na mesma célula e nao interfiram no calculo do estado na célula

seguinte. A figura 4.3 mostra esquematicamente esse conceito.
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n+1 : 7 T —

-\-H-\-H-\"-.\_\_

o
—
T

Figura 4.3: Onda caracteristica de maior velocidade para uma célula do dominio.

Fonte: Adaptado de Toro [36]

O intervalo At é calculado no cédigo a cada iteragao. Conhecendo o maior valor da

onda e fixando um valor para o CFL, entao é usada a expressao (4.31):

vAz
At =
)\n

max

(4.31)

Uma das maneiras de determinar a maior velocidade da onda é usar a escolha:

Al :mazv< A

max
K3

) (4.32)

Y

1
i+3

“1” volume, estao associados os autovalores da matriz de coeficientes linea-

Para cada
rizada \;_1 e A\, 1 correspondentes a cada uma das interfaces. E determinado o de maior
2 2

valor e ao comparar o obtido de todos os volumes, o A7 . serd usado para a iteracao n
[36].

Ja no codigo construido, o valor pré-determinado para v € inserido no inicio como um
parametro de entrada. A cada passo de iteracao no tempo, o codigo calcula o intervalo

At que satisfaz a condigao de estabilidade, segundo a expressao (4.31).

O autovalor correspondente a maior velocidade de onda naquele estado de tempo n é
obtido com um arquivo de funcao separado, chamado para cada intervalo Az percorrido
do dominio de calculo computacional, com o uso da expressao (4.32) e da expressao da

matriz jacobiana, apresentado na segao 5.3
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4.4 Correcao de entropia

Como discutido na segao 4.2, quando usado formas aproximadas para o calculo da
solugao do problema de Riemann, introduz-se outra fonte de erro na funcao calculada, ja

que nao é usado a defini¢ao original do problema.

O processo de linearizacao de Roe produz intrinsecamente solucoes baseadas apenas
em choques (descontinuidades), devido ao requisito de correspondéncia (4.13) entre os
saltos, condi¢ao semelhante a forma de Rankine-Hugoniot (3.5). De maneira geral, as
solucoes de problemas de Riemann sao formadas por um conjunto de rarefacoes e choques,
situacao que a linearizacao de Roe pode levar a resultados incorretos, que se acumulam
em erros ao longo das iteracoes da solugao. Este efeito é mais proeminente na presenca

de rarefagoes transonicas (A = 0) [27].

Outro fator é que esses erros violam a condicao de entropia (3.6), principalmente pela
introducao de choques, em locais onde deveriam existir rarefacoes, situagao sem significado

fisico quando se estuda modelos reais [23].

E necessario entdo corrigir a solucao do problema de Riemann local, assim um novo
valor aproximado para o fluxo de Godunov que percorre as interfaces é obtido. A base
dos métodos de corregao consiste em reescrever as condigoes iniciais pela adicao de um
estado intermediario auxiliar Q entre os estados Qg e Qp. A curva de solucao é forcada
entao a passar por este novo ponto, diminuindo a severidade do choque substituindo-o

por uma forma semelhante a da rarefacao que seria esperada.

Novamente, diversos autores propuseram expressoes para a correcao do fluxo. O
processo escolhido foi desenvolvido por Harten e Hyman [15] em um método que ajusta

o tamanho das células e corrige as violagoes de entropia.

A forma do fluxo (4.20) é reescrita de modo que seja:

1 " ,
Fai=s5|f (@) + [ (Qiy1) =D (B —a;) h (M) kY (4.33)
j=1
A expressao para o fluxo na interface T 1 ¢ anéloga a (4.33). Agora, os autovalores
A; da matriz linearizada sdo substituidos pela defini¢do da fungao h (\;) a qual corrige o

erro da solugao original com a forma do estado intermediério auxiliar, definido por:
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(5]' S€|/\j| <5j

hl:) = 4.34
0a) {w se |\ > 6 3

O fator d; atua como parametro para mensurar o quanto a solu¢ao aproximada desvia

da solugao correta nas rarefagoes transonicas.

0; = maz {0, A; — X (Qp), A;(@p) — A} (4.35)

Se h(A\;) = |)j|, a matriz linearizada corresponde a uma solugao dentro da regiao
de espalhamento das rarefagoes e o fluxo nao precisa ser corrigido, podendo utilizar as

formas simplificadas (4.28) e (4.29) como apresentada anteriormente.

Os valores \;(Qg) e \;(Qp) sdo os autovalores considerando apenas os estados laterais
das interfaces, ou seja, os autovalores de A(Qg) e A(Qp), assim se h ();) = ;, o autovalor
estd além da rarefagdao, formando apenas um choque simples. A escolha da corregao
substitui o valor incorreto por §; que estard referente a um dos estados de \;(Qg) ou
A;(@Qp) na rarefagdo. A figura 4.4 resume as analises apresentadas, com destaque para:
a localizacao do autovalor \; da matriz equivalente em comparagao com os autovalores

correspondentes as células adjacentes e o estado constante auxiliar () formado na interface.

A(Qg) :)\_ A (Qp)
j

Qs

Figura 4.4: Representacao esquematica de uma célula aplicando a correcao de entropia
de Harten e Hyman.

Fonte: Adaptado de Toro [36]

No codigo desenvolvido, implementa-se também a forma corrigida do fluxo (4.33).
Agora a funcao auxiliar também calcula as constantes «; e [3; da combinacao linear,
usando as expansoes (4.15) em conjunto com os autovalores e autovetores de cada matriz

linearizada.



Capitulo 5

Modelo matematico de escoamento
trifasico

De posse dos conceitos matematicos do processo de construgao do método de Godunov
aplicado por volumes finitos, foi possivel construir a base do c6digo de solugao, aplicado
para sistemas de equagoes diferenciais parciais. Neste capitulo serao determinadas as
fungoes, chamadas de fungoes de fluxo, que regem fisicamente o escoamento em meios
porosos; limitando a abordagem para a formacao de sistemas trifasicos. Para finalizar
a composi¢ao do calculo do valor dos fluxos nas interfaces, também ¢é apresentada a
expressao da matriz jacobiana e os seus autovalores associados, com as respectivas formas

analiticas necessarias para o codigo.

Nos problemas simulados, busca-se determinar a fracao de saturacao de cada uma
das fases na regiao de escoamento, dado diferentes condigoes iniciais. Tem-se entao que o
vetor de variaveis de interesse serd @) = (q1, ¢z, q3), indicando as saturagoes propriamente

ditas.

Contudo, para efeitos de simplificacao, introduz-se que no meio estao presentes apenas
as trés fases estudadas, e logo, a soma das respectivas saturagoes perfaz 100% (ou 1).
Assim, pode-se escrever as componentes de () somente em funcao de dois termos, ja que
a saturacao do terceiro elemento poderd ser obtida da diferenca do valor das demais

saturacoes.

Portanto, o estudo do escoamento trifasico sera feito a partir de uma modelagem em
que se necessita apenas de um sistema de duas equacgoes. Especificamente foi escolhido o

vetor (Q = (q1, q3), com @2 obtida pela relacao: ¢o =1 — ¢1 — gs.

Assim, a condic¢ao inicial dada pelo problema de Riemann, significara fisicamente que
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os estados Qg e Qp correspondem ao vetor que agrupa a combinacao das saturagoes das
fases (q1, g2, q3) que esté presente a esquerda e & direita do ponto de inicio do escoamento,

respectivamente.

Nos casos estudados, considera-se que o escoamento ocorre apenas unidimensional-
mente (tratado como eixo x adiante), ou seja, as segoes transversais do meio avaliado
apresentam comportamento homogéneo e nenhum processo de escoamento ou mudanca

de propriedades acontecem em outras diregoes.

Também considera-se que as fases sao imisciveis, o escoamento ocorre sem nenhum
tipo de reacao quimica entre as fases e o meio, nem da presenca de fontes os sumidouros
na regiao. Outras consideragoes com respeito ao meio e das propriedades fisicas das fases

serao feitas ao longo das se¢oes 5.2 e 5.3.

5.1 Diagrama ternario

Como a anélise seré de situagoes em que existem trés variaveis, calculadas ao longo
do escoamento de maneira que uma delas é dependente das demais, é viavel observar
o comportamento da solu¢gao em uma mesma imagem, avaliando a correspondéncia dos

valores simultaneamente.

Usando um diagrama ternéario como o da figura 5.1 para representar as saturagoes, é
possivel visualizar a variacao das proporgoes das fases ao longo da solucao para qualquer

combinacao de valores do vetor Q).

vy 0o 08 07 06 05 04 03 02 01 0 v,
Ag:Fase 1/2

Figura 5.1: Exemplo de diagrama ternério que sera utilizada para apresentacao dos re-
sultados.

Fonte: Imagem do autor, gerada através do codigo de Sandrock [33]
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Definindo cada vértice do tridangulo como os pontos de méxima saturacao de cada
fase, estes representam a presenca unica da referida fase (V; = (1,0,0), Vo = (0,1,0) e
V3 =1(0,0,1)). As arestas definem a combinagao de duas fases e demonstram escoamentos
bifésicos na solucao. A variavel ausente nestes casos corresponde a do vértice diretamente
oposto (A1 :qe+q3 =1, As: g1 +q3 =1, A3 : ¢1 + g2 = 1). Os demais pontos no interior
do diagrama representam a combinacao de diferentes estados trifasicos. A disposicao dos

rotulos correspondentes as saturagoes é feito no sentido horério a partir de V5.

O MATLAB néao apresenta por padrao a plotagem de valores nesta forma de diagra-
mas. Para as representagoes no Capitulo 6, é usado o programa desenvolvido em [33] para
gerar tais diagramas. As func¢Oes componentes permitem inserir os vetores contendo os

valores de saturacao calculado para um instante de tempo e a legenda dos rotulos.

5.2 Funcgao de fluxo

Da Mecanica dos Fluidos, a conservacao de massa é escrita na forma diferencial para

cada fase presente (j = 1,2,3), através da equagao (5.1) [14, 29, 38|:

d(Pq;) | vy
4 S =g (5.1)

Em que ® descreve a porosidade do meio de escoamento, g; a saturagao e v; a veloci-

dade da fase. Por simplicidade, o valor ® sera mantido constante na regiao de interesse.

A lei de Darcy, desenvolvida em 1859 por Henry Darcy, determina a vazao do escoa-
mento em meios porosos em func¢ao da area transversal da regiao estudada. Considerando
que a velocidade seja constante em toda esta secao, uma expressao para a velocidade é
dada por [11]:

ok (0P
==K (G0 o) 52)

Sendo K a permeabilidade do meio (capacidade de penetragao), g a aceleracao da
gravidade (atuante na dire¢do do escoamento) e P a pressao. A viscosidade dinamica p
(caracteristica de resisténcia ao escoamento), a densidade p (relagdo da massa ocupada por
unidade de volume) e a permeabilidade relativa k de cada fase também serao consideradas
constantes. O sinal negativo indica que o sentido do deslocamento é contrario ao aumento

da pressao nos capilares, porém, no sentido da aceleracao da gravidade.
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A razao — é chamada de mobilidade da fase e corresponde a capacidade individual

j
de cada uma delas de se deslocar nos poros do meio. Naturalmente, a soma desses termos

fornece a mobilidade total do sistema, indicada em (5.3):

k k k
H1o 2 43

r (5.3)

Ja a parcela de contribui¢ao na mobilidade de cada uma das fases ¢ chamada de fragao

da func¢ao de escoamento e define-se como:

k;
14 k; k;
’ ﬁ + @ + ﬁ lujr ’ Hj
M1 H2 3

Usando (5.2), quando somada cada componente de velocidade das fases, obtém-se a

velocidade total de infiltracao nos poros:

U = V1 + Vg + VU3

ki (OP, ky (OP: ks (OP:
vr = —K {—1 (—1 - plg) + = (—2 - pgg) + = (—3 - ng)} (5.5)
ty \ Oz Ho \ Oz i3 \ Ox

Substituindo a expressdo equivalente de (5.4) nas componentes da velocidade total

vr, obtém-se uma nova relagao com os termos:

ki & OP;
K2 E =2 . =0 5.6
UTPj Hi P ( ox p]g) (5.:6)

Com base na expressao (5.6), ao adicionar v; em ambos os termos obtém-se uma
nova relacao para as velocidades. Apos a realizacao de algumas manipulagoes algébricas,
surgem os termos de diferenga entre as pressoes e de diferenca entre as densidades das
fases. Tendo em vista que nao ha mudancas significativas na pressao nos capilares que
ligam os poros, portanto, o movimento das fases nao ira decorrer deste efeito fisico, e
assim, as derivadas relacionadas a pressao sao desconsideradas. Ja para a diferenca entre
as densidades, escreve-se com a seguinte notacao: pjr = pr — pj, kK = 1,2,3. A nova

expressao fica:
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k.
vj = vrpj + K—{ ijpjkg (5.7)
I gk
O segundo termo de (5.7) modela os efeitos gravitacionais de movimento das fases
e sO apresenta valor diferente de zero quando a comparagao das densidades ocorre para

equagoes de fases distintas.

A fim de agrupar os termos relativos as propriedades das fases, introduz-se um processo
de adimensionalizagao nas expressoes de velocidade, substituindo os termos corresponden-
tes em (5.7) por relagoes com base em pardmetros arbitrarios de referéncia (comprimento
L, velocidade total vrg, viscosidade ug , densidade pg e permeabilidade do meio Kg). E

necessario também introduzir novas coordenadas adimensionais de analise:

X tUTR
Z = .
L Lo (5:8)

Aplicando as derivadas correspondentes da equagao diferencial (5.1) para as coor-
denadas (5.8) e substituindo (5.7), um novo conjunto de equagbes adimensionalizadas &

formado:

aqj 0 vr “r g k;

AT (e 2 KX 0o ]l =0 5.9

ot ox’ (UTRp] prER VTR 1 ;pﬂpﬂk (59)
PrER

g . . .
—— forma-se um conjunto adimensional em
. : Kr_ Urr < :
funcao de propriedades das fases e do meio em conjunto com a aceleracao da gravidade.

Agrupando os termos em C =

Para manter a lei de conservacao invariavel & mudanca de variavel realizada, faz com que

C =1, assim:

K
UTR:PR RY N o= vr  UTHR (5.10)

IR vrr  prKRg

A nova constante a representa a velocidade total adimensionalizada que é descrita
pelos termos do grupo C. Fisicamente, « sera a razao entre os efeitos de convecgao dado
pelos gradientes de pressao em relagao a convecgao gravitacional no deslocamento das
fases. Quando seu valor é proximo de zero, os efeitos da gravidade sao proeminentes no
processo de escoamento, ja em valores superiores a gravidade é desprezada e as proprie-
dades de viscosidade sao mandantes. A seguir, a notacao de variaveis adimensionais sera

suprimida e continua-se a usar a notagao (5.1) do sistema de equagbes parcial original,



5.2 Fungao de fluxo 45

por simplicidade.

Ja para as permeabilidades relativas das fases, é usada a relacao comumente descrita
pelo modelo desenvolvido por Corey [8]. Experimentalmente, foi determinada uma corre-
lacao na forma de leis de poténcia, entre a permeabilidade propriamente e a saturacao de
cada fase presente, com expoente aproximadamente quadratico. Assim, a seguinte relagao

é valida: k; = qJQ-.

Substituindo entao na equagao diferencial (5.9), chega-se nas fungdes de fluxo (5.11)
do problema. Sao geradas trés equacoes para duas incognitas independentes, portanto,

uma delas torna-se redundante.

k.
fi=ap;+ K=2% pip (5.11)
T j#k
A escolha de quais fungoes serao utilizadas para descrever o escoamento é irrelevante.
Nesta dissertagao foi usado para i = 1 e i = 3 (mantendo a variavel ¢, e fazendo K =1

por conveniéncia):

2 2

q

— (04 + q—3P13 + q—2P12)
3 H2

fl (qh Q3) = L q2 qg qg (512)
4,022 13
mro 2 M3
2 2 2
q q q
H—S (CV + /71,031 + M—Zp:zz)
3 1 2
f3 (Qh 93) = q2 q2 q2 (513)
12 1
M1 f2 3

Reescrevendo a lei de conservagao (2.4) com as fungdes de fluxo (5.12) e (5.13), o

sistema de equagoes diferenciais parciais estudado sera:

4/, f3(q1,q3) -
Em alguns casos, serao realizados célculos de escoamentos bifasicos, a lei de conser-

vagao (5.14) é entao adaptada para um caso escalar, usando uma das fungoes (5.12) ou

(5.13), adequada as variaveis presentes.
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5.3 Velocidade de onda

A partir das fungoes de fluxo (5.12) e (5.13), a matriz jacobiana do problema é cal-

culada conforme (4.5) e obtém-se:

af aiy G2
A = — = .
(@) 20 Lm am] (5.15)

Cujo os termos sao expressos por:

2 2 2.2 4 2 .2
(8 8} 8%
agy = 2 < q195 9143 4743 q19> 419593

5 P12 P12
Ha 2 M3 a3 K1y K123
019545 0©as 419 41930
P13+ —5p13— —5 P13+ ,032> /I (5.16)
Hapha 3 M3 Hips3 Haph2 3
2 2 4 2. 2 2.2 4
aqyq aqyq 419 41929 41424 49
a12:2<— 12+ 13+ §2012+ 123P32+ 12243 32 — §3P13)/F2 (5.17)
b2 K1t HTM2 Hifa s Hiptafis K3

a 2 a 2 Qa 2 4 2.2 2.2 4
tyy =2 (_ G _ 0 000 | 06 05 G0 dds p32) %
M3 Hafb3 Hipes Mg, Hip2ft3 Hif2ft3 Ha 3

(5.18)
_ (aq%qs ag3qs  0G2q3  qigs a1 as G54
Q2o = - - - 31 — P31 — — P32
Hipts 23 Hapty M3 Hifafes Hifa s
019293 0303 0245 43 433 2
+ P12 — —5 P32t —5ps2— —5 P2t 2032) /T (5.19)
Hip2fts Ha 3 M2 3 Ha 3 M2 3

A partir dos termos (5.16) a (5.19), os autovalores de (5.15) correspondem a velocidade
de propagagao do grupo de ondas da solugao de cada problema de Riemann calculado. A

expressao geral seré:

(a1 + ax) £ \/(an + a22)2 — 4 (ay1a2 — ay2a9;)
= (5.20)

)\:I:
2

As notagoes A~ e AT indicam o menor e o maior autovalor, respectivamente (At >

A7)
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Um ponto a se observar é que nao é possivel, em um primeiro momento, afirmar
que os autovalores gerados de (5.20) sejam reais e distintos, essencial para que a lei
de conservacao assuma a forma hiperbolica estrita e seja valido o método de solucao

apresentado no Capitulo 4, ja que estd em funcao das variaveis conservadas em Q).

Todavia, no método de linearizacao de Roe utiliza-se estados pontuais, e portanto, as
expressoes dos autovalores tornam-se apenas valores numéricos. A anélise é feita para cada
interface, evitando que a solugao passe por uma combinacao de valores @ = (q1, 2, q3)
que falhem em garantir a caracteristica hiperboélica da matriz formada, determinado pelo

céalculo dos autovalores (5.20).

Os sistemas de equagoes podem ainda se classificar como: parabdlico quando os au-
tovalores sao iguais e formam os chamados pontos umbilicos; ou eliptico com autovalores
complexos conjugados em uma regiao, e por conseguinte, perdem as propriedades de re-
solucdo desenvolvidas até aqui. Da anélise trivial da relagao (5.20) em conjunto com as
expressoes (5.16) a (5.19), pode-se afirmar que os pontos de presenca de uma unica fase
(1 = 1 ou g =1ougs = 1) sdo umbilicos (AT = A~ = 0), independentemente das

propriedades fisicas (p e u) e da relagao de convecgao/gravidade («) |29, 38].

Ja dos estudos de [16] mostra que também existe um ponto tnico de @) (considerando
que as viscosidades sejam iguais) com a presenga das trés fases, na qual a solu¢ao nos
arredores perde a formagao classica de choques e rarefagoes, o que sera evitado nas solugoes
futuras. Em [14] e [25] também é demonstrado que a regiao de localiza¢ao desse ponto gera
diferentes solugoes com outras complexidades. A andlise de hiperbolicidade feita em [29],
entretanto, demonstrou que os pontos umbilicos ficam restritos aos pontos de presenca de
uma unica fase ou aparecem em porcoes bifasicas do escoamento geral, inclusive quando

o fator gravitacional « é diferente de zero mas com baixo valor.

Esta perspectiva ¢é ideal para a construgao das matrizes linearizadas de Roe [32], pois
garante-se que as novas matrizes sempre manterao o sistema hiperbolico, ja que os valores
usados para o calculos estao fora dos pontos umbilicos ou regioes em que o sistema torna-se

parabolico.

A caracteristica estrita hiperbolica aqui discutida é especifica para o modelo de sa-
turagoes de Corey, diferentes abordagens para as permeabilidades relativas e sua relacao
com as saturagoes geram outras funcoes de fluxo as quais sofrerao a perda de hiperbolici-
dade em pontos ou regioes distintos dos demonstrados nesta dissertagao. Uma perspectiva
abordada em [7], apresenta empiricamente que a forma universal da solugao dos problemas

de Riemann para as fungoes de fluxo, independente do modelo de saturagoes utilizado,
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contém pontos de perda de hiperbolicidade é isto torna-se uma condi¢ao necesséria da

universalidade esperada.

Para os casos especificos em que a solugao dos problemas de Riemann envolvam a
passagem por regioes de escoamento bifasico, a velocidade de onda é entao obtida direta-
mente da derivada das fungoes de fluxo (5.12) e (5.13), aplicada ao ponto correspondente
as interfaces. A lei de conservagao se mantém hiperbélica, sem restri¢oes, ja que as fungoes

fornecem apenas valores reais.

Para a interacao entre as fases 1 e 2 (g =1 — ¢1):

2 2 4 3.2
aqi1q aqrq 4,9 a1 q
f{/2(CI1):2< =2 L2 g 122P12+ ;2012
12 Hapez 1 Hik2
4 3,2 2 2\ 2
419 419 q q
T piz — plz) / (—1 + —2> (5.21)
M1 k2 HiH2 Hi o H2
Para a interacao entre as fases 1 e 3 (g3 =1 —q):
2 2 4 2 3
aq1q aqi1qs q1q 419
f{/3((J1)=2< S S gk g
M3 Hapes  HIM3 M3
4 2 4 2 2\ 2
4193 414 q q
— P13 — P13) / (—1 + —3> (5.22)
M3 H1ps K1 3
Para a interacao entre as fases 2 e 3 (g3 =1 —¢2) :
2 2 4 2 3
aqaq aqsqs 424 429
fo3(@2) =2 < Db = g =2 gy
23 Haes M1y K23
4 2.3 2 2\ 2
42493 924 q q
— a3 — — 32,023) / (—2 + —3) (5.23)
Ha k3 Ha2ft3 H2 K3

No codigo desenvolvido, o célculo dos termos da matriz jacobiana e das derivadas das
funcoes de fluxo foram feitos em arquivos de funcoes individuais, permitindo o uso ao
longo do programa principal (maior valor de onda para o célculo da variagdo no tempo
(4.32) e da composi¢ao da matriz diagonalizada de autovalores (4.22)) e a facil mudanga
de tipo de problema de Riemann a ser resolvido, bem como a adaptagao para outros tipos

de modelos.



Capitulo 6

Resultados e discussoes

Ao longo dos capitulos anteriores, foi descrito o processo teodrico e as consideracoes
utilizadas para a construcao do coédigo computacional que é apresentado no apéndice
A. Neste capitulo, apresentam-se os resultados numeéricos obtidos por meio de seu uso,
demonstrando a capacidade de solugao de problemas de escoamento trifasicos. Foram
realizados alguns problemas de Riemann, usando como base o diagrama ternario das
fases, da figura 5.1, para a indicacao das condigoes iniciais, sendo os estados constante a
esquerda (Qg) um ponto na aresta e o estado a direita (Q)p) sendo o vértice diretamente
oposto & esta. Também serd analisado casos com estados iniciais formados por uma

combinacao de valores para a saturacao das fases.

Como o interesse do estudo esta no comportamento da saturacao das fases a partir do
ponto de origem do escoamento, a regiao do dominio deve ser suficiente para que os efeitos
da solucao possam ser observados. Nas simulacoes realizadas, mantém-se a caracteristica
adimensional que foi utilizada no processo de construcao das func¢oes de fluxo, e para

tanto um dominio de tamanho L = 1 em unidades arbitrarias foi escolhido.

A definicao do local de inicio do escoamento é determinada pelo tipo de problema.
A figura 6.1 representa esquematicamente a posicao desta origem e como ¢é a distribuicao
das fases no estado inicial e no final da simulacao, de forma a demonstrar o valor de sua
saturacao. As cores indicam as diferentes fases: azul para a fase 1, vermelho para a fase
2 e verde para a fase 3; este padrao serda usado para os graficos das solugoes nas secoes

6.1.1 e 6.1.2.

Para os problemas sem influéncia da gravidade (figura 6.1(a)) o ponto inicial é o limite
esquerdo do dominio, indicando a combinacao que ¢ injetada no meio; o comportamento

de deslocamento das fases é de avango apenas no sentido da inje¢cao. Para os problemas
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com gravidade (figura 6.1(b)) o ponto inicial corresponde a uma “membrana” separando

os estados iniciais. Ao iniciar a simulacao, a “membrana’

é rompida e a acomodacao das
fases acontece em movimentos descendentes e ascendentes (a representacao na vertical na

imagem indica figurativamente a presenga da acelera¢ao da gravidade).

&g
Qp ¢
o 2n o

tot
o
— vy
5 v
Qo
(a) Sem gravidade (b) Com gravidade

Figura 6.1: Representagao da regiao de estudo com a indicagao proporcional da saturacao
no estado inicial e final das simulagoes.

Fonte: Imagem do autor

As equagoes diferenciais parciais também requerem condic¢oes de contorno. Como os
escoamentos analisados estao convenientemente afastados dos limites fisicos do meio, essa
regiao nao influenciara na solugao do ponto de vista matematico. Ja do aspecto compu-
tacional, o modelo é calculado sob uma regiao finita de pontos, ou seja, da perspectiva

numérica é possivel que escoamento atinja a regiao de contorno do dominio estipulado.

Assim, para que a dominio computacional nao influencie na solugao numeérica, escolhe-
se como condi¢ao geral apenas a repeticao do valor da célula adjacente: no contorno a
direita (¢ = 1) repete o valor ja calculado de (i = 2); no contorno a esquerda (i) repete
o estado ja calculado (i — 1). Realizando uma pequena variagao, outra escolha foi fixar
o valor inicial Qg no ponto de contorno a esquerda para os casos que a introducao das

fases é constante ao longo do tempo.

O nimero de pontos usado para a malha foi escolhido por tentativa, aumentando
o valor e repetindo as simulagoes até que se pudesse garantir a melhor correspondéncia

possivel e que destacasse as formas das ondas nas solugoes. O valor ideal determinado
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foi fixado para uma malha com 1000 volumes (correspondente ao intervalo espacial de
Az = 0.001). Observou-se que o uso dessa quantidade era essencial para diminuir a
dissipacao em torno das descontinuidades, evitar oscilagoes e “bicos”, além de marcar os
elementos de onda, fato que nao foi possivel com menor nimero de pontos. Maiores
quantidades nao aparentaram melhorias significativas na solugao, sendo necessario uso

excessivo de recurso computacional para obté-las.

Apos a determinacao da malha, para a questao da estabilidade, o valor v utilizado
necessitou ser o menor possivel nas simulacoes. Isso ocorreu para que a cada iteragao, os
novos valores fossem calculados em menor escala de tempo e nao aparentasse discordancias

ou oscilagoes.

As propriedades das fases e do meio poroso foram escolhidas e avaliadas conforme
o problema estudado para cada caso. Os valores usados também estao em unidades

adimensionalizadas.

Os resultados sao apresentados de trés formas: usando um grafico de linhas o qual
agrupa o desenvolvimento da solugao da saturagao das trés fases ao longo do dominio de
calculo e facilita a identificacao dos processos de ondas de choques e rarefacoes; descri¢cao
dos elementos dos grupos de ondas presentes em cada passagem de estados; representacao

no diagrama ternario, construidos com auxilio do codigo desenvolvido por [33].

Para cada problema estudado, sao feitas discussoes do ponto de vista do significado
fisico do processo, a avaliagao matemética da solucao, a analise e explicagoes das possi-
veis restrigoes encontradas no cédigo, além de erros ou inconsisténcias que surgirem em

comparacao com resultados teodricos disponiveis.

6.1 Validagao do cédigo

E necessario garantir que o codigo desenvolvido para o modelo de Godunov gera
solugoes matematicamente coerentes com a teoria de leis de conservagao e que possuam

significado fisico a respeito de cada anélise realizada.

Diante desta perspectiva, é usado como base de validagao qualitativa dos resultados
alguns exemplos ja previamente estudados e publicados em outros estudos, demonstrando
a capacidade do método e do codigo em resolver com precisao os problemas de escoamento
trifasicos. Por este fato, o critério de parada foi determinado manualmente até a posicao

em que a solugao, ao ir se formando, correspondia aproximadamente ao encontrado nas
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bases de comparacao.

Outro aspecto testado nos exemplos foi com respeito a construcao da matriz linea-
rizada de Roe para aplicagdo dos fluxos de Godunov nas interfaces. A forma extensa
e de combinagdo de varios termos na matriz jacobiana (5.15) faz com que seja dificil a
construcao do vetor de parametros, além de nao ter sido possivel encontrar na literatura
ou em outros trabalhos, modelos que foram baseadas nesta maneira de linearizacao e para

as fungoes de fluxo estudadas.

Entretanto, como Roe [32] cita em seu estudo, outras formas de se obter essa matriz
linear é possivel e sao validas desde que as condigoes apresentadas na se¢ao 4.2 sejam

satisfeitas para o dominio de calculo usado para o sistema de equagoes diferenciais parciais.

Uma das maneiras apresentadas é simplesmente usar os valores da matriz jacobiana
gerado ao aplicar os estados Qg e (Qp de cada interface. Em seguida, para cada volume,
aplica-se a média simples (6.1) entre essas duas matrizes obtendo a matriz linearizada que

sera utilizada no método.

A=S[AQk) +AQp)] (6.1)

N | —

E de verificacao direta a similaridade com a forma original, ja que é usado a propria
definigdo da matriz jacobiana (5.15). Como o caso estudado aborda uma modelagem de
funcoes de fluxo que evitam a presenca dos pontos umbilicos garante-se que a hiperboli-
cidade do sistema permanece, ji que os valores dos termos estarao dentro dos limites de

cada variavel Q.

Ja para confirmar a validade de A para representar os saltos Af = ZAQ (derivado
da condigao de Rankine-Hugoniot), foi calculado o erro desta constru¢ao em relagao a
diferenca exata Af. Com um erro inferior a ordem 107, demonstra-se que a matriz A
construida atende as exigéncias da linearizacao de Roe, e portanto, nao afeta o desenvol-
vimento da solugao. Logo, a expressao (6.1) é satisfatoria para ser usada no céalculo da
matriz linearizada de Roe para a solucao aproximada dos problemas de Riemann locais, e
por consequéncia, adequada para a formulagao do método de Godunov para escoamentos

trifasicos.

A matriz (6.1) é a forma utilizada para verificar qual o maior autovalor na interacao,

definido em (4.32).
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6.1.1 Situacoes sem influéncia da gravidade

Nesta secao sao discutidos os resultados das simulagoes em que a presenca dos efei-
tos gravitacionais foram desconsiderados no escoamento, figurativamente o meio esta na
horizontal. Para tanto, considerou-se a razao de efeitos convectivos/gravitacionais como

a =1 e que as fases possuem densidades iguais (p; = p2 = p3 = 1).

Fisicamente, nesta situacao, o deslocamento ao longo do meio poroso acontece apenas
pelos efeitos das saturagoes iniciais e das diferentes viscosidades para cada fase (dado
pelos gradientes de pressao entre as fases), como pode ser observado diretamente pelas
fungoes de fluxo (5.12) e (5.13) aplicando as consideragdes anteriores. Nos casos a seguir,

as viscosidades usadas foram: p; =1, s =2 e puz = 0.5.

Os artigos de comparacao estudam o problema de injecdo no meio. Inicialmente,
toda a regiao esta preenchida com uma determinada fase, perfazendo o estado a direita
@p. Uma combinagao de diferentes fases é inserida nesta regiao, consistindo no estado a

esquerda Qg e representando as saturagoes injetadas.

Para melhor anélise, a regiao do dominio de célculo é de 0 < x < 1 e usa-se como
condicao de contorno computacional manter a célula ¢ = 1 com o valor fixo da condi¢ao

Qr (ponto de injecao).

O artigo de Azevedo et al., 2010 [4] sobre a construgao da solugao para problemas
trifasicos usando curvas de onda sera a primeira base comparativa. As analises sao feitas
considerando que a Tunica fase presente no meio inicialmente é uma mistura que sera
tratada como a fase 2 - Qp = (0, 1,0), de maior viscosidade, e injeta-se uma combinagao
das fases 1 e 3 em diferentes saturagoes. Os perfis de saturacao sao plotados para o

comportamento da fases 1 e 2, como apresentado na figura 6.2.

Todas as simulagoes foram calculadas utilizando o valor CFL de v = 0.1, com tempo

de solucao fixado para t = 0.59.

Injetando uma mistura em partes iguais - Qg = (0.5,0,0.5), na figura 6.2(a) observa-se
o avanco gradual das fases 1 e 3, com destaque para a leve vantagem que esta tltima obtém
devido & menor resisténcia ao escoamento no meio (menor viscosidade). Este processo é
lento e a mistura injetada desloca a fase 2 & frente formando uma regiao de interface. A
sequéncia forma o grupo de onda slow-family, designado por uma rarefagao seguido de
um choque. Em seguida, acontece o estado constante Qs = (0,0.59,0.41) em que apenas
a fase 3 continua seu avanco, conseguindo empurrar a fase 2 a frente enquanto forma uma

nova regiao de descontinuidade, com uma onda de choque associada a fast-famaly.
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(a) Solugado para o PR: Qg
Qp =(0,1,0)

(c) Solugdo para o PR: Qg
QD = (07 170)

(e) Solugdo para o PR: Qg
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(b) Solugao para o PR: Qg = (0.67,0,0.33) e

QD = (Oa 1’0)

(d) Solugao para o PR: Qg = (0.76,0,0.24) e
QD = (Oa 170)
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(f) Solucao para o PR: Qg = (1,0,0) e @p

(0,1,0)

Figura 6.2: Curvas de saturagao das fases 1 e 2 obtidas para a solu¢ao de problemas de
Riemann aplicados & escoamentos sem gravidade.
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Aumentando a fragao da fase 1 para ¢ = 0.67 (figura 6.2(b)), a mistura injetada
passa a apresentar evidente vantagem no escoamento do meio. Esta nova proporcao das
saturagoes consegue mais facilmente deslocar a fase 2, visualizado pela formacao do choque
em z = 0.8 (em comparagao com o choque em z = 0.47 na figura 6.2(a)). A estrutura de
avancgo gradual ainda esta presente no inicio do processo, identificado pela sequéncia de

rarefacao-choque para as duas fases representadas na figura.

Nas figuras 6.2(c) e 6.2(d), a saturagao de injegao da fase 1 continuou a ser aumentada
em pequenos valores. Percebe-se que o estado constante ()); agora apresenta maior fragao
da fase 1 (e aumenta conforme maior a saturagao inicial de ¢;), além de que sua formagao
inicia mais rapidamente, seguida da onda de choque. O avanco das fases 1 e 3 ainda é
gradual, representado pela rarefacao ligada ao grupo de onda slow-family. Apos o estado
intermediario, a fase 3 agora em menor proporc¢ao, nao consegue mais avancar, impedida
pela predominéancia da fase 1, portanto, a segunda onda de choque para o grupo fast-family

corresponde & apenas uma interacao bifasica entre as fases 1 e 2.

Aproximando ao limite da inje¢ao da saturacdo da fase 1, a figura 6.2(e) apresenta
a simulac¢ao para o estado Qg = (0.9,0,0.1) em que se observa que o valor constante
forma-se logo apos a injecao. Neste caso, a predominancia quase absoluta da fase 1 reduz
o avango da fase 3, em uma troca gradual, porém, de menor extensao, dada pela onda de
rarefacao ligada ao grupo slow-family. Apos a formacao desta primeira interface, a fase 1
continua seu processo de avango, agora mais lento enquanto desloca a fase 2 a frente, até
a formagao de uma nova interface. As ondas do grupo fast-family formam uma sequéncia

de rarefagao (de maior extensao) seguida por choque.

Consideracoes sobre a existéncia de uma pequena onda de choque na transicao da

rarefacao para o estado intermediario constante serao feitas na secao 6.2.

Agora mantendo apenas a introdugao da fase 1 - Qg = (1,0,0), a figura 6.2(f) mostra
que neste caso existe apenas uma interacao bifasica com a fase 2. A fase injetada avanca
gradualmente deslocando a fase 2 a frente; a regiao de penetragao do fluido adicionado
marca o ponto em que se forma a interface. Nesta solucao, observa-se uma sequéncia de

rarefacao seguida de choque, ligando os estados iniciais.

Ja o artigo de Azevedo et al., 2014 [3] analisa a unicidade das solugdes para problemas
trifasicos. As consideragoes de analises sao semelhantes ao caso anterior, diferenciando

apenas que agora injeta-se uma mistura das trés fases.

A apresentagao dos resultados é feita por uma diferente abordagem, de modo que
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forme uma representacao visual esquemética da distribui¢ao de cada uma das fases no
meio de estudo, no instante de tempo desejado. Assim, interpreta-se: o tragado da curva
superior indica a saturacao somada das fases 1 e 2 com a regiao logo a cima representando
a presenca da fase 3; a curva inferior indica a saturagao apenas da fase 2 com a area & baixo
representado a presenca da fase 2; a regiao entre as curvas anteriores indica a presenca

da fase 1. Os resultados sao apresentados na figura 6.3.

De maneira geral, os casos avaliados tém saturagao inicial da fase 1 como predomi-
nante, seguida pela fase 2 e em menor valor a fase 3. Do aspecto computacional, os
valores de CFL utilizados foram de v = 0.1, com tempos de simulac¢oes variando caso a

caso, conforme conveniéncia.

Na figura 6.3(a), o estado de injegao foi de Qr = (0.57,0.27,0.16) e um tempo de
simulacao de ¢t = 0.66. Como as fases 1 e 3 possuem menor viscosidade, seu avan¢o no
escoamento é facilitado e ajudam a deslocar a fase 2 a frente. Quando a fase 2 injetada
se mistura com a parcela ji presente no meio, cria-se uma primeira interface dado pela
formacao de um choque para o grupo de ondas slow-family. Neste arranjo, o estado
constante da simulagdo forma-se em @y = (0.59,0.41,0) e observa-se que a fase 3 é
impedida de avancar, ja que com o aumento da fase 2 e a maior presenca da fase 1, esta
toma a parcela da fase 3 que esta em menor saturagao. A partir deste ponto o escoamento
é puramente biféasico e a fase 1 continua a deslocar a fase 2 a frente até a formagao de uma
nova interface com a uniao do fluido j& presente no meio, retornando ao estado ()p. Este
fenomeno também acontece pela formagao de um choque, porém, agora para a grupo de

onda fast-family.

Comparando agora com o caso da figura 6.3(b), o estado inicial & esquerda estd bem
proximo com valor de Q@ = (0.57,0.31,0.12). O comportamento para as curvas de onda
slow-family é semelhante ao da figura 6.3(a), com a formacao do choque e impedimento de
avanco da fase 3. O estado constante intermediario segue a distribuicao inicial, agora com
@y = (0.61,0.39,0). A maior presenga da fase 1 faz que com que o avango seja gradual e a
troca para a proxima regiao com saturacao ()p seja suave, esta transicao para puramente
a fase 2 agora acontece por uma rarefagao no grupo de ondas fast-family. Interessante
notar que pela prevaléncia da fase 1 ap6s o estado constante, sua menor viscosidade faz
que seu avango no meio seja mais rapido e prolongado do que no caso da figura 6.3(a),
podendo-se observar pela larga extensao da onda de rarefagao para x > 0.4. A simulagao

foi novamente limitada para o tempo de t = 0.66.

Na figura 6.3(c), a pequena alteragao no estado de entrada com Qr = (0.54,0.29,0.17)
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Figura 6.3: Diagramas de distribui¢oes das fases no meio e curvas de saturagdao para
problemas de Riemann aplicados & escoamentos sem gravidade.



6.1 Validagao do codigo 58

nao provoca grandes mudancas na solucao formada. H& uma repeticao da formacao de
uma frente de choque com a reducao da fase 3 & zero para ondas slow-family e um novo
choque para o encontro com a fase 2 presente no meio para as ondas fast-family, assim
como acontece na figura 6.3(a). Como esperado, o estado intermediario se altera para
Qum = (0.55,0.45,0), porém, em propor¢ao parecida com o caso anterior e em menor

extensao.

Extrapolando a saturagao inicial da fase 1, a solugao da figura 6.3(d) é obtida para a
condi¢do Qg = (0.65,0.20,0.15). Com maior influéncia dessa fase, o processo de avango
acontece primeiramente de forma gradual antes de formar uma interface com a parcela da
fase 2 a frente que toma os poros ocupados pela fase 3, formando o estado intermediario
em )y = (0.64,0.36,0). Aqui, as estruturas do grupo de ondas slow-family é formada por
uma rarefacao seguida de choque. Processo semelhante acontece para o grupo de ondas
fast-family, porém, a rarefacao é mais prolongada, indicando que a movimentagao ocorre
ainda mais lentamente e por uma maior extensao. Para visualizar este efeito no dominio

computacional escolhido, o tempo de simulagao teve de ser limitado a ¢t = 0.55.

Com maior saturacao para a fase 3 entre todos os casos, a figura 6.3(e) tem estado
esquerdo em Qg = (0.58,0.20,0.22). A maior presenca da fase permite que avance mais
adiante no meio com a mudanca ocorrendo lentamente, demonstrada pela longa onda de
rarefacao. A simulagao foi feita até t = 0.59 para efeito de comparagao com as outras
simulagoes. Entretanto, a pequena quantidade nao é suficiente para evitar a tomada
pelas fases 1 e 2, formando a interface, logo, a onda de choque. O estado intermediario
Qn = (0.51,0.49,0) é o mais equilibrado, e portanto, o que possui menor saturagao para
a fase 1; a facilidade de movimento desta fase é limitada pela formacao direta do choque

com a fase 2, ja presente do meio, e que ¢é deslocada a frente.

Para todas as simulagoes da figura 6.3, observa-se que os perfis de saturagao da solugao
ligados ao grupo de ondas slow-family avancam em conjunto, tém o mesmo comporta-
mento quanto a sequéncia de rarefagoes/choques e mantém as proporgoes das saturagoes

das fases injetadas proximo ao ponto de contorno.

A representacao esquemaética da distribuigao das fases na figura 6.1(a) corresponde ao

resultado da simulagao obtida para o caso da simulagao da figura 6.3(a).



6.1 Validagao do codigo 59

6.1.2 Situacgoes com influéncia da gravidade

Para estes casos, a base de validagao ¢ a tese de Rodriguez-Bermudez, 2010 [29] e o
artigo de Rodriguez-Bermudez e Marchesin, 2013 [31] que desenvolveu resultados exatos
semi-analiticos para problemas de escoamento com efeitos gravitacionais. Nas seguintes
simulagoes, foi usada a razao de efeitos convectivos/gravitacionais com valor aw = ( para

indicar a auséncia da velocidade das fases no escoamento dos poros.

Para evidenciar o efeito gravitacional, é considerado o meio na posicao vertical e
as densidades das fases sao distintas indicando que haverd4 um movimento entre elas de
adequagao, o qual se dé pela influéncia da aceleracao da gravidade. Também para que
os efeitos na solucao sejam puramente devido a este fator, a viscosidade das fases foram
consideradas de mesmo valor: p; = pus = psz = 1, igualando a capacidade de avango de

cada fluido.

O ponto de partida para a condigdo de Riemann (3.1) agora esta centralizado na
origem, com a regiao de dominio em —0.5 < x < 0.5. O sentido crescente do eixo x

corresponde ao sentido de efeito da acao da gravidade.

O primeiro caso de analise sera com o estado Qg = (¢1,0,1 — ¢1) na aresta 2 (Ay) e
estado @p = (0,1,0) no vértice 2 (V3), com os valores das densidades sendo: p; = py =1

e p3 = 0.8.

Fazendo ¢; = 0.83, o estado Qg usado é Qg = (0.83,0,0.17) e forma-se a figura 6.4,

simulado para o tempo de t = 2.18 e ntimero v = 0.1.
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Figura 6.4: Solugao para o PR com Qg = (0.83,0,0.17) e @p = (0,1,0)

Como a fase 2 é de maior densidade, e ja esté localizada nas regioes inferiores, é natural
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que a mesma nao se movimente durante a simulagao, seu perfil de solugao corresponde

integralmente ao choque na interface de inicio da analise.

Assim, apenas as fases 1 e 3 interagem nas regides r < 0. A fase 3, de menor densidade,
tende a ocupar os poros antes ocupados pela fase 1 a qual escoa para as regides inferiores
devido & maior densidade. Tem-se entao um escoamento puramente bifésico, neste caso
na aresta Ay, como mostra a figura 6.4(a), em uma construcao de rarefagdes. Como a fase
2 ocupa totalmente os espagos inferiores x > 0 e possui a mesma densidade da fase 1, as
duas criam uma interface em que a fase 1 nao mais avanga, formando um choque para a

solugdo, como na figura 6.4(b) .

Reduzindo a presenca da fase 1 para ¢; = 0.6 mas mantendo as propriedades do caso
anterior, uma nova simulagao é realizada para o estado Qg = (0.6,0,0.4), obtendo-se a
figura 6.5.
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Figura 6.5: Soluc@o para o PR com Qg = (0.6,0,0.4) e Qp = (0,1,0)

O comportamento para as regioes inferiores x > 0 permanece, entretanto, ao aumentar
a presenca da fase 3 no estado inicial, ap6s o processo lento de deslocamento para se
sobrepor a fase 1 nos poros superiores, forma-se uma interface devido a parcela da fase
1 que ainda se encontra retida e nao se desloca a frente. Assim, o grupo de onda tem
estrutura de choque seguida por rarefagao na regiao x < 0, a qual novamente se da por

um escoamento bifasico, como mostra a figura 6.5(a).

Agora, o problema de Riemann com estado Qr = (¢1,1 — ¢1,0) na aresta 3 (A3z) e
estado Qp = (0,0, 1) no vértice 3 (V3) é analisado, com os valores das densidades sendo:

pr=p2=1eps =038

Quando o estado Qg corresponde ao vértice V5, forma-se um escoamento puramente
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bifasico apresentado na figura 6.6, obtida para o tempo de simulacao de t = 2.62 e com
valor v = 0.01. Aqui foi usada a express@o (4.2) para o célculo do valor do fluxo na
interface em conjunto com o modelo da fun¢ao de fluxo (5.23). O uso de um valor mais
baixo para o CFL em comparagao com as outras simulagoes foi necessario devido ao
problema ser resolvido utilizando uma funcao de fluxo diferente, e assim, um diferente
valor para evitar a formacgao de oscilagoes. O modelo trifasico forneceu neste caso uma

solugao com choque nao entropico entre as rarefacoes.
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Figura 6.6: Solugao para o PR com Qg = (0,1,0) e Qp = (0,0, 1)

Com a densidade da fase 2 maior que a da fase 3, observa-se uma reducao gradual
da sua saturacao a partir da origem em direcao a ocupar os poros que antes estavam
preenchidos pela fase 3, a qual se desloca para uma posicao superior a fase 2. Este
fenémeno esta representado por uma rarefagao, de forma simétrica, em relacao a origem,
para ambas as fases. A simetria também se estende & regiao ainda nao afetada pelo
escoamento que retém a saturacao inicial, ou seja, no local existe uma descontinuidade
na forma de choque. Observa-se pela figura 6.6 que o escoamento acontece diretamente

na aresta A;, como esperado por envolver apenas as fases 2 e 3.

Reduzindo minimamente a saturagao da fase 2 no estado inicial Q@ = (0.05,0.95,0),
como na figura 6.7, o tempo de simulagao foi de até ¢ = 5.11 e com valor v = 0.1. Este caso

se mostrou com menos restricoes quanto ao nimero CFL e ao surgimento de oscilagoes.
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Figura 6.7: Solugao para o PR com Qg = (0.05,0.95,0) e Qp = (0,0, 1)

Tem-se um comportamento inicial da fase 3 se deslocando para regides superiores
x < 0, devido a menor densidade comparativamente com as outras, conjuntamente com
as fases 1 e 2 em direcao ao local ocupado pela fase 3 anteriormente. O lento deslocamento
dos fluidos formam uma solucao por rarefagoes, este efeito é menos proeminente para a
curva da fase 1 devido a pequena fracao do estado inicial. Ainda no sentido z < 0, apoés a
regiao de deslocamento e interacao entre as trés fases, ocorre um choque pelo escoamento
ainda nao se iniciar nestas areas, com valores ainda na condi¢ao QQg. Na direcao aposta,
apos a rarefacao ocorre um novo choque para a formacao do estado constante. Isto ocorre

para o grupo de ondas slow-family.

O estado constante intermediario @y, = (0,0.4,0.6) marca o ponto em que a fase 1
nao mais continua no escoamento, mesmo com maior densidade e tendéncia natural de
se deslocar para as regioes inferiores de x > 0, assim como a fase 2. Novamente, seu
movimento ¢ limitado pela menor valor de saturagao inicial. Em seguida, o escoamento
torna-se puramente bifésico entre as fases 2 e 3 (visualizado na figura 6.7(a)), com o
movimento esperado da fase 2 deslocando para regioes inferiores enquanto a fase 3 desloca
para regioes superiores, representando solu¢oes por rarefagoes. Estes casos ocorrem para

o grupo de ondas fast-famaly.

Quando a saturagao inicial de ¢y é afastada do vértice V5, a solugao obtida tem se-
melhangas no comportamento com os casos anteriores; como esperado as fases 1 e 2 se
posicionam em regioes inferiores enquanto a fase 3 ocupa seu local. A figura 6.8 foi obtida
usando o estado inicial Qg = (0.4,0.6,0), com tempo de simulagao de ¢ = 6.00 e valor

v =20.1.
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Figura 6.8: Solugao para o PR com Qg = (0.4,0.6,0) e @p = (0,0, 1)

Entretanto, nota-se que o efeito do deslocamento acontece de forma mais suave nesta
situagao e abrange ambas as adjacéncias da origem do problema, ou seja, a adequagao
das fases no meio acontece de forma mais extensa. Isto é representado por uma rarefagao
que se alonga, assimetricamente, em torno de x = 0 e tem como explicacao a presenca
de maior equilibrio na saturacao das fases inicialmente. Como consequéncia, o estado
constante intermediério é deslocado para a direita e possui valor de @y, = (0,0.22,0.78).
O menor valor de ¢» em @)/, comparado ao caso anterior, evidéncia que agora a fase
tem menor vantagem em escoar para as regioes inferiores. A seguir, observa-se apenas
um choque como interacao bifasica entre as fases 2 e 3, indicando o grupo de ondas
correspondente & fast-family. A existéncia da rarefacao neste grupo esta ligado ao quao

proximo a saturacao inicial go esta do estado tinico de V5, como na figura 6.7.

Pode-se relacionar a auséncia da fase 1, como no problema da figura 6.6, & maior
facilidade de acomodacao da fase 2 comparada aos problemas das figuras 6.7 e 6.8, ja
que nestes dois ultimos existe a interacao com a fase 1 que também se acomoda nas
regioes inferiores, enquanto que no caso da figura 6.6, a interacao entre as fases 2 e 3 para
x < 0 (semelhante nos trés exemplos) apenas se estende para a regiao de x > 0. Mesmo
para a figura 6.7, a qual possui menor saturacao para a fase 1, a acomodagao acontece

ligeiramente mais rapido do que para a figura 6.8 com maior presenga desta fase.

A representacao esquematica da distribuigao das fases na figura 6.1(b) corresponde

ao resultado da simulagao obtida para o caso da figura 6.8.

Em outro caso avaliado, serao usados: o estado geral Qg = (¢1,0,1 — ¢;) indicando
um ponto na aresta 2 (As) e fixado o estado @p = (0, 1,0) no vértice 2 (V3). Agora com

os valores das densidades sendo p; =1 e py = p3 = 0.8.
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Inicialmente, foi usado o estado Qg = (0.8,0,0.2) para obter a solu¢ao da figura 6.9

para o tempo de t = 2.15 e com valor v = 0.1.
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Figura 6.9: Solugao para o PR com Qg = (0.8,0,0.2) e @p = (0,1,0)

Com apenas a fase 1 de maior densidade, a fase 2 avanca lentamente no sentido de
x < 0, ocupando o local onde antes existia as fases 1 e 3, criando uma estrutura de ondas
de rarefacao para a solugao das trés fases. A fase 3 com as mesmas propriedades da fase 2,
j& ocupa as regioes superiores que agora passa a compartilhar com a fase 2, nao existindo
escoamento apos © > 0 e o aumento da presenca na direcao central é feita por meio de

rarefacoes.

Uma pequena parcela da fase 1 é empurrada e impedida de prosseguir o escoamento
para a regiao inferior x > 0, formando uma &area de actiimulo acima do valor de saturagao
inicial, representado por um choque, refletindo na regiao em que o escoamento ainda nao
foi iniciado e a saturagao inicial ¢; permanece, cria-se entao uma descontinuidade no valor
das saturagoes. Isto ird formar uma interacao bifésica entre as fases 1 e 3, como observado
na figura 6.9(a), e novamente, com a fase 3 de menor densidade, esta ird deslocar-se na
diregao de ocupar os espacos da fase 1 permitindo que o escoamento seja gradual até se
igualar a saturacao do pico, formando uma outra rarefagao; essa estrutura é conhecida

como double-characteristic-shock, ou seja, existe duas rarefagoes adjacentes a um choque.

Com maior saturacao da fase 1, a fase 2 nao consegue prosseguir na direcao de x < 0 e
se anula abruptamente, formando um choque para a solucao de ambas; isso nao acontece
para a fase 3 ja que esta presente no estado inicial Qg. Estes fendmenos acontecem para

o grupo de ondas slow-family.

Ja para a parte da fase 1 que avanca para regioes inferiores pela acao da gravidade,

na regiao x > 0 o estado constante de valor Q) = (0.4,0.6,0) forma-se adjacente ao
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ponto de origem, para as trés fases. Destaca-se que a saturagao correspondente a fase 1
no estado @),y é inferior ao valor da condicao inicial, evidenciando que a maior parte do
fluido se deslocou. Isso acontece pela interagao das fases 1 e 2 que avancam rapidamente

em x < 0, mantendo as saturagoes restantes do que ainda nao trocou de posicao.

Em seguida, a fase 1 continua seu movimento de descida em dire¢ao a ocupar os
espagos da fase 2, formando uma rarefacao. O choque seguinte corresponde a regiao de
contato com a saturacao inicial, em que o escoamento ainda nao iniciou. Estes fenomenos

acontecem para o grupo de ondas fast-family.

Diminuindo ligeiramente a saturacao inicial ¢, foi observado comportamento seme-
lhante ao caso anterior para a regiao superior x > 0 e de inicio do escoamento, agora com o
estado Qg = (0.65,0,0.35), porém, sem alterar o valor do estado constante intermediario
de Q= (0.4,0.6,0). Para obter a solucao da figura 6.10 foi utilizado o valor v = 0.1 e

tempo de simulacao de t = 2.15.

09 08 07 06 05 04 03 02 01 0v
A3‘Fase112 X

(a) Diagrama ternario (b) Solugao grafica

Figura 6.10: Solu¢ao para o PR com Qg = (0.65,0,0.35) e @Qp = (0,1,0)

Na regiao superior z < 0, a interacao bifasica entre as fases 1 e 3 acontece de forma
semelhante ao processo original central, com a fase 3 em maior saturagao, esta tende a
empurrar novamente uma pequena parcela da fase 1, enquanto ocupa seu lugar; a regiao
bifésica é maior neste caso, como mostra a figura 6.10(b). O escoamento gradual até a
direcao do pico acontece de forma igual, porém, acrescenta-se o efeito de aumento abrupto
da fase 1 que nao existia anteriormente, tem-se entao uma estrutura de onda de choque
seguida de uma rarefacao para a solucao da fase 1. Ja para a curva da fase 3, sendo que
seu valor inicial de saturagao é maior, acontece um choque no fim da interacao da fase 2

que esta avancando para z < 0, estrutura que nao acontecia na situagao anterior.
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6.2 Analise qualitativa dos resultados

Com os resultados apresentados na segao 6.1 foi possivel visualizar e interpretar di-
versas situacoes para o problema de escoamento trifasico, aplicando o codigo desenvolvido
para o método de Godunov. Enquanto as anélises fisicas sao coerentes e esperadas pelos
modelos estudados, a verificacdo da validade e qualidade numérica do método sera feita

de modo a comparar visualmente os perfis de solugoes obtidos com os exemplos de base.

Em uma primeira analise geral, nota-se que as formas e sequéncias de choques e rare-
fagoes dos grupos de ondas formadas, sao semelhantes e com correspondéncia satisfatoria
para todos os casos testados, quando comparado as figuras disponiveis nos artigos e aos

diagramas de solucao semi-analitica.

A escolha da construgdo da matriz linearizada de Roe, dado na expressao (6.1), foi
satisfatoria e nao apresentou problemas nos casos analisados, mostrando que a simplifi-
cagao de uma forma complexa da matriz jacobiana nao foi capaz de produzir erros nas

solugoes.

Alguns erros encontrados estiveram relacionados ao ajuste da condicao de estabilidade
de CFL, facilmente perceptivel na formacao de oscilagoes a partir da regiao de condicao

de contorno. Este problema foi corrigido ajustando o valor, por tentativa.

Fator comum nos parametros das simulacoes foi o uso do valor CFL bem pequeno, nao
encontrado para os métodos numéricos explicitos. Entretanto, essa ordem de grandeza foi
necessaria primariamente devido a discretizacao espacial Az usada nas simulagoes. Foi
observado que diminuir o dominio numérico em que se resolve o sistema (mesmo mantendo
a quantidade de células) o nimero CFL admitido, o qual mantém as solugoes adequadas,

pode ser aumentado.

Como nao ha uma regiao previamente determinada que o escoamento ocorre, a escolha
da extensao nao foi relevante, levando em conta que as estruturas de solucao obtidos
acontecem a partir do ponto de origem e dependem apenas das propriedades das fases e
das condigoes iniciais de Riemann. Por exemplo, usando L = 0.1 é possivel aumentar o
valor para v = 0.5 nos casos das simulagoes com gravidade da secao 6.1.2, porém, isto

nao influenciou na qualidade dos perfis de solugao.

Nas figuras 6.2(b) a 6.2(e) houve o surgimento de uma pequena onda de choque
na ligacao entre a rarefagdo e o estado constante; especificamente na figura 6.2(c), ha

um discreto estado constante antes da formacgao do choque. Estes fendémenos nao sao



6.2 Anélise qualitativa dos resultados 67

observados no artigo da base comparativa. Nenhuma alteracao de nimero de células na
malha, valor do CFL ou do método de correcao de entropia surtiu efeito de mudanca neste

aspecto.

Todavia, esta formacao pode ser valida na medida que representa um choque trifasico.
Incluindo a representacao da curva de solucao para a fase 3, é possivel notar que no ponto
que ocorre o choque na curva da fase 1, um choque também ocorre para a fase 3. Do
aspecto matemaético e fisico, sabe-se que a onda de choque acontece para todas as fases
envolvidas, logo, pode realmente existir o choque e nao significar apenas um erro do as-
pecto numérico ou de implementacao do método de Godunov. Estes choques também nao
violam a condigao de entropia de Lax em (3.6). Por ser de pequena intensidade, levanta-se
a hipotese que a representacao grafica destas solugoes no artigo, nao é perceptivel dada a

escala utilizada.

Extraindo os pontos das imagens disponiveis no artigo [4] (com o auxilio do programa
Grabit |10] para escolha manual e visual de 50 pontos em cada curva de solugao) é possivel
sobrepor os resultados encontrados pelo cédigo e demonstrar perfeitamente a igualdade

das solugoes, resumido na figura 6.11.

O mesmo processo nao foi possivel de ser feito com os casos da se¢ao 6.1.2 e da figura
6.3 pois as respectivas bases de validagao nao forneciam precisamente as condig¢oes iniciais
utilizadas, sendo escolhidos apenas valores aproximados dos parametros para a formagao

dos perfis mostrados.
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Figura 6.11: Curvas de comparagao entre o resultado obtido pelo codigo e alguns pontos

extraidos da figura do artigo de Azevedo et al., 2010 [4]

Na figura 6.5, a escolha de alguns valores para a condigdo Qg (saturagao inicial da
fase 1 maior em relagao ao problema apresentado) geraram autovalores complexos, o que
nao é esperado para um sistema hiperboélico. Porém, existe a hipotese que esteja pas-
sando por algum ponto em que hé perda de hiperbolicidade, entretanto, nao ha deducgoes
matematicas disponiveis para confirmagao, podendo representar uma possivel limitagao

do codigo para este caso. Este problema nao foi observado em outros casos estudados.

O critério de entropia foi a principal fonte geradora de erros. O uso do critério de
Harten e Hyman foi necessério e de melhor uso na aplicacao quando comparado ao modelo
tradicional apresentado por LeVeque, o qual foi a base das expressoes (4.28) e (4.29) para

o valor do fluxo na interface.

Dentre os erros mais comuns devido ao critério de entropia, foi encontrado princi-

palmente os listados na figura 6.12 (quando simulados usando os mesmos parametros
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anteriores):

e Na simulagao da figura 6.8, aparece um pequeno “bico” na interface de formagao
do segundo choque e um extenso estado constante incorreto, porém, sem oscilagoes.
Estes erros ficam mais pronunciados conforme a simulagao é realizada para tempos

maiores. Estas inconsisténcias estao referenciadas na figura 6.12(a).

e Na simulagao da figura 6.9 ocorreu o surgimento de um estado constante antes e apos
a segunda rarefacao ao invés de ligar diretamente ao choque; ja para a simulagao
da figura 6.10 houve o surgimento de um choque (ndo entropico) ao invés do estado
constante parcialmente corrigido com uma malha mais refinada. Outras ocorréncias
que apareceram em todos os casos foram: a presenca de pontos oscilatoérios na
ligacao do estado constante no segundo choque e “bicos” indefinidos (espurios) ao
fim da rarefacdo. As ocorréncias estdo apontadas nas figuras 6.12(c) e 6.12(e),

respectivamente.

e Para o problema sem influéncia da gravidade na figura 6.2(f) houve alta taxa de
oscilagao com valores de solugao que tendiam a nao convergéncia, ja para os instantes
iniciais da simulacao, fazendo que a curva nao avancasse na regiao de célculo, como
mostrado na figura 6.12(g). Esta situagdo somente era corrigida parcialmente com
o uso do valor CFL menor, da ordem 1073, aumentando exponencialmente o tempo

de calculo.

A auséncia de correcao nao influenciou na qualidade da solucao obtida para alguns
casos. Por exemplo, as solugoes das simulagao com gravidade das figuras 6.6 e 6.7, as
simulagoes sem gravidade da figura 6.3 e os casos nao mencionados anteriormente da figura
6.2. Entretanto, foi necessario um maior ajuste no nimero CFL utilizado (valor menor
que o de v = 0.1) e a malha com mais pontos. Este processo elevou significativamente o
trabalho computacional necessario para solugao (foram necessarios mais iteragoes), além

de convergir para uma solugao teoricamente incorreta.

Os demais erros nao puderam ser corrigidos usando uma malha com mais pontos, re-
duzindo ainda mais o valor v utilizado ou aumentando o tempo de simulagao, enfatizando
assim a validade do método de corregao de entropia e a melhoria na qualidade da solucao,
como observa-se pelos erros destacados na figura 6.12 em comparacao com os resultados

originais mostrados ao lado dos destaques.

Como discutido no Capitulo 4, existe uma diferenca no modo de implementagao do

método de Godunov para problemas escalares e o de sistemas. Devido ao modo que foi
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respectiva forma correta, quando nao houve o uso da corre¢ao de entropia de Harten e

Hyman.
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construido, ndo é possivel que diretamente seja usada a forma dos fluxos (4.28) e (4.29)

para sistemas de maneira a simplificar na forma escalar (4.2).

Na simulacao da figura 6.6 o uso dos fluxos de sistema levou a formagao de um choque
na origem, neste caso, correspondente ao centro da curva de rarefacao. Este resultado nao
condiz com a base de comparacao disponivel, portanto, o cddigo foi direcionando para o

método do fluxo escalar.

Desta modo, era esperado que em simulagoes cujo problema de Riemann direcionasse
a uma regiao de escoamento puramente bifasico, a solucao obtida fosse incorreta ou sem
significado fisico no problema. Nao observou-se esta influéncia para as simulagoes dos

casos das figuras 6.3, 6.4 e 6.5.

Para a obtencgao dos resultados apresentados nas se¢oes 6.1.1 e 6.1.2 foram analisados
também o tempo (calculado pela fungao nativa elapsed time do MATLAB que o usa o
tempo proprio do computador) e nimero de iteragoes necesséarios. Nos casos sem influéncia
da gravidade, o niimero médio de iteracoes foi de aproximadamente 12570. Independente
do tempo de resposta de cada simulacao, a regiao do escoamento abrange uma maior
extensao (a partir do contorno de injegao) fazendo que mais iteragoes sejam necessarias.

Consequentemente, o tempo computacional é elevado, em torno de 465 minutos.

Ja nos casos com gravidade, o niimero médio de iteracoes necessarias foi bem menor,
aproximadamente 1823. Isto acontece pois a regiao de influéncia do escoamento analisada
nestes exemplos ¢é restrita para proximo a origem da simulagao (membrana). Do mesmo

modo, isso refletiu no tempo de simula¢ao que também foi menor, em torno de 55 minutos.

O caso discrepante para o ntimero de iteracoes foi o da figura 6.6, requisitando 22788
iteragoes. Nesta simulacao, é usado o método para o caso escalar o qual possui uma
diferente funcao de fluxo e defini¢ao de célculo do valor do fluxo de Godunov na interface.
Porém, nao houve mudanga significativa no tempo de simulagao em comparacao com o0s

outros exemplos com gravidade, ja que os calculos envolvidos sao mais simples.

6.3 Caso de aplicacao do cédigo

Como discutido na segao 6.2, foi demonstrado que o cédigo computacional desenvol-
vido para o método de Godunov se mostrou uma forma robusta e confiavel de determinar
a solugao de escoamentos trifasicos, corroborado por meio de diversas simulagoes o que

também atesta a versatilidade da construcao.
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Com esta perspectiva, esta secao apresenta uma aplicacao para o co6digo, no qual foi
utilizado como recurso para a realizacao de simulagoes e analises propostas de um estudo

em desenvolvimento, fornecendo os perfis de saturagao.

O modelo em questao apresenta um novo processo para descrever o escoamento tri-
fasico em meio porosos utilizando o método de Koval, o qual foi proposto para fluidos
misciveis bifasicos. Estendendo este conceito, baseado também nos estudos de Buckley-
Leverett, define-se um novo conjunto de fungoes de fluxo que descreverao o processo de

injecao de duas fases para a relacao entre permeabilidades e saturagoes de forma linear
[5, 19, 30].

Omitindo os detalhes teoéricos da construcao do modelo, nao pertinentes a esta dis-

sertacao, as fungoes de fluxo que foram resolvidas sao:

- Erqy
filan @) = L+q(Er— 1) + (B2 — 1) (62)
folar @) = Lo (63)

14 (B - 1)+ q(By—1)

Em que estao em funcao das saturacgoes das fases 1 e 2, indicadas por q; e ¢ ,
respectivamente. Os termos FE; e Fy sao valores constantes e determinam a razao de

efeitos viscosos, dados por:

1\ 4
B = <0.78 +0.22 (”—) ) (6.4)
M1
1\ 4
By = <0.78 +0.22 (“-) ) (6.5)
2

Nesta situacao, as simulacoes acontecem para o problema de Riemann de forma que:
o estado a esquerda Qg é formado pela saturagao do solvente (composto por diferentes
combinagoes das fases 1 e 2 que sao imisciveis entre si); e o estado a direita ) p referente
ao meio que contem apenas 6leo (indicado pelo indice “0” nas expressoes (6.4) e (6.5) e
nos graficos de simulag¢do). O escoamento ¢é iniciado por injegao de um dos componentes:

solvente ou 6leo, de forma semelhante ao representado na figura 6.1(a).

As duas fases do solvente sao capazes de se misturarem no 6leo, e para tanto, os
valores 0.78 e 0.22 em (6.4) e (6.5) representam a propor¢ao do 6leo em uma das fases do

solvente, quando a outra nao esta presente.
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No cédigo, ¢ implementado o vetor de fungoes de fluxo f(Q) formado para (6.2) e
(6.3) com as variaveis conservadas em ) = (g1, g2) das saturagoes. Os efeitos de influéncia

gravitacional e a presenca de outras fases sdo desconsiderados nesta modelagem (g + g2 +
g =1).

Da perspectiva numérica ¢ mantido o naumero de pontos na malha em N = 1000, o
tempo de solugao da simulagao de ¢t = 0.5 foi fixado para todos os casos e condigao de
contorno com o valor a esquerda fixo (no estado de Qg) e repetindo o valor da célula
anterior no contorno a direita do dominio computacional. As solu¢oes se mostraram
menos suscetiveis a variagao e formacgao de oscilagoes, logo, foi possivel usar o nimero

CFL em maior grandeza, fixado para v = 0.5.

Todos os valores de viscosidade utilizados estao em unidades adimensionalizadas. As
simulagoes sao apresentadas como: curvas de saturacao das fases do solvente e do 6leo, com
as respectivas analises de formacao dos elementos dos grupos de ondas; e pelo diagrama
ternario. Nao houve confirmacao analitica da solucao exata destas simulagoes ou base

comparativa para validacao.

Primeiramente, considerou-se que as fases dos solventes e do 6leo apresentam viscosi-
dade iguais de pu; = ps = p, = 1 para a representacao da solu¢ao na figura 6.13. Quando
as fases de inje¢@o tém a mesma propor¢ao na saturagao - Qg = (0.5,0.5,0), percebeu-se
um avango em conjunto mantendo o mesmo valor da condigao inicial (visualmente, as
curvas estao sobrepostas), isto acontece devido a nao mistura das fases e terem a mesma
viscosidade. Concomitante ao avango do solvente, este desloca a fase de 6leo a frente en-
quanto comeca o processo de mistura, visualizado pelo efeito de curvas de rarefacao com
gradual diminuigao da saturagao das fases do solvente, como na figura 6.13(a). Como
os trés fluidos possuem a mesma viscosidade, a nova fase formada da mistura também

possuird o mesmo valor de viscosidade.

Ao variar as saturagoes iniciais das fases do solvente de inje¢ao, como na figura 6.13(b),
o efeito de arrasto e mistura em conjunto é novamente observado, independentemente de
qual fase é a predominante. Observa-se que o ponto de inicio e fim da regiao de mistura é
idéntico para as duas curvas. A diferenca nas solucoes das fases 1 e 2 se deve ao processo
de mistura, em que é esperado que a fase com maior saturacao tenha um mistura mais
proeminente, representada por uma curva de rarefacao mais acentuada, em comparagao

com a fase de menor saturacao.
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Figura 6.13: Solucoes para o modelo de fases misciveis com viscosidades iguais entre

solventes e 6leo.

Para visualizar os efeitos da viscosidade, o valor para o 6leo foi aumentado no dobro do
utilizado nas fases do solvente, assim p, = 2 e 1 = s = 1, obtendo as solugoes da figura
6.14. A principio, com a predominancia da fase 2 na mistura inicial - Qg = (0.3,0.7,0), na
figura 6.14(a), tém-se o efeito de deslocamento do 6leo. Entretanto, como a viscosidade
neste caso é maior, o processo de mistura comega anteriormente ao ponto em que foi
observado nas simulagoes da figura 6.13 devido & maior dificuldade de avango. A mistura
também ocorre em um maior intervalo, ou seja, em um lento processo que forma uma nova

fase de menor viscosidade que a do 6leo, representado novamente por ondas de rarefacoes.
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(¢) Solugao para o PR-5 com Qg = (0.7,0.3,0) (d) Diagrama ternario
e @Qp =1(0,0,1)

Figura 6.14: Solugoes para o modelo de fases misciveis com viscosidade do 6leo superior

as das fases do solvente.

Quando as saturacoes sao igualadas na mistura inicial, a solugao torna-se semelhante
ao caso da figura 6.13(a), porém, com o efeito de restrigdo do avango do solvente no meio
(local de inicio e maior regiao de mistura). Nota-se também que invertendo o efeito de
predominéancia das fases no solvente injetado - Qg = (0.7,0.3,0), na figura 6.14(c), o
comportamento da solugao nao se altera e este fato pode ser visto na similaridade deste

caso com a solucao da figura 6.14(a).

Mantendo os valores de viscosidades utilizados nas simulacoes anteriores, inverte-se
agora as condigoes iniciais no problema de Riemann, ou seja, ¢ usado como injegao a fase
de 6leo - Qg = (0,0, 1) e varia apenas as proporgoes de saturacao das fases do solvente ja

presentes no meio.

Como agora é a fase injetada que apresenta a maior viscosidade, o 6leo consegue

deslocar o solvente a frente nos poros do meio, isto acarreta na interrup¢ao do processo
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de mistura que antes iniciava-se assim que as duas partes entravam em contato. Percebe-se
essa mudanca no comportamento das curvas de solucao: enquanto nas figuras 6.13 e 6.14
existia uma estrutura de rarefagoes, na figura 6.15 tem-se a formacao de uma interface de

choque, indicando a mudanca brusca da saturag¢ao no meio.

Também é percebido que a alteracao das saturacoes do solvente nao influéncia no

processo de formagao do choque, como esperado.
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(a) Solugao para o PR-6 com Qg = (0,0,1) e (b) Solucdo para o PR-7 com Qg = (0,0,1) e
®p = (0.5,0.5,0) Qp =(0.7,0.3,0)
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Figura 6.15: Solugoes para o modelo de fases misciveis com injecao de 6leo.

A variacao na combinacao das saturacoes das fases ocorre de forma semelhante nas

simulagoes anteriores, os estados iniciais sao conectados apenas por uma linha reta, como

observado nas figuras 6.13(c), 6.14(d) e 6.15(c).

2

Em situagoes reais, é esperado que as fases possuam propriedades distintas. Para
avaliar este comportamento, as viscosidades foram alteradas de modo que: pu; = 0.5,
to =1 e pu, = 2, gerando os resultados da figura 6.16. Esta simulagao retorna ao processo

de injecao do solvente no meio com 6leo.
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Acompanhando pela saturagao da fase 1, esta comeca com valor de ¢; = 0.3. Na
figura 6.16(a) nota-se que esta fase apresenta maior facilidade no avango com respeito a
fase 2 do solvente, isto acontece pela diferenca nas viscosidades. Conforme o solvente se
mistura suavemente no 6leo, surge uma fase intermediaria (nao representada graficamente)
que tem viscosidade efetiva menor que p,. Com uma viscosidade menor, esta nova fase

consegue ser deslocada a frente, preenchendo os poros antes ocupados apenas pelo 6leo.

Nas curvas de solugao é observado um fendémeno diferente, as ondas de rarefagao
da mistura s@o seguidas por um estado constante @y = (0.15,0,0.85) com a fase 2
se misturando completamente, e devido a maior viscosidade, logo nao mais avanca. O
escoamento continua com a fase 1 se misturando com o restante do 6leo presente (em uma

interagao bifasica), formando uma nova onda de rarefagdo para as duas curvas.

Aumentando a saturagao para ¢; = 0.5, a solu¢ao na figura 6.16(b) tem comporta-
mento semelhante ao caso anterior, porém, o efeito do estado constante de deslocamento
do 6leo ainda nao misturado é menos pronunciado. Isto acontece pois a fase 1 agora
apresenta maior saturacao, e portanto, uma parcela nao é misturada, aumentando a vis-

cosidade efetiva da nova fase.

Quando a saturacao se aproxima de ¢; = 1, o estado intermediario tende a desaparecer.
Na figura 6.16(c) nota-se uma leve mudanga na onda de rarefacao quando a fase 2 acaba
de se misturar. O efeito é¢ mais intenso inicialmente com uma mudancga para uma mistura
mais suave com a fase intermediaria. Ja na figura 6.16(d), h& apenas uma tunica rarefagao,

semelhante ao que ocorreu na simulacao da figura 6.14(c).

Em relacao as figuras 6.13 e 6.14, houve claramente um aumento da regiao em que o

processo de mistura ocorre.
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Figura 6.16: Solugoes para o modelo de fases misciveis em que apresentam diferentes

valores de viscosidade.

O diagrama ternario 6.16(e) mostra a mudanga no comportamento do escoamento

para uma regiao bifasica (linhas de solugao na aresta A,), como descrito.

Novamente, inverte-se as condi¢oes de contorno com a injecao da fase de 6leo para as

mesmas propriedades anteriores de valor na viscosidade, com resultados representados na
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figura 6.17. Observou-se mais uma vez que 6leo tem o efeito de formar uma interface de

deslocamento das fases do solvente formando assim uma onda de choque.

Entretanto, em seguida, forma-se um estado intermediario que é mais pronunciado
(maior extensdo no meio) quando a saturagdo ¢ ¢ maior, com valor de @y = (0,1,0),
semelhante em todos os casos. Este fenomeno corresponde a formagao de uma regiao em
que a fase 2 fica retida entre o 6leo e a fase 1. Por isso sua extensao aumenta na medida

que existe mais de sua fase no meio, como quando comparado as figuras 6.17(a) e 6.17(c).

Nota-se que o comportamento dessas simulagoes, diferem dos exemplos da figura 6.15

pela formacao do estado )y devido as diferentes viscosidades.

o
©
T T

(a) Solugao para o PR-12 com Qg = (0,0,1) e  (b) Solugdo para o PR-13 com Qg = (0,0,1) e
Qp =(0.3,0.7,0) Qp = (0.5,0.5,0)

o
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(c) Solucdo para o PR-14 com Qg = (0,0,1) e
Qp = (0.7,0.3,0)

Figura 6.17: Solugoes para o modelo de fases misciveis com inje¢ao de 6leo e fases do

solvente com diferentes valores de viscosidade.

Para que se possa observar o efeito de afastamento da interface apos a regiao de
acimulo da fase 2, a simulagao para o caso Qp = (0.5,0.5,0) foi refeita, agora usando a

viscosidade da fase 1 reduzida para p; = 0.2 e mantendo o valor das demais. Na figura
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6.18, pode-se notar que a fase 1 consegue maior avango, como esperado, com a nova

interface ocorrendo cerca de 0.1 unidade depois, quando comparado a figura 6.17(b).

Ou seja, a facilidade de deslocamento desta fase contribui para o aumento da regiao
de acumulo da fase 2. A menor viscosidade da fase 1 acarreta este fenémeno ja que o
efeito é observado igualmente para os outros exemplos que foram simulados da figura 6.17,

assim como a forma geral das curvas.

Neste caso, o numero CFL usado teve que ser de v = 0.1 para evitar a formacgao de

oscilagoes nas curvas de solugao.
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Figura 6.18: Solugao do PR-15 com Qg = (0,0,1) e @p = (0.5,0.5,0) para o modelo de

fases misciveis com injecao de 6leo e fases do solvente com maior diferenca de viscosidade.

Para as simulagoes desta aplicacao, as funcoes de fluxo apresentam definicao mais
simples, com sua respectiva matriz jacobiana composta por poucos termos. Isso faz que
o tempo de calculo demandado pelo computador em cada iteragao fosse reduzido. Em
conjunto, o uso de um valor CFL de v = 0.5, contribui para o passo de tempo ser maior,
atingindo o tempo de simulacao requerido em menor ntimero de iteracoes. Os exemplos

apresentaram precisaram, em média, de 900 interacoes e tempo de célculo de 32 minutos.



Capitulo 7

Conclusoes

Nesta dissertagao, foi apresentado um breve panorama do processo de discretizagao
por volumes finitos em conjunto com a descri¢ao para a aplicagao do método de Godunov.
Discutiu-se também os conceitos de construcao das solugoes dos problemas de Riemman
e como foi feita a interpretacao para o correspondente desenvolvimento do codigo com-

putacional.

Ainda foi analisado os processos matemaéticos e fisicos que regem o escoamento trifa-
sico, em conjunto com as suas especificidades, diversas abordagens e simplificagoes ado-

tadas para a formagcao das funcgoes de fluxo.

Da perspectiva computacional, o método foi construido com sucesso, sendo o MA-
TLAB uma ferramenta que se mostrou robusta e adequada para a implementacao e visu-

alizagao dos resultados das simulagoes.

De maneira geral, foi observado que as solugoes forneceram uma exata correspondén-
cia com os modelos previamente disponiveis e com resultados publicados. Destaca-se a
semelhanca dos contornos de deslocamento da solugao e as formacoes das ondas de cho-
ques bem definidas. Ainda foi possivel comprovar que os dados numéricos se sobrepoe
perfeitamente (mesmo com a obtengao aproximada dos pontos do artigo original), no caso

da figura 6.2 em que se conhecia exatamente os dados utilizados.

Passando pela analise teorica da estabilidade do método, nas simulagoes foi utilizado
ntumero CFL de baixo valor, o qual foi essencial para que as solucoes convergissem cor-
retamente, principalmente nas curvas de solucao que combinam diversas sequéncias de

choques/rarefagdes para os grupos de onda.

A maior dificuldade encontrada ocorreu na busca da forma de correcao de entropia,

em que muitos testes geraram imperfei¢coes incorrigiveis apenas por ajustes de parametros.
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Por este fato, aumentar o nimero de pontos na malha nao trouxe vantagem para eliminar
as oscilagoes ou os espirios que se faziam presentes nas solugoes, ou usar um valor de v

menor, apenas contribuindo para o aumento do tempo computacional de solucao.

A formagao simplificada da matriz linearizada de Roe mostrou-se eficaz para os solu-
cionadores aproximados (Riemann solvers). Este fato demonstrou que a implementagao
pode ser feita evitando o uso de formas nao-lineares, possibilitando um menor custo com-

putacional.

Devido a carateristica do método, as solugoes convergiram a curvas adequadas em
uma malha com N = 1000 pontos e valor v = 0.1. Portanto, acredita-se que outros
problemas possam ser resolvidos com esses parametros, sem a preocupagao de ajuste na
implementagao.

Por outro lado, uma limitacao importante do codigo diz respeito ao fato que a so-
lugao s6 é possivel para problemas estritamente hiperbolicos, ou seja, é necessario que

de antemao o usuério conhega que a solugao esperada nao passa por regioes de perda de

hiperbolicidade. Do contrario, a obtencao da mesma ficard comprometida.

A realizacao das diferentes simulagoes para casos sem e com influéncia da gravidade,
ocorreu sem inconsisténcias e com 6tima correspondéncia, destacando a robustez do mé-
todo, e logo, a sua validade. Com essa constatacao, ainda foi possivel utilizar o codigo
como recurso para obter os perfis de solu¢oes numéricas em um novo estudo em desenvol-

vimento.

A analise do tempo e numero de interagdes necessarios foi feita superficialmente,
entretanto, foi possivel notar que o tempo de calculo do codigo pode ser elevado conforme
a regido de abrangéncia da solugdo desejada (mesmo quando testado em hardware mais
potentes), o que requisita mais iteragoes. Fatores como a complexidade da fungao de fluxo

e 0 baixo nimero CFL utilizado impactam negativamente no tempo.

A forma de construgao nos arquivos de codigo das fungoes, foi essencial para a facil
e rapida mudanca de parametros, de condigoes iniciais e de contorno, e das fungoes de

fluxo.

Por fim, foi concluido com sucesso a implementagao de problemas de escoamentos
trifasicos utilizando o método de Godunov para sistemas 2 x 2 implementado computaci-

onalmente.
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7.1 Trabalhos Futuros

A seguir sao elencados alguns pontos para que futuros trabalhos sobre o tema, que
utilizem o cédigo desenvolvido, possam trabalhar em melhorias e expandir o que foi apre-

sentado nesta dissertagao.

e Realizar novas simulagoes que incluam os efeitos gravitacionais, utilizando diferentes

parametros de propriedades;

e Expandir a formulacao do método de Godunov e adaptar o coédigo proposto para

incluir modelagens em dominios bidimensionais;

e Generalizar as expressoes do célculo dos valores do fluxo de Godunov para que seja
possivel utilizar o co6digo em problemas hiperbdlicos que envolvam sistemas com

maior nimero de equagoes;

e Testar diferentes métodos de correcao de entropia e de construcao de solucionadores
de Riemann (Riemann solvers), a fim de observar se ha algum ganho significativo

na qualidade e tempo para obter as solugoes;

e Da parte computacional, aplicar processos de otimizagao que possam reduzir o

tempo de céalculo.
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APENDICE A - Codigos desenvolvidos

A seguir estao reproduzidos as linhas de comando do algoritmo desenvolvido o qual
foi referenciado ao longo desta dissertacao. Sao incluidas breves observagoes para futuros
usuarios e indicagoes para implementacao de melhorias necessarias.

Codigo A.1: Estrutura principal

clear
global alfa u p; % Varidveis globais

% Pardametros de simulag¢do

L = 1; nos = 1000; int = 150000; % Nimero de células na malha/iteragoes
dx = L/nos; x = 0:dx:1; % Delta =x
tempo = 0; cfl = 0.1; % Numero CFL (estabilidade)

% Dados de simula¢iao (leitura de arquivo externo)
var = importfile (’dados.txt’,2,10);
alfa = var(3,1); u = var(4:6,1); % Fator/Viscosidade

for i = 1:3 % Diferenca de densidades
for j = 1:3
p(i,j) = var(i+6,1) — var(j+6,1);
end
end
% Condi¢goes iniciais — Centro

ql(1,1:ceil(nos/2)) = var(1,1); ql(1,ceil(nos/2)+1:nos) = var(1,2);

q2(1,1:ceil(nos/2)) = var(2,1); q2(1,ceil(nos/2)+1:nos) = var(2,2);

q3(1,1:ceil(nos/2)) = 1—var(1,1)—var(2,1); q3(1,ceil(nos/2)+1:nos) = 1—var
(172)7‘7&1‘(232);

% Método de Godunov com wuso de volumes finitos
for n = 2:int % Iterac¢dao no tempo
dt = (cfl*dx)/max(auto(ql(n—1,:),93(n—1,:))); % Cdlculo do passo no
tempo
tempo = tempo + dt;

for i = 2:nos—1 % Iterac¢ao no espago

% Passagem para a vetor de wvaridveis conservada

Qf = [ql(n—1,i+1); q3(n—1,i+1)]; Q = [ql(n—1,i); q3(n—1,i)]; Qt = [ql(n
—-1,i-1); q3(n—1,i—1)];

% Cdlculo do novo wvalor

Qn = Q — (dt/dx)=(fluxo_sis_ent (Q,Qf)—fluxo sis ent (Qt,Q));

% Volta as wvaridveis originais

ql(n,i) = Qn(1); g3(n,i) = Qn(2); q2(n,i) =1 — Qu(1) — Qn(2);

end

% Condi¢do de contorno
ql(n,nos) = ql(n,nos—1); ql(n,1) = ql(n,2);
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q2(n,nos)
q3(n,nos)

q2(n,nos—1); q2(n,1)
q3(n,nos—1); q3(n,1)

% Grdifico da solucao
plot(x,ql(n,:) ,x,q2(n,:), LineWidth’,1.5), axis([0 1 0 1])
xlabel(’x’), ylabel(’q {1}, q {2}’), legend(’Fase 1’,’Fase 2’)

drawnow

if tempo >= 0.5 % Condi¢do de parada mo tempo
break
end
end

Fornecimento dos valores das condigoes de simulagoes através de arquivo externo no
formato de texto, lido por fungao de importagao gerada automaticamente pelo MATLAB.

Parametros de simulacao nas linhas 5 — 8, alterados diretamente no coédigo.

Nos casos de um sistema 2 x 2, necessita-se o calculo da formacao da matriz linearizada
de Roe através do valor da matriz jacobina nas interfaces, definidas em arquivos de fungao

diferentes.

Codigo A.2: Calculo dos autovalores
function auto = auto(cl,c2) % Recebe as varidveis da itera¢dao n
for i = 2:length(cl)—1
Cf = [cl(i); e2(i)]; Ct = [el(i—1); c2(i—1)]|; % Estados adjacentes a
interface

J = 0.5%(jacobiana(Ct) + jacobiana(Cf)); % Forma¢ao da matriz
linearizada de Roe

% Defini¢ao dos autovalores
11 = abs(((J(l 1)+J(2,2) )+sqrt ((J(1,1)+J(2,2))"2 — 4%(J(1,1)xJ(2,2)-J

(1 ) J(2,1))))/2);
12 = abs(((J(l 1)+J( ,2))—sqrt ((J(1,1)+J(2,2))"2 — 4x(J(1,1)xJ(2,2)-J
(1,2)*J(2 )))) )
av( ) max(11,12); % Mdizimo autovalor da interface
end
auto = max(av); % Retorna o maior da iteracdo
end

Codigo A.3: Calculo do valor da matriz jacobiana

function jacob = jacobiana(c) % Recebe um vetor de varidveis
global alfa u p; % Varidveis globais

% Cdlculo dos termos
gamma = (u(1)*(u(2)*c(2)°2 + u(3)*(c(1) + c(2) — 1)72) + u(2)*u(3)xc(1)

~2)°2;

J11 = (2x(u(1l)*c(1)*(u(2)"2+«p(1,3)*c(2)"4 + u(3) " 2x(c(1l)+c(2)—1)x(alfaxu
(2)*(c(2)—1) + p(1,2)*(c(1)+c(2)—1)"3) + u(2)*u(3)*c(2) "2«(alfaxu(2)+p
(1,2)%(2xc(1)"2 + 3*xc(1)*(c(2)—1) + (c(2)—-1)"2) + p(1,3)*(c(2)—1)*(c(1)+
c(2)-1))) + u(2)*u(3) " 2xp(1,2)*c(1l) "4x(c(1l)+c(2)—1)))/gamma;

J12 = (2xu 2)*u(3)*c(1)A2*(c(2) (—alfasxu(l)*u(2) — u(1l)*(c(1)—1)*(p(1,2)—
p(1,3))x(c(1)+c(2)—1) + u(2)*p(1,3)*c(1)°2) + u(3)*(c(1)+c(2)-1)x(p(1,2)
xc(1)"2 — alfaxu(1l))))/gamma;

J21 = (2xu(1)*u(2)*c(2) "2x(—alfaxu(3)«x(u(l)*(c(1)+c(2)—1) + u(2)xc(1l)) +
c(2)"2x(u(1)*p(3,2)x(c(1l)+c(2)— 1) + u(2)*p(3,1)xc(1)) + u(3)*c(l)x(c(2)
—1)x(p(3,1)-p(3,2))*(c(1)+c(2)— 1)))/gamma;
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J22 = (2xc(2)x(u(l) "2%(c(1)+c(2)—1)*(alfaxu(2)*u(3)*(c(1)—1) + u(2)=*p
(3,2)*c(2)°3 + u(3)*p(3,2)*(c(1)4+c(2)—1)"3) + u(l)*u(2)*u(3)=*c(1) ~2x(
alfaxu(2) + (c(1)+c(2)-1)*((c(1)—1)=*(p(3,1)+p(3,2)) + 2xp(3,2)*c(2))) +
u(2)"2+«u(3)*p(3,1)*c(1)"4))/gamma;

jacob = [J11 J12; J21 J22|; % Formag¢do da matriz
end

Calculo propriamente do valor do fluxo de Godunov nas interfaces, ja com a corre¢ao

de entropia. Também se faz o uso da defini¢ao da funcao de fluxo do problema.

Codigo A.4: Fluxo de Godunov nas interfaces

function fluxo = fluxo sis_ent(qt,qf) % Recebe os estados da interface
At = jacobiana(qt); Af = jacobiana(qf); % Valores médios da jacobiana
Anovo = 0.5% (At + Af);
[E,J Anovo| = eig(Anovo); J At= eig(At); J Af = eig(Af); % Autovalores e
autovetores

% Correg¢ao da entropia/andlise do desvio
for i = 1:2
delta = max([0; J Anovo(i)—J At(i); J Af(i)—J Anovo(i)]);
if abs(J Anovo(i)) < delta
q(i) = delta;
else
q(i) = abs(J_Anovo(i));
end
end

% Constantes da combinac¢ao linear
R = rref([E qt]); al = R(1,3); a2 =
R = rref ([E qf]); bl =R(1,3); b2 =

% Valor do fluzo de Godunov mas interfaces
fluxo = 0.5%(f(qt)+ f(af) — (q(1)*(bl-al)*E(:,1)) — (q(2)*(b2—a2)=E
(:,2)));

end

Codigo A.5: Funcgao de fluxo
function f = f(c¢)
global alfa u p; % Varidveis globais

% Definigiao das func¢oes

lambda = (c¢(1)"2/u(1)) + ((1—c(1)—c(2))"2/u(2)) + (c(2)"2/u(3));

F1 = ((c(1)"2/u(1))=(alfa + (c(2)"2xp(1,3))/(u(3)) + ((1—c(2)—c(1)) 2%p
(1,2))/(u(2))))/lambda;

F3 = ((c(2)72/u(3))=(alfa + (c(1)"2xp(3,1))/(u(l)) + ((1—c(1)—c(2)) 2#p
(3,2))/(u(2))))/lambda;

= [F1; F3]; % Vetor das fung¢des de fluzo
end

Adapta-se apenas os codigos de A.2 a A.5 com a definicao das fungoes e autovalores

correspondentes para o caso escalar.
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APENDICE B - Construcao dos diagramas

ternarios

A plotagem dos diagramas ternérios apresentados ao longo desta dissertacao foram
produzidos utilizando o algoritmo desenvolvido por Sandrok [33|, disponiveis na biblioteca

de codigos abertos do MATLAB.

Codigo principal formado da fungao que gera o diagrama, com argumentos de entrada

as variaveis individuais de saturacao.

Codigo B.1: Estrutura principal para construgao do diagrama

1 % Author: Carl Sandrock 20020827
2 function handles = ternplot (A, B, C, varargin)

3 if nargin < 3

4 C=1— (AB);

) end;

6 [varargin , majors| = extractpositional(varargin, ’'majors’, 10);
7 [varargin, sortpoints] = extractpositional(varargin, ’sortpoints’, false)
8 [fA, fB, fC] = fractions (A, B, C);

9 [x, y|] = terncoords(fA, fB, fC);

10

11 if sortpoints % Sort data points in z order

12 [x, 1] = sort(x);

13 y = y(i);

14 end

15

16 [hold state, cax, next]| = ternaxes(majors); % Make ternary azes

17 q = plot(x, y, varargin{:}); % plot data
18 if nargout > 0

19 handles = q;

20 end

21 if "hold state

22 set (gca, ’dataaspectratio’ ,[1 1 1]), axis off; set(cax,’ NextPlot’ ,next);
23 end

A inclusao dos rotulos e eixos no digrama é feita por fungoes independentes, opcionais.

Codigo B.2: Roétulos dos eixos

1 % Author: Carl Sandrock 20020827
2 function h = ternlabel (A, B, C)
3 r(l) = text (0.5, —0.09, A, ’"horizontalalignment’, ’center’);
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r(2) = text(1—-0.35%sin(deg2rad(30)), 0.5, B, ’rotation’, —60, ’
horizontalalignment’, ’center’);
r(3) = text(0.35+sin(deg2rad(30)), 0.5, C, ’rotation’, 60, ’
horizontalalignment’, ’center’);
if nargout > 0
h=r;
end;
Codigo B.3: Rotulo dos vértices
% Author: Peter Selkin 20030508 Modified from Carl Sandrock 20020827
function h = vertexlabel (A, B, C, offset)
if (nargin~=4)
offset =0.03;
end
r(l) = text(—offset , —offset , C, 'horizontalalignment’, ’right’);
r(2) = text(l+offset , —offset , A, "horizontalalignment’, ’left’);
r(3) = text (0.5, sin(deg2rad(60))+offset , B, ’horizontalalignment’,
center’);
if nargout > 0
h=r;

end;
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