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Resumo

Com objetivo de aprimorar programas computacionais que podem servir de auxilio aos
orgaos de fiscalizacao e controle no combate a poluicao dos recursos hidricos, a proposta
desta dissertagao é implementar e analisar distintas metodologias computacionais para si-
mular o transporte de contaminantes lancados em um trecho de rio, buscando aproveitar
a esparsidade da estrutura matricial, originaria da solu¢ao numérica do modelo matema-
tico, através do Método dos Volumes Finitos, de forma a otimizar o tempo de calculo da
méquina e reduzir o espacgo para a alocacao de memoria da mesma. Foram utilizados os
métodos numéricos de Gauss-Seidel e o Algoritmo de Thomas nas implementagoes com-
putacionais para a solucao dos sistemas de equagoes, enquanto na realizagao dos calculos
matematicos, assim como na representacao grafica dos resultados, utilizou-se o software
MATLAB. Para validagao dos resultados, os valores numéricos, obtidos através da simu-
lagao computacional, foram comparados com os dados de dois estudos de casos reais onde
o primeiro refere-se a um experimento realizado no rio Sao Pedro, localizado na cidade de
Nova Friburgo-RJ, e o segundo, em um trecho do rio Macaé, na cidade de Macaé-RJ.



Abstract

Intending to improve computational programs that can help inspection and control agen-
cies in the fight against pollution of water resources, the purpose of this dissertation is to
implement and analyze different computational methodologies to simulate the transport
of contaminants released in a stretch of river, seeking to take advantage of the sparsity
of the matrix structure, originating from the numerical solution of the mathematical mo-
del, through the Finite Volumes Method, in order to optimize the machine’s calculation
time and reduce the space for its memory allocation. The numerical methods of Gauss-
Seidel and the Thomas Algorithm were used in the computational implementations for
the solution of the systems of equations, while in the accomplishment of the mathema-
tical calculations, as well as in the graphical representation of the results, the software
MATLAB was used. To validate the results, numerical values obtained through compu-
ter simulation were compared with data from two studies of real cases, where the first
refers to an experiment carried out on the Sao Pedro River, located in the city of Nova
Friburgo-RJ, and the second, in a stretch of the Macaé River, in the city of Macaé-RJ.



AR I

Palavras-chave

Recursos Hidricos;

Transporte de Contaminantes;
Método dos Volumes Finitos;
Matrizes Esparsas;

Otimizagao de Tempo e Alocagao de Memoria.



2.1

2.2

3.1

3.2

4.1

4.2

4.3

5.1

0.2

2.3

5.4

9.9

5.6

2.7

5.8

2.9

5.10

5.11

5.12

5.13

Lista de Figuras

Visualizagao da matriz esparsa com variagao do parametro .. . . . . . . .
Visualizagao da matriz esparsa. . . . . . . . . .. ...

Exemplo da linha de programagao para criacao de estruturas matriciais no
MATLAB. . . . .

Exemplo de multiplicacao de matrizes no MATLAB. . . .. ... .. ...
Diagrama para resolugao de um problema fisico. . . . . . . . . . . ... ..
Processo de transporte de soluto em fluido. . . . . . . . . .. ... ... ..
Esquematizagao do problema de transporte de poluente. . . . . . . . . ..
Representagao do dominio discretizado para uma dimensao. . . . . . . . .
Representacao das distancias no dominio discretizado. . . . . . . . . . . ..
Representacao do volume ficticio para calculo do volume 1. . . . . . . . ..
Representagao do volume ficticio para céalculo do volume n. . . . . . . . ..
Representagao do dominio discretizado para duas dimensoes. . . . . . . . .

Representacao dos volumes internos no dominio discretizado para duas di-

MENSOES. .+« + v v v v e e e e e e e e e e e
Representagao das regioes do dominio fisico. . . . . . . . ... ... .. ..
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 1. . . . . . .
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 2. . . . . . .
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 3. . . . . ..
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 4. . . . . . .
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 6. . . . . . .

Representacao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 7. . . . . . .



Lista de Figuras viii

5.14

5.15

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 8. . . . . .. 81
Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 9. . . . . .. 82
Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 100 x100. 96

Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 500 x 500. 97

Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 1.000 x

1.000. . . o 99

Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 1.500 x

1.500. . o o 101

Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 3.000 x

3.000. . L 102

Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 40.000 x

Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 50.000.000 x
50.000.000. . . . . . e e 106

Comparagao dos perfis de concentragao para o caso unidimensional em

relacao ao aumento da ordem da matriz utilizando a Implementacao 7. . . 107

Teste Unidimensional - Comparacao dos tempos de criagao das estruturas

(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 2 e 6 (grafico em

escala logaritmica). . . . . . . ... L o 108
Teste Unidimensional - Comparacao dos tempos de criagao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 3 e 7 (grafico em
escala logaritmica). . . . . . . ... o L 109
Teste Bidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 250 x 250.111
Teste Bidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 1.000 X
1.000. . . . e 113
Teste Bidimensional - Perfil da concentracgao para matriz de ordem 4.000 X
4.000. . . 114
Teste Bidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 9.000 x

9.000. . . 116



Lista de Figuras ix

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

Teste Bidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 16.000 x

Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 50.000.000 x

50.000.000. . . . . .o 121

Comparagao dos perfis de concentracao para o caso bidimensional em re-

lacao ao aumento da ordem da matriz utilizando a Implementagao 7. . . . 122

Teste Bidimensional - Comparagao dos tempos de criacao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 2 e 6 (grafico em

escala logaritmica). . . . . . . . ... L 123

Teste Bidimensional - Comparacao dos tempos de criacao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 3 e 7 (grafico em

escala logaritmica). . . . . . . . . ... 124



2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Lista de Tabelas

Quantidades (gramas) fornecidas por 100 g de ingrediente. . . . . . . . .. 20
Variagao do parametro v para uma matriz de ordem n = 150. . . . . . . . 25
Conversao de niimeros decimais em binario. . . . . . . .. ... ... ... 44

Relacao entre a ordem da matriz quadrada e a memoria necesséaria para

Seu armazenamento. . . ... .. L. Lo e e 45
Economia no armazenamento de memoria em relagao & ordem da matriz. . 47

Economia no armazenamento de memoria em relacao ao grau de esparsi-

dade da matriz. . . . . . . ... 48
Nivel de formulagao dos modelos. . . . . . . . . ... ... ... .. ... 55
Parametros do rio para caso unidimensional. . . . . . . . .. ... ... .. o7
Parametros do rio para caso bidimensional. . . . . . . . . .. ... ... .. 60
Componentes fisicos do computador em que os testes foram executados. . . 93
Tipos de implementagoes desenvolvidas na presente pesquisa. . . . . . . . . 93
Parametros utilizados nos testes unidimensionais. . . . . .. . .. .. ... 95

Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 100 x 100. 96
Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 100 x 100. 97
Teste Unidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 500 x 500. 98
Teste Unidimensional - Consumo de memoéria para matriz de ordem 500 x 500. 98

Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 1.000 x

1.000. . . o 99

Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 1.000 x

1.000. . . o 100



Lista de Tabelas xi

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

6.23

6.24

6.25

6.26

Teste Unidimensional - Tempos de execu¢ao para matriz de ordem 1.500 x
1.500. . . 101
Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 1.500 x
1.500. . . 102
Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 3.000 x
3.000. . .o 103
Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 3.000 x
3.000. ..o 103
Teste Unidimensional - Tempos de execu¢ao para matriz de ordem 40.000 x
40.000. . . ..o 105
Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 40.000 x
40.000. . . .. 105
Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 50.000.000 x
50.000.000. . . . . .o 106
Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 50.000.000 x
50.000.000. . . . . . 107
Parametros utilizados nos testes bidimensionais. . . . . . . . . . .. .. .. 110
Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 250 x 250.111

Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 250 x 250.112
Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 1.000 X
1.000. . . . 113
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para ordem 1.000 x 1.000. . . 113
Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 4.000 x
4.000. . .. 115
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 4.000 x
4.000. . .o 115
Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 9.000 x
9.000. . . . 116
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 9.000 x

9.000. . . 117



Lista de Tabelas xii

6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

Teste Bidimensional - Tempos de execuc¢ao para matriz de ordem 16.000 x
16.000. . . . o 118
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 16.000 x
16.000. . . . o 118
Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 40.000 x
40.000. . . .o 120
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 40.000 x
40.000. . . .o 120
Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 50.000.000 x
50.000.000. . . . . .o 121
Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 50.000.000 x

50.000.000. . . . ..o 122



ONU
PNMA
MVF
MATLAB
TDMA
IEEE
CSR

CSC

CSVv

CDS

(Glossario

Organizagao das Nagoes Unidas

Politica Nacional de Meio Ambiente

Método dos Volumes Finitos

Matriz Laboratory

Tridiagonal Matriz Algorithm

Instituto de Engenheiros Eletricistas e Eletronicos
Compressed Sparse Row

Compressed Sparse Column

Compressed Sparse Vector

Compressed Diagonal Storage



Sumario

1 INTRODUCAO 16
1.1 Justificativa . . . . . ..o 17
1.1.1 Objetivo Geral . . . . . . ... ... 18

1.1.2  Objetivos Especificos . . . . . . .. .. ... 0oL 18

1.2 Organizacao do Trabalho . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 19

2 EMBASAMENTO TEORICO 20
2.1 Matrizes . . . . . .. 21
2.1.1 Tiposde Matrizes . . . . . . . . . . . .. ... 22

2.2 Sistema de Equagoes Lineares . . . . . . . . . ... .. L. 28
2.3 Solugao de um Sistema de Equacoes Lineares . . . . . . . . ... ... ... 29
2.3.1 Métodos Diretos . . . . . . ..o 31

2.3.1.1 FEliminagao de Gauss . . . . . . . .. ... ... ... ... 32

2.3.1.2  Algoritmo de Thomas (TDMA) . . . ... ... ... ... 33

2.3.2 Métodos Iterativos . . . . . . . ... 35

2.3.2.1 Método de Gauss-Seidel . . . . . .. ..o 36

2.3.2.2 Algoritmo de Thomas Adaptado para Matriz Pentadiagonal 40

3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS ENVOLVENDO MATRIZES 42
3.1 Software MATLAB . . . . . . . . . . 42
3.1.1 Vetores e Matrizes no MATLAB . . . . . . . .. .. ... ... ... 43

3.1.2  Alocagao de Matrizes no MATLAB . . . . ... ... ... .. ... 44



Sumaério XV
3.1.3 Alocagao de Matrizes Esparsas no MATLAB . . . . . ... .. ... 46

3.2 Compressao de Matrizes Esparsas . . . . . . . . .. .. ... .. ...... 48
3.2.1  Compressed Sparse Row (CSR) . . . . ... ... ... ... .... 48

3.2.2  Compressed Sparse Column (CSC) . . . . ... .. ... ... ... 49

3.2.3  Compressed Sparse Vector (CSV) . . . . ... ... ... ... ... 50

3.2.4  Compressed Diagonal Storage (CDS) . . . ... ... ... ... .. 50

4 DESCRICAO E MODELAGEM DO PROBLEMA PROPOSTO 52
4.1 Caracterizagao e Modelagem do Problema Fisico Proposto . . . . . . . .. 53
4.2 Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional . . . . . .. ... ... ... a7
4.3 Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional . . . . . . .. ... ... ... 59

5 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA PROPOSTO 62
5.1 Método dos Volumes Finitos . . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 62
5.2 Solugao Numérica do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional . . . . 63
5.3 Solugao Numérica do Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional . . . . . 71
5.4 Implementacao Computacional . . . . . ... . ... ... ... .. .... 84

6 RESULTADOS E DISCUSSOES 93
6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional . . . . . . . . 94
6.2 Resultados do Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional . . . . . . . . . 109

7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS 125
7.1 Conclusoes . . . . . . . . e 125
7.2 'Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . . . ... 127
Referéncias 129



Capitulo 1

INTRODUCAO

Segundo a Organizagao das Nagdes Unidas (ONU), a populagao mundial atingiu, em
2022, a marca de 8 bilhdes de pessoas [20], resultados dos avangos cientificos nas areas
de alimentacao, saneamento e satde publica, proporcionados pelo advento da revolucao
industrial [29]. Ainda, segundo a ONU, a taxa de crescimento populacional atual é de
1,2% ao ano. Com base nesses dados, estima-se que, em 2100, a humanidade tenha 10,9

bilhoes de individuos [21]. Diante disto, Miller (1985) [17], faz a seguinte analogia:

Nosso planeta pode ser comparado a uma astronave, deslocando-se a
cem mil quilémetros por hora pelo espaco sideral, sem possibilidade de
parada para reabastecimento, mas dispondo de um eficiente sistema de
aproveitamento de energia solar e de reciclagem de matéria. Existem atu-
almente, na astronave, ar, agua e comida suficientes para manter seus
passageiros. Tendo em vista o progressivo aumento do nimero desses
passageiros, em forma exponencial, e a auséncia de portos para reabaste-
cimento, podem-se vislumbrar, a médio e longo prazos, problemas sérios
para a manuten¢ao de sua populagao [17].

Ou seja, esse crescimento exponencial da populacao pode afetar a disponibilidade de
recursos naturais no planeta, os quais sao definidos como quaisquer insumos necessarios

para a manutengao dos organismos vivos [3].

Dentre os recursos naturais essenciais para a vida humana, a dgua, talvez seja o mais
importante. Perfazendo mais de 70% da superficie terrestre, ela ¢ um dos elementos mais
abundantes do planeta [13]. Contudo, 97,5% desse valor é composto por dgua salgada.
Da quantidade de 4gua doce presente nos 2,5% que restam, cerca de 69% se concentram

em geleiras, 30% em aguas subterraneas e apenas 1% esté presente em rios [28].

Somado ao crescimento populacional, outro fator que podera comprometer a qualidade

deste recurso natural, ou mesmo, impossibilitar a sua utilizagao para o consumo humano,
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¢ a crescente degradacao dos corpos hidricos, através de agoes diretas do homem.

Em relagao a essa degradacgao, os conceitos de poluicao e contaminacgao sao impor-
tantes para diferenciar causa e consequéncia. De acordo com Carapeto (1999) [5], tais

conceitos podem ser definidos como segue:

Contaminagao é definida como a presencga de concentragoes elevadas de
substancias na agua, nos sedimentos ou nos organismos, isto é, concen-
tragoes que estao acima do nivel base para uma dada area e um dado
organismo. Poluicao deve ser definida como a introducgéao pelo Homem,
direta ou indiretamente, de substincias ou energia no ambiente mari-
nho, resultando em efeitos nocivos que prejudiquem os recursos vivos,
sejam um perigo para a satde humana, se tornem um obstaculo para as
atividades maritimas, incluindo a pesca, diminuam a qualidade da 4gua
do mar para ser utilizada e reduzam a utilizacao da agua do mar para
amenidades [5].

O lancamento em rios, sem nenhum tipo de tratamento, de materiais orgénicos presen-
tes em esgotos, adotado pelos érgaos responsaveis pelo sistema de saneamento, é uma das
principais causas da poluigao dos corpos hidricos [22]. A consequéncia direta da poluigao
dos rios é a contaminagao da agua. O descarte de poluentes gera uma série de reagoes
biologicas e quimicas que elevam o nivel de concentracao das substancias, prejudicando a

qualidade desse recurso natural.

Duas vertentes cruciais para o controle do nivel de contaminacao dos rios, sdao: o
acompanhamento da qualidade da 4dgua e a estimativa dos possiveis impactos ambientais
causados pela agao poluidora [24]|. Essas vertentes sao instrumentos da Politica Nacional
de Meio Ambiente (PNMA). Porém, devido ao alto custo de analises da qualidade da dgua
e a exigéncia de equipamentos e material humano especializado, faz com que o programa

encontre barreiras financeiras, politicas e operacionais, comprometendo sua execugao [24].

Alternativamente, sao utilizados modelos matemaéticos e computacionais para analisar
o comportamento de contaminantes em cursos d’agua, em particular, nos rios, de forma
que os mesmos possam contribuir para o processo de tomada de decisao no que se refere

ao monitoramento de tais recursos hidricos.

1.1 Justificativa

Diante do cenario apresentado, uma forma de contornar o alto custo operacional e
financeiro, exigido para o monitoramento da qualidade da agua, é investir no desenvolvi-

mento e no aprimoramento de implementagoes computacionais, capazes de simular acoes



1.1 Justificativa 18

poluidoras em trechos de rios, a fim de se estimar o nivel de dano que um poluente des-
pejado no curso d’agua pode causar. Os dados obtidos, quando devidamente validados,
auxiliam no controle da contaminacao dos rios, sendo uma importante ferramenta na

tomada de decisoes, em relagao ao enfrentamento da poluicao dos recursos hidricos.

Essas implementagoes computacionais trabalham com modelos matematicos que en-
volvem equagoes diferenciais ordinérias e/ou parciais, e para algumas formulagoes, a dis-
cretizagao, oriunda da solugao numérica, resulta em um sistema de equagoes lineares,
os quais utilizam matrizes esparsas de grandes dimensoes. Esses modelos, quando nao
consideram a esparsidade da matriz e realizam o calculo na estrutura completa, exigem
uma grande demanda computacional, tanto no tempo de execucao dos calculos, quanto

no consumo de memoria para armazenamento dos dados.

1.1.1 Objetivo Geral

Neste sentido, o objetivo geral do presente trabalho académico é buscar estratégias
para desenvolver implementacoes computacionais, as quais aproveitem a esparsidade da
matriz dos coeficientes, gerada através da discretizacao do problema, de forma a utilizé-la
em métodos numéricos diretos e iterativos, nao computando no célculo e nem armaze-

nando na memoria do programa, os elementos nulos da matriz.

1.1.2 Objetivos Especificos

Para atingir o objetivo geral, sao elencados os seguintes objetivos especificos:
1. Compreender a definicao de matriz esparsa, bem como analisar seus tipos e carac-
teristicas;

2. Analisar dois tipos de métodos para solucao de sistema de equacoes: diretos e

iterativos;

3. Abordar métodos de compressao de matrizes, assim como sua aloca¢ao na memoria

do computador;

4. Descrever e modelar problemas de transporte de contaminantes, realizando estudos

especificos de cada caso;

5. Solucionar os problemas de transporte de contaminantes, através do Método dos

Volumes Finitos (MVF), criando implementagoes com diferentes tipos de estruturas;
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6. Otimizar os tempos de execugao dos métodos, evitando operagoes mateméaticas des-

necessarias, envolvendo elementos nulos da matriz dos coeficientes trabalhada;

7. Reduzir o consumo de memoria do computador, uma vez que os elementos nulos

nao serao armazenados;

8. Apresentar os resultados na forma grafica, com o intuito de comparar as implemen-

tagoes utilizadas.

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1, definido como Introducao, é apresentada a ideia do trabalho, os obje-

tivos que se deseja alcancar e os resultados esperados.

Por outro lado, no Capitulo 2, intitulado Embasamento Teorico, sao abordados os
conceitos basicos para o desenvolvimento do trabalho. Defini¢ao e tipos de matrizes, os

métodos de solugao de um sistema de equacgoes lineares e seus critérios de convergéncia.

No Capitulo 3, é apresentado o software utilizado para execucao das implementagoes.
Também é exemplificado a forma como o software armazena as estruturas matriciais

completas e suas formas compactas.

A descricao dos problemas de transportes de contaminantes propostos e sua carac-
terizacao para os casos estudados, sao demonstrados no Capitulo 4. Nele, também, sao
definidas as formulacoes matematicas, bem como as condicOes inicias e de contornos dos

problemas sob analise.

No Capitulo 5, é apresentado o Método dos Volumes Finitos (MVF), bem como a

aplicagao do mesmo na solugao dos problemas de transportes de contaminantes propostos.

Os resultados obtidos e as comparagoes entre os valores numéricos das concentracoes

e os dados experimentais sao expostos no Capitulo 6.

Por fim, no Capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes do trabalho e discutidas pos-

siveis melhorias para trabalhos futuros.



Capitulo 2

EMBASAMENTO TEORICO

Tanto na matemaética, quanto em outras areas da ciéncia, é comum a organizacao de
dados ou numeros em formato de tabelas, ou seja, em linhas e colunas. Um exemplo,
é apresentado através do problema da dieta de Cambridge, popular nos anos 80 e que
se propunha a montar um regime de alimentacao equilibrado para perda de peso [15].
A formula desta dieta consistia em uma combinagao precisa de carboidratos, proteinas,
gorduras, vitaminas, minerais elementos tragos e eletrolitos. Para se atingir as proporcoes
corretas, os ingredientes foram dispostos com suas respectivas quantidades de nutrientes,

demonstrados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Quantidades (gramas) fornecidas por 100 g de ingrediente.

Nutrientes Leite Farinha Soro Qtd. fornecidas pela
(gramas) desnatado de soja de leite dieta de Cambridge
Proteina 36 o1 13 33

Carboidrato 52 34 74 45
Gordura 0 7 1.1 3

Fonte: Adaptado de Lamin (2000) [15].

O problema bésico seria determinar, por exemplo, a combinacao de leite desnatado,
farinha de soja e soro de leite, de forma a atingir a quantidade de nutrientes diario,

estipulado pela dieta.

Uma das maneiras de resolugao desse problema, utilizado a época, consistia em agru-
par os valores mostrados na Tabela 2.1 em linhas e colunas, onde as trés primeiras colunas,
representavam, respectivamente, os nutrientes do leite desnatado, farinha de soja e soro
de leite. Na tltima coluna, constava os valores da dieta de Cambridge. Tais estruturas

sao chamadas de matrizes.
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Nas proximas secoes sao apresentados conceitos importantes em relacao a esse tipo de

estrutura, assim como alguns exemplos relevantes para o desenvolvimento desta pesquisa.

2.1 Matrizes

Por defini¢cao, matriz ¢ um conjunto de nimeros ou dados, referenciados através de

linhas e colunas, apresentada entre parénteses ou colchetes [8].

De maneira geral, uma matriz é denotada por uma letra maitscula (por exemplo, A,
B, M, etc. — nesse texto é adota a nomenclatura para as matrizes considerando letras
maiusculas e em italico). Quando é necessério especificar a ordem (tamanho) de uma
matriz genérica M, conforme exposto na Equagao (2.1), escreve-se M,,,, onde m é o
namero de linhas e n é o nimero colunas da referida matriz [8]. Na Equagao (2.2), tem-se

um exemplo de uma matriz M de ordem 3 X 4, ou seja, M3y 4.

ayi; Q12 a3 a4 - QAip
Q21 G292 A23 A4 - Q2p
M = agi1 32 33 aA34 -+ A3p (2-1)
Am,1 Am2 Gm3 Gm4a - Ampn
5 1 3 2
M=19 3 4 8§ (2.2)
07 2 6

O posicionamento dos elementos da matriz pode ser indicado em termos de linhas e
colunas. Para isso, usa-se o termo geral (a;;), em que ¢ representa a posicao na linha e
J a posi¢ao na coluna [15]. Usando como exemplo o elemento 4, que pertence a matriz
da Equagdo (2.2), o mesmo pode ser representado como as 3, ou seja, esta localizado na

linha 2 e coluna 3.

Em particular, quando o ntimero de linhas da matriz é igual ao nimero de colunas
(m = n), ela recebe o nome de matriz quadrada [8| e diz-se que a mesma é de ordem n.

Em termos gerais, a matriz quadrada esté representada na Equagao (2.3).
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@11 Ar2 - Alg
Q21 Q22 --° Q2p

M = (2.3)
ap1 Ap2 " Qpn

2.1.1 Tipos de Matrizes

Alguns tipos de matrizes possuem caracteristicas especiais que auxiliam na interpre-

tagao de dados e facilitam o célculo de determinadas operacgoes.
e Matriz Linha

E aquela formada por apenas uma linha, como exemplificado na Equacdo (2.4), onde

¢é apresentada uma matriz linha L contendo 4 colunas, cuja ordem é dada por Lj.4.

L

513 2 (2.4)

Usualmente, a matriz linha também é chamada de vetor. Nesse texto, para diferenciar
as matrizes que possuem o nimero de linhas e colunas maiores ou iguais a 2 em relagao
aos vetores, estes ultimos sdo denotados por letras mintsculas e em negrito (em alguns
casos particulares, sao adotadas letras maitsculas e em negrito, devidamente mencionadas
no texto). Nesse contexto, o exemplo apresentado na Equagao (2.4), passa a ser escrito

CO1mo.:

1= [5 1 3 2} (2.5)
e Matriz Coluna

E aquela formada por apenas uma coluna. Um exemplo de matriz coluna C' com 3

linhas, esta representado na Equacao (2.6), cuja ordem é dada por Csy;.

Q
Il
o © o
—~
©
>
S~—
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Assim como no caso da matriz linha, em determinadas situac¢oes, tais como, para
indicar um plano ou espago, a matriz coluna pode se considerada um vetor. Seguindo a
estrutura estabelecida no topico anterior, o exemplo apresentado na Equagao (2.6), passa

a ser escrito como:

5
c= 19 (2.7)
0

e Matriz Diagonal

E uma matriz quadrada em que todos os elementos fora da diagonal principal sio

nulos. Ou seja, a;; = 0, se i # j, como exemplificado na Equacao (2.8).

(2.8)

o O O ot
o O w O
S N O O
S O O O

e Matriz Identidade
E uma matriz diagonal, em que todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

al. Ouseja, a;; =0,sei# jea;; =1,sei=j. Um exemplo de matriz identidade ¢

apresentado na Equagao (2.9).

(2.9)

S = O O
_ o O O

o o o
o O = O

e Matriz Triangular

E um tipo de matriz em que todos os elementos acima ou abaixo da digonal principal

sao nulos. No presente trabalho, dois tipos de matrizes triangulares sao importantes:
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— Matriz triangular superior: Matriz de ordem n em que os elementos a; ; sao nulos,

para i > j. Esse tipo de matriz é mostrado na Equagao (2.10).

ay1 Aa12 Q1n
0 a Qo

Ty = 22 2 (2.10)
0 0 (nn

— Matriz triangular inferior: Matriz de ordem n em que os elementos a; ; sao nulos,

para i < j, como indicado na Equagao (2.11).

e Matriz Esparsa

a171 0 0
a a 0

TI _ 2,1 2,2 (211)
an1 an,Q Qp.n

E um tipo de matriz em que o ntimero de elementos nao nulos é muito menor quando

comparado com o tamanho da matriz. Por definigao:

— Matriz de ordem n ¢ dita esparsa se o numero de elementos nao nulos, em cada linha

for inferior a um valor k, relativamente pequeno em comparagao a sua ordem |[1].

— O ntmero de elementos nao nulos de uma matriz pode ser representado a partir da

seguinte expressao, mostrada na Equagao (2.12):

nz=n't" —1<y<1, (2.12)

onde n representa a ordem da matriz e o parametro v determina a quantidade de
elementos nao nulos. Quando v = —1, a matriz de ordem n possui apenas 1 elemento
nao nulo e quando v = 1, a matriz é completa, ou seja, o niimero de elementos nao

nulos ¢ igual a ordem da matriz [6].

Para uma matriz esparsa, o nimero de elementos nao nulos deve ser muito menor
que a sua ordem e, em particular, nesse trabalho académico, ele deve aparecer, ao
menos, em uma diagonal da matriz completa. Nesse sentido, v pode variar de zero

a valores proximos de zero (0 < v < 1) [1].



2.1 Matrizes 25

— Grau de esparsidade de uma matriz é a porcentagem de elementos nulos, em relagao
ao nimero total de elementos [1], calculado através da Equagao (2.13), onde n'*”

representa o niumero de elementos nao nulos e n a ordem da matriz.

n2 _ nl—i—’y

E =100 (2.13)

O parametro v, também pode ser usado para especificar o grau de esparsidade de uma
matriz [6]. Usando como exemplo uma matriz esparsa aleatoéria de ordem n = 150, sdo

realizadas variacoes em ~, como especificado na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Variacao do parametro v para uma matriz de ordem n = 150.

~ ‘ nitY ‘ E
0,01 157 99,3%
0,1 247 98,9%
0,5 1.836 | 91,84%
0,9 |13.631 | 39,41%

Fonte: O Autor (2023).

Na Figura 2.1 é apresentada a estrutura, criada através do software MATLAB, das
matrizes esparsas de ordem n = 150, em que os valores de 7y sao variados de acordo com
os dados da Tabela 2.2. E possivel perceber que, quanto mais perto de 1 for o valor de
v, menor ¢ o grau de esparsidade da matriz. Da mesma forma, quanto mais proximo de

0 for o valor de v, mais esparsa é a matriz.

Em particular, trés tipos de matrizes esparsas, especialmente importantes para a

presente pesquisa, sao:
e Matriz Tridiagonal

Matriz esparsa, que possui elementos nao nulos em apenas trés diagonais da matriz,

conforme Figura 2.2(a).
e Matriz Pentadiagonal

Possui elementos nao nulos em apenas cinco diagonais da matriz, conforme Figura
2.2(b) L.

L Alguns autores consideram matrizes pentadiagonais somente aquelas em que as diagonais dos ele-
mentos nao nulos sao adjacentes & diagonal principal.
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e Matriz Heptadiagonal

Possui elementos nao nulos em apenas sete diagonais da matriz, conforme Figura

2.2(c) 2.

.-._.. . ..‘- N - -_'.: . o
., e ‘. . . .. - . e . : K
* . ° . -~ b ° . . . Rl .
. . « ¢ * o . . . '. I . o
‘o. . .0 * : ¢ fo * -_ o . -’
. N . s e e °e
S0t . . : * o S0, S, ‘e e e e Y
. .. vt N e - RIS . -
- . N . . : '_ .-..' R} N
100 -, A . 10 teld S .
. . '.' ..-. .. .-. . . “e 4 .' .. .o . -.
150 1° = ‘ . ‘ - 150 —* * . L B s .
0 50 100 150 0 50 100 150
nz = 247

e :
TSRS S ¢

Figura 2.1: Visualizacao da matriz esparsa com variagao do parametro ~.
Fonte: O Autor (2023).

2Alguns autores consideram matrizes heptatadiagonais somente aquelas em que as diagonais dos ele-

mentos nao nulos sao adjacentes a diagonal principal.
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0 0 0
50 1 50 50 \

100 4 100 100
0 50 100 15¢

150

150
0 50 100 150 0

nz = 624 nz=721

nz =427

(a) Tridiagonal (b) Pentadiagonal (c¢) Heptadiagonal

Figura 2.2: Visualizacao da matriz esparsa.

Fonte: O Autor (2023).

Nos tipos de matrizes, exemplificados nas Figuras 2.2(a), 2.2(b) e 2.2(c), os elemen-
tos nao nulos crescem proporcionalmente & ordem da matriz, ou seja, para uma matriz

quadrada, quanto maior for sua ordem, maior seré o grau de esparsidade.

e Matriz Inversa

Considerando A uma matriz quadrada de ordem n, sua matriz inversa é aquela que

multiplicada comutativamente por A, resulte na matriz identidade, ou seja:

AA =T e APA=1 (2.14)

Satisfeita a Equagao (2.14), diz-se que a matriz A é invertivel. Algumas propriedades

de matrizes inversas sao apresentadas abaixo:

— A matriz inversa é tnica;

Sejam C' e D matrizes inversas de A, entao:

CA=TeCD=1 (2.15)

Multiplicando D & direita em ambos os lados da primeira igualdade da Equagao (2.15),

tem-se:
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CAD =1D (2.16)
Como AD é igual I, entao:
Cl=1ID (2.17)
Ou seja,
C=D (2.18)

— A matriz inversa da inversa de A é a propria matriz A;

(A H1t=A4 (2.19)

— O inverso do produto escalar da matriz por um numero (diferente de zero) é igual

a matriz inversa multiplicada pelo inverso desse nimero.
a_ b
(c-A)7"=-A (2.20)
c

2.2 Sistema de Equacoes Lineares

Uma equagao que possui incognitas com poténcia méaxima igual a um, multiplicadas
por constantes, é chamada de equagao linear. Por definicdo matematica, uma equagao

linear, de n variaveis, pode ser escrita da seguinte forma [8]:

a1+ asxre+ -+ ap1Tp_1t+apxr,=b, a;ebeR, i=1,2,---,n (2.21)

Os elementos ay,as, -+ , a,_1, an,, sao os coeficientes das variaveis xq, xa, - , Tp_1, Tp,

e b é o termo independente.

Por outro lado, um sistema de equagoes lineares, ¢ um conjunto de equacgoes lineares.
De forma geral, um sistema linear com n equacoes e n incognitas, esta representado na

Equagao (2.22).
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(

a1+ a0+ -+ ar T, =b

(21 %1 + Q22 Ty + -+ + G2 Ty, = by
(2.22)

L an,1x1+an,2x2+"'+an,nwn :bn

A Equagao (2.22) pode ser representada na forma matricial, em que os coeficientes
das varidveis formam uma matriz quadrada de ordem n. As varidveis formam um vetor,

assim como os termos independentes, conforme mostrado na Equacgao (2.23).

11 Air2 -+ Qip X by
Q21 Q22 -+ Q2p X2 by

= | (2.23)
Qp1 Ap2 - Qpnp T, bn

O sistema de equagoes na forma matricial, como apresentado na Equagao (2.23), é do
tipo Ax = b, onde, A é a matriz do coeficientes, x o vetor das incognitas e b o vetor

dos termos independentes, ou seja:

1,1 Air2 - Aig a1 by

Q21 Q22 -+ Q2p X2 by
A= X = b=

ap,1 Ap2 - Apgp T bn

2.3 Solucao de um Sistema de Equacoes Lineares

Vérios problemas nas areas da fisica e da engenharia resultam em um sistema de
equagoes lineares. Neste sentido, é importante conhecer métodos para solucionar esse
tipo de sistema. Por defini¢ao, dado um sistema de equacoes na forma matricial Ax = b,
como indicado na Equagao (2.23), procura-se um vetor solucao X; = [Z1,Z2, - , ;| tal

que satisfaca todas a equagoes do sistema [10].

Em relagao ao ntimero de solugoes, o sistema linear pode ser classificado de trés formas,

sao elas:

e Compativel e determinado: quando ha uma tunica solugao para o sistema;

e Compativel e indeterminado: quando ha infinitas solugoes para o sistema;
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e Incompativel: quando nao existe solugao para o sistema.

De maneira formal, para resolver o sistema de equagoes, do tipo Ax = b, basta

calcular a matriz inversa de A, como demonstrado na Equagao (2.24).

A''Ax=A""Dp — x=A"'b (2.24)

Uma vez comentados os conceitos importantes em relagao a estrutura matricial, pode-
se voltar ao problema da dieta de Cambridge, apresentado no inicio deste capitulo. Uma
das possibilidades de resolucao desse problema é escrevé-lo através de um sistema de
equacoes do tipo Ax = b, em que A é matriz dos nutrientes, x1, x5 e x3 representam o
namero de unidades (para cada 100 g) dos tipos alimentares e b o vetor com o total de

nutrientes da dieta de Cambridge, como demonstrado na Equagao (2.25).

36r; +51lzy+ 132, =33
52x1 +34x9 + 742, =45 (2.25)
Oy +720+ 1,12, =3

O sistema demonstrado na Equacao (2.25) calcula a quantidade de unidades, de cada
tipo alimentar, necessaria para se atingir os valores diarios da dieta de Cambridge. Apre-

sentando o sistema na forma matricial, tem-se:

36 51 13| |z 33
52 34 74| || = |45 (2.26)
0 7 11| |2 3

Usando a ideia presente na Equagao (2.24), tem-se:

-1

10 0| |2 36 51 13 33
01 0| |z2] = (52 34 74 45 (2.27)
00 1| | 0 7 1,1 3

Analisando a Equacao (2.27), a resolucao do sistema consiste em calcular a matriz

inversa de A, resultando em:
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2403 —349 —1190
21 77434 154868 5531 33
_ 143 —99 710
L2 38717 38717 5531 45 (228)
Tn —130 90 510 3

5531 5531 5531

Agora, basta multiplicar a matriz inversa presente na Equagao (2.28) pelo vetor b

para se obter o resultado a seguir:

T 0,277
2| = [0,392 (2.29)
T3 0,233

A dieta de Cambridge é um exemplo simples, de sistemas de equacoes lineares, que
pode ser resolvido com o auxilio da notacao matricial e do calculo da matriz inversa de
A. O grande problema de se obter a solucao utilizando essa estratégia, ¢ que nem sempre
¢ facil determinar de forma explicita A~! e, para alguns casos, pode se mostrar bastante
custoso computacionalmente [10]. Com objetivo de contornar esse problema, foram de-
senvolvidos métodos para solucionar sistemas de equagoes lineares sem a necessidade de
se calcular, explicitamente A~!, sendo os mesmos divididos em dois grupos: diretos e

iterativos, os quais sao descritos na sequéncia.

2.3.1 Métodos Diretos

A estratégia dos métodos diretos é transformar o sistema Ax =b em outro sistema
equivalente e, quando nao ha erros de arredondamento, obter a solucao exata através de
um numero finito de processos. A principal vantagem dos métodos diretos é que a matriz
equivalente, criada a partir do sistema original, possui caracteristicas que tornam sua

solugdo mais simples [10].

Nesse trabalho, é utilizado o método direto Algoritmo de Thomas ou Algoritmo da
Matriz Tridiagonal (o inglés Tridiagonal Matriz Algorithm - TDMA). Porém, antes de
conceituar o referido método, torna-se necesséria uma breve contextualizagao envolvendo
a eliminagao de Gauss, uma vez que, apesar de nao ser usado nessa pesquisa, este tltimo

é a base para o desenvolvimento do TDMA.
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2.3.1.1 Eliminagao de Gauss

Um dos métodos diretos mais utilizados para solugao de sistemas de equagoes lineares
¢ a eliminacao de Gauss. Tem por objetivo realizar operacoes no sistema, de forma a
transformar a matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior. Nesta configu-
racao, aplica-se a técnica de substituicao reversa para solucionar o sistema de equagoes

[2], como apresentado no pseudocodigo a seguir [4].

1: Pseudocodigo do método da eliminacao de Gaus:

2: Dado um sistema de equagoes do tipo Ax = b, onde A = (a;;) com 1 <i<n

Fel<j<n+1

4: Passo 1: parai =1 até n — 1 faga Passo 2-4 (processo de eliminagao)
5: Passo 2: seja p o menor inteiro com 1 < p < n e ay

6: se nenhum inteiro p puder se encontrado

7: entao escreva "nao existe solugao tnica"

8: Passo 3: se p # i entao executar E, <+ E;

9: Passo 4: para j =i+ 1 até n faga Passo 5-6

10: Passo 5: seja m;; = aj;/a;

11: Passo 6: executar (E; —m;; E;) — (E;)

12: Passo 7: se a,, = 0 entao escreva "nao existe solugao tunica"; pare método
13: Passo 8: executar z,, = a"a#“ (comego da substitui¢do regressiva)

14: Passo 9: para i =n — 1 até¢ 1 executar x; = (a; 11 — Z?:iﬂ a;; T;)/ i
15: Passo 10: Escreva (z1,--- ,x,); "Método completado com sucesso";

16: pare método

Em sistemas esparsos aleatorios, a eliminacao de Gauss nao se mostra vantajosa devido
ao consumo de processamento do computador. Os passos realizados para transformar a
matriz dos coeficientes em triangular superior, além de nao aproveitar a esparsidade da
matriz, alteram elementos nulos para valores que devem ser computados e armazenados,

o que demanda um grande custo computacional [10].

Em alguns casos, onde a esparsidade da matriz segue algum padrao especifico, como
por exemplo, matrizes tridiagonal (Figura 2.2(a)) e pentadiagonal (Figura 2.2(b)), os
elementos nao nulos ocorrem em regioes especificas da matriz dos coeficientes, o que pode

facilitar o processo de eliminagao.

No presente trabalho, uma das implementacoes utilizada para solucionar o problema
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proposto, é derivada do conceito da eliminacao de Gauss, conhecida como Algoritmo de

Thomas, e que torna a convergéncia para a solucao mais eficiente.

2.3.1.2 Algoritmo de Thomas (TDMA)

O Algoritmo de Thomas (TDMA) ¢ originalmente desenvolvido para solucionar sis-
temas com matrizes esparsas tridiagonais. Utiliza o mesmo principio de eliminacao de
Gauss, o qual consiste em zerar termos da matriz dos coeficientes de forma a transforma-
la em uma matriz triangular e, através de uma substituicao regressiva, obter a solucao do

sistema [11].

Considere um sistema linear tridiagonal, apresentado na Equagao (2.30), em que
a; (1 <1< n) representa os elementos da diagonal principal, ¢; (2 <i<n)eb; (1<i<
n — 1) representam os elementos das diagonais inferior e superior a diagonal principal,

respectivamente, e d; (1 <i < n) os termos independentes.

a; by 1 d;

cy ay be Ta ds
= : (2.30)

Cn—1 Gp—1 bp_q Tp—1 dp—1

Cn an Ty d,

Na sua forma geral, o sistema matricial representado na Equagao (2.30), é dado por:

cl-xi,l—i-al-xi—l—bixiﬂzdi, Zzl, ,n (231)

O objetivo é transformar a matriz da Equacdo (2.30) em uma matriz triangular su-
perior. Para isso, cria-se uma equagao genérica (Equagao (2.32)) que sera substituida na

equagao geral (Equacao (2.31)), de forma a deixé-la em funcao do termo ;1.

Na Equagao (2.32), b’ é o novo coeficiente da variavel z;;; e d’ o novo termo inde-
pendente, ambos serao calculados a seguir. Deslocando a Equagao (2.32), para a diregao
1 — 1, tem-se:

Ty = b x +di_y (2.33)
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Substituindo a Equagao (2.33) em (2.31), resulta em:

a; T; + bz Tit1 + ¢ (bfi—l T; + d;—l) = dZ (234)

Isolando o termo z; da Equagao (2.34), tem-se:

___—h LG adiy (2.35)
Y= a; + ¢; b;—l sas a; + ¢ bg—l ’
Comparando as Equagoes (2.35) e (2.32), resulta em:
b d:—c d'
o= — . =t il 2.36
! a; + ¢ béfl ' ! a; + ¢; béfl ( )

A resolugao da Equagao (2.32), resulta em uma matriz tridiagonal superior, como

indicado na Equagao (2.37).

S I (2.37)
0 1 b, Tn—1 ne1
0 1 Tn, d,

Analisando a Equagao (2.37), o célculo da incognita x,,, localizada na ultima linha do

sistema, sai de forma direta, ou seja:

T, =d, (2.38)

A partir do valor de x,, realiza-se uma substituicdo regressiva para o calculo das

demais incognitas.

zi=Wai+d, i=n—1n—-2--,1 (2.39)

Em resumo, as expressoes utilizadas para o escalonamento da matriz dos coeficientes,
de forma a transforma-la em triangular superior e, consequentemente, obter a resolucao

do sistema de equacoes, sao:
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e Atualizacao da diagonal superior & principal.

b = (2.40)

Goi=1
d, = (2.41)
di—a; d,_ -
m, 1=2,3,---,1n
e Solugao obtida por substituicao reversa.
Ty, =d
" (2.42)
x;=bxi g +d, i=n—1n-—2,---,1

2.3.2 Meétodos Iterativos

Quando os problemas geram matrizes dos coeficientes que nao sao esparsas ou que
nao possuem um padrao definido de esparsidade, outras classes de métodos se mostram

mais eficientes para se chegar a solucao, os métodos iterativos.

Dado um sistema do tipo Ax = b, a solu¢ao do problema, através dos métodos
iterativos, é obtida realizando uma sequéncia de correcoes aplicadas a uma aproximacao

da solugao inicial [10]. Essa sequéncia de corregoes é feita por meio da equagao:

x*) = x4+ G (2.43)

Na Equagao (2.43), F' ¢ a matriz do método de iteracao e G é um vetor coluna, ambos
construidos através de decomposicao da matriz original A. O parametro k, representa o
imero de iteragoes. Est ao ¢ usad i éncia de vetores: x!, x?
numero de iteragoes. Esta equagao é usada para criar uma sequéncia de vetores: x', x°,

.-+, x*. Se a sequéncia satisfaz a Equacgao (2.44),

lim x® = x (2.44)

k—o0
ou seja, se no limite, onde o niimero de iteragoes tende ao infinito, a solu¢ao aproximada
for igual a solugao exata, entao o método converge. Devido a limitacao computacional, é

determinado um critério de parada do método, dentro de uma certa tolerancia da solucao
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exata.

Os métodos iterativos apresentam uma grande vantagem em relacao aos métodos
diretos, eles nao sao tao afetados pelos erros de arredondamento da maquina, o que

possibilita uma maior flexibilidade para se trabalhar com valores muito pequenos [10].

De uma maneira geral, os diferentes métodos iterativos resultam da forma como a
matriz A é decomposta [10]. Na presente pesquisa ¢ utilizado o método iterativo de

Gauss-Seidel, bem como o algoritmo de Thomas adaptado para matrizes pentadiagonal.

2.3.2.1 Meétodo de Gauss-Seidel

O método iterativo de Gauss-Seidel possui grande eficiéncia em sistemas com matrizes
esparsas que possuem dominancia diagonal, ou seja, os elementos da diagonal principal

sdo maiores que a soma dos elementos das suas respectivas linhas [10].

Considere um sistema de equagoes mostrado na Equacao (2.45) e sua respectiva re-

presentacao matricial (Equacao (2.46)).

.
111+ a12Ts+ -+ a1, Ty, =Y
A21T1 + A22X2+ -+ + A2 Ty = Yo (2.45)
L an,1$1+an72x2+"'+an,nxn = Yn
@11 dir2 - Aig Iy Y1
21 Q22 -+ dan T2 Y2
’ ’ ’ = (2.46)
ap1 Ap2 Ap.n Ln Yn

Tomando como premissa um processo iterativo para o célculo do vetor x, o primeiro

passo ¢ isolar o termo x.

k k

1 pr—

(2.47)

aia

. k41 - . ) . .
Para o calculo do termo acg ), utiliza-se os valores da solucao na iteragao anterior ou
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valores da aproximacao inicial, quando tratar-se da primeira iteracao (xék), e ,a:;’“’).
No que se refere ao do termo xgkﬂ), utiliza-se o valor de :d’“*” calculado na atual
iteragao (a:gkﬂ), e ,:m@).
(k+1) (k))
— a x e a n Tn
L _ ( 2101 A (2.48)
5 =
Q2,2
Estendendo o procedimento para o enésimo termo, tem-se:
(k+1) (k+1)>
— a €T + P + a n xn_
L) - ( > > ! (2.49)

n
QAnn

De forma compacta, o método de Gauss-Seidel pode ser escrito, como:

i—1 n
k+1 1 k+1 k .
$§+)=—<yz—2aw:€§+)+ Z ai,jxg- )),221,2,...,71 (250)
Qisi j=1 j=i+1

A Equagao (2.50) é usada para resolver o sistema de equagoes lineares apresentado

na Equacdo (2.46) percorrendo todos os elementos da matriz dos coeficientes. E possivel
notar que no primeiro somatorio estao presentes as incognitas calculadas na iteracao atual

(k))‘

%

k+1 L N . . .
(xg )) e, no segundo somatorio, as incognitas calculadas na iteragdo anterior (x

Na forma matricial, o método de Gauss-Seidel pode ser representado como:

B =[x+ L 7 x® L B (2.51)
em que:
[ o 0 —_— [0 —@2 .. _aun] [ 1]
a1 ai;l ai,1
221 0 ... 0 0 0 co. %2 i
L=| ® U= @2 B=|®?
_nt M2 0 0 e 0 Yn_

De acordo com a Equagao (2.51), os elementos que estao abaixo da diagonal principal,
ou seja, na matriz triangular inferior, representado pela letra L, sao os coeficientes das
incognitas calculadas no passo de iteracao atual (z**1)). J4 a matriz dos elementos que

estao acima da diagonal principal, representados pela letra U, sao os coeficientes das
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incognitas calculadas no do passo de iteracdo anterior (z(*)).

A solucao da Equagao (2.51) é obtida realizando uma série de atualizagoes no vetor
solucdo, a partir de um vetor inicial x®. O método termina quando o vetor solucio
converge para a solugao exata ou uma boa estimativa da mesma, dentro de um critério
previamente estabelecido. A quantidade de iteragoes do método, até a convergéncia, ira
depender da aproximacao inicial escolhida, a qual pode ser qualquer uma. Porém, quanto
mais distante for a aproximagao inicial da solugao exata, maior serd o numero de iteracoes

do método [10].

Por outro lado, a principal desvantagem dos métodos iterativos é a convergéncia. Em
alguns casos, o sistema pode convergir lentamente para a solucao demandando um custo

computacional muito alto. Em outros casos, podem nem convergir.

Para a convergéncia do método de Gauss-Seidel a solucao exata, caso ela exista, é
preciso que a matriz dos coeficientes do sistema atenda alguns critérios [23], conforme

descrito na sequéncia:
e Critério das Linhas

De acordo com o critério das linhas, o método converge, se:

|ai,i\ > Z |ai,j] Vi = 1, 2, s, N Paraj # 7. (252)

Jj=1

O critério das linhas, descrito na Equagao (2.52), sugere que a matriz dos coeficientes
deve possuir predominancia diagonal, ou seja, qualquer elemento da diagonal principal

deve ser, em modulo, maior que a soma de todos os elementos da sua linha [23].
e Critério de Sassenfeld

De acordo com o critério de Sassenfeld, calcula-se um vetor 3, que envolve os elementos

da matriz dos coeficientes, como descrito na Equagao (2.53):

_ N el
/61 - Z]:Z |a1’i‘7
(2.53)
i—1 |ai;|B; iy -
51:2221 Ia ]| : +Z;L:’L+l |‘Zi;‘|7vzi]‘727... 7n

@il

Se, Bmar = maz{B;} <1, 1<1i<n,o método converge para qualquer valor inicial
escolhido [23].
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e Critério do Raio Espectral

E o critério necesséario para que o método de Gauss-Seidel convirja. Calcular o raio
espectral de uma matriz é achar o maximo valor absoluto entre seus autovalores (p). O
critério aplica-se & matriz de iteragao, ou seja, na matriz dos coeficientes modificada.
Exemplificando, tem-se a Equagao (2.51), que representa a estrutura, na forma matricial,
do método de Gauss-Seidel [23].

Juntando os termos com indices (k + 1), tem-se:

x5 _ [ x®+) — 7 x® 4+ B (2.54)

Colocando o termo x*+1) em evidéncia:

(I —L)x* =ux® + B (2.55)

Isolando o termo x*+1):

x* ) = (1 - L)7'ux® + (1 - L)"'B (2.56)

Comparando com a Equagao (2.43), que representa a forma genérica da equagao dos

métodos iterativos, tem-se:

xtD = px® 4+ G

em que:

F=(I-L7'U (2.57)

G=(I-L)'B (2.58)
onde, F é conhecida como a matriz de iteracdo do método de Gauss-Seidel. E nela que o
critério do raio espectral é aplicado.

Se, p(F) = max{|\|} < 1,7 € {1,2,--- ,n}, entdo o método converge. Ou seja, se
o maior valor absoluto, entre os autovalores da matriz I’ for menor que 1, o método ira

convergir.

Em relagao aos critérios de convergéncia, é importante ressaltar que:
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— Os critérios das Linhas e de Sassenfeld sao suficientes para o método de Gauss-
Seidel convergir, mas nao necessarios. Em outras palavras, se os critérios forem
atendidos, o método ira convergir. Caso nao sejam atendidos, o método podera

OU Nao Convergir.

— O método do Raio Espectral nao é s6 suficiente para o método de Gauss-
Seidel convergir, mas necesséario. Caso o critério nao seja atendido, o método

ird4 divergir.
2.3.2.2 Algoritmo de Thomas Adaptado para Matriz Pentadiagonal

Para a utilizacao do algoritmo de Thomas em matrizes pentadiagonais, se faz necessa-
rio ajustes no referido algoritmo, uma vez que sua formulagao é pensada para uma matriz

tridiagonal. Para o sistema com matriz pentadiagonal, a equacao geral é dada por:

fitip teiwig+ajx; +biwip +exiy, =dy, i=1,2,---.n (2.59)

em que r ¢é a distancia das diagonais mais externas a diagonal principal.

Usando a mesma ideia da Secao 2.3.1.2, é preciso transformar a matriz dos coeficientes
oriunda da Equagao (2.59), em uma matriz triangular superior. Para isso, é criado um

sistema de equagoes, em fungao dos coeficientes dos termos ;11 € x;4,.

i = bri + d
{x it (2.60)

_ ! /
Ti = € Tiyr + G;

Deslocando as equagoes do sistema (Equacao (2.60)), para as dire¢oes i — 1 e z — 7,

respectivamente, tem-se:

Ty =b; x +di_y (2.61)

Tir =€, 2+ g, (2.62)

Substituindo as Equagoes (2.61) e (2.62), na Equacao (2.59), resulta em:

a; T; + bz Tit1 + Ci<bg_1 T+ d;—l) + e Tijyr + f, (Gg_T T; + g;_r) = dl (263)

Reagrupando a Equagao (2.63) e isolando o termo z;, tem-se:
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1
i+ b+ fiej_,

T (=b;jziy1 +di — e iy — ¢ d;—1 — fi g;—r) (2.64)

Somando o sistema de equagoes (2.60), resulta em:

1
T; = 5(b; Tt + € iy +d.+ gl) (2.65)

Comparando as Equagoes (2.65) e (2.64), tem-se:
—2b;

b, = 2.66
¢ a; + ¢ b;—l + fl e;_r ( )
e
L= : 2.67
“ a; +cb_,+ fie_, (2.67)
di - Zdl_ — J1 ,/;_
d 4 g =25 S0 fi9is (2.68)

/ /
a; + ¢ bi—l + fz €Ci_p

Na Equacao (2.66), os termos d_; e g;_, nao sao conhecidos, mas podem ser obtidos

a partir das Equagoes (2.61) e (2.62), resultando em:

d; — CZ'<IZ'_1 - b;,l mz) - fi(xi—r - egfr IZ)

d; + g; = 2
a; + ¢; 5271 + fz e;-fr

(2.69)

A resolugao da Equagao (2.65) transforma a matriz dos coeficientes da Equagao (5.90),
em uma matriz triangular superior, e por substitui¢ao regressiva, calcula-se o sistema, ou
seja:

r,=d,+g,, i=n
g (2.70)
Ti = %(ngi+1+€/xi+r+d;+g;)7 i=n—1n—-2---,1

E importante analisar as regides da matriz dos coeficientes, onde as Equacdes (2.66),
(2.67) e (2.70) fazem sentido.



Capitulo 3

ASPECTOS COMPUTACIONAIS
ENVOLVENDO MATRIZES

Com o advento do computador moderno, muitos problemas que envolviam extensas
quantidades de célculos repetitivos passaram a ser solucionados com grande precisao,
através de modelos computacionais. Um modelo computacional ¢ a ferramenta utilizada
para realizar calculos de métodos matematicos, quando estes, devido a seu tamanho, sao
inviaveis de serem realizados manualmente. Um computador armazena e executa célculos
numéricos muito rapidamente, mas para isso, é preciso fornecer uma série de instrucoes,

através de uma linguagem que a maquina possa interpretar.

Tanto para as operagoes mateméticas quanto para o armazenamento, o computador
executa as tarefas de forma binaria. Neste sentido, a linguagem utilizada para as ins-
trugoes deve ser escrita da mesma forma [11]. Existem diversos programas que possuem
interfaces intuitivas, permitindo um melhor contato entre a comunicagao humana e a lin-
guagem do computador. Na presente pesquisa, é utilizado o MATLAB®, um programa
escrito em linguagens de alto nivel que permite ao operador focar no problema a ser

resolvido, sem demandar excessivo tempo com linhas de programagao [11].

3.1 Software MATLAB

Programa desenvolvido com linguagem de alto nivel, utilizado para anélise e visu-
alizagao de dados, de forma avangada. O MATLAB, aglutinacao da expressao MATriz
LABoratory, possui uma linguagem de programacao propria, que dispensa tarefas como:
declaracao de variaveis, utilizacao de ponteiros nas estruturas e alocagao de memoria. A

grande vantagem da linguagem MATLAB, em relacao as demais linguagens de programa-
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¢ao, é que os problemas sao expressados quase exatamente como sao escritos matemati-

camente [27|, o que otimiza o tempo de criagdo do programa.

Na sequéncia, sao expostas algumas estruturas que podem ser construidas no MA-

TLAB, as quais sao utilizadas para o desenvolvimento dessas pesquisa.

3.1.1 Vetores e Matrizes no MATLAB

Como o proprio nome sugere, o MATLAB foi criado e desenvolvido para trabalhar
com vetores e matrizes. Possui ferramentas que otimizam os céalculos e armazenamentos
desse tipo de estrutura. Na Figura 3.1 é mostrada a linha de programacgao para se criar

um vetor e uma matriz no ambiente do programa.

Command Window 4] Command Window =
S5 Vo= [1; >> M= [10 0;
2: 02 0;
3] o0 3]
Vo= M =
1 1]
2 ] 2 1]
] 1] 3
fx == o
(a) Vetor v. (b) Matriz M.

Figura 3.1: Exemplo da linha de programacao para criacao de estruturas matriciais no

MATLAB.
Fonte: O Autor (2023).

Diferentemente de outras linguagens de programacao, em que as operagoes algébricas
com matrizes demandam linhas de comando para se percorrer toda estrutura, no ambiente
do MATLAB esse processo é mais simples, pois os comandos utilizam operadores comuns
na escrita matematica. Um exemplo de multiplicagao de matrizes, é demonstrado na
Figura 3.2, onde é feita a multiplicacao da matriz M com o vetor v, ambos representados

na Figura 3.1.
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Command Window x

> M * W

Jx ==

Figura 3.2: Exemplo de multiplicagdo de matrizes no MATLAB.
Fonte: O Autor (2023).

Outra grande vantagem do MATLAB é que nao hé necessidade de se reservar um
espaco, na memoria do programa, para alocar as estruturas matriciais que serao utilizadas.
Essa alocacao é feita de forma automaética pelo software, uma vez que toda matriz, a

principio, é considerada adimensional pelo programa.

3.1.2 Alocacao de Matrizes no MATLAB

O computador armazena ntimeros de forma binéaria, ou seja, representado por sequen-
cias de 0 e 1, multiplicados por poténcias de base 2 [11]. Na Tabela 3.1 é mostrada a

conversao dos niimeros decimais para representacao binaria de base 2.

Tabela 3.1: Conversao de niimeros decimais em binario.

Decimal | 23 22 2! 2°
1 0O 0 O 1
2 0 O 1 0
3 0 0 1 1
4 0 1 0 O
5 0 1 0 1
6 0 1 1 0
7 0 1 1 1
8 1 0 1 0
9 1 0O O 1

10 1 0 1 0

Fonte: Adaptado de Gilat (2009) [11].

A aritmética binaria define posi¢oes para os algarismos binérios. A posicao "li-
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gada" corresponde ao Algarismo 1 e, a posigao "desligada", ao Algarismo 0. Cada um
desses algarismos recebe o nome de bit, e um conjunto de 8 bits ¢ chamado de byte.
De acordo com a norma 754, do Instituto de Engenheiros Eletricistas e Eletronicos, os

computadores modernos podem armazenar numeros de duas maneiras diferentes:

e Precisao simples: Neste tipo de precisao, os niimeros sao armazenados em cadeia

de 32 bits ou 4 bytes.

e Precisao dupla: Neste tipo de precisao, os dados sao armazenados em cadeia de
64 bits ou 8 bytes.

Em particular, todos os testes desenvolvidos na presente pesquisa foram realizados em
um sistema operacional com arquitetura de armazenamento de precisao dupla, ou seja,
em cadeias de 8 bytes. Nesta estrutura, o menor e o maior nimero que o computador

pode expressar, sao:

e Menor ntimero: 271923 ~ 1,1 x 1038,

e Maior ntimero: 2102 ~ 1,8 x 103%8.
Quando o MATLAB armazena os valores de uma matriz, para cada elemento, sao
utilizados 8 bytes de memoria da méaquina. Na Tabela 3.2 é mostrada a relagao entre a

ordem da matriz e a quantidade de memoria necessaria para alocagao da mesma.

Tabela 3.2: Relacao entre a ordem da matriz quadrada e a memoria necessaria para seu
armazenamento.

Ordem Meméria
da matriz utilizada (bytes)
10 800
100 80.000
1.000 8.000.000
10.000 800.000.000

Fonte: O Autor (2023).

Ao analisar os dados da Tabela 3.2, verifica-se que a demanda de memoria cresce
exponencialmente em relacao a ordem da matriz, o que dificulta a resolucao de sistemas
extensos. Esse crescimento independe do algarismo armazenado, dentro dos limites de

maximo e minimo, estabelecido pela precisao dupla. Ou seja, para uma matriz de ordem
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n = 100, se todos os seus elementos forem 0, ainda sim, necessitaria de 80.000 bytes para

armazené-la.

Outro grande problema, quando se trabalha com matrizes extensas, é o tempo neces-
sario para que o computador crie, realize operagoes e leia essas matrizes. Na computacao,
o calculo do tempo de um algoritmo depende dos parametros de hardware, os quais sao os
componentes fisicos do computador, podendo variar de maquina para maquina. Diante
disso, com objetivo de padronizar as analises de tempo, independente dos componentes
do computador, utiliza-se um pardmetro conhecido como complexidade do tempo,

representado pela notagao O [23].

O grau de complexidade nao calcula diretamente o tempo de execucao de um pro-
grama, mas a quantidade de operagoes elementares O(1), onde o tempo de execugao é
constante, que sao realizadas pelo algoritmo. Através desse grau é possivel intuir o tempo

total de execugao [25].

Nos métodos diretos de resolucao de sistemas lineares, como por exemplo, a eliminagao
de Gauss, o grau de complexidade ¢ O(n?), ou seja, o tempo de execugao do programa
¢ proporcional ao cubo da ordem [25]. Assim, se um computador precisa de 1 x 1077
segundos para executar uma operacao elementar em uma matriz de ordem n = 100, esse

tempo sera proximo de 0, 1 segundos, uma vez que esse calculo sera feito n? vezes.

Em relacao aos métodos iterativos, a complexidade do tempo nao é trivial de ser
determinada, uma vez que nao é possivel prever o nimero de iteragoes para convergéncia
do método. Porém, como o célculo da complexidade é baseado no niimero de operacoes
que sao realizadas no programa e, nos métodos iterativos essas operacoes sao executadas
percorrendo toda a estrutura, é de se esperar que quanto maior for a ordem da matriz

maior serd o tempo de execucao do método.

3.1.3 Alocacao de Matrizes Esparsas no MATLAB

Como ja discutido, uma matriz esparsa possui um ntamero muito grande de elementos
nulos. Em matrizes completas ou densas, cada elemento deveré ser armazenado na memo-
ria do computador independente do valor. Porém, para a resolucao de sistemas lineares
do tipo Ax = b, os elementos nulos podem ser dispensados do calculo, evitando consumo

de memoria da maquina e desperdicio no tempo de execugao.

O MATLAB possui fungoes que aproveitam a esparsidade da matriz, armazenando

somente os elementos diferentes de zero, reduzindo significativamente a quantidade neces-
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saria de memoria para a resoluc¢ao do problema [12|. Nas Tabelas 3.3 e 3.4, sdo apresenta-
dos os dados de consumo de memoéria para armazenamento de matrizes esparsas, variando

parametros como: a ordem da matriz e grau de esparsidade da mesma através de ~.

Tabela 3.3: Economia no armazenamento de memoria em relagao a ordem da matriz.

v = 0,01 Memoria Utilizada (byte) Economia
n Completa Esparsa de Memoéria
10 800 104 87%
100 80.000 968 98,79%
1.000 8.000.000 24.008 99,69%
10.000 800.000.000 1.679.128 99,80%

Fonte: O Autor (2023).

De acordo com a Tabela 3.3, fixado o parametro em v = 0,01 e alterando os valo-
res da ordem da matriz, fica evidente que em sistemas com alto grau de esparsidade a
utilizagao da funcao do MATLAB apresenta uma grande economia de memoria do com-
putador. Ainda, de acordo com a referida tabela, quanto maior for a ordem da matriz,

mais vantajosa é a utilizacao da funcao.

Uma desvantagem da funcao do MATLAB para matrizes esparsas é que, além do
gasto de memoria para armazenar os elementos nao nulos da matriz, ela também utiliza a
memoria para armazenar os indices de linhas e colunas desses elementos, o que inviabiliza
sua utilizagao para matrizes com baixo grau de esparsidade. Na Tabela 3.4, onde a ordem
da matriz é fixada em n = 100 e variado os valores de v, pode-se observar que a diminuigao
do grau de esparsidade aumenta o consumo de memoria do programa. Para valores de «
muito proximos de 1, esse consumo apresenta um deficit em relacao ao armazenamento

da matriz completa.

A funcao nativa do MATLAB armazena, de forma automaética, os indices referentes
ao posicionamento de cada elemento nao nulo. Com isso, as operagoes algébricas que
envolvem as matrizes esparsas também apresentam um ganho em relacao ao tempo de

célculo, uma vez que ele é realizado somente nos elementos com indices armazenados [12].
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Tabela 3.4: Economia no armazenamento de memoria em relagao ao grau de esparsidade
da matriz.

n = 100 Memoria Utilizada (byte) Economia
~ Completa ‘ Esparsa de Memoria
0,01 80.000 2.360 97,05%
0,1 80.000 16.136 79,83%
0,5 80.000 63.512 20,61%
0,9 80.000 95.608 -19,51%

Fonte: O Autor (2023).

3.2 Compressao de Matrizes Esparsas

Como forma de aproveitar a esparsidade da matriz, na literatura, é possivel encontrar
modelos de compressao que tem por objetivo criar estruturas menores, onde sao armaze-
nados apenas os elementos nao nulos do sistema, os quais sao descritos sucintamente nas

proximas secoes.

3.2.1 Compressed Sparse Row (CSR)

A metodologia empregada no método Compressed Sparse Row (CRS), consiste em

substituir a matriz esparsa por trés vetores: aa, jr e cr.

No vetor aa sao armazenados os valores dos elementos nao nulos da matriz esparsa
na ordem em que aparecem nas linhas. A dimensao do vetor é igual a quantidade de

elementos nao nulos, representado por nz. Em outras palavras: aa € R™ [18].

J& no vetor jr estdo armazenados a posi¢ao na coluna de cada elemento nao nulo. A

dimensao do vetor corresponde ao nimero de elementos nao nulos. Ou seja, jr € N** [18|.

Por fim, o tltimo vetor jc, contém a posicao no vetor aa, do primeiro elemento nao
nulo de cada linha da matriz. Como esse vetor percorre todas as linhas da estrutura
matricial, sua dimensao é n. De forma sintética: jc € N™ [18]. Um exemplo desse tipo de

compressao é apresentado na Equacao (3.1).
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_ o O O

0
0
2
8

S O O W

aa:[5 362 1 8} (3-1)

jr:[l 39 4 2 4}
jc:[l 3 4 5}

3.2.2 Compressed Sparse Column (CSC)

O método Compressed Sparse Column (CSC) apresenta o mesmo principio do método
CSR, a diferenca se da na ordem em que os valores dos elementos nao nulos sao arma-
zenados no vetor aa. Enquanto no método CSR eles s@o armazenados na ordem em que
aparecem nas linhas, no método CSC o armazenamento é na ordem em que aparecem nas

colunas [18].

A posicao na linha da matriz, de cada elemento nao nulo, é armazenada no vetor jr.

Ja no vetor jc, é colocado o primeiro elemento nao nulo de cada coluna da matriz.

Usando como exemplo a matriz M exposta na Equagao (3.1), a estrutura CSC pode

ser caracterizada conforme Equacao (3.2), ou seja:

_ o O O

0
0
2
8

o O O ot
oS O O W

(3.2)

aa:561328}

.]I‘:[124134}

Jc:[l 2 4 5}
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3.2.3 Compressed Sparse Vector (CSV)

O método Compressed Sparse Vector (CSV) tem por objetivo armazenar a matriz
esparsa em dois vetores: aa e ia. No vetor aa, serd armazenado os elementos nao nulos
da matriz, na ordem em que aparecem nas linhas. J& o vetor ia armazena as posicoes
dos elementos nao nulos na matriz [18|. Essa posi¢ao nao se dara em termos de linhas

2 ou seja, aa € R™ e ai € N2,

e colunas, mas em uma sequéncia que serd de 1 até n
O exemplo de compressao, pelo método Compressed Sparse Vector, esta representado na

Equagao (3.3).

oS O O ot
= O O O
o O O W
o N O O

aa:[5 36 2 1 8]
ia:[l 36 12 14 16}

3.2.4 Compressed Diagonal Storage (CDS)

O método Compressed Diagonal Storage (CDS) é desenvolvido para matrizes diago-
nais. Neste tipo de matriz, existe duas constantes positivas p e ¢, as quais definem a
posigao dos elementos a direita e & esquerda do elemento da diagonal principal, respec-
tivamente, para a;;, com o indice j variando entre i — p e i + ¢. Nesta configuracao,
pode-se armazenar os elementos das diagonais em vetores distintos, da seguinte maneira:

VAL(1 :n,—p: q). Essa estrutura é¢ exemplificada na Equagao (3.4), onde p=1e g = 1.

Cada posigao dos vetores VAL(:, —1) e VAL(:, +1) é referente ao seu posicionamento
na linha da matriz. Neste sentido, para o vetor VAL(:, —1), que representa a diagonal
inferior a principal, a primeira posicao é 0, pois nao ha elementos dessa diagonal na
primeira linha da matriz. De forma anéloga, a ultima posi¢ao do vetor VAL(:, +1),
superior a diagonal principal, também ¢é 0, uma vez que nao ha elementos dessa diagonal

na tltima linha da matriz [18].
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[5 70 0 0]
81300
N=1[01790
00 4 2 4
00029

(3.4)
VAL, -1)=[0 8 1 4 2]

VAL(,0) =[5 1 7 2 9

VAL(,+1) = [7 3 9 4 0]

Por fim, é importante ressaltar que a compressao de estruturas matriciais, represen-
tada pelos métodos CSR, CSC, CSV e CDS, busca economizar o consumo de memoria do
computador no que diz respeito ao armazenamento de matrizes esparsas para resolucoes

de sistemas lineares extensos.



Capitulo 4

DESCRICAO E MODELAGEM DO
PROBLEMA PROPOSTO

A descoberta de um fenémeno fisico, quimico ou natural é muito importante para o
avango cientifico. Porém, para reproduzi-lo, testar diferentes cenérios, buscando prever
seu comportamento, é preciso quantifica-lo. Nao raro, muitos desses problemas recaem em
um sistema de equagoes lineares, envolvendo um niimero muito grande de incégnitas, o que
torna sua resolucao analitica impraticdvel ou até mesmo impossivel. Nesses casos, para se
chegar a solucao exata, ou uma boa estimativa da mesma, sao utilizadas implementacoes
computacionais baseadas em algum método matemético. A origem da ideia central da
modelagem computacional, quando devidamente convalidada, é entender e explicar, com
diferentes graus de precisao, fatos e fendmenos que sao observados na vida real [2]. O
diagrama da Figura 4.1, representa os passos utilizados para resolu¢ao de um problema

fisico.

Na presenca de um fenémeno, inicialmente sao realizadas observagoes, com objetivo
de compreender suas causas e efeitos. Através de métodos experimentais, sao feitos testes
e medigoes que visam desenvolver um conceito teérico do problema. Depois, a partir de
leis conhecidas (na maioria das vezes, conservagao de massa e quantidade de movimento),
busca-se traduzir o conceito tedrico desenvolvido em um modelo mateméatico. A partir
do modelo matemaético, sao estudadas técnicas para resolucao do problema, as quais
podem ser de forma analitica (solugao exata) ou numérica (aproximagao da solugao exata).
Por fim, com objetivo de validar o modelo matemaético, é realizada a comparacao dos

resultados numeéricos com os obtidos através dos experimentos.
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PROBLEMA FISICO

METODOS METODOS

EXPERIMENTAIS _ TEORICOS
TESTES EM MODELOS

LABORATORIOS MATEMATICOS
METODOS METODOS
ANALITICOS NUMERICOS
‘ RESULTADOS | !
EXPERIMENTAIS ANALITICOS  NUMERICOS

Figura 4.1: Diagrama para resolu¢ao de um problema fisico.
Fonte: Adaptado de Maliska (1995) [16].

Nesse trabalho ¢ feita a modelagem de dois problemas de transporte de contaminantes,
os quais sao modelados matematicamente utilizando equacoes diferenciais parciais, com

abordagens uni e bidimensionais.

4.1 Caracterizacao e Modelagem do Problema Fisico
Proposto

Quando um soluto é colocado em contato com algum fluido, ele tende a se diluir,
misturando-se com este fluido [7]. Isso ocorre, devido aos processos de advecgao, difusao

molecular e dispersao mecanica.

No que diz respeito a advecgao, esta refere-se ao transporte da substancia, de um ponto
ao outro, sem alteracao de suas caracteristicas, causado pelo movimento do fluido onde a
mesma foi inserida [7]. J4 a difusdo molecular consiste no espalhamento da substancia no
fluido, seguindo um gradiente de concentragao [7|. Por fim, define-se dispersao mecéanica,
como a mistura da substancia no fluido devido as diferencas de velocidades no mesmo [7],

ou seja:
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A dispersdo mecéanica tem o mesmo efeito da difusdo, com a mistura
resultando do movimento fisico da dgua (diferengas de velocidade). Por-
tanto, onde a concentracgao difere, o soluto é predominantemente trans-
portado por difusdo molecular quando a velocidade é relativamente baixa
(1,6 x 10719 m//s) e por dispersdo mecanica quando a velocidade é con-
siderada alta [7].

Na Figura 4.2 ¢é representado o processo de transporte e mistura do soluto em um

fluido de velocidade w.

t=08.52®é e Ul

. e e ee
t=t1 —>e O °P0
e o ®
L ] L ] L ] o
t =t2 >*  © 5,9 099,
L [ I

Figura 4.2: Processo de transporte de soluto em fluido.
Fonte: Adaptado de Potter e Wiggert (2002) [19].

Neste trabalho, o processo descrito na Figura 4.2 foi analisado em um trecho de rio.
Um programa computacional foi desenvolvido para simular o lancamento de um poluente e
sua dispersao ao longo do curso d’agua. A esquematizacao do problema esta demonstrada
na Figura 4.3, em que: L, representa o comprimento do trecho do rio a ser analisado, L,
a largura do trecho do rio, u é a velocidade do rio ao longo da direcao longitudinal, Py, é
o ponto no dominio, onde o poluente é lancado e P- é o ponto de coleta da amostra de

agua, a jusante do ponto de lancamento.

Uma vez caracterizado o problema fisico, é preciso definir um modelo matematico
para soluciona-lo. Para escolha do modelo matematico, o primeiro passo é a definicao
do nivel de balangos de conservacao das grandezas a serem utilizadas. Este nivel pode
ser molecular, ou seja, as equacoes sao aplicadas a cada molécula, o que inviabilizaria
computacionalmente a resolucao, ou através de volumes de controles, que em determinadas
diregbes, podem até coincidir com o dominio de solugao [16]. Na Tabela 4.1 sao mostrados

os niveis de balang¢o de conservagao.
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Figura 4.3: Esquematizacao do problema de transporte de poluente.

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 4.1: Nivel de formulagao dos modelos.

Nivel dos balangos

de conservacgao

Informacgoes

necessarias

Tipo de equagao

resultante

I - Conservagao

para cada molécula

Massa molecular;

Campos de forcas

Equagao para cada

V< L3 elétricos, magnéticos, etc molécula
IT - Balancos onde: Propriedades refletindo Conjunto de
T T Ty o comportamento equagoes
L,< LKL molecular diferenciais parciais

III - Balancos onde:
t>t
L> L,

Fornecer o comportamento
molecular e as tensoes de
tranferéncia de calor e

massa turbulenta

Conjunto de
equacoes

diferenciais parciais

IV - Balancos onde
o volume de controle
coincide com o dominio
de solucao em

alguma(s) dire¢ao(oes)

Fornecer as condigoes de
contorno nas diregoes
onde o volume de
controle coincide com o

dominio da solucao

Equacoes
diferenciais, parciais,
ordinérias ou

algébricas

Fonte: Adaptado de Maliska (1995) [16].

Em relacao aos dados da Tabela 4.1, tem-se que:

t = Tempo médio sobre os quais os balancos de conservacao sao realizados;

t,, = Tempo entre colisoes moleculares;
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t; = Escala de tempo para turbuléncia;
L = Comprimento médio sobre os quais os balancos de conservacao sao realizados;
L,, = Livre caminho médio entre moléculas;

L; = Escala de comprimento para turbuléncia.

Com o grau tecnologico acessivel atualmente, os niveis I e II (Tabela 4.1) se tornam
impraticaveis, pois trabalham com as equagoes aplicadas em cada molécula, o que exigiria
uma grande demanda computacional de processamento. Geralmente, os problemas de

transporte de calor e massa sdo solucionados através dos niveis III e IV [16].

O modelo matemaético, utilizado para simular o transporte de contaminantes em rios,
¢ desenvolvido a partir de equacoes conservativas, que contemplam a taxa de variacao
espacial e temporal [24]. Em sua forma geral e tridimensional, a equagao de conservagao

¢ dada por:

d(ps) | dpus) pvs)  dlpws) D [, 96\ O [ 96\ [ 3
o " or oy T o —%(E%)+a—y(Eta—y>+&(E@)+Sv

(4.1)
onde ¢ é a grandeza a ser conservada; p a densidade do fluido; t o tempo; x,y, 2z sao os
dominios espaciais em coordenadas cartesianas; u,v,w sao as velocidades do fluido nas
diregoes x, y e z, respectivamente; F;, F;, E, sao os coeficientes de dispersao nas respectivas

diregoes = y e z; e S o termo fonte.

Para a resoluc¢ao do problema fisico proposto, deve-se fazer ajustes na Equagao (4.1),
em relacao a grandeza a ser conservada. Na presente pesquisa, a propriedade de balango
conservada é a massa. O balanco dessa propriedade nos volumes de controle sao aplicadas
considerando os fenomenos de adveccao, difusao molecular e dispersao mecanica, processos

que ocorrem quando um soluto ou contaminante é colocado em contato com a agua.

A equacao de conservagao é formada por derivadas parciais, que pode ou nao, possuir
uma solugao, e mesmo que tenha, nem sempre é possivel chegar a essa solucao pela forma
analitica [30]. Neste cenario, é preciso utilizar métodos numéricos para obtencao de
curvas com pontos distintos, cujas coordenadas sao aproximagoes da curva de solucao. As
aproximacoes sao obtidas discretizando o dominio espacial e temporal, no qual a solugao
faz sentido. Existem muitos métodos, amplamente validados, para solucionar a equacao
de conservacao. No presente trabalho académico é utilizado o Método dos Volumes Finitos
(MVF). O problema aqui proposto ¢ divido em dois casos distintos, um para a formulagao

unidimensional e o outro, para a formulacao bidimensional, os quais sao descritos nas
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proximas secoes deste capitulo.

4.2 Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional

Para validacao dos resultados, os dados numéricos sao comparados com os dados
experimentais, obtidos através de um trabalho de campo, realizado por Souza (2009) [22],
no rio Sao Pedro, localizado na parte superior da bacia hidrografica do rio Macaé, regiao

serrana do Estado do Rio de Janeiro, no municipio de Nova Friburgo [22].

e Descricao do Experimento

O experimento realizado dia 26 de janeiro de 2009, simulou um cenéario acidental de
poluicao no curso d’agua. Foram feitos lancamentos pontuais ou instantaneos, utilizando
um tracador de solugao salina, com objetivo de se determinar o coeficiente de dispersao
longitudinal do rio. Na solucao salina, foram utilizados 2 kg de cloreto de sodio, diluidos
em 15 [ de dgua. Essa solucao foi injetada em um ponto da corrente central do rio. As
coletas de amostra para medigao, foram retiradas a 100 m do ponto de langamento, com
intervalo de 15 s entre elas. A concentragao de base do rio foi medida antes da injecao
da solucao, a qual foi considerada como condigao inicial do corpo hidrico ao iniciar as
simulagoes [22]|. As caracteristicas do rio, obtidas através do experimento realizado, estao

demonstradas na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Parametros do rio para caso unidimensional.

Parametros Valores
Velocidade do rio (u) 0,59 m/s
Coeficiente de dispersao longitudinal (EL) 1,82 m?/s
Massa (M) 2.000 g
Comprimento do trecho analisado (ZTtotal) 500 m
Concentracao inicial (Co) 15,5 mg/l
Posicao de langamento (Z1ane) 100 m
Posicao de coleta (Z1ane) 200 m

Fonte: Adaptado de Sousa (2009) [22].



4.2 Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 58

e Modelagem do Problema

Devido as caracteristicas da regiao de estudos, para a modelagem unidimensional do
problema proposto sdo realizados ajustes na Equagao (4.1), de forma a desconsiderar
os processos advectivos e dispersivos nas diregoes y e z. Ja a velocidade do rio (u) e
o coeficiente de dispersdo ao longo da longitudinal (E), sdo constantes e conhecidos.
Com isso, obtém-se a Equagao (4.2), conhecida como Equagao Advecgao-Dispersao na

formulacao unidimensional:

oC oC 0 (80
W =gl (&
ox

e e e ), O<x<L, t>0, (4.2)

onde C' é a concentragao em mg/l.

Na Equagao (4.2), o primeiro termo representa a parte transiente, onde a concentragao
s6 depende do tempo. O segundo termo é a parte advectiva, que depende da velocidade
do rio. O tltimo termo é conhecido como dispersivo, e depende da dispersao ao longo da

longitudinal.

Para finalizar a caracterizagao do problema, sao dadas as condi¢Oes iniciais e de con-

torno, do trecho de rio a ser analisado.

A condigao inicial determina uma concentracao de base em todo o dominio analisado
no instante de tempo t = 0, acrescido de um lancamento pontual do poluente, como
demonstrado na Equagao (4.3), em que S representa a area da segao transversal do rio ao

longo do trecho investigado.

C’(x,O):Cg—i—% 5(r), 0<z<Ly t=0 (4.3)

De acordo com a Equagdo (4.3), a funcao de Dirac §(x), define um ponto no dominio
onde o poluente é lancado. Em todo o restante do trecho de rio, a concentragao é dada

por C0, para o instante inicial da simulagao.

Ja a condigao de contorno determina as concentracoes nos limites das margens inicial

e final do dominio analisado, para os instantes de tempo ¢ > 0.

Para o contorno inicial ao longo da longitudinal, tem-se:

C(0,t) =Cy, t>0. (4.4)
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Para o contorno final ao longo da longitudinal, tem-se:

9C (Lo, 1)

= t>0. 4.
o 0, t>0 (4.5)

Na Equagao (4.4), é dado o valor da fun¢ao no contorno inicial, essa condi¢ao de
contorno e conhecida como Dirichlet. Por outro lado, na Equagao (4.5), nao é dado o
valor da funcao no contorno final, mas sua derivada, essa condi¢ao de contorno é conhecida

como Neumann.

4.3 Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional

Para o problema bidimensional analisado nesse trabalho, o perfil da concentracao dos
resultados numeéricos foram comparados com os dados experimentais, obtidos através de
um trabalho de campo realizado por Telles (2009) [24], em um trecho do rio Macaé, situado
na cidade de mesmo nome, proximo a Usina Termoelétrica Mario Lago. O rio Macaé
localiza-se na faixa costeira central do norte do Estado do Rio de Janeiro e compreende
cerca de 1.765 km? [24].

e Descricao do Experimento

De forma analoga ao executado no experimento unidimensional, foram feitos lanca-
mentos pontuais de uma solugao salina no curso d’agua, simulando um cenario acidental

de poluicao.

Na solucao, foram utilizados 20 kg de cloreto de so6dio, diluidos em 10 [ de dgua, tota-
lizando aproximadamente 11 [ de volume total. Essa mistura foi repetida até se formarem
dois recipientes com volume total de, aproximadamente, 55 [ cada. A concentragao salina

total foi proxima de 174 g/l em cada recipiente.

Ja as coletas das amostras para medigao foram feitas em um ponto 50 m a jusante do
langamento e 0,5 m da margem direita do rio [24], enquanto o tempo total do experimento
foi de 360 s.

Por fim, cabe ressaltar que realizacao do trabalho de campo para a obtencao dos

parametros e demais informagoes ocorreu no dia 29 de maio de 2008 e estao demonstrados
na Tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Parametros do rio para caso bidimensional.

Parametros \ Valores
Velocidade do rio (u) 0,36 m/s
Coeficiente de dispersao longitudinal (EL) 0,33 m?/s
Coeficiente de dispersao transversal (Er) 0,008 m?/s
Massa (M) 20 kg
Comprimento do trecho analisado (Ztotar) 182 m
Largura do trecho analisado (Ytotat) 42 m
Concentragao inicial (Co) 37 mg/l
Posicao de lancamento em x (Zianc) 50 m
Posicao de lancamento em y (Yiane) 0,5 m
Posicao de coleta em x (Zeot) 100 m
Posicao de coleta em y (Yeol) 0,5 m

Fonte: Adaptado de Telles (2009) [24].

e Modelagem do Problema

Sao realizados ajustes na Equagao (4.1) para o caso bidimensional. Devido as carac-
teristicas da regiao de estudo, sao desconsiderados os termos advectivos nas diregoes y e
z, assim como o termo dispersivo na dire¢ao z. A velocidade do rio (u), o coeficiente de
dispersao ao longo da longitudinal (E}) e o coeficiente de dispersao ao longo da transver-
sal (E7) sdo constantes e conhecidos. Na Equacao (4.6) é representada a formulagao do

problema proposto, para o caso bidimensional.

oC oC o [(oC o [oC
a*“aﬁE%( ) E (

49 (&) 0<a<L,0<y<L, t>0 (46
5o )+ B (5 ) 0<asLL0sy<L, (46)
Comparando a Equagdo (4.6) do modelo bidimensional com a Equagao (4.2), do mo-

delo unidimensional, nota-se o acréscimo do termo dispersivo, na direcao transversal.

No modelo bidimensional, a condic¢ao inicial também pode ser determinada através da

fungao Dirac, o ponto de langamento é definido no dominio (x, y), conforme Equagao (4.7).

M
C(x,y,O):CO+§5(x,y), O0<z<L,0<y<L, t=0 (4.7)

As condicoes de contorno do modelo bidimensional, consideram as margens longitu-
dinais, bem como os limites a esquerda e a direita do trecho sob analise, conforme ja

exposto na Figura 4.3.
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Para os contornos inicial e final, ao longo da longitudinal, tem-se:

C0,y,t)=C0, 0<y<L,t>0 (4.8)

OC(Ly,y, 1

—igilea 0<y<L,t>0 (4.9)
X

Ja, para as margens direita (y = 0) e esquerda (y = Ly), ao longo da transversal,

tem-se:

0C (z,0,t)
Ay
0C(x, Ly, 1)
Ay

=0, 0<a<L,t>0 (4.10)

=0, 0<2<L,t>0 (4.11)



Capitulo 5

SOLUCAO NUMERICA DO PRO-
BLEMA PROPOSTO

Nesse capitulo sao apresentadas as solugoes numéricas dos estudos de caso da presente
pesquisa através do Método dos Volumes Finitos, assim como o desenvolvimento das

implementagoes computacionais.

5.1 Método dos Volumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos pode ser utilizado para resolu¢ao dos problemas que
envolvem transporte de poluentes em fluidos. Se baseia no balango de massa e quantidade
de movimento sobre um determinado volume de controle, onde o fluxo das variaveis que
se pretende calcular atravessa as faces do volume [14]. Ou seja, a solu¢ao do problema
consiste em particionar o dominio espacial em varios volumes de controle, processo conhe-
cido como discretizagao, e em cada um deles, integrar a equagao na forma conservativa

para se obter as equagoes de aproximagao.

Discretizar o dominio de solucao é subdividi-lo em pequenos volumes de controle,
criando uma grade ou malha, delimitada pelas faces dos volumes e que possui em seu

centro geométrico, o n6 computacional [9].

A equagao algébrica para cada volume de controle é obtida através de interpolacoes
entre os valores em cada face do volume e o n6 central. Para que isso acontega, é impor-
tante que nao haja sobreposicao de volumes, ou seja, em toda a malha, cada face devera
ser Unica para dois volumes de controle que se encontram a cada lado dela [9]. Esta
caracteristica da malha garante a lei da conservagao, pois mantém igual o fluxo de massa

que sai de um volume ao que entra em outro.
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5.2 Solucao Numérica do Estudo de Caso 01: Problema
Unidimensional

Para a aplicagao do modelo unidimensional, apresentado na Secao 4.2, deve-se dis-
cretizar o dominio fisico, através do Método dos Volumes Finitos, como demonstrado na

Figura 5.1.

Face do contornoinicial
[ ]
[ ]
[ ]
®
®
Face do contorno final

Volume 1 - Ax,, =< Ax, *‘ Volume n

Figura 5.1: Representacao do dominio discretizado para uma dimensao.
Fonte: O Autor (2023).

Na Figura 5.1 é representado o particionamento do trecho de rio, esquematizado na
Figura 4.3, em n volumes de controle, onde Cy,, Cp e Cg sao as concentragoes nos nos
centrais dos volumes W, P e E, respectivamente. As faces entre os volumes W — P e
P — F, sao representadas, respectivamente, por w e e. C e C, sao as concentra¢oes no

primeiro e ultimo volume, respectivamente. Supondo volumes regulares, entao: Ax, =

Ax, = Azp = Ax.

Para a obtencao das equacoes de aproximacao, em cada volume de controle, basta
integrar a Equagao (4.2) sobre o volume elementar, no espago e no tempo, em toda area

de interesse (0 < x < L), conforme Equagao (5.1).

t+At a0 t+At e 90 t+At e 820
= - = E, —— 1
/t /w 5 dx dt—l—/t /w u e dx dt /t /w L 5. dx dt (5.1)

Invertendo a ordem de integracdo do primeiro termo da Equagao (5.1), conhecido
como transiente, o qual descreve o comportamento da variacao da concentracao ao longo

do tempo, tem-se a Equagao (5.2).

e t+At % B e AL
oy dtde = [ (Cp Cp)dx (5.2)
w t

w
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Integrando a Equagao (5.2) no espago de w a e, chega-se a Equagao (5.3).

[ e —chydo = (¥ - €4 (o - ) (5.3)

w

Como a diferenca espacial entre as posigoes e e w (faces dos volumes) é igual ao

tamanho da grade, a Equacao (5.3) resulta na Equacao (5.4).

/ (LA — ) dy = (CH — Cb) Ag (5.4)

O proximo passo é integrar o segundo termo da Equagao (5.1), chamado de advectivo.
Uma vez que é considerada constante, a velocidade do rio (u) ndo depende do tempo nem
do espaco e pode ser retirada da integral, logo, a integracao no tempo é direta, conforme
Equacao (5.5).

t+At e 9C e oC
/t /wu%dxdt—u/ At%dx (5.5)

w

Restando a integragao da concentracao no espago de w a e, resultando na Equagcao (5.6).

t+At e 90 e oC ) )
/t / u%dxdt—u/w At%dx—uAt(Ce—Cw) (5.6)

w

A integragdo resulta em uma diferenca de concentragoes nas faces (C9 — C?), que sao
valores desconhecidos. Para solucionar essa inadequacao utiliza-se o esquema upwind
ou célula doadora, que leva em consideracao a direcao do fluxo para determinar os
valores das concentragoes nas faces [26]. Analisando as Figuras 4.3 e 5.1 e considerando
o fluxo indo de W para F, ou seja, na diregao positiva em relagao ao eixo longitudinal, a
contribui¢ao da concentracao para a face w é muito maior no volume central W. De forma
analoga, a face e recebe uma contribuicao maior da concentragao do volume central P,
logo: C% = CY%, e C? = C%. Substituindo os valores na Equagdo (5.6), tem-se a Equagao
(5.7).

t+At  pe o0 e aC ; ;
/t /w u%dwdt—u/w At%dx—uAt(C’P—C’W) (5.7)

Por fim, é preciso integrar o ultimo termo da Equacgao (5.1), conhecido como termo dis-

persivo. Como E, é constante e a derivada nao depende do tempo, tem-se a Equagao (5.8).
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t+At e 820 e ) 9C
Ep — = [ B At— (= .

Como a Equagao (5.8) nao depende do tempo, a primeira integragao é direta e cal-

culada de maneira similar & Equacao (5.5). Por fim, é realizada a integracao no espago,

resultando na Equacao (5.9).

t+At  pre 620 e ) oC 609
[ /w ELwdxdt :/1; EL At% (%) dr = EL At (W . w) (59)

O problema, agora, consiste em encontrar as derivadas da concentracao nas faces w e

oC*

ox

e. Supondo uma malha regular, em que a distancia da face até o ponto central do volume
é igual %, como indicado na Figura 5.2, pode-se obter uma aproximacao das derivadas

utilizando uma expansao em séries de Taylor, em torno das faces w e e.

. Ax =

w P E

°

] |
2

‘- Ax -\- Ax »

Figura 5.2: Representacao das distancias no dominio discretizado.
Fonte: O Autor (2023).

Comegando com a concentragao a montante da face w, tem-se a Equacao (5.10).

Az 2 Az 3
Cl s =C =C _ 0BT o (%) —C’”9@+... (5.10)

2 v Y2 v o2l w3l

Calculando a concentragao a jusante da face w, tem-se Equagao (5.11).

/ A 1" & 2 117 _x 3
c? &zcezcﬁ,+cj—x+cw9@+cw9(2) + ... (5.11)
w3 2 2! 3!

Subtraindo a Equacao (5.10) da Equagao (5.11), resulta na Equagao (5.12).

(%)

3!

Yl —Ch =ClAz+2C."° + .. (5.12)



5.2 Solugao Numérica do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 66

Isolando a primeira derivada na Equagao (5.12), chega-se & Equagao (5.13).

5 Ch—CY
Yl = PA—;EW + p(Az)? (5.13)

A Equagao (5.13) é uma aproximagao da primeira derivada com erro de truncamento

de ordem quadratica.

Fazendo o mesmo processo para a concentracao a montante da face e, tem-se a

Equacao (5.14).

Az)2 Az)3
Cla=Cp=0=C/ A; +C° % ) ( 3!) + ... (5.14)

Calculando a concentragao a jusante da face e, tem-se a Equagao (5.15).

/ A 1" & 2 1’ Aw 3
s =Ch=Cl+CYF 2x+cf% oj%+... (5.15)

Subtraindo a Equagao (5.14) da Equagao (5.15), obtem-se a Equagcao (5.16).

(5)

3!

Ch—C%L=ClNx+2C." + . (5.16)

Isolando a primeira derivada na Equagao (5.16), obtem-se a Equagao (5.17).

oo CE=Ch

= (M)’ (5.17)

Usando as aproximagoes das Equagoes (5.13) e (5.17) na Equacdo (5.9), tem-se a
Equagao (5.18).

C%—C%_CQ C" B A —QCjongC’%—l—CgV
Ax Ax L Azx

oC?

ox

oC’?

Ep At
(],

(5.18)

B (
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Substituindo as Equagoes (5.4), (5.7) e (5.18) na Equagao (5.1), resulta na Equagao (5.19).

= (5.19)

—2C% 4+ C% +C?

(CLA_ Ob) Az + uAH(CY — C%) = By At < Pt Cp T Cw
O termo transiente, especificado na Equagao (5.4), possui as concentragbes no ponto
de referéncia com instantes de tempo t e t + At. Falta definir o valor do parametro 6
na Equagao (5.19), o qual esta relacionado com o instante de tempo das concentragoes

obtidas através dos termos advectivo e dispersivo, conforme exposto na Equacao (5.20).

Ol =90 1 (1—0)C" (5.20)

Usando a func@o de interpolagdo apresentada na Equagao (5.20), pode-se definir o
tipo de formulagao a ser adotada no Método dos Volumes Finitos. Quando 6§ = 1, tem-se

a formulacao implicita, conforme Equacao (5.21), a qual é adotada nesse trabalho.

cl=10"¥p(1-1nCt - C?=CH (5.21)

Substituindo a Equacao (5.21) na Equagao (5.19), tem-se a Equagao (5.22).

i t+At t+At t+At
(CLHAE — OL) Az + ulAt(CL™2 — CLAY = By, At ( 2Cr +ACE *Cw ) (5.22)
T

Isolando a concentragao de referéncia com instante de tempo igual a ¢ e reorganizando

os termos da Equacao (5.22), chega-se a Equacao (5.23).

At At At At At
i — =B —— | O™+ (1 +u——+2E, ——+ | O™ 4 (—Ep, — | O™ = 0% (5.23
( Y Ar LAxQ) woo +qu+ LA:r2+ ot LAz B P )
A Equagao (5.23) ¢ valida para todos os volumes internos da malha. Para os
volumes das extremidades, nesse trabalho, é adotada uma estratégia que consiste em criar
volumes ficticios, de forma a tornar os volumes 1 e n, volumes internos. A representagao

do volume ficticio para o contorno a esquerda do dominio é mostrada na Figura 5.3.
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Cw Cp Cg

| -
Volume Volume 1
ficticio

Figura 5.3: Representacao do volume ficticio para calculo do volume 1.
Fonte: O Autor (2023).

Como representado na Figura 5.3, foi criado um volume ficticio Cy,, a montante do
volume 1. O valor da concentracgao na face w é conhecido e vale C0. A concentragao no
volume da face w pode ser calculado usando uma média entre as concentracoes Cy e Cp,

como demonstrado na Equagao (5.24).

A
Ot+At + O}fj— t
2

CLFAL — (5.24)

Isolando a concentracao do volume ficticio e substituindo o valor da concentracao na

face w, tem-se a Equagao (5.25).

CLdt =20 O™ o O™ =200 - O™ (5.25)

Aplicando a Equagao (5.23) no volume 1 e substituindo a concentragao Cj;F At pelo

valor encontrado na Equagao (5.25), resulta na Equacao (5.26).

CL = (2EL AAtQ +u% + 1) CLFAt <2E AAZ +u ifc) (200 — CLF2Y — By, AA—tct+At (5.26)
Reorganizando os termos da Equagao (5.26), tem-se a equagao para o volume 1,

dada pela Equacao (5.27).
At At N At A At At
<1+2uA+3ELA2>C§D+ ty ( ELA2)0t+ . c};+200( A+ELA2) (5.27)

De forma analoga, calcula-se o valor do volume n. Na Figura 5.4 é demonstrado o

volume ficticio criado para a extremidade a jusante do ponto de referéncia.



5.2 Solugao Numérica do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 69

ac?

--------

[}
z

]
-]

2]
m

Volumen Volume

ficticio

Figura 5.4: Representacao do volume ficticio para calculo do volume n.
Fonte: O Autor (2023).

Como a concentracao na face e, do ultimo volume de controle, é dada por uma taxa
de variacao, faz-se uma expansao em séries de Taylor em torno desta face, resultando na

Equagao (5.28). Igualando o valor a zero, tem-se a Equacao (5.28).

cl, — C

= P4 p(Az)>=0— CY% =CY (5.28)

c Az
Substituindo a Equagao (5.28) na Equacgao (5.23) e reorganizando os termos, tem-se

a equagdo para o volume n, conforme Equacao (5.29).

At At At At
—u— — B —— | O+ (14 u—+ B, — | CL* =t 5.29
( Az LA:U2> wo +UA£E+ FAaz2) T F (5:29)
Considerando, ELA%CZ = e uﬁ—i = «, em resumo, a aplicacao do Método dos

Volumes Finitos resulta nas Equagoes (5.30)-(5.32).

e volume 1:

(1+2a+3B8)CEA +(=B)CLEA = CL +2C0 (a + ) (5.30)

e volumes internos (2,--+ ,n — 1):

(—a—B)OLA + (1 +a +28) CLA 4+ (—p) CLAt = 4, (5.31)
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e Volume n:
(—a—B)CLA + (1 +a+ B) CHA = O (5.32)

Logo, a formulacao unidimensional do problema proposto, utilizando o Método dos

Volumes Finitos, resulta em um sistema de equacoes lineares, do tipo Ax = b. Uma

caracteristica importante desse tipo de sistema, é que a matriz dos coeficientes, é tridia-

gonal.

Em particular, na Equacao (5.33) é exemplificado um sistema de equagoes, gerado

através da discretizagdo de um dominio com 6 volumes de controle.

representacao, ¢ adotada a seguinte notacao:

d; — Para os coeficientes da concentracao no volume de referéncia C’?At;

dy — Para os coeficientes da concentracao no volume C};At;

ds — Para os coeficientes da concentragio no volume Cj;f At

(4, O+t 4 g, LAt
ds CTP2" + dy C572" + dy O
ds G52 + dy C5H2° + dy O
ds C§+At +d, Ci+At +dy Cg+At
ds szLAt +d, C«éJrAt +dy Cé+At
ds CEP2 + dy CFH2

=Cl+F

=Y
=t
—Ct
=t
=t

Para facilitar a

(5.33)

O sistema dado na Equagcao (5.33), pode ser representado na forma matricial, conforme

Sistema (5.34).

dy dy citat] ot 4 F
ds dy dy CLrat Ct
ds di dy oyl |
dy dy dy oAl ot
ds dy dy| |CLFA! Ct

I dy di| [CE | CE |

(5.34)
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5.3 Solucao Numérica do Estudo de Caso 02: Problema
Bidimensional

Para a solucao numérica do estudo de caso 02, descrito na Secao 4.3, o trecho de rio
analisado também é discretizado através do Método dos Volumes Finitos. A discretizacao

do dominio fisico foi apresentada na Figura 4.3.

No modelo unidimensional, o processo dispersivo ao longo da transversal do sentido
do fluxo ¢é desconsiderado. Com isso, os pontos onde o poluente é langado e coletado nao
levam em consideracao a largura do rio, diferentemente do caso bidimensional, conforme
mostrado na Figura 5.5. Usando como referéncia o volume P, cuja concentracao é Cp,
tem-se que C'y e Cg s@o as concentragoes nos volumes acima e abaixo de P, respectiva-
mente; Cp e Cy saos as concentragoes dos volumes a frente e atras de P. Assim como
no modelo unidimensional, considera-se, devido a geometria da regiao de interesse, uma

malha regular, ou seja, Ax = Ay. As faces de fronteira do volume P sao: e, w, n e s.

Ly

Contorno finalemy | A% |

® Volume n

Ay e ® ® |

s
Volume 1 Ax ®

=
®
Contorno finalem x

Contorno inicial em x

Contorno inicial em y

Figura 5.5: Representacao do dominio discretizado para duas dimensoes.
Fonte: O Autor (2023).

Novamente, para obtencao das equacoes de aproximacao dos volumes de controle,
integra-se sobre o volume elementar, a Equagao (4.6), no espago e no tempo, conforme

Equagao (5.35).

t+At  pn ¢ o0 tEAL e e

/t /S /wadxdydt—i-/t /S /wu%dzdydt_
t+At n e (C) ac« t+At n e a aC
Ero—\ 5 Er— [ —

/t /s /w Lax(ax) da:dydt+/t /s /w Tay(ay>dxdydt

(5.35)
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Integrando o termo transiente da Equagao (5.35) no tempo, tem-se a Equagao (5.36).

t+At n e n e
/ / / %—f dx dy dt = / / (CLFAL — CY) da dy (5.36)
t s w s w

Integrando a Equagao (5.36) no espaco de s an e de w a e, resulta na Equacao (5.37).

| e - cpanay = 5 - Ch) - v (o -m) (530)

w

Por se tratar de uma grade regular, onde todos os volumes possuem o mesmo tamanho,
as diferencas de comprimento e altura entre as faces é igual as do volume, chega-se a

Equagao (5.38).

/ / (LA LY dpdy = (CHA — Ob) Az Ay (5.38)

Em relagao ao termo advectivo da Equagao (5.35), a integragao em y e em ¢ sai direto,

pois a concentracao s6 depende de x, resultando na Equagao (5.39).

t+At n e e
/ / / ua—cdaﬁdydt = uAtAy/ a—cda: (5.39)
¢ s Jo Oz w 0T

Realizando a integracao no espago da Equagao (5.39), tem-se a Equacao (5.40).

u At Ay/ g—c dz = uAt Ay (C2 — CF) (5.40)
w 0T

Exatamente como na formulacao unidimensional, a integracao do termo advectivo
resulta em uma diferenca de concentracoes nas faces. Nesse trabalho, é usado, novamente,
o esquema upwind para determinar as concentracoes nas faces (C9 = C%, e C? = (9),

entdo, obtem-se a Equacao (5.41).

u At Ay/ g—i dz = uAt Ay (C} — CY) (5.41)

w

Falta integrar os termos dispersivos da Equagao (5.35). Comegando pela dispersao ao

longo do eixo z, tem-se a Equagao (5.42).

t+At  pn e 0 809
/ / / EL2 @ dedydt = Er At Ay %
" s Juw Ox \ Ox o |,

ox

) (5.42)
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Ja, para a dispersao ao longo do eixo y, tem-se a Equacao (5.43).

t+At n e [
/ / / ETQ @ dx dydt = Er At Ax g
¢ s Jw 0y \ 0y y

Mais uma vez, assim como na formulacao unidimensional, para encontrar as derivadas

oC?

dy

) (5.43)

n

nas faces dos volumes de controle, sao utilizadas expansoes em séries de Taylor, em torno

das faces w, e, s e n, resultando nas Equagoes (5.44)-(5.47).

act| b —CY, ,
5| = At e(de) (5.44)

w

act|  Cl -l ,
7| = o T e(Ar) (5.45)

e

act| Y — Y

— S 2
5| = ay TP (5.46)

S

oc? c% —C%
= + o(Ay)? 4
dy |. Ay ¢(Ay) (5.47)

Substituindo as Equagoes (5.44) e (5.45), na Equagao (5.42), tem-se a Equacao (5.48).

J-

0 0 0 0 0 0 0
B, AtAy <CE s CW):ELAtAy (C’W 2CP+CE>

o’

ox

6
x e

(5.48)

Az Az Az

Substituindo as Equagdes (5.46) e (5.47), na Equagao (5.43), tem-se a Equagao (5.49).

0 0

W l, 0y ) (5.49)

0 0 0 0 6 0 0
Epatae (v =Cr  Cp=Cs\ _ p oapp, (C5=20P+ 0
Ay Ay Ay

Juntando as Equagoes (5.38), (5.41), (5.48) e (5.49), tem-se a Equagao (5.50).
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(CLFAY — CLY Az Ay + u At Ay (Cf; - Cgv) =
e ] CY—20% +C% (5.50)
Az Ay

De forma analoga a formulacao unidimensional, define-se o parametro 6 presente na
Equacao (5.20), através da func¢do de interpolagdo na formulagao implicita, ou seja,

C? = C*At Assim, a Equacao (5.50), é reescrita como apresentado na Equacao (5.51).

(CHA — Cp) Az Ay + u At Ay (CH3 — CHEAY) =

tAL tL At tL At tAL t+ At t+ At 5.51)
_ _9 (
Ep At Ay (CW 2(23 O )+ETAtA:c (CS (2’ + Oy )

T Yy

Isolando a concentracao de referéncia e reagrupando as demais concentracoes da

Equagao (5.51), ¢ obtido o seguinte resultado, conforme Equagao (5.52).

A
(—ET g) CLFA (—u Ay — Ep —y) ClFA Y

Ay Az
Ax Ay Ay Ax\ A Ay t+AL
+ + —~ 4 2FE,— + | —EL— + 02
< : uly + 2 Ey " T y) Cp LAy Cy (5.52)

Ax feAr Ax Ay .
(5020 oy (2220)

A Equagao (5.52) pode ser utilizada para todos os volumes internos do dominio, como

indicado na Figura 5.6.

Figura 5.6: Representacao dos volumes internos no dominio discretizado para duas di-

mensoes.
Fonte: O Autor (2023).

Todos os demais volumes do dominio da Figura 5.5, sao de fronteira, ou seja, para

determinar seus valores ¢ preciso conhecer as condi¢oes de contorno. Para isso, ¢ utili-
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zada a mesma estratégia da formulagao unidimensional, a qual consiste em criar volumes

ficticios, de forma a transformar os volumes de fronteira, em volumes internos.

Por simplicidade e para facilitar o entendimento, o dominio fisico é divido por regioes,
como demonstrado na Figura 5.7. Na sequéncia é mostrada aplicacao do Método dos
Volumes Finitos para as 8 regides definidas referentes ao contorno do dominio analisado,

uma vez que a Regiao 5 refere-se aos volumes internos do dominio.

Figura 5.7: Representacao das regides do dominio fisico.
Fonte: O Autor (2023).

e Regiao 1

Para determinar a concentracao da Regiao 1, utiliza-se como referéncia o volume Cp,

destacado na Figura 5.8, Cyy e Cs representam os volumes ficticios.

Cg

: aC

t oyl °

Figura 5.8: Representacao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 1.
Fonte: O Autor (2023).

Para utilizagao da Equacgao (5.52), basta achar o valor dos volumes ficticios, em fungao
do volume interno. Assumindo o valor da concentracdo nas faces de fronteira (w e s)
como a média entre as concentragoes nos nos centrais dos volumes, exatamente como na

formulagao unidimensional, tem-se a concentracao na face w dada na Equagao (5.53).
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CHAL _ oA

CZFAt _ 5 P =00 — Ct+At 200 — CH—At (553)

Para a face s, utiliza-se um expansao em série de Taylor em torno da mesma, resul-

tando na Equacao (5.54).

oC?
dy |,

O}*At _ OtHAe
Ay

+ p(Ay)? =0 — CLHA = OLa! (5.54)

Substituindo as Equagoes (5.53) e (5.54) na Equagao (5.52), tem-se a Equagao (5.55).

AzAy\ AVAPIN Az tHAE AYY ~era
( - )C’p—(ETAy)C’P (B S ) o+ (-B 5L ) o

Ax Ay Ay Ax Ay
A 2F, =2 2E t+At _ A — B, =2 9 A
( AL +uly + LA+ TAy)CP +<u y LAx)(CO Cpah
(5.55)

Isolando as concentragoes da Equacao (5.55) e reorganizando seus temos, o resultado

¢ dado na Equacao (5.56).

Az A A A Ay
T2 ouAy+3E, Y B 2 oAty (B 22 ) oty
At Az Ay Az (5.56)
Az ne  [(Axz Ay Ay '
( ETAy) Oy = (=57 ) Ch + uAy—I—ELA 2C0

A Equacao (5.56) ¢ utilizada para calcular a concentragdo do volume na Regiao 1,

destacada na Figura 5.8.
e Regiao 2

Para a Regiao 2, o tinico volume ficticio a ser criado é C'g, representado na Figura 5.9.

t+At
CS

Substituindo o valor da concentragao do volume ficticio , ja calculado na Equagao

(5.54), na Equagao (5.52), tem-se a Equagao (5.57).

Ax Ay Ax Ax Ay
E t+AL E t+At _E t+AL
( At >CP ( TAy)CP +( TA@/)C i LA:U CeT

Ax Ay Ay Az Ay
A 2F, =2 2E t+At A E t+At
( N v TAy)CP (“ ¥ LA;U>C

(5.57)
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Cy
Cw Cp Cg
L=
HG s dC ‘
s Cs | =

Figura 5.9: Representacao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 2.
Fonte: O Autor (2023).

Isolando os valores das concentragoes da Equagao (5.57) e reorganizando seus termos,

chega-se a Equagao (5.58).

Ay\ irar Az Ay Ay Az\ i
Ay tHAt Az tHAE Az Ay t ‘
( = Am) O T\ Ty, )T = Tar ) Or

A Equagao (5.58), vale para todos os volumes da Regido 2.

e Regiao 3

Para a Regiao 3, sao criados dois volumes ficticios Cs e Cpg, demonstrado na Fi-

gura 5.10.

Cy
fac
Cw Cp Ce i1 —| =0
e taxl,
* s 67(:‘ _

Figura 5.10: Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 3.
Fonte: O Autor (2023).

Com isso, a concentracao na face s é dada pela Equagao (5.54) e a concentrac¢ao na
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face e ¢ dada na Equacao (5.59).

oC?
ox

t+At t+At
Cp ™" = CF
Ax

+p(Ar)? =0 — O A = CLFA! (5.59)

e

Substituindo as Equagoes (5.54) e (5.59), na Equagao (5.52), resulta na Equagao (5.60).

Az Ay t Az t+At Az AL | Ay t+At
( £ )cp_( ETAy)CP +(-mr ) o+ (—m S ) oy

Ax A Ay A A
( v y+uAy+2ELA—+2ET $>C}+At+< ulAy — Ep, y)C{;{At

(5.60)

At Ay A

Colocando as concentragoes em evidéncia, a Equagao (5.60) resulta na Equagao (5.61).

Ay Ax Ay Ay Ax
A E t+AL A E, 24 E N
( uAy — LAx)O —I—( A +ulAy + LA, + TAy)OP +

Ax feAE Ax Ay .
(ETAy)CN “\ar )@

(5.61)

A Equagao (5.61) ¢é valida para o volume da Regiao 3.

e Regiao 4

Na Regiao 4, s6 ha necessidade de um volume ficticio Cyy, indicado na Figura 5.11.

Cy

Figura 5.11: Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 4.
Fonte: O Autor (2023).

Usando o valor de Cyy, calculado na Equacdo (5.53), na Equagao (5.52), resulta na
Equagao (5.62).
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AxAy\ AV A NSUN Ax Ay
— E +At —E t+At —E t+At
(S5t)cb=(-mr ) exse (-mr g ) o+ (- 52 ) oy

Ax Ay Ay Ax Ay
A 2F, =2 2E t+At —ulAy — B, =2 2 _ (At
(At Fuly + 2B TAy>CP ~|—<uy LAx)(CO CEah)
(5.62)

Reorganizado a Equagao (5.62), tem-se a Equagao (5.63).

A Az A Ay A
(ET x)oy%( "2 ouAy+3E, L 2B, $)0;+At+

Ay At Ax Ay
Ay At AT onr _ (ATAYYN Ay
(5.63)

A Equagao (5.63), calcula as concentragoes nos volumes da Regido 4.

e Regiao 6

De forma analoga & Regiao 4, para o volume da Regiao 6, utiliza-se apenas um volume

ficticio Cg, conforme mostrado na Figura 5.12.

Cy
.
:0C
C C C — =
w Fllle f :oaxl,
Cs

Figura 5.12: Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 6.
Fonte: O Autor (2023).

O valor do volume ficticio Cg, ja foi calculado na Equacdo (5.59). Substituindo esse

valor na Equagao (5.52), tem-se a Equagao (5.64).

Az Ay Az AL | Az i AY\ Atrae
( At )CP (ETAy)OS TRy )N T A )

Ax Ay Ay Ax Ay
A 2F, =2 2E t+At A E t+At
( A +u Ay + LAy + TAy)CP ( ulAy — LAx>CW

(5.64)
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Colocando em evidéncia os termos de concentracao da Equagao (5.64), resulta na

Equagao (5.65), utilizada para calcular as concentragoes nos volumes da Regiao 6.

A A
T v P

Ay Az
(AZtAy +ulAy+ Ep 2—5 +2Er i_:yc) Cpa + (_ET %5) OV = (5.65)
Ax A
(3)a
e Regiao 7

Na Regiao 7 se faz necesséario a criacao de dois volumes ficticios Cy e Cl, mos-
trado na Figura 5.13. Assim, utiliza-se o calculo da concentragao na face w realizado na

Equagao (5.53) e, a concentracao na face n, obtida conforme Equacao (5.66).

TTiac)
C fayl,
Cw Cp Cg

Cs

Figura 5.13: Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 7.
Fonte: O Autor (2022).

oc’
0y

B C}tg—l—At . C}t\}f—At
Ay

+ p(Ay)? =0 — CLA = oL At (5.66)

n

Substituindo as Equagoes (5.53) e (5.66), na Equagao (5.52), tem-se a Equagao (5.67).

Ax Ay . Ax N Ax Ay
= —-Fr— +At —E.== t+At _g, =7 t+At
(At)cp (TAy)CS (B g ) e (B RE) ot

Ay Ax

Ax Ay Ay
A 2F, =2 D)) O —— t+At —ulAy — E, =2 2 AL
( At +u y‘|‘ LA:L'+ TAy>CP +< uny LAI‘)( o Cp )
(5.67)
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Colocando em evidéncia as concentragoes da Equagao (5.67) e reorganizando seus

termos, resulta na Equagao (5.68).

Ax Ay Ay Ax
—Fr CLHat 4 ( +2ulAy+3E, —=+F )C”At
( ) At Par " Ay)

Az
A
Ax Ay Ay
t+ At t
(520 s (2229 0y (v 6,20 2o

A Equagao (5.68) ¢é valida para o calculo no volume da Regiao 7.

(5.68)

e Regiao 8

Para a Regiao 8, é criado um volume ficticio C'y, representado na Figura 5.14.

'-BC ........ 0 ................. ‘
Cv | = =
a " i ooyl
1
Cw Cp Cg

Figura 5.14: Representagao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 8.
Fonte: O Autor(2023).

Substituindo o valor ficticio da concentragao Cl, calculado na Equagao (5.66), na

Equacao (5.52), resulta na Equacao (5.69).

Ax Ay . Ax " Ax Ay
— E +At E t+At E t+At
( At )CP < TAy)OS +( TAy>C +< LA:C>C "

Ax Ay Ay Ax Ay
A 26, =2 19 F t+At A E t+At
( AL +ulAy+ LAy + TAy) Cp ( uAy — LAx) Cw

(5.69)

Reorganizando os termos da Equacao (5.69), resulta na Equagcao (5.70), utilizada para

o calculo das concentracoes nos volumes da Regiao 8.
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(~Ee ) oo (~uaw- B 52 ) ol
(AZtAy +uly+2E;p % + Er ii) CLrat + ( Ey 21_) 5™ = (5.70)
Azr A
(55
e Regiao 9

Por fim, calcula-se a tltima regiao do dominio fisico, que necessita de dois volumes

ficticios Cg e Cy, representado na Figura 5.15.

P ey i =0
E‘ﬂ N E ay‘ﬂ
aw | el ¢ i%¢)
e oxl,
Cs

Figura 5.15: Representacao dos volumes ficticios para o calculo da Regiao 9.
Fonte: O Autor (2023).

Os valores dos volumes ficticios ja foram calculados nas Equagdes (5.59) e (5.66).

Substituindo esses valores na Equagao (5.52), tem-se a Equagao (5.71).

Azx Ay\ Az Ax Ay
— E +At E t+At E t-+At
(At )CP ( TAy)CS *( TAy>C +< LAx>O !

Az Ay Ay Az e Ay i+ At

(5.71)

Organizando o resultado da Equagao (5.71), tem-se a Equagao (5.72), utilizada para

o calculo da concentracao do volume da Regiao 9.

Al’ t+At A t+At

Ax Ay Ay Az uine  [(ATAyY
< At +uAy+ELA —|—ET Ay) CP = At CP

(5.72)




5.3 Solugao Numérica do Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional 83

A solucao da formulacao bidimensional do problema proposto, através dos Método
dos Volumes Finitos, recai em um sistema de equacdes lineares, do tipo Ax = b. E

importante notar, que a matriz dos coeficientes gerada, é pentadiagonal.

Em particular, exemplificando a formulagao bidimensional descrita acima, para um
dominio dividido em 3 volumes na longitudinal e 3 volumes na transversal, tem-se o
sistema de equagoes lineares dado no Sistema (5.73). Para facilitar a representagao, é
adotada a seguinte notacao:

d; — Para os coeficientes da concentracao no volume de referéncia C’}J“At;
dy — Para os coeficientes da concentracao no volume C};At;
ds — Para os coeficientes da concentragio no volume Cf;f At
d, — Para os coeficientes da concentragao no volume C’g+At;
ds — Para os coeficientes da concentragio no volume Cy4Y;

(di O dy O t+d5 CH A =d C{+F
dy C{PA4dy O 3tdy CEHA +ds CFHA =d, C}
ds O;+At_|_d1 C§+At +ds Cé*m =d, O}

dy CPHA d CyF 80 dy O +d5 Oy A =dC{+F
dy O§+At ds Cz+At+d1 Cé+A—}£d2 Cé+m +ds C§+At — dy Cg
dy CEHA dy C§H2'd, g +d5 CgHA = dy Cf

dy CyFA dy CFF 3 dy CFF2 =diCL+ F
dy CEFA ds CEFA L, CEFALd, CEFAY = d)
dy CEHA ds C§T 30 +dy C§F2F = dy Cf

\
(5.73)

O Sistema (5.73), pode ser escrito na forma matricial, representado no Sistema (5.74).
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di do ds [Ci+at] [d, C! + F]
dz dy dy ds Clrat d, Ct
ds dy ds CLrat dy Ct

dy dy dy ds Cirat d CL+ F

dy dy di dy ds Citatl =1 4,0t (5.74)

dy ds d ds| |CLA d, C}

dy dy dy CLrat dCL+F
dy ds dy dy| |CLFA! d, C}

i dy  dy di] G5 | 4Gy

Cabe ressaltar, como caracteristica geral desse tipo de formulagao, que os coeficien-
tes das diagonais mais afastadas dy e ds, s@o das concentragdes nos volumes Cg e Cl,
respectivamente. Como esses volumes estao abaixo e acima do volume de referéncia, eles
possuem uma distancia do mesmo, da ordem de n, + 1, em que n, representa o nimero de
volumes ao longo do eixo x, do dominio fisico. Esse afastamento se reflete na matriz dos
coeficientes, ou seja, as diagonais dy e ds, se distanciam da diagonal principal, na ordem

de n, + 1.

5.4 Implementacao Computacional

Como demonstrado nos capitulos anteriores, a discretizagao do dominio espacial do
problema de transporte de contaminantes, abordagem unidimensional e bidimensional,
proposto nessa pesquisa, resulta em um sistema de equagoes algébricas do tipo Ax = b,
em que A é uma matriz esparsa tridiagonal para o caso unidimensional e uma matriz

esparsa pentadiagonal para o caso bidimensional.

Em ambos os problemas, o sistema possui um grande ntimero de incognitas, o que
torna impraticavel a solucao analitica. Para esses casos sao necessarias implementagoes
computacionais, as quais utilizam métodos numéricos diretos ou iterativos, a fim de se
chegar a solugao exata ou uma aproximacao da mesma, que satisfaca algum critério pré-

estabelecido [9].

Nesse trabalho, tanto para o caso unidimensional quanto para o bidimensional sao re-
alizadas sete implementagoes computacionais que buscam resolver os respectivos sistemas
matriciais. As implementacoes possuem diferencas estruturais em relacdo ao armazena-

mento da matriz dos coeficientes e ao método numérico utilizado na resolucao. O objetivo
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é analisar modelos que aproveitem a esparsidade da estrutura, de forma a nao realizar
calculos nos elementos nulos da matriz, evitando gastos desnecessérios de processamento,
consumo de memoria e tempo de execucao dos métodos. Na sequéncia, sao apresentadas

as sete implementacoes desenvolvidas.

e Implementacao 1

A Implementacao 1 é usada como referéncia para as outras implementacoes, pois é a
Unica que, além de trabalhar com o armazenamento da matriz completa, também realiza
os calculos em todos os seus elementos, inclusive os nulos. Utiliza o método iterativo
de Gauss-Seidel na forma geral, ou seja, desconsiderando a esparsidade da matriz. A
formulacao base desse método estéd demonstrada na Secao 2.3.2.1 e é aplicada para ambos

os casos do problema proposto, unidimensional e bidimensional, da mesma maneira.

e Implementacao 2

A Implementacao 2 também armazena a matriz completa, porém, sao realizadas mo-
dificacoes na estrutura do método de Gauss-Seidel, de modo a nao computar durante a
execucao dos calculos, os elementos nulos da matriz. A nova formulagao é apresentada,

tanto para o caso unidimensional quanto para o bidimensional da seguinte maneira:

Unidimensional

Toma-se, como exemplo, um sistema de equacoes que possui uma matriz esparsa
tridiagonal, tipico da discretizagao do problema proposto em uma dimensao e onde os
elementos nao nulos estao dispostos exclusivamente na diagonal principal, diagonal inferior

a principal e diagonal superior a principal, como demonstrado na Equagao (5.75).

@11 Aa12 T 1
Q21 0A22 a3 T2 Yo
= : (5.75)
Gp—1n—2 0Opn—1n—-1 Qn-1n Tn-1 Yn—1
i &n,nfl &n,n ] i T, ] L Yn ]

Nesse tipo de sistema, excetuando a primeira e a tultima linha da matriz dos co-

eficientes, todas as outras linhas possuem elementos agrupados de trés em trés, tendo
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como referéncia a diagonal principal. Fazendo alguns ajustes no método de Gauss-Seidel,

tem-se:

- Para o primeiro elemento: i = 1

1
:r;gkﬂ) = — <y1 —ayp xék)> (5.76)
1

a,
- Para os elementos: i = 2 até (n — 1)

1
x§k+1) = (yz — Q-1 SL’EEJ{I) — Q41 il?gﬂ) (5.77)

- Para o ultimo elemento: i = n

2D = (yn — xiﬁ”) (5.78)

Qn,n

As Equagoes (5.76)-(5.78) descrevem o método de Gauss-Seidel adaptado para uma
matriz esparsa tridiagonal. O namero de calculos do método é reduzido, uma vez que nao

se computa os elementos nulos da matriz dos coeficientes.

Bidimensional

Para o caso bidimensional, o sistema de equagoes possui uma matriz pentadiagonal,
em que os elementos nao nulos estao presentes em cinco diagonais da matriz, representado

na Equacao (5.79).

ai,1 a2 A1,n,+1 T U1
a1  G22 (23 i T Yo
as 2 as;3 Q23 An—ng,n T3 Ys
’ ’ ’ ’ = (5.79)
Ap,+1,1 :
Up—2n—-1 OGpn-1n-1 GApn-1n Tn-1 Yn—1
an,nfnz an,nfl an,n L Tn i | Yn n

Novamente, é possivel realizar ajustes no método computacional de Gauss-Seidel, de
forma a computar somente os termos nao nulos, assim como no caso unidimensional. Para
o modelo bidimensional, os dados da matriz dos coeficientes sao divididos em arranjos,
que podem ser agrupados de trés em trés ou de cinco em cinco termos, como descrito

abaixo:
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- Para o primeiro elemento: i = 1

1
ingH) = (yl —ap Jng) — Q1 pn,+1 $gi)+1> (5.80)
1,1

- Para os elementos: ¢ = 2 até n,

1
:BZ(-kH) = (?Ji — Qi1 %(Iflrl) = Qi1 xz('i)l = Qijitn, xz(i)nz> (5.81)

- Para os elementos: ¢ = (n, + 1) até (n — ny)

wEkH) = i <Z/z‘ — Qji—ng xﬁ? — Qji—1 %(lﬁl) — Qji+1 xﬁﬂ — Qi itn, iUZ(-i)nz> (5.82)
- Para os elementos: i = [(n — n,) + 1] até (n — 1)
xz(kﬂ) = i (yi — Qjj—n, SCZ(EE? — Qi1 xil:rl) — G4 i+1 xz('ﬂ) (5.83)
- Para o dltimo elemento: i =n
zFHD — al <yn — Qppn, $£ij,112 — Uyt xff_ﬁ”) (5.84)

As Equagoes (5.80)-(5.84) representam uma adaptacdo do método de Gauss-Seidel
para resolucao de um sistema com matriz pentadiagonal, de forma a nao computar no

calculo os elementos nulos.

e Implementacgao 3

A estrutura armazenada na Implementagao 3 é a matriz completa, porém, o método
utilizado na solugao numérica é o algoritmo de Thomas, que tanto para o caso unidimen-
sional (descrito na Segao 2.3.1.2) quanto para o caso bidimensional (descrito na Segao
2.3.2.2), devido a caracteristica do método, ¢ desenvolvido para ndao computar no célculo

os elementos nulos da matriz.

Dessa forma, esta terceira implementagao segue a metodologia descrita na segunda
implementagao, ou seja, armazenamento da matriz completa e solu¢gao numérica dada pelo
algoritmo de Thomas (Implementacao 3), em vez do método Gauss-Seidel (Implementagao
2). Em ambas, nao sao computados os elementos nulos nos calculos realizados pelos

métodos.
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e Implementacao 4

Na Implementacao 4, em vez da utilizagao da matriz completa, a estrutura arma-
zenada ¢ a matriz comprimida através do método Compressed Sparse Column (CSC),
utilizando para isso uma funcao nativa do MATLAB. Para solugao numérica é utilizado
o método de Gauss-Seidel modificado, conforme descrito na Implementacao 2 para as for-
mulacoes unidimensional e bidimensional, de maneira a nao computar os elementos nulos

nos calculos realizados.

e Implementagao 5

A Implementacao 5 utiliza o método de compressao Compressed Sparse Column
(CSC), em vez da matriz completa, assim como na Implementagdo 4. Porém, a solu-
¢ao numérica é obtida pelo algoritmo de Thomas, descrito nas Segoes 2.3.1.2 (para o
caso unidimensional) e 2.3.2.2 (para o caso bidimensional), em substituigdo ao método de

Gauss-Seidel (Implementacao 4).

Até agora, excetuando a primeira (referéncia), todas as demais implementagoes apre-
sentadas possuem mudangas na forma de se armazenar a matriz esparsa (completa ou
CSC) ou na estrutura de calculo em relagao aos elementos nulos (Gauss-Seidel original,

Gauss-Seidel modificado ou algoritmo de Thomas).

Embora essas modificagoes contribuam na otimizacao do tempo de execucao do mé-
todo e no armazenamento da estrutura matricial, ainda ha o inconveniente de todas

partirem do principio da necessidade de criagao da matriz no inicio do codigo.

A contribuicao de maior relevancia do presente trabalho estd nas duas tltimas im-
plementagoes, ou seja, Implementagoes 6 e 7, uma vez que nao ha a criacao da estrutura

matricial, a qual é substituida por vetores, como demonstrado na sequéncia desse texto.

e Implementacgao 6

Na Implementacao 6, a criagao da matriz é substituida por vetores, os quais represen-
tam as diagonais nao nulas da matriz relacionada aos casos unidimensional e bidimensio-

nal. Para a solucao do problema, é utilizado o método de Gauss-Seidel.

Como nao ha matrizes, foi necessério realizar mudangas na estrutura de calculo do
método Gauss-Seidel, de forma a trabalhar com vetores em substituicao & matriz dos

coeficientes, conforme exposto na sequéncia.
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Unidimensional

Para o caso unidimensional, sao criados trés vetores: c, a e b, que representam as

diagonais dos elementos nao nulos, como demonstrado na Equagao (5.85).

a; by T Y1
Ca Q2 by I Yo
= : (5.85)
Cp—1 Qp—1 bn—l Tp—1 Yn—1
Cn Gnp, L, Yn

O vetor c, contém os elementos da diagonal inferior & diagonal principal. O vetor
a, contém os elementos da diagonal principal. Por fim, o vetor b contém elementos da
diagonal superior a diagonal principal. Como a diagonal inferior nao possui elemento
na primeira linha da matriz dos coeficientes, assim como a diagonal superior nao possui
elemento na tdltima linha da referida matriz, foi adotado valores nulos, respectivamente,

para que os vetores tivessem o mesmo tamanho, com indicado na Equagao (5.86).

| 0 | [ 0 ] | ai ] i a1 ] [ bl 1 ai2 ]
Co 21 a2 2.2 by 2.3
c=| i |=| a=| i |=| b= : b (5.86)
Cn—1 Apn—1 Ap—1 Ap—1mn—1 bn—l An—1n
i Cn ] _anfl,an_ | Qp, ] i Qp,n ] L 0 1L 0 ]

Usando os vetores ¢, a e b nas Equagoes (5.76)-(5.78), a aplicagdo do método de

Gauss-Seidel é estruturada conforme segue:

- Para o primeiro elemento: i = 1

1
Y = = (y —bral) (5.87)

1

- Para os elementos: : i =2 até (n — 1)

1
%(Hl) = — <yi -G %(irl) —b; 952?1) (5.88)

(2
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- Para o ultimo elemento: i = n
(k+1) 1 (k+1)
Ty = — (yn —Cn T, ) (5.89)

Bidimensional

Para o modelo bidimensional, por se tratar de uma matriz pentadiagonal, sao criados

cinco vetores: f, c, a, b e e, conforme demonstrado na Equagao (5.90).

a; b e1 [ 2y ] [ A +g, ]
ca  as by To dy + g4
cy ag by Cn—n, T3 | ds + 95 (5.90)
fatn
Cne1 Qp—1 bp_1 Tn-1 A1+ Gna
fa ¢ an | L] | ditg,

A diferenca para o modelo unidimensional é o acréscimo dos vetores f e e, mais
afastados da diagonal principal. Para que os vetores ficassem do mesmo tamanho, o vetor
f recebeu o valor 0 para os indices de 1 até n,. De forma analoga, o vetor e recebeu o

valor 0 para os indices de n — n, até n, como demonstrado na Equagao (5.91).

0 0 0 0 a; ai
C2 a1 ¢5) 2.2
f=|fur| = |an1| c=] ! | = : a=| : =
Cn—1 An—1,n—2 Ap—1 Qp—1,n-1
| fn ] _an,n—nz_ i Cn ] L an,n—l ] L (7% ] L anm, ]
(5.91)
a2 by €1 a1n,4+1
a3 by
b = = €= |enn,| = |Gn-n,m
Ap—1,n bn—l
0 0 0 0

Substituindo os vetores nas Equagoes (5.80)-(5.84), a aplica¢do do método de Gauss-

Seidel ¢é estruturada conforme segue:
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- Para o primeiro elemento: i = 1

1
xgkﬂ) = o <y1 — b :cék) — e xi{j}H) (5.92)

- Para os elementos: ¢ = 2 até n,

1
k+1 k+1 k k
xE )= @ <yz G T ( 1 ) — bi xz('+)1 — & $z('+)nz> (5.93)

- Para os elementos: i = (n, + 1) até (n — n,)

1
xEkH) o ( fz (k+1 Elerl) —b; z-i-)l — & xETm) (5‘94)

- Para os elementos: i = [(n — n,) + 1] até (n — 1)

1
2 = = (g = fios) - ealT —biall)) (5.95)

znx

- Para o dltimo elemento: i =n

1
= — ( — fax ’““>—cnx;’iﬁ”) (5.96)
e Implementacgao 7

Na Implementagao 7 também nao hé a criagdo da estrutura matricial. A solugao
numérica é obtida através do Algoritmo de Thomas, que também utiliza vetores em subs-
tituicao a matriz dos coeficientes, conforme procedimento descrito na Implementacao 6.

A Implementacao 7 é aplicada para os modelos unidimensional e bidimensional.

Unidimensional

Para o caso unidimensional, em que a matriz dos coeficientes é tridiagonal, apos a
construcao dos vetores contendo os elementos da matriz, ja descrito na Implementacao 6,

utiliza-se o algoritmo de Thomas, conforme formulagao descrita na Secao 2.3.1.2.

Bidimensional

No caso bidimensional, ap6s a construgao dos vetores contendo os elementos da matriz,
ja descrito na Implementacao 6, utiliza-se o algoritmo de Thomas modificado para matriz

pentadiagonal, conforme formulacao descrita na Segao 2.3.2.2.
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Com a utilizagao dos vetores, em substituicao a matriz dos coeficientes, espera-se
uma redugao do nimero de calculos, bem como do consumo de memoria, realizados pela
maquina, uma vez que os elementos nulos da matriz dos coeficientes, além de nao serem

computados no calculo, também nao sao armazenados pelo programa.



Capitulo 6

RESULTADOS E DISCUSSOES

Todos os resultados apresentados na sequéncia deste capitulo foram realizados em
um computador com arquitetura de armazenamento em precisao dupla, composto pelos

componentes descritos na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Componentes fisicos do computador em que os testes foram executados.

Componentes \ Descrigao

Processador intel®) Core™ i7 — 2.4 GHz com Turbo Boost 3.0 GH =
Placa de video | NVIDIA®) GeForce@® GTX1060 com 6 GB de VRAM
Memoéria 16 GB DDR4 L
HDD SSD de 1.000GB

Fonte: O Autor (2023).

Para a execugao dos testes, foram utilizadas sete implementacoes computacionais, as

quais foram descritas na Secao 5.4, e presentadas resumidamente, conforme Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Tipos de implementacoes desenvolvidas na presente pesquisa.

Estrutura
Armazenada

Meétodo
Utilizado

Estrutura de
Calculo

Implementacao 1

Matriz completa

Gauss-Seidel

Todos elementos

Implementagao 2

Matriz completa

Gauss-Seidel

Elementos nao nulos

Implementacao 3

Matriz completa

Thomas (TDMA)

Elementos nao nulos

Implementagao 4

Matriz CSC

Gauss-Seidel

Elementos nao nulos

Implementagao 5

Matriz CSC

Thomas (TDMA)

Elementos nao nulos

Implementacao 6

Vetores

Gauss-Seidel

Elementos nao nulos

Implementacao 7

Vetores

Thomas (TDMA)

Elementos nao nulos

Fonte: O Autor (2023).
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Com objetivo de facilitar a interpretacao dos dados graficos, é adotada a seguinte
nomenclatura para as implementagoes:
Implementagao 1 — GS - Matriz Completa: Todos Elementos;
Implementacao 2 — GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos;
Implementagao 3 — AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos;
Implementagao 4 — GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos;
Implementacao 5 — AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos;
Implementagao 6 — GS - Vetores: Elementos nao nulos;

Implementacao 7 — AT - Vetores: Elementos nao nulos;

Todos os resultados apresentados nos testes, em relagao ao tempo de execucao das
implementagoes, foram obtidos executando o programa dez vezes e tirando a média de

tempo.

Cabe ressaltar que, apesar do MATLAB possuir diversas fungoes ja implementadas
internamente, as quais possibilitam agilidade em algumas etapas de criagao de um codigo,
neste trabalho, todo o desenvolvimento computacional de construcao de matrizes, bem
como dos métodos adotados para a solucao das mesmas, foi realizado pelo proprio autor,
sendo utilizadas apenas a funcao nativa do referido software para o calculo do tempo de
execucao e alocacao de memoria. Além disso, também foi utilizada de forma intencional,
a funcao sparse, visando a comparacao entre uma rotina pré-definida do proprio software

com as demais estruturas desenvolvidas.

6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Uni-
dimensional

Para fins de comparacao das implementacoes, foram realizados 7 testes com as mesmas
condigbes inicias e de contorno, alterando apenas o ntmero de volumes no espago (n,),
que variou seguindo um critério pessoal do autor, resultando em sistemas matriciais com
as seguintes ordens: 100 x 100, 500 x 500, 1.000 x 1.000, 1.500 x 1.500, 3.000 x 3.000,
40.000 x 40.000 e 50.000.000 x 50.000.000.

Na Tabela 6.3 sao apresentados os parametros usados nas implementagoes, no que
se refere ao experimento realizado por Sousa (2009) [22], o qual contemplou um periodo

total de coleta de dados igual a 500 s.
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Tabela 6.3: Parametros utilizados nos testes unidimensionais.

Valores Adotados

u = 059 m/s Co = 155 mg/L
Er = 182 m?/s Tiane = 100 m

M = 2000 g¢g Tt = 200 m

ry = 200 m ny = 9550

Fonte: O Autor (2023).

Os dados apresentados na Tabela 6.3, podem ser definidos como:

u = Velocidade do rio;

E; = Coeficiente de dispersao longitudinal;
M = Massa do poluente;

Ty = Comprimento do trecho analisado;

ng = numero de passos no tempo;

Co = Concentracao inicial do rio;

Tiane — Posicao de lancamento do poluente;

Tey = Posicao de coleta do poluente.

e Teste 1 - Para n, = 100 (Ordem da Matriz: 100 x 100)

No primeiro teste realizado foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-
derando 100 volumes, ou seja, n, = 100 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada de

ordem 100 (10.000 elementos).

O grafico da Figura 6.1 representa a concentragao do rio no ponto de coleta ao longo
do tempo. O resultado indica que todas as implementagoes convergiram e apresentaram

0 mesmo comportamento, com pontos de méximos e minimos, semelhantes.

Por outro lado, na Tabela 6.4 sao apresentados os resultados do tempo de execucgao
das implementacoes e sua relacao com o tempo total. Os dados da referida tabela foram
obtidos executando todas as implementacoes em um mesmo programa e o tempo total é
o somatorio de tempo de todas implementagoes. Nao estao inclusos o tempo de criagao

das estruturas (matriz e vetores).

Para a primeira ordem testada, com uma matriz relativamente pequena, as Imple-
mentagoes 4 e 5, que utilizaram o método de compressao CSC, apresentaram o pior
desempenho. O comprometimento do tempo para essas implementagoes ocorre porque
a cada calculo realizado o programa percorre toda estrutura comprimida até chegar aos

elementos necessarios para sua execugao.



6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 96

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.1: Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 100 x 100.
Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.4: Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 100 x 100.

Implementagcao Computacional Tempf) de 7% do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 0,116 5,649%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,011 0,536%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,013 0,609%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 1,312 63,891%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 0,584 28,459%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,009 0,438%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,009 0,419%

Fonte: O Autor (2023).

Em contrapartida, os melhores tempos foram das Implementagoes 6 e 7, ambas utili-
zaram vetores em substituicao a matriz dos coeficientes. As Implementacoes 2 e 3 apre-
sentaram tempos de execugao semelhantes as implementagoes que utilizaram vetores, isso
porque, embora a estrutura armazenada seja a matriz completa, os calculos sao realizados

apenas nos elementos nao nulos.

Quanto aos dados de alocagao de memoria, demonstrados na Tabela 6.5, as imple-
mentacoes que utilizaram a matriz completa apresentaram um consumo superior a 90%

da memoria do programa. Os melhores resultados foram para as implementagoes que
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utilizaram vetores em substituicao a matriz dos coeficientes (3% da memoria total) e as

implementagoes que utilizaram o sistema de compressao CSC (7% da memoria total).

Tabela 6.5: Teste Unidimensional - Consumo de memoéria para matriz de ordem 100 x 100.

Tipo de estrutura Memoéria % do
v =0,23 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa 80.000 90,93%
Matriz Comprimida CSC 5.576 6,34 %
Vetores 2.400 2,73 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 2 - Para n, = 500 (Ordem da Matriz: 500 X 500)

No segundo teste realizado, foi adotada uma discretizagao do dominio espacial con-
siderando 500 volumes, ou seja, n, = 500 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada
de ordem 500 (25.000 elementos). Todas as implementagdes convergiram para a solugao,
apresentando o mesmo comportamento ao longo do tempo, conforme demonstrado na

Figura 6.2.

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.2: Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 500 x 500.
Fonte: O Autor (2023).

Em relacao ao tempo de execucao, de acordo com a Tabela 6.6, as Implementacoes

3 e 7 obtiveram os melhores desempenhos, seguidos pelas Implementacoes 2 e 6. As
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Implementagoes 4 e 5, embora tenham apresentado uma melhora em relagao ao Teste 1,

permaneceram com 0s piores tempos.

Tabela 6.6: Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 500 x 500.

Implementacao Computacional Temp? de 7 do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 5,675 17,104%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,069 0,208%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,025 0,075%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 24,454 73,704%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 2.867 8,640%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,069 0,208%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,020 0,066%

Fonte: O Autor (2023).

Quanto ao consumo de memoria do programa, demonstrado na Tabela 6.7, as imple-

mentacoes que trabalharam com a matriz completa consumiram mais de 98% da memoria

total, enquanto que as implementacoes que utilizaram vetores, ocuparam 0, 59%.

Tabela 6.7: Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 500 x 500.

Tipo de estrutura Memoéria % do
~v=0,17 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa 2.000.000 98,04%
Matriz Comprimida CSC 27.976 1,37 %
Vetores 12.000 0,59 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 3 - Para n, = 1.000 (Ordem da Matriz: 1.000 X 1.000)

No terceiro teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-

derando 1.000 volumes, ou seja, n, = 1.000 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada

de ordem 1.000 (1.000.000 elementos).

Novamente, todas as implementacoes convergiram para a solugao, apresentando o

mesmo padrao de comportamento ao longo do tempo. O resultado é apresentado no

grafico da Figura 6.3.
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===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.3: Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 1.000 x
1.000.
Fonte: O Autor (2023).

Os tempos de execucao sao demonstrados na Tabela 6.8. Outra vez, as Implementa-
¢oes 3 e 7 foram as que mais rapido convergiram para a solugao. As Implementagoes 4 e
5 continuam apresentando melhora de desempenho, porém, ainda com os piores tempos

de execucao.

Tabela 6.8: Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 1.000 x
1.000.

Implementacao Computacional Tempo de 7 do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 60.038 29,420%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,259 0,127%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,042 0,020%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 137,673 67,464%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 5,770 2,828%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,252 0,123%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,035 0,017%

Fonte: O Autor (2023).

De acordo com os dados de consumo de meméria, representados na Tabela 6.9, mais
de 99% da memoria utilizada no programa foram para as implementacoes que utilizaram

a matriz completa. O melhor desempenho ficou para as implementacoes que utilizaram
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vetores, com 0,3% da memoria total. As implementacoes que trabalham com a matriz
comprimida, através do método CSC, também apresentaram um consumo de memoria

inferior a 1%.

Tabela 6.9: Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 1.000 x
1.000.

Tipo de Estrutura Meméria % do
v =0,16 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa 8.000.000 99,01%
Matriz Comprimida CSC 55.976 0,69 %
Vetores 24.000 0,30 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 4 - Para n, = 1.500 (Ordem da Matriz: 1.500 x 1.500)

No quarto teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-
derando 1.500 volumes, ou seja, n, = 1.500 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada
de ordem 1.500 (2.250.000 elementos). De acordo com o grafico de concentragao da Fi-
gura 6.4, mais uma vez, todas as implementagoes convergiram, apresentando pontos de

concentragoes maximos e minimos muito proximos.

Em relagao ao tempo de execugao, os resultados apresentados na Tabela 6.10 indicam
tendéncias importantes. A Implementacdo 1 (referéncia) passou a ter o pior desempenho,
superando, negativamente, as Implementacgoes 4 e 5 (matriz comprimida pelo método
CSC). A explicacao esta na estrutura de calculo dos métodos. Nas Implementagoes 4 e 5,
a cada célculo executado, o programa percorre todo o vetor dos elementos nao nulos. Ja
na Implementacao 1, a cada iteracao o programa faz calculos em toda matriz, inclusive nos
elementos nulos. Com isso, de acordo com que se aumenta a ordem da matriz, aumenta
também seu grau de esparsidade e, consequentemente, o nimero de elementos nulos da
estrutura matricial, tornando mais custoso computacionalmente percorrer toda matriz a
cada iteracao (Implementagao 1), do que percorrer o vetor dos elementos nao nulos a cada

execugao de calculo (Implementagoes 4 e 5).



6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 101

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos

=2}
o

an
o

N
o

w
o
T

N
o

Concentrag¢ao (mg/L)

0 100 200 300 400 500 600
tempo (s)

Figura 6.4: Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 1.500 X
1.500.
Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.10: Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 1.500 x
1.500.

Tempo de % do
Implementacao Computacional
Execucgao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 531,086 58,370%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,699 0,077%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,063 0,009%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 367,466 40,387%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 9,833 1,081%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,631 0,069%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,085 0,007%

Fonte: O Autor (2023).

Quanto ao consumo de memoria do programa, demonstrado na Tabela 6.11, manteve-
se a prevaléncia de economia para as implementacoes que utilizaram vetores. As imple-

mentacoes que trabalharam com a matriz completa apresentaram o pior desempenho.



6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 102

Tabela 6.11: Teste Unidimensional - Consumo de meméria para matriz de ordem 1.500 x
1.500.

Tipo de Estrutura Memoéria % do
v =0,15 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa 18.000.000 99,34%
Matriz Comprimida CSC 83.976 0,46 %
Vetores 36.000 0,20 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 5 - Para n, = 3.000 (Ordem da Matriz: 3.000 X 3.000)

No quinto teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial conside-
rando 3.000 volumes, ou seja, n, = 3.000 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada de
ordem 3.000 (9.000.000 elementos). De acordo com a Figura 6.5, assim como nos testes

anteriores, todas as implementagoes convergiram.

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.5: Teste Unidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 3.000 x
3.000.
Fonte: O Autor (2023).

Também ¢é importante destacar, com base nas Figuras 6.4 e 6.5, que o aumento no
niamero de volumes do Teste 4 (1.500 volumes) para o Teste 5 (3.000 volumes) nao impac-

tou em uma variagao significativa no perfil da concentragao entre ambos os testes. Sendo
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assim, j& é possivel ver uma estabilidade do método no que se refere ao refinamento da

malha utilizada.

Além disso, os dados mostrados na Tabela 6.12, que faz referéncia aos tempos de
execucao, seguem o mesmo resultado do teste anterior. As Implementagoes 3 e 7 apre-
sentaram o melhor desempenho e a Implementacao 1 se consolida como o pior tempo de

execucao.

Tabela 6.12: Teste Unidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 3.000 x
3.000.

Implementagcao Computacional Tempf) de % do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 6.353,00 73,302%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 4,324 0,051%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,100 0,001%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 2.058,00 24.,393%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 17,841 0,211%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 3,399 0,040%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,088 0,001%

Fonte: O Autor (2023).

Novamente, como indicado na Tabela 6.13, as implementagoes que utilizaram vetores
no lugar de matrizes, apresentaram uma grande economia de memoria do programa. O
pior resultado, como nos outros testes, foram das implementacoes que trabalharam com

a matriz completa.

Tabela 6.13: Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 3.000 x
3.000.

Tipo de estrutura Memoéria % do
~v=0,13 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa 72.000.000 99,67%
Matriz Comprimida CSC 167.976 0,23 %
Vetores 72.000 0,10 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 6 - Para n, = 40.000 (Ordem da Matriz: 40.000 x 40.000)

No sexto teste realizado, teve-se como objetivo avaliar o limite maximo de calculo e

armazenamento da maquina, uma vez que os Testes 4 e 5 indicaram uma estabilidade do
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método quanto ao ajuste entre o perfil das concentragoes numéricas e dados experimen-
tais. Para isso, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial considerando 40.000

volumes, ou seja, n, = 40.000 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem
40.000 (1.600.000.000 elementos).

As implementagoes que utilizaram a matriz completa apresentaram erros ao compilar
0 programa, pois exigiram uma capacidade de memoria livre, para armazenamento da
matriz, superior a disponivel pelo computador onde os testes foram feitos. Com isso,

apenas as Implementagoes 6 e 7 convergiram para a solucao na compilacao dos codigos.

Na Figura 6.16 é apresentado o grafico da concentracao ao longo do tempo, onde é

possivel verificar que as Implementacoes 6 e 7 convergiram para a solucao.

===Dados experimentais
==216, GS - Vetores: Elementos nio nulos
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
60
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E
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o
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0 20 -
(&)
10

tempo (s)

Figura 6.6: Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 40.000 x
40.000.

Fonte: O Autor (2023).

Por outro lado, na Tabela 6.14 sao demonstrados os dados referentes aos tempos
de execucao. A Implementacao 6 foi responsavel por mais de 99% do tempo total do
programa, o que era esperado, devido ao grande ntmero de iteracoes necessérias pelo

método de Gauss-Seidel para convergir & solucao.

Em relacdo ao consumo de memoéria, apresentado na Tabela 6.15, o resultado foi
bastante significativo. As implementacoes que utilizaram vetores demandaram do com-
putador 960.000 bytes (0,00096 GB) de memoria para sua execugao. Caso fosse utilizada

alguma implementacao que dependesse da criacao matriz, o consumo de memoria seria

de 12.800.000.000 bytes ou 12,8 GB.
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Tabela 6.14: Teste Unidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 40.000 x
40.000.

Tempo de % do

Implementagao Computacional Execucio (s) | Tempo Total

1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos - -
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 3.824.9 99,99%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,56 0,001%

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.15: Teste Unidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 40.000 x
40.000.

Memoéria % do
Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa - -

Matriz Comprimida CSC - -
Vetores 960.000 100 %

Tipo de Estrutura

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 7 - Para n, = 50.000.000 (Ordem da Matriz: 50.000.000x 50.000.000)

Com objetivo de testar a eficiéncia da substituicao da matriz dos coeficientes pelos
vetores, foi adotada uma discretizagao do dominio espacial considerando 50.000.000 vo-
lumes, ou seja, n, = 50.000.000 e, com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem
50.000.000 (2,5 x 10% elementos). Para a solucao do sistema foi utilizada somente a Im-
plementagao 7, isso porque, embora a Implementacao 6 apresente a mesma exigéncia de
memoria da Implementagao 7, por se tratar de um método iterativo, os ajustes realizados
no critério de parada para se chegar a solucao desejada, aumentou demais o ntmero de
iteragoes, comprometendo o tempo de execugao da implementacao. O grafico com perfil

da concentracao é apresentado na Figura 6.7.

No que diz respeito ao tempo de execugao da Implementacao 7, o valor é apresentado
na Tabela 6.16.
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===Dados experimentais
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.7: Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem
50.000.000 x 50.000.000.

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.16: Teste Unidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem
50.000.000 x 50.000.000.

Tempo de % do
Execugao (s) | Tempo Total
GS - Matriz Completa: Todos Elementos - -

GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
GS - Vetores: Elementos nao nulos - -
AT - Vetores: Elementos nao nulos 970,445 100%

Implementacao Computacional

NS Y| R =

Fonte: O Autor (2023).

Em relacao ao consumo de memoéria, apresentado na Tabela 6.17, os vetores deman-
daram do computador 1,2 x 10° bytes (1,2 GB) de memoria. Caso fosse utilizada alguma
implementagao que dependesse da criagao da matriz, o consumo de memoria seria de

2 x 1016 bytes ou 20.000.000 GB.
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Tabela 6.17: Teste Unidimensional - Consumo de memoéria para matriz de ordem
50.000.000 x 50.000.000.

Memoria % do
Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Completa - -

Matriz Comprimida CSC - -
Vetores 1,2 x 107 100 %

Tipo de Estrutura

Fonte: O Autor (2023).

Diante dos testes executados foi possivel observar que, com o crescimento da ordem
da matriz, houve um refinamento no perfil da concentracao, aproximando o valor nu-
mérico ao valor dos dados experimentais. Sendo assim, na Figura 6.8 é apresentada a
comparacao dos graficos da concentragao de todas as malhas utilizadas, onde foi usada a
Implementagao 7 para na geragao dos referidos resultados, pois foi a implementacao que

obteve o melhor desempenho em todos os testes.

55 I ‘
==Dados Experimentais

50 ==='Ordem: 250 x 250
—_ Odem: 1.000 x 1.000
5,45 -+ Ordem: 4.000 x 4.000 b
£ =*'Ordem: 9.000 x 9.000
‘0'40 Ordem: 16.000 x 16.000 M
ol =='‘Ordem: 40.000 x 40.000
335 Ordem: 50.000.000 x 50.000.000
b
a 30 |
o
S 25 |
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Figura 6.8: Comparacao dos perfis de concentragao para o caso unidimensional em relagao
ao aumento da ordem da matriz utilizando a Implementacao 7.
Fonte: O Autor (2023).

e Analise referente ao tempo de criagao das estruturas

Por fim, buscou-se uma relacao de tempo entre a execucao do método numérico
(Gauss-Seidel e algoritmo de Thomas) e a criagao das estruturas (matrizes ou vetores)

com o intuito de verificar o impacto de ambas no tempo total das implementacoes.



6.1 Resultados do Estudo de Caso 01: Problema Unidimensional 108

No gréafico da Figura 6.9 é apresentada a comparagao do tempo de execucao das
Implementagoes 2 e 6 com o tempo de criacdo das estruturas (matriz e vetores), ambas

utilizam o método iterativo de Gauss-Seidel.

Criacao dos Vetores
=@= Criacdo da Matriz
= ®=2. GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
=®=6. GS - Vetores: Elementos ndo nulos

Tempo (s)

Ordem da matriz (n?)

Figura 6.9: Teste Unidimensional - Comparagao dos tempos de criacao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementacoes 2 e 6 (gréafico em escala logarit-
mica).

Fonte: O Autor (2023).

De acordo com a Figura 6.9, até a malha de ordem n? = 1.500, o tempo que criacao
da estrutura matricial ¢ menor que o tempo de execucao das implementagoes. Porém, a
partir dessa ordem, ha um crescimento significativo no tempo de criacao da matriz, com-
prometendo o tempo total do programa. Em todas as ordens testadas, o tempo de criacao

dos vetores foi significativamente menor que o tempo de execucao das implementagoes.

No grafico da Figura 6.10 é apresentada a comparagao do tempo de execugao das
Implementagoes 3 e 7 com o tempo de criagao das estruturas (matriz e vetores), ambas

utilizaram o algoritmo de Thomas.

O padrao se repete com o grafico da Figura 6.10. O tempo de criacao da matriz
comeca menor que o tempo de execucao das implementagoes para as primeiras ordens
testadas, porém, de acordo com o aumento da ordem da matriz, o tempo de criacao da
mesma ultrapassa o tempo de execucao das implementagoes. Novamente, em nenhuma
ordem testada o tempo de criacao dos vetores foi maior que o tempo de execugao das

implementagoes.
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Criacao dos Vetores

=®= Criacdo da Matriz

= @®n 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.10: Teste Unidimensional - Comparacao dos tempos de criacao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execucao das implementagoes 3 e 7 (grafico em escala logarit-
mica).

Fonte: O Autor (2023).

Analisando os resultados apresentados nas Figuras 6.9 e 6.10 é possivel constatar
que, embora as Implementacoes 2 e 3 tenham obtido tempos de execucao préximos ou
até melhores que as implementacoes que utilizaram vetores, sua aplicagao para grandes
sistemas se torna inviavel, uma vez que dependem da criacao da matriz, comprometendo

o tempo total de execucao do programa, além do aumento no consumo de memoria.

6.2 Resultados do Estudo de Caso 02: Problema Bidi-
mensional

Para fins de comparacgao das implementacoes, de forma analoga aos testes unidimensi-
onais, foram realizados 7 testes com as mesmas condicoes inicias e de contorno, alterando
o nimero de volumes no espago (n,) e (n,), que variou seguindo um critério pessoal do
autor, resultando em sistemas matriciais com as seguintes ordens: 250 x 250, 1.000 x 1.000,
4.000 x 4.000, 9.000 x 9.000, 16.000 x 16.000, 40.000 x 40.000 e 50.000.000 x 50.000.000.

Os parametros inciais estao apresentados na Tabela 6.18, no que se refere ao experi-
mento realizado por Telles (2009) [24], o qual contemplou um periodo total de coleta de
dados igual a 352 s. Como h& uma diferenca entre o comprimento do rio e sua largura,

foi mantido nos testes, uma propor¢ao nos niimeros de volumes no eixo z (n,) em relagao
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aos volumes no eixo y (n,).

Tabela 6.18: Parametros utilizados nos testes bidimensionais.

Valores Adotados

u = 0,359 m/s Tiane — 90 m
Er = 033 m?/s Yiene — 0,5 m
Er = 0,008 m?/s Teo = 100 m
xy — 182 m Yo — 0,0 m
yr = 42 m M = 20 kg
Co = 37,00 mg/L ny = 176 -

Fonte: O Autor (2023).

Define-se, os dados da Tabela 6.18, como:

U
Er
Er
M
Ty
Yr
Co
Tianc
Ylanc
Lol

Yeol

Ny

e Teste 1 - Para n, = 50 e n, = 5 (Ordem da Matriz: 250 X 250)

Velocidade do rio;

Coeficiente de dispersao longitudinal;
Coeficiente de dispersao transversal;

Massa do poluente;

Comprimento do trecho analisado;

largura do trecho analisado;

Concentragao inicial do rio;

Posi¢ao longitudinal de lancamento do poluente;
Posicao vertical de langamento do poluente;
Posigao longitudinal de coleta do poluente;
Posigao transversal de coleta do poluente;

ntmero de passos no tempo.

No primeiro teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial con-

siderando 50 volumes em rela¢ao ao eixo x (comprimento do rio no trecho analisado) e

5 volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 50

e n, = 5. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 250 (62.500 elementos).

Todas as implementagoes convergiram, o resultado é apresentado na Figura 6.11.

Os tempos de execucao das implementacoes estao representados na Tabela 6.19.

Houve uma repeticao do padrao quando comparado com o teste unidimensional.

As

Implementagoes 4 e 5, que usam o sistema de compressao CSC, apresentaram os piores
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desempenhos, seguidas pela Implementagao 1 (referéncia). Novamente, os melhores tem-

pos de execucao foram das Implementacoes 6 e 7, que utilizam vetores como estrutura de

calculo. As Implementacoes 2 e 3, que trabalham com a matriz completa, mas realizam

os célculos somente nos elementos nao nulos, apresentaram tempos de execu¢ao proximos

as Implementacgoes 6 e 7.

===Dados experimentais

mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
=216, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.11: Teste Bidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 250 x 250.
Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.19: Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 250 x 250.

Implementacao Computacional Ternp? de 7% do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 0,338 12,693%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,013 0,499%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,014 0,529%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 1,488 57,068%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 0,731 28,020%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,013 0,499%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,011 0,422%

Fonte: O Autor (2023).

Em relacao ao consumo de memoria, demonstrados na Tabela 6.20, como nos testes

unidimensionais, as implementagoes que trabalharam com a matriz completa consumiram

mais de 90% da memoria do programa. As implementacoes que utilizaram vetores apre-
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sentaram o melhor resultado, seguidos pelas implementacoes que utilizaram o sistema de

compressao CSC.

Tabela 6.20: Teste Bidimensional - Consumo de memoéria para matriz de ordem 250 x 250.

Tipo de Estrutura Meméria % do
v = 0,27 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa 500.000 90,57%
Matriz Comprimida CSC 42.088 7,62 %
Vetores 10.000 1,81 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 2 - Para n, = 100 e n, = 10 (Ordem da Matriz: 1.000 x 1.000)

No segundo teste realizado, foi adotada uma discretizagao do dominio espacial con-
siderando 100 volumes em relagao ao eixo x (comprimento do rio no trecho analisado) e
10 volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 100
e n, = 10. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 1.000 (1.000.000 elemen-
tos). Novamente, todas as implementagdes convergiram para a solugao. O resultado é

apresentado na Figura 6.12.

Os dados referentes ao tempo de execucao das implementagoes, representados na
Tabela 6.21, demonstram o mesmo padrao de resultado. As Implementacoes 6 e 7 sendo
as que mais rapido convergiram para a solugao, seguidas pelas Implementacoes 3 e 4. Os
piores desempenhos ficaram, novamente, com as Implementacoes 4 e 5. E importante
destacar que em relacao ao Teste 1, assim como no caso unidimensional, houve uma
melhora no tempo de execucao das Implementagoes 4 e 5 quando comparado com a

Implementagao 1 (referéncia).

Como nos testes anteriores, o consumo de memoria das implementagoes que utilizaram
a matriz completa fol muito superior as demais implementacoes. Os melhores desempe-
nhos ficaram com as implementacoes que utilizaram os vetores em substituicao & matriz
dos coeficientes. O segundo melhor desempenho foram das implementagoes que utilizaram
a matriz comprimida através no método de compressao CSC. Os resultados sao indicados
na Tabela 6.22.
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“=nG. GS

===Dados experimentais
=, GS -
mm2 GS-
mm 3 AT-
mmi4, GS -
=unb AT -

Matriz Completa: Todos elementos

Matriz Competa: Elementos nao nulos
Matriz Competa: Elementos ndo nulos

Matriz CSC: Elementos nao nulos
Matriz CSC: Elementos nao nulos

- Vetores: Elementos ndo nulos
7. AT -

Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.12: Teste Bidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 1.000 x

1.000.

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.21: Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 1.000 X

1.000.
Implementacao Computacional Tempo de 7% do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 3,235 22,813%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,046 0,324%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,025 0,179%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 7,948 56,048%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 2,873 20,261%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,034 0,240%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,019 0,135%

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.22: Teste Bidimensional - Consumo de memoéria para ordem 1.000 x 1.000.

Tipo de Estrutura

Memoria

% do

v =0,23 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa 8.000.000 98,47%
Matriz Comprimida CSC 84.488 1,04 %
Vetores 40.000 0,49 %

Fonte: O Autor (2023).
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e Teste 3 - Para n, = 200 e n, = 20 (Ordem da Matriz: 4.000 X 4.000)

No terceiro teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-
derando 200 volumes em relagao ao eixo = (comprimento do rio no trecho analisado) e
20 volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 200
e n, = 20. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 4.000 (16.000.000 ele-
mentos). Todas as implementagdes convergiram para soluc¢ao, conforme demonstrado na

Figura 6.13.

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.13: Teste Bidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 4.000 x
4.000.
Fonte: O Autor (2023).

De forma analoga ao teste unidimensional, com o aumento da ordem da matriz dos co-
eficientes, houve uma melhora no tempo de execugao das Implementagoes 4 e 5 (método de
compressao CSC) em relagao a Implementagao 1 (referéncia), evidenciado na Tabela 6.23.
Os melhores desempenhos permaneceram com as Implementagoes 6 e 7 (utilizam vetores
em substitui¢ao & matriz dos coeficientes). Novamente, as Implementagoes 2 e 3 (utilizam
a matriz completa mas realiza os célculos somente nos elementos nao nulos) apresentaram

um tempo de execugao proximo as implementagoes com os melhores desempenhos.

O resultado, em relacao ao consumo de memoria, estd demonstrado na Tabela 6.24.

Para as implementagoes que utilizaram a matriz completa, como nos outros testes, houve
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uma grande economia de memoria quando comparado com as implementagoes que utili-

zaram matriz.

Tabela 6.23: Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 4.000 x
4.000.

Implementacao Computacional Tempo de 7 do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 60,038 28,569%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,259 0,123%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,110 0,052%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 137,673 65,512%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 11,758 5,595%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,252 0,120%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,060 0,029%

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.24: Teste Bidimensional - Consumo de meméria para matriz de ordem 4.000 x
4.000.

Tipo de Estrutura Meméria % do
v+ =0,19 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa 8.000.000 98,47%
Matriz Comprimida CSC 84.488 1,04 %
Vetores 40.000 0,49 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 4 - Para n, = 300 e n, = 30 (Ordem da Matriz: 9.000 x 9.000)

No quarto teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-
derando 300 volumes em relac¢do ao eixo x (comprimento do rio no trecho analisado) e 30
volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 300 e
n, = 30. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 9.000 (81.000.000 elemen-
tos). Outra vez, todas as implementagoes convergiram e o resultado graficos é mostrado

na Figura 6.14.

Em relacao aos tempos de execucao, houve uma mudanca importante. A Implemen-
tagao 1 passou a ter o pior desempenho, superando (negativamente) as Implementagoes
4 e 5. Novamente, os melhores tempos ficaram com as Implementacoes 6 e 7. Os dados

sao demostrados na Tabela 6.25.



6.2 Resultados do Estudo de Caso 02: Problema Bidimensional

116

===Dados experimentais

mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
=216, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.14: Teste Bidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem 9.000 x

9.000.

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.25: Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 9.000 x

9.000.

Implementacao Computacional Temp? de 7 do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 6.353,000 96,040%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,962 0,015%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,241 0,004%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 233,918 3,356%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 26,280 0,397%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 0,419 0,006%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,149 0,002%

Fonte: O Autor (2023).

No que se refere ao consumo de memoria, como nos testes anteriores, as implementa-

¢oes que utilizaram vetores apresentaram uma grande economia, quando comparados com

as implementagoes que trabalharam com a matriz completa, os dados estao demonstrados

na Tabela 6.26.
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Tabela 6.26: Teste Bidimensional - Consumo de memoéria para matriz de ordem 9.000 x
9.000.

Tipo de Estrutura Memoéria % do
¥ =0,17 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa 648.000.000 99,82%
Matriz Comprimida CSC 781.488 0,12 %
Vetores 360.000 0,06 %

Fonte: O Autor (2023).

e Teste 5 - Para n, = 400 e n, = 40 (Ordem da Matriz: 16.000 X 16.000)

No quinto teste realizado, foi adotada uma discretizacao do dominio espacial consi-
derando 400 volumes em relagdo ao eixo = (comprimento do rio no trecho analisado) e
40 volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 400
e n, = 40. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 16.000 (256.000.000 ele-
mentos). Como em outros testes, houve convergéncia em todos as implementagoes. Os

resultados sao evidenciados no grafico da Figura 6.15.

===Dados experimentais
mmm 1, GS - Matriz Completa: Todos elementos
u ® 2, GS - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= m 3, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
= =14, GS - Matriz CSC: Elementos ndo nulos
==u5 AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos
==u.6, GS - Vetores: Elementos ndo nulos

7. AT - Vetores: Elementos nido nulos
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Figura 6.15: Teste Bidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 16.000 x
16.000.
Fonte: O Autor (2023).

Os dados demonstrados na Tabela 6.27, confirmam a alta eficiéncia das Implemen-

tagoes 6 e 7 (utilizam vetores), permanecendo com os melhores desempenhos em relagao
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ao tempo de execu¢ao do programa. A Implementacao 1 (referéncia) manteve-se com o
pior tempo de execugao, seguida pelas Implementacoes 4 e 5 (matriz comprimida pelo

métodos CSC).

Tabela 6.27: Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 16.000 x
16.000.

Implementagcao Computacional Tempo de % do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos 8.555,000 92,382%
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos 4,324 0,047%
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos 0,412 0,004%
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos 654,218 7,065%
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos 45,283 0,489%
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 1,052 0,011%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,152 0,002%

Fonte: O Autor (2023).

Em relacao ao consumo de memoria do programa, prevalece a grande economia das

implementagoes que utilizaram vetores, conforme demonstrado na Tabela 6.28.

Tabela 6.28: Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 16.000 x
16.000.

Tipo de Estrutura Meméria % do
v =0,16 Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa 648.000.000 99,82%
Matriz Comprimida CSC 781.488 0,12 %
Vetores 360.000 0,06 %

Fonte: O Autor (2023).

De forma anéloga ao modelo unidimensional, a partir do Teste 5, o modelo comeca
a apresentar uma tendéncia de estabilidade no que se refere a variagao da malha com-
putacional, ou seja, o perfil das concentracoes nao sofre alteracoes significativas com o

refinamento da mesma.

e Teste 6) Para n, = 800 e n, = 50 - Ordem da Matriz: 40.000 x 40.000

Neste sexto teste realizado foi adotada uma discretizagao do dominio espacial com

800 volumes em relagdo ao eixo = (comprimento do rio no trecho analisado) e 50 volumes
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em relacdo ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 800 e n, = 50.

Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 40.000 (1.600.000.000 elementos).

Como esperado, as implementagoes que utilizaram a matriz completa apresentaram
erros ao compilar o programa devido a insuficiéncia de memoria. Com isso, apenas as
Implementagoes 6 e 7 convergiram para a solu¢ao na compilagao dos codigos. O resultado

é apresentado na Figura 6.16.

===Dados experimentais
=226, GS - Vetores: Elementos nio nulos

7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.16: Teste Bidimensional - Perfil da concentragao para matriz de ordem 40.000 x
40.000.
Fonte: O Autor (2023).

Na Tabela 6.29 sao apresentados os dados referentes ao tempo de execucao das im-
plementacoes. Por trabalhar com método parcialmente direto ! e ndo depender de apro-

ximagoes para se chegar a solucao, a Implementacao 7 apresentou o melhor desempenho.

Os dados referentes ao consumo de memoria sdo apresentados na Tabela 6.30. As
implementagoes que utilizaram vetores demandaram do computador 1.600.000 bytes ou
0,0016 GB de memoéria para sua execugao. Caso fosse utilizada alguma implementagao
que dependesse da criagao matriz, o consumo de memoria seria de 12.800.000.000 bytes
ou 12,8 GB.

10 algoritmo de Thomas é direto para o caso unidimensional, o qual recai em um sistema com matriz
tridiagonal. J& no caso bidimensional, a adaptagao do modelo matematico para a matriz pentadiagonal
torna parte do método iterativo.
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Tabela 6.29: Teste Bidimensional - Tempos de execugao para matriz de ordem 40.000 x
40.000.

Tempo de % do

Implementagao Computacional Execucio (s) | Tempo Total

1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos - -
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos 51,604 99,13%
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,454 0,87%

Fonte: O Autor (2023).

Tabela 6.30: Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem 40.000 x
40.000.

Memoria % do
Utilizada (bytes) | Consumo Total
Matriz Densa - -

Matriz Comprimida CSC - -
Vetores 1.600.000 100%

Tipo de Estrutura

Fonte: O Autor (2023).

De forma analoga ao caso unidimensional, diante dos resultados apresentados, foi pos-
sivel observar um refinamento no perfil da concentracao de acordo com o crescimento da
ordem da matriz, aproximando o valor numérico ao valor dos dados experimentais. Para
o teste em que se utilizou n, = 800 e n, = 50, ocorreu um perfil sobrestimado da concen-
tragao numeérica em relagao a experimental. Fato esse que instiga uma maior investigagao
dos valores dos coeficientes de dispersao adotados por Telles (2009). Ressalta-se, ainda,
que no trabalho do referido autor, o mesmo reforca a inviabilidade de utilizacao de uma

malha mais refinada devido a limitagoes de hardware disponivel durante a pesquisa.

e Teste 7) Para n, = 1.000.000 e n,, = 50 - Ordem da Matriz: 50.000.000 X
50.000.000

Neste sétimo teste realizado foi adotada uma discretizacao do dominio espacial com
1.000.000 volumes em relagao ao eixo x (comprimento do rio no trecho analisado) e 50
volumes em relagao ao eixo y (largura do rio no trecho analisado), ou seja, n, = 1.000.000

e n, = 50. Com isso, obteve-se uma matriz quadrada de ordem 50.000.000 (2,5 x 10'
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elementos). Para a solu¢do do sistema foi utilizada a Implementagao 7, pois apresentou
o melhor desempenhos nos testes anteriores. O grafico com perfil da concentracao é

apresentado na Figura 6.17.

===Dados experimentais

7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
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Figura 6.17: Teste Unidimensional - Perfil da concentracao para matriz de ordem
50.000.000 x 50.000.000.
Fonte: O Autor (2023).

No que diz respeito ao tempo de execucao da Implementacao 7, o valor é apresentado
na Tabela 6.31.

Tabela 6.31: Teste Bidimensional - Tempos de execucao para matriz de ordem 50.000.000 x
50.000.000.

Implementacao Computacional TempE) de % do
Execugao (s) | Tempo Total
1. GS - Matriz Completa: Todos Elementos - -
2. GS - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
3. AT - Matriz Completa: Elementos nao nulos - -
4. GS - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
5. AT - Matriz CSC: Elementos nao nulos - -
6. GS - Vetores: Elementos nao nulos - -
7. AT - Vetores: Elementos nao nulos 0,454 100%

Fonte: O Autor (2023).

Novamente, em relacao ao consumo de memoria demonstrado na Tabela 6.32, o resul-

tado foi bastante significativo. Os vetores demandaram do computador 2 x 10% bytes ou
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2 GB de memoria. Caso fosse utilizada alguma implementacao que dependesse da matriz,

o consumo de memoria seria de 2 x 106 bytes ou 20.000.000 G B.

Tabela 6.32: Teste Bidimensional - Consumo de memoria para matriz de ordem
50.000.000 x 50.000.000.

Memoria % do
Utilizada (bytes) | Consumo Total

Matriz Completa - -
Matriz Comprimida CSC - -
Vetores 2 x 10° 100 %

Tipo de Estrutura

Fonte: O Autor (2023).

Além disso, verificou-se que a Implementacao 7 foi a que obteve um menor tempo de
execugao nos referidos testes. Sendo assim, na Figura 6.18 é apresentada a comparagao

dos graficos da concentracao de todas as malhas utilizadas, executadas com a Implemen-

tacao 7.
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Figura 6.18: Comparagao dos perfis de concentragao para o caso bidimensional em relagao
ao aumento da ordem da matriz utilizando a Implementacao 7.
Fonte: O Autor (2023).

e Anailise referente ao tempo de criagao das estruturas

Por fim, buscou-se uma relagao entre os tempos de execugao do método numérico com
o tempo de criagdo da estrutura de calculo (matrizes ou vetores). Assim como no caso
unidimensional, foi feita a comparacao entre as Implementacoes 2 e 6, ambas utilizando

o método de Gauss-Seidel, cujo o resultado ¢ mostrado na Figura 6.19.
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Criagao dos Vetores
=®= Criacao da Matriz
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Figura 6.19: Teste Bidimensional - Comparacao dos tempos de criacao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 2 e 6 (grafico em escala logarit-
mica).

Fonte: O Autor (2023).

Os resultados apresentados no grafico da Figura 6.19 seguem o mesmo padrao do
caso unidimensional, ou seja, a execucao das implementacoes comeca demandando maior
tempo. Porém, ja na segunda ordem testada ela é ultrapassada pelo tempo de criagao da
matriz. Outra vez, assim como no caso unidimensional, o tempo de criacao dos vetores
pouco influenciou no tempo total do programa, mantendo-se bem abaixo do tempo de

execucao das implementacoes.

Também foram testadas as Implementagoes 3 e 7, neste caso, ambas utilizando o

método do algoritmo de Thomas. Os resultados sao mostrados na Figura 6.20.

Fica evidente, analisando os graficos das Figuras 6.19 e 6.20, que o tempo de criagao
da estrutura matricial inviabiliza a utilizacao das Implementagoes 2 e 3 para grandes

sistemas, uma vez que dependem da criacao da matriz.
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Criagao dos Vetores
=@®= Criagao da Matriz

u@ 13, AT - Matriz Competa: Elementos nao nulos
5 7. AT - Vetores: Elementos nao nulos
10 T T T T T

Tempo (s)
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Figura 6.20: Teste Bidimensional - Comparacao dos tempos de criagao das estruturas
(Matriz e Vetores) com a execugao das implementagoes 3 e 7 (gréafico em escala logarit-
mica).

Fonte: O Autor (2023).



Capitulo 7

CONCLUSOES E TRABALHOS
FUTUROS

Nesse capitulo sao apresentadas as conclusoes oriundas da corrente pesquisa, bem

como desdobramentos para trabalhos futuros que a mesma possibilita.

7.1 Conclusoes
Diante de todos os dados apresentados, foi possivel concluir que:
e Em relagao a convergéncia:

1. Todas as implementacoes descritas na Tabela 6.5 apresentaram um bom desem-
penho na resolucao do problema proposto. Nao houve divergéncia de nenhuma

implementagao nos testes realizados.

2. As Implementagoes 3, 5 e 7 (utilizaram o algoritmo de Thomas) foram as que apre-
sentaram uma melhor estabilidade nos resultados, independentemente do aumento

da ordem do sistema.

3. Para as Implementagdes 1, 2, 4 e 6 (utilizaram o método de Gauss-Seidel), com
o aumento da ordem da matriz foram necessarios refinamentos na malha para se

chegar a solucao desejada.
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e Em relagao ao tempo de execugao:

1. Nas primeiras ordens testadas, tanto no caso unidimensional quanto no caso bi-
dimensional, a Implementacao 1 (referéncia) nao apresentou o pior desempenho.
Porém, de acordo com o aumento da ordem do sistema, houve uma piora gradativa
no tempo de execucao da implementacao. Pelo fato de trabalhar com a matriz com-
pleta e realizar calculos em todos os seus elementos a cada iteragao, sua utilizagao
se mostrou inviavel para sistemas extensos, apresentando o pior desempenho em

relacao ao tempo de execucao.

2. As Implementagoes 2 e 3 apresentaram os melhores tempos de execugao entre aque-
las que utilizaram a matriz como estrutura de célculo. Embora trabalhe com a
estrutura matricial completa, como os céalculos sao realizados apenas nos elemen-
tos nao nulos, houve uma reducao significativa no tempo de execu¢ao dos métodos
quando comparados com a implementacao de referéncia. Porém, no momento em
que se buscou uma alta exigéncia de refinamento da malha, criando sistemas ex-
tensos, as Implementagoes 2 e 3 representaram uma desvantagem em relagao as

implementagoes que utilizaram vetores, pelo fato de depender da criacao da matriz.

3. Nas primeiras ordens testadas, tanto para o caso unidimensional quanto para o
caso bidimensional, as Implementacoes 4 e 5 obtiveram os piores desempenhos. Por
usar o sistema de compressao Compressed Sparse Column (CSC), o qual armazena
os elementos nao nulos da matriz e os indices com sua posi¢cao na mesma. Para
cada iteracao realizada, o programa precisa percorrer toda estrutura até chegar aos
indices dos elementos armazenados e realizar o calculo, comprometendo o tempo de

execuc¢ao do método.

4. Os melhores desempenhos ficaram com as Implementacoes 6 e 7, ambas utilizando
os vetores em substituigdo & matriz dos coeficientes. A Implementagao 6 apresentou
o segundo melhor resultado. Quando testada em sistemas de grandes dimensoes,
por utilizar vetores em substituicao & matriz dos coeficientes, o tempo total do
programa chegou a ser 98% menor do que as implementacoes que dependiam da
criagdo da matriz (Implementacdo 2 e 3). A Implementacdo 7 manteve-se estavel
em todos os testes, mesmo com o aumento da ordem da matriz. A economia no
tempo de execugao se deu por dois fatores: a utilizacao de vetores, em substitui¢ao
a matriz dos coeficientes; a solugao nao foi obtida por aproximacgoes, mas sim, por

substituicao regressiva, através eliminacao direta.
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¢ Em relagao ao consumo de memoria:

Nos testes em que todas as implementacoes foram executadas no mesmo programa, a

diferenca em relagao ao consumo de memoria foi bastante significativa.

1. As implementacoes que utilizaram vetores, em substituicao & matriz dos coeficien-
tes, apresentaram o melhor desempenho. Por armazenar apenas os elementos nao
nulos da estrutura matricial foi possivel uma economia de mais de 97% de memoria
do programa em todos os testes. Para grandes sistemas, com alta exigéncia de refi-
namento da malha, a economia fica mais evidente, chegando a valores maiores que

99,9%.

2. As implementagoes que utilizaram o sistema de compressao Compressed Sparse Co-
lumn (CSC), através da func¢ao sparse do MATLAB, se mostraram um boa op¢ao
para armazenamento da estrutura matricial durante a execu¢ao do método. Sua
economia na memoria do programa foi superior a 96% em todos os testes realiza-
dos. A desvantagem, em relacao as implementacoes que utilizaram vetores, é que,
além do armazenamento dos vetores, a fungao armazena, também, os indices de seu

posicionamento na matriz.

3. As implementacoes que utilizaram a matriz completa consumiram mais de 90%
da memoria disponivel do programa em todos os testes. Quando houve exigéncia
de refinamento da malha, o consumo ultrapassou 99,98%. Outra desvantagem na
utilizagao deste tipo de estrutura, foi o limite de armazenamento da matriz em
36.000 x 36.000 volumes, ou seja, para uma malha acima deste valor, devido a insu-

ficiéncia de memoria, o computador nao conseguiu armazenar a estrutura matricial.

Em resumo, as melhores opg¢oes para solugao do problema proposto foram: Implemen-
tagao 7, seguida pela Implementacao 6. O fato de substituir a matriz dos coeficientes por
vetores dos elementos nao nulos, de forma a nao armazenar e também nao computar no
calculo valores desnecessarios, foi determinante para a diminuicao no tempo de execugao

dos métodos e economia no consumo de memoria do programa.

7.2 Trabalhos Futuros

Com objetivo de dar continuidade aos estudos em relagao ao armazenamento da es-

trutura matricial para problemas que recaem em sistemas esparsos, algumas sugestoes sao
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importantes:

1. Estender as implementacoes computacionais do problema proposto, buscando apro-

veitar a esparsidade da matriz dos coeficientes, para o caso tridimensional.

2. A discretizacao através do Método dos Volumes Finitos resulta em uma diferenca
de concentracoes entre as faces dos volumes de controle. Para determinar uma
aproximacao do valor dessas concentracgoes foi utilizado um esquema de interpolagao
conhecido como upwind. Porém, segundo a literatura, existem outras formas de se
determinar esses valores, com maior ou menor grau de precisao. Neste sentido, é
interessante testar esquemas que alterem o grau de precisao do modelo com intuito
de verificar o comportamento da resolucao, principalmente em relagao ao algoritmo

de Thomas, uma vez que ira alterar a exigéncia de arredondamento da méaquina.

3. Nos testes bidimensionais, as implementacoes que utilizaram o método de Gauss-
Seidel convergiram mais rapido para a solugao quando comparado com os testes
unidimensionais. Esta diferenca de tempo, entre os dois estudos de caso, ocorreu
porque nos testes bidimensionais, o método Gauss-Seidel necessitou de menos ite-
ragoes para se chegar a solucao. Diante disso, seria interessante uma analise do
modelo matematico e da discretizacao, através do Método dos Volumes Finitos,
para entender o motivo desta diferenca, uma vez que as condigoes de contorno e as

aproximacoes por interpolacao foram as mesmas para os dois casos.

4. Para problemas cuja discretizagao resulte em uma matriz esparsa aleatoria, ou seja,
os elementos nao nulos nao seguem um padrao especifico, impossibilitando sua subs-
tituigdo por vetores, a estratégia de compressao Compressed Sparse Column (CSC)
pode se mostrar uma boa opc¢ao. No entanto, para execucao do método, percorre-se
toda a estrutura armazenada a cada passo de calculo, o que compromete o tempo do
programa. Dessa forma, seria importante uma investigagao em relagao a disposigao
de armazenamento dos valores e de mudancas na estrutura de calculo do método,

de forma a evitar esse desperdicio de tempo.
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