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Resumo

Neste trabalho abordaremos dois modelos de tráfego, modelo de Lighthill-Whitham-
Richards e o de Greenberg, que são leis de conservação, com o objetivo de resolvê-los
numericamente para encontrar soluções do tipo choque. Antes disso, provamos que existe
uma aproximação por polinômios (via série de Taylor) da função de fluxo do modelo
de Greenberg. Com isso, aplicamos o método assintótico, chegando em uma cadeia de
Hugoniot-Maslov para cada modelo. Para resolver tal cadeia utilizamos o método nu-
mérico de Runge-Kutta para sistemas. Conquistado isso, resolvemos alguns exemplos
numericamente e é feita a comparação entre o método assintótico e métodos numéricos
de diferenças finitas. Mostrando assim a eficiência do método assintótico.



Abstract

In this work we will approach two traffic models, the Lighthill-Whitham-Richards
model and the Greenberg model, which are conservation laws, with the objective of solving
them numerically to find shock-type solutions. Before that, we proved that there is
a polynomial approximation (via Taylor series) of the flow function of the Greenberg
model. With that, we apply the asymptotic method, arriving at a Hugoniot-Maslov chain
for each model. To solve such a chain we use the numerical method of Runge-Kutta for
systems. Having achieved this, we solved some examples numerically and a comparison is
made between the asymptotic method and numerical methods of finite differences. Thus
showing the efficiency of the asymptotic method.
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2.5 Condições de Entropia 27

Agora, se f(u) for côncava (concavidade para baixo) e uℓ > ur, então, geometrica-

mente, uℓ se liga a ur por meio de várias retas tangentes e com isso se tem como solução

uma rarefação. Caso uℓ < ur, então uℓ se liga a ur por uma reta secante e assim teremos

uma solução do tipo choque.

x

t

u u rl

(a) Caso uℓ < ur.

x

t

u ur l

(b) Caso uℓ > ur.

Figura 2.7: Caso em que a função de fluxo é concavo.



Capítulo 3

Modelos de Tráfego

Neste capítulo abordamos os dois modelos de tráfego que são utilizados, sendo eles o

modelo de Lighthill-Whitham-Richards e o modelo de Greenberg. Vale lembrar que desde

1950 surgiram muitos modelos, cada um com a sua particularidade, tendo vantagens e

desvantagens, além de que um modelo pode ser o ideal para um caso e não ser ideal para

outro caso. Ou seja, os dois modelos estudados aqui possuem também suas vantagens e

desvantagens, sendo ideais para os casos mostrados mais adiante neste capítulo.

Antes de explicarmos os modelos citados acima, temos que entender alguns conceitos

básicos, que podem ser vistos na seção abaixo.

3.1 Categorias dos Modelos

Cada modelo de tráfego criado pertence a uma categoria. Cada categoria é definida

a partir do nível de detalhamento do tráfego e do comportamento do motorista. Essas

categorias são submicroscópico, microscópico (baseados em agentes), mesoscópico, ma-

croscópico (contínuos), de rede ou híbridos combinando diferentes níveis de detalhe. As

duas categorias que possuem mais modelos são a microscópico e a macroscópico. Aqui

apresentamos somente a categoria macroscópico, pois é o que interessa para este texto.

3.1.1 Macroscópico

Para um modelo ser considerado um modelo macroscópico ele tem que descrever o

fluxo de tráfego como se fosse um fluxo contínuo, com isso é comparado com um modelo

contínuo para fluidos. Nesse modelo não é considerado o movimento de um só veículo, e

sim utilizamos de variáveis, como a densidade, velocidade e fluxo, para modelar o com-



















Capítulo 4

Álgebra de Colombeau

Neste capítulo vemos a base matemática que usamos para construir o método assintó-

tico, que neste trabalho é a subálgebra de Colombeau. Uma observação importante é que

essa não é a única base matemática que dá para construir o método assintótico. Começa-

mos pelas funções generalizadas, pois tal conjunto está contido na álgebra de Colombeau,

até a subálgebra de Colombeau.

4.1 Funções Generalizadas

O conceito de funções generalizadas, é basicamente uma extensão do conceito de

função que já conhecemos. A necessidade de ampliar o conceito de função veio da física.

Para exemplificar isso considere um corpo, tal que o próprio recebe uma força, essa força

não atua sobre todo o corpo, e sim sobre um ponto deste corpo. Tal ação pontual é

difícil de descrever quando temos que uma função precisa ser contínua ou contínua por

partes. Outro exemplo é, quando se tem o interesse de obter a densidade de uma carga

elétrica, que é um ponto, ou seja, uma quantidade pontual, o que não se dá para fazer com

uma função contínua, então a partir dessa necessidade surgiu a “função” delta de Dirac.

Para calcular quantidades pontuais os físicos precisaram criar outros tipos de “funções”

para esses exemplos e para outras partes da física, como por exemplo Teoria Quântica

de Campos. A função delta de Dirac surgiu primeiro, só um tempo depois que surgiu o

conceito de funções generalizadas, assim formalizando matematicamente as funções que

não eram abrangidas pelo conceito de função.

A ideia da extensão é, escolhe-se um ponto, e queremos avaliar o que acontece neste

ponto, o que é algo que não podemos visualizar. Com isso, pegamos uma vizinhança desse

ponto, cujo tamanho é o necessário para já se ter a possibilidade de utilizar o conceito de
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Considere D(R) o espaço vetorial topológico das funções de teste na reta.

Definição 2. Se f : R → R é uma função localmente integrável na reta, então podemos

definir um funcional F em D(R) como

F (φ) =

∫ +∞

−∞
f(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(R).

Definição 3. Um funcional F (φ) é chamado de linear se, para todas as funções de teste

φ(x), ψ(x) ∈ D(R), a seguinte igualdade vale:

F (αφ+ βψ) = αF (φ) + βF (ψ),

onde α e β são constantes arbitrárias.

Definição 4. Um funcional F em D(R) é chamado contínuo, se para qualquer sequência

funcional {φk(x)}, cujos elementos pertencem ao espaço D(R) e convergem em k →
∞ para uma certa função de teste φ(x) ∈ D(R), o correspondente sequência numérica

{F (φk)} converge para o número F (φ).

Definição 5. Uma sequência de funcionais é dada por

Fϵ(φ) =

∫ +∞

−∞
fϵ(x)φ(x)dx,

onde {fϵ(x)} é a sequência de funções localmente integráveis.

Definição 6. Seja {fϵ(x)} é a sequência de funções localmente integráveis. Então, o

limite fraco da sucessão fϵ(x), quando ϵ→ 0, para cada função φ ∈ D(R), é dado por

lim
ϵ→0

Fϵ(φ) = lim
ϵ→0

∫ +∞

−∞
fϵ(x)φ(x)dx = φ(0).

Queremos provar que a “função” delta de Dirac tem a propriedade de limite fraco. Da

continuidade da função φ(x), temos que ∀η > 0, ∃ϵ0 > 0, tal que |φ(x)− φ(0)| < η, para

|x| < ϵ0.
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Assim, a conclusão do teorema contradiz qualquer intuição razoável. Portanto, não vale

a regra de Leibniz para D′(R).

4.1.2 Função generalizada sobre um espaço euclidiano aberto de
n-dimensões

Anteriormente definimos o conceito de função generalizada para a reta, mas esse con-

ceito também é possível de se definir para funções generalizadas sobre qualquer conjunto

limitado (por exemplo, um segmento ou um círculo), bem como funções generalizadas

de várias variáveis, para as quais podemos usar um subconjunto aberto Ω do espaço eu-

clidiano n-dimensional Rn. Neste caso o conjunto de funções teste é o espaço vetorial

D(Ω) = C∞
0 (Ω), formada pelas funções indefinidamente diferenciáveis φ : Ω → R com

suporte compacto. Nesse caso, a convergência no espaço das funções de teste é definida

da seguinte forma.

Definição 9. Diz-se que uma sequência (φn)n∈N de elementos do espaço D(Ω) converge

para uma função φ ∈ D(Ω) quando ambas são preenchidas condições a seguir

1. Existe um subconjunto compacto K contido no aberto Ω, tal que tanto φ

quanto todos os elementos φn da sequência tenham seus suportes contidos em K.

2. Para cada operador de diferenciação parcial D =
∂k1+k2+...kn

∂xk11 ∂x
k2
2 . . . ∂xknn

(incluindo

o operador de identidade In =
∂0+0+...0

∂x01∂x
0
2 . . . ∂x

0
n

) a sequência (Dφn)n∈N converge uniforme-

mente em K para a função Dφ (ou o que é equivalente, lim
n→∞

sup
x∈Ω

|Dφn(x)−Dφ(x)| = 0).

Definição 10. Uma função generalizada em Ω é um funcional linear e contínuo no espaço

vetorial topológico das funções de teste D(Ω). A continuidade de um funcional T :

D(Ω) → R é entendido no seguinte sentido, T (φn) → T (φ) em R (ou em C no caso de

distribuições de valores complexos) sempre que a sequência (φn)n∈N tende para a função

φ no espaço vetorial D(Ω).

O conjunto de funções generalizadas sobre Ω é comumente denotado por D′(Ω). Obvi-

amente, D′(Ω) é um espaço vetorial real (ou complexo) no qual as operações de adição de

distribuições e multiplicação de distribuições por escalares são definidas da forma usual,

ou seja, ponto a ponto. Também é definida uma noção de convergência, da mesma forma

que no caso unidimensional.

Definição 11. Se T ∈ D′(Ω), então as derivadas parciais de T podem ser definidas em

relação às variáveis xi, i = 1, 2, . . . , n, e são distribuições denotadas por
∂T

∂xi
, que são
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Segundo, temos que (C∞(Ω),+, •, ·) é uma álgebra sobre o corpo R (ou sobre C), com as

operações de soma, multiplicação de escalar e multiplicação de funções, pois

• o tripleto (C∞(Ω),+, ·) é um espaço vetorial real de dimensão infinita sobre o

corpo R, que é formado pelo conjunto C∞(Ω), a operação de adição de funções de classe

C∞ sobre Ω e multiplicação por escalares k ∈ R.

• e o tripleto (C∞(Ω),+, •) é um anel comutativo e unitário, que é formado pelo

mesmo conjunto C∞(Ω) e pelas duas leis internas de composição nele definidas (adição e

multiplicação de funções).

Além disso, esta álgebra é diferencial, o que significa que todo operador diferencial D

de ordem arbitrária é um operador aplicando a álgebra C∞(Ω) sobre si mesmo (D pode

ser, por exemplo, um operador diferencial do tipo D =
∂k1+k2+...kn

∂xk11 ∂x
k2
2 . . . ∂xknn

, de ordem

k = k1 + k2 + · · ·+ kn).

Com essas observações podemos estender essas mesmas operações para G(Ω), as-

sim G(Ω) passa a ser uma álgebra diferencial de funções generalizadas. Note que, não

é possível estender esse conceito somente para D′(Ω), pois a multiplicação de funções

generalizadas pode não ser uma função generalizada.

Para utilizarmos a cadeia de Hugoniot-Maslov necessitamos apenas de uma subálgebra

de G(Ω), que é a álgebra das funções generalizadas simplificadas, GS(Ω), antes de definir

ela vemos alguns conceitos.

Considere o seguinte conjunto de funções reais dependentes de um parâmetro ϵ ∈ (0, 1)

E(Ω) = {R(ϵ, x)|R ∈ C∞, x ∈ Ω, para cada ϵ ∈ (0, 1)}.

Seja D =
∂k1+k2+...kn

∂xk11 ∂x
k2
2 . . . ∂xknn

, qualquer operador de derivada parcial em Ω.

Considere o conjunto

EM(Ω) = {R ∈ E(Ω) | ∀K ⊂ Ω compacto e ∀D operador diferencial parcial,∃q ∈ N,

c > 0 e η > 0, tal que sup
x∈K

|DR(ϵ, x)| ⩽ cϵ−q, ∀0 < ϵ < η}.

Chamamos de EM(Ω) o subconjunto das funções moderadas, que obviamente é uma

sub álgebra comutativa e unitária da álgebra E(Ω), com as operações usuais de adição e

multiplicação de funções e a multiplicação de funções por escalares. Funções moderadas
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são uniformemente limitadas com todas as suas derivadas polinomialmente.

Por último, denotamos por N(Ω) o subconjunto de EM(Ω) definido da seguinte forma

N(Ω) = {R ∈ EM(Ω) | ∀K ⊂ Ω compacto e ∀D operador diferencial parcial,

∃q ∈ N;∀p ⩾ q,∃c > 0 e η > 0, tal que sup
x∈K

|DR(ϵ, x)| ⩽ cϵp−q, ∀0 < ϵ < η}.

Definição 13. A álgebra das funções generalizadas simplificadas é o espaço vetorial quo-

ciente

GS(Ω) =
EM(Ω)

N(Ω)
.

As definições e proposições a seguir se fazem necessárias para a utilização da Cadeia

de Hugoniot-Maslov. Dentre elas a definição da função de Dirac e de Heaviside na álgebra

de Colombeau. Observe que em EM(Ω), e consequentemente em Gs(Ω), estão somente

as fϵ(x) que são C∞, pois EM(Ω) ⊂ C∞(Ω), ao contrário de G(Ω), já que G(Ω) não está

contido em C∞(Ω).

Definição 14. Sejam G1 e G2 dois elementos da álgebra diferencial GS(Ω). Diz-se que G1

está associado a G2 se existem funções R1(ϵ, x), R2(ϵ, x) na álgebra EM(Ω) representantes

do G1 e G2, respectivamente, tal que

lim
ϵ→0

∫
Ω

[R1(ϵ, x)−R2(ϵ, x)]φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ D(Ω).

Notação: G1 ≈ G2.

Definição 15. Diz-se que uma função generalizada simplificada G ∈ GS(Ω) admite a

distribuição T ∈ D′(Ω) como um aspecto macroscópico se, e somente se,

lim
ϵ→0

∫
Ω

R(ϵ, x)φ(x)dx = T (φ), ∀φ ∈ D(Ω),

onde R(ϵ, x) ∈ EM(Ω) é um representante arbitrário da função generalizada G.

Definição 16. (Funções de Heaviside generalizadas em álgebra de Colombeau GS(R)).
Uma função generalizada H ∈ GS(R) é chamada de função de Heaviside generalizada se

existe uma função representativa do mesmo RH ∈ EM(R) para o qual existe uma função

A(ϵ) > 0 tal que lim
ϵ→0

A(ϵ) = 0 e para o qual as seguintes afirmações são cumpridas

1. RH(ϵ, x) = 0, ∀ϵ ∈ (0, 1), x < −A(ϵ).

2. RH(ϵ, x) = 1, ∀ϵ ∈ (0, 1), x > A(ϵ).

3. sup
x∈R

|RH(ϵ, x)| < +∞, ∀ϵ ∈ (0, 1).
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Definição 17. (Funções de Dirac generalizadas na álgebra de Colombeau GS(R)) Uma

função generalizada δ ∈ GS(R) é chamada de função Dirac generalizada se existe uma

função Rδ ∈ ES(R) que a representa, para a qual existe uma função A(ϵ) > 0, tal que

lim
ϵ→0

A(ϵ) = 0 e que tem as seguintes propriedades

1. Rδ(ϵ, x) = 0, ∀ϵ ∈ (0, 1), |x| > A(ϵ).

2.
∫ +∞

−∞
Rδ(ϵ, x)dx = 1, ∀ϵ ∈ (0, 1).

3. sup
x∈(0,1)

∫ +∞

−∞
|Rδ(ϵ, x)|dx < +∞.

Proposição 3. Para toda função de Heaviside generalizada H e toda função de Dirac

generalizada δ na álgebra de Colombeau GS(R), valem as seguintes relações de associação

1. Hn ≈ H, ∀n ⩾ 1.

2. H ′ ≈ δ.

3. nHn−1H ′ ≈ H ′, ∀n ⩾ 1.

Proposição 4. Seja f ∈ C∞. SeG1, G2 ∈ GS(Ω) são tais queG1 ≈ G2, então fG1 ≈ fG2.









5.1 Cadeia de Hugoniot-Maslov 51

EDOs:

X ′ =
n∑

k=0

1

k + 1

n∑
i=k

aifi(k)A
i−k
0 Bk

0 ,

A′
l = (l + 1)Al+1(X

′ − a0)−
l∑

j=0

[
(j + 1)a1Al−jAj+1 +

n∑
i=2

aiÃi,j,l(j + 1)Aj+1

]
,

B′
l = (l + 1)Bl+1(X

′ − a0)

−
l∑

j=0

{
(j + 1)a1(Al−jBj+1 +Bl−jBj+1 +Bl−jAj+1)

+ 2a2(j + 1)[Aj+1 +Bj+1]

l−j∑
m=0

Al−j−mBm+

+
n∑

i=2

[
(j + 1)ai(Bj+1Ãi,j,l + Aj+1B̃i,j,l +Bj+1B̃i,j,l)

]
+

n−1∑
i=2

[
(i+ 1)ai+1Al−j

j∑
m=0

(m+ 1)(Am+1 +Bm+1)B̃i,m,j

]

+

(
n∑

i=3

iaiÃi−1,j,l

)(
j∑

m=0

(m+ 1)Bj−m[Am+1 +Bm+1]

)

+
n∑

k=2

(
n∑

i=k+2

aifi(k)Ãi−k,j,l

)(
j∑

m=0

(m+ 1)B̃k,m,j(Am+1 +Bm+1)

)}

onde

Ãi,j,l =

l−j∑
k1=0

l−j−k1∑
k2=0

. . .

l−j−k′∑
ki−1=0

Ak1Ak2 . . . Aki−1
Al−j−k′′ ,

B̃i,j,l =

l−j∑
k1=0

l−j−k1∑
k2=0

. . .

l−j−k′∑
ki−1=0

Bk1Bk2 . . . Bki−1
Bl−j−k′′ ,

sendo k′ =
i−2∑
s=1

ks, k′′ =
i−1∑
s=1

ks e denotamos por fi(k) a seguinte expressão

fi(k) =


(i− k + 1)(i− k + 2) . . . (i− 1)i

k!
, se k > 0

1, se k = 0
,

onde k ∈ N.























6.4 Truncamento 62
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X ′ = vmax(ln(2)− 1) +
n∑

i=1

aiA
i
0 +

n∑
k=1

1

k + 1

n∑
i=k

aifi(k)A
i−k
0 Bk

0

A′
0 = A1[X

′ − vmax(ln(2)− 1)] + 2vmaxA0A1 −
n∑

i=2

aiÃi,0,0A1

A′
1 = 2A2[X

′ − vmax(ln(2)− 1)] + 2vmaxA
2
1 −

n∑
i=2

aiÃi,0,1A1 + 4vmaxA0A2 −
n∑

i=2

aiÃi,1,12A2

A′
2 = 6 vmaxA1A2 −

n∑
i=2

aiÃi,0,2A1 −
n∑

i=2

aiÃi,1,22A2

B′
0 = B1[X

′ − vmax(ln(2)− 1)]− {(−2vmax)(A0B1 +B0B1 +B0A1) + 4vmax[A1 +B1]A0B0

+
n∑

i=2

[
ai(B1Ãi,0,0 + A1B̃i,0,0 +B1B̃i,0,0)

]
+

n−1∑
i=2

[
(i+ 1)ai+1A0(A1 +B1)B̃i,0,0

]
+

(
n∑

i=3

iaiÃi−1,0,0

)
(B0[A1 +B1]) +

n∑
k=2

(
n∑

i=k+2

aifi(k)Ãi−k,0,0

)(
B̃k,0,0(A1 +B1)

)}

B′
1 = 2B2[X

′ − vmax(ln(2)− 1)]−
1∑

j=0

{(j + 1)(−2vmax)(A1−jBj+1 +B1−jBj+1 +B1−jAj+1)

+4vmax(j + 1)[Aj+1 +Bj+1]

1−j∑
m=0

A1−j−mBm +
n∑

i=2

[
(j + 1)ai(Bj+1Ãi,j,1 + Aj+1B̃i,j,1 +Bj+1B̃i,j,1)

]
+

n−1∑
i=2

[
(i+ 1)ai+1A1−j

j∑
m=0

(m+ 1)(Am+1 +Bm+1)B̃i,m,j

]

+

(
n∑

i=3

iaiÃi−1,j,1

)(
j∑

m=0

(m+ 1)Bj−m[Am+1 +Bm+1]

)

+
n∑

k=2

(
n∑

i=k+2

aifi(k)Ãi−k,j,1

)(
j∑

m=0

(m+ 1)B̃k,m,j(Am+1 +Bm+1)

)}

B′
2 = −

2∑
j=0

{(j + 1)(−2vmax)(A2−jBj+1 +B2−jBj+1 +B2−jAj+1)

+4vmax(j + 1)[Aj+1 +Bj+1]

2−j∑
m=0

A2−j−mBm +
n∑

i=2

[
(j + 1)ai(Bj+1Ãi,j,2 + Aj+1B̃i,j,2 +Bj+1B̃i,j,2)

]
+

n−1∑
i=2

[
(i+ 1)ai+1A2−j

j∑
m=0

(m+ 1)(Am+1 +Bm+1)B̃i,m,j

]

+

(
n∑

i=3

iaiÃi−1,j,2

)(
j∑

m=0

(m+ 1)Bj−m[Am+1 +Bm+1]

)

+
n∑

k=2

(
n∑

i=k+2

aifi(k)Ãi−k,j,2

)(
j∑

m=0

(m+ 1)B̃k,m,j(Am+1 +Bm+1)

)}
.





Capítulo 7

Métodos Numéricos

Para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov numericamente usamos o método de Runge-

Kutta de quarta ordem para sistema de EDO’s. Além deste método utilizamos mais dois

para comprovar a eficiência do método assintótico, que são os métodos de Lax-Wendroff-

Richtmyer de dois passos e Lax-Friedrichs. Sendo que esses dois últimos têm a função de

resolver numericamente leis de conservação hiperbólicas, no caso em questão, não lineares.

Este capítulo é dedicado a apresentar tais métodos e explicar os próprios, desta maneira

a análise dos resultados fica mais clara.

7.1 Runge-Kutta para sistema de EDO’s

Criado por Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta no final do século XXI e começo de

1900, tinham o intuito de resolver uma equação diferencial ordinária sem precisar avaliar as

derivadas das funções. Depois de conseguir isso eles estenderam o método para o sistema

de EDO’s. A ideia do método é avaliar cada EDO do sistema para diferentes valores de

tempo e espaço, seguindo a ordem dos intervalos de ambos, fazendo uma quantidade de N

iterações. De forma mais detalhada, seja um sistema de EDO’s de ordem m de problemas

de valor inicial de primeira ordem da seguinte forma

du1
dt

= f1(t, u1, u2, . . . , um),

du2
dt

= f2(t, u1, u2, . . . , um),

...
dum
dt

= fm(t, u1, u2, . . . , um),












































