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Resumo

Neste trabalho abordaremos dois modelos de trafego, modelo de Lighthill-Whitham-
Richards e o de Greenberg, que sao leis de conservagao, com o objetivo de resolvé-los
numericamente para encontrar solucoes do tipo choque. Antes disso, provamos que existe
uma aproximacao por polindmios (via série de Taylor) da fungdo de fluxo do modelo
de Greenberg. Com isso, aplicamos o método assintotico, chegando em uma cadeia de
Hugoniot-Maslov para cada modelo. Para resolver tal cadeia utilizamos o método nu-
mérico de Runge-Kutta para sistemas. Conquistado isso, resolvemos alguns exemplos
numericamente e é feita a comparacao entre o método assintético e métodos numéricos
de diferencas finitas. Mostrando assim a eficiéncia do método assintético.



Abstract

In this work we will approach two traffic models, the Lighthill-Whitham-Richards
model and the Greenberg model, which are conservation laws, with the objective of solving
them numerically to find shock-type solutions. Before that, we proved that there is
a polynomial approximation (via Taylor series) of the flow function of the Greenberg
model. With that, we apply the asymptotic method, arriving at a Hugoniot-Maslov chain
for each model. To solve such a chain we use the numerical method of Runge-Kutta for
systems. Having achieved this, we solved some examples numerically and a comparison is
made between the asymptotic method and numerical methods of finite differences. Thus
showing the efficiency of the asymptotic method.
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2.5 Condigoes de Entropia 27

Agora, se f(u) for concava (concavidade para baixo) e uy > u,, entdo, geometrica-
mente, uy se liga a u, por meio de varias retas tangentes e com isso se tem como solugao
uma rarefacao. Caso u, < u,, entao u, se liga a u, por uma reta secante e assim teremos

uma solucao do tipo choque.

t/ t/

(a) Caso up < uy. (b) Caso ug > uy-.

Figura 2.7: Caso em que a funcao de fluxo é concavo.



Capitulo 3

Modelos de Trafego

Neste capitulo abordamos os dois modelos de trafego que sao utilizados, sendo eles o
modelo de Lighthill-Whitham-Richards e o modelo de Greenberg. Vale lembrar que desde
1950 surgiram muitos modelos, cada um com a sua particularidade, tendo vantagens e
desvantagens, além de que um modelo pode ser o ideal para um caso e nao ser ideal para
outro caso. Ou seja, os dois modelos estudados aqui possuem também suas vantagens e

desvantagens, sendo ideais para os casos mostrados mais adiante neste capitulo.

Antes de explicarmos os modelos citados acima, temos que entender alguns conceitos

bésicos, que podem ser vistos na secao abaixo.

3.1 Categorias dos Modelos

Cada modelo de trafego criado pertence a uma categoria. Cada categoria é definida
a partir do nivel de detalhamento do trafego e do comportamento do motorista. Essas
categorias sao submicroscopico, microscopico (baseados em agentes), mesoscopico, ma-
croscopico (continuos), de rede ou hibridos combinando diferentes niveis de detalhe. As
duas categorias que possuem mais modelos sao a microscopico e a macroscopico. Aqui

apresentamos somente a categoria macroscopico, pois é o que interessa para este texto.

3.1.1 Macroscopico

Para um modelo ser considerado um modelo macroscopico ele tem que descrever o
fluxo de trafego como se fosse um fluxo continuo, com isso é comparado com um modelo
continuo para fluidos. Nesse modelo nao é considerado o movimento de um sé veiculo, e

sim utilizamos de variaveis, como a densidade, velocidade e fluxo, para modelar o com-



























Capitulo 4

Algebra de Colombeau

Neste capitulo vemos a base matematica que usamos para construir o método assinto-
tico, que neste trabalho é a subélgebra de Colombeau. Uma observagao importante é que
essa nao é a unica base matematica que da para construir o método assintotico. Comega-
mos pelas fungoes generalizadas, pois tal conjunto esté contido na algebra de Colombeau,

até a subélgebra de Colombeau.

4.1 Funcgoes Generalizadas

O conceito de fungoes generalizadas, é basicamente uma extensao do conceito de
funcao que ja conhecemos. A necessidade de ampliar o conceito de fungao veio da fisica.
Para exemplificar isso considere um corpo, tal que o préprio recebe uma forca, essa forca
nao atua sobre todo o corpo, e sim sobre um ponto deste corpo. Tal acao pontual é
dificil de descrever quando temos que uma fungao precisa ser continua ou continua por
partes. Outro exemplo é, quando se tem o interesse de obter a densidade de uma carga
elétrica, que é um ponto, ou seja, uma quantidade pontual, o que nao se da para fazer com
uma funcao continua, entao a partir dessa necessidade surgiu a “fun¢ao” delta de Dirac.
Para calcular quantidades pontuais os fisicos precisaram criar outros tipos de “funcoes”
para esses exemplos e para outras partes da fisica, como por exemplo Teoria Quéantica
de Campos. A funcao delta de Dirac surgiu primeiro, s6 um tempo depois que surgiu o
conceito de fungoes generalizadas, assim formalizando matematicamente as func¢oes que

nao eram abrangidas pelo conceito de funcao.

A ideia da extensao é, escolhe-se um ponto, e queremos avaliar o que acontece neste
ponto, o que é algo que nao podemos visualizar. Com isso, pegamos uma vizinhanca desse

ponto, cujo tamanho ¢é o necessario para ja se ter a possibilidade de utilizar o conceito de






4.1 Fungoes Generalizadas 39

Considere D(R) o espago vetorial topologico das fungoes de teste na reta.

Definigao 2. Se f : R — R é uma fungao localmente integravel na reta, entao podemos

definir um funcional F' em D(R) como

400
F(p) = f(@)p(x)de, Vo € D(R).

Defini¢ao 3. Um funcional F(p) é chamado de linear se, para todas as fungoes de teste

o(x),¥(x) € D(R), a seguinte igualdade vale:

Flap + ) = aF(e) + BF(¥),
onde o e B sao constantes arbitrarias.

Definigao 4. Um funcional F' em D(R) é chamado continuo, se para qualquer sequéncia
funcional {pk(x)}, cujos elementos pertencem ao espaco D(R) e convergem em k —
oo para uma certa fungao de teste p(z) € D(R), o correspondente sequéncia numérica

{F(¢x)} converge para o numero F(¢p).

Definicao 5. Uma sequéncia de funcionais é dada por

—+00

Fp) = fe(x)p(r)dr,

—0o0

onde {f.(z)} é a sequéncia de fun¢oes localmente integraveis.

Defini¢ao 6. Seja {f.(x)} é a sequéncia de fungdes localmente integraveis. Entao, o

limite fraco da sucessao f.(z), quando € — 0, para cada fungao ¢ € D(R), é dado por

—+00

lim F(¢p) = lim fe(z)p(@)dz = ¢(0).

e—0 e—0 oo

Queremos provar que a “funcao” delta de Dirac tem a propriedade de limite fraco. Da
continuidade da fungao ¢(x), temos que ¥n > 0, 3¢y > 0, tal que |p(z) — ¢(0)] < 7, para

|LU| < €p.
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Assim, a conclusao do teorema contradiz qualquer intuicao razoavel. Portanto, nao vale

a regra de Leibniz para D'(R).

4.1.2 Funcao generalizada sobre um espago euclidiano aberto de
n-dimensoes

Anteriormente definimos o conceito de funcao generalizada para a reta, mas esse con-
ceito também ¢é possivel de se definir para fungoes generalizadas sobre qualquer conjunto
limitado (por exemplo, um segmento ou um circulo), bem como fungdes generalizadas
de varias variaveis, para as quais podemos usar um subconjunto aberto {2 do espaco eu-
clidiano n-dimensional R"™. Neste caso o conjunto de funcoes teste ¢ o espago vetorial
D(Q) = C(Q?), formada pelas fungoes indefinidamente diferenciaveis ¢ : @ — R com
suporte compacto. Nesse caso, a convergéncia no espaco das fungoes de teste é definida

da seguinte forma.

Definigao 9. Diz-se que uma sequéncia (¢, )nen de elementos do espago D(€2) converge

para uma funcdo ¢ € D(2) quando ambas sao preenchidas condigbes a seguir

1. Existe um subconjunto compacto K contido no aberto €2, tal que tanto ¢
quanto todos os elementos ¢,, da sequéncia tenham seus suportes contidos em K.
ak‘1+k2+...kn

k1 9,k kn,
Oxi'0xy? ... Oxk

2. Para cada operador de diferenciagao parcial D = (incluindo

80+0+...0

029023 ... 029
mente em K para a fungdo Dy (ou o que é equivalente, lim sup |Dy,(z) — Do(z)| = 0).
n—0o0 e

o operador de identidade I,, = ) a sequéncia (D, )nen converge uniforme-

Definicao 10. Uma fungao generalizada em €2 é um funcional linear e continuo no espago
vetorial topologico das fungdes de teste D(Q2). A continuidade de um funcional T' :
D(22) — R é entendido no seguinte sentido, T'(¢,) — T'(¢) em R (ou em C no caso de
distribui¢oes de valores complexos) sempre que a sequéncia (¢, ),en tende para a fungao

¢ no espago vetorial D(£2).

O conjunto de fungdes generalizadas sobre €2 é comumente denotado por D'(2). Obvi-
amente, D'(€)) é um espago vetorial real (ou complexo) no qual as operagoes de adigao de
distribui¢oes e multiplicagao de distribuigoes por escalares sao definidas da forma usual,
ou seja, ponto a ponto. Também é definida uma noc¢ao de convergéncia, da mesma forma

que no caso unidimensional.

Definigao 11. Se T € D'(Q)), entao as derivadas parciais de T' podem ser definidas em
oT

, que sao

Oz,

relacao as variaveis x;, © = 1,2,...,n, e sao distribuicoes denotadas por
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Segundo, temos que (C*(£2),+, e, ) é uma algebra sobre o corpo R (ou sobre C), com as

operacoes de soma, multiplicacao de escalar e multiplicacao de funcoes, pois

e o tripleto (C*(2),+,-) é um espago vetorial real de dimensao infinita sobre o
corpo R, que é formado pelo conjunto C*°(2), a operagao de adigao de fungoes de classe

C> sobre €2 e multiplicagao por escalares k € R.

e ¢ o tripleto (C*(Q2), +, @) é um anel comutativo e unitéario, que é formado pelo
mesmo conjunto C*°(2) e pelas duas leis internas de composicao nele definidas (adigao e

multiplica¢do de fungdes).

Além disso, esta algebra é diferencial, o que significa que todo operador diferencial D

de ordem arbitraria é um operador aplicando a algebra C'*°(2) sobre si mesmo (D pode
8k1+k2+~-~kn

ser, por exemplo, um operador diferencial do tipo D = R— , de ordem
Ozt 0xs5? ... Oxkn

ko= 4yt e+ k).

Com essas observagoes podemos estender essas mesmas operagoes para G(£2), as-
sim G(2) passa a ser uma é&lgebra diferencial de fungdes generalizadas. Note que, nao
¢ possivel estender esse conceito somente para D’'(€2), pois a multiplicacdo de fungoes

generalizadas pode nao ser uma funcao generalizada.

Para utilizarmos a cadeia de Hugoniot-Maslov necessitamos apenas de uma subalgebra
de G(Q), que é a algebra das fungoes generalizadas simplificadas, G5(€2), antes de definir

ela vemos alguns conceitos.

Considere o seguinte conjunto de fungoes reais dependentes de um parametro e € (0, 1)
EQ) ={R(e,x)| Re C*, z €, paracadae € (0,1)}.

ak‘1+k‘2+...kn
Ozt oxk ... 0

Considere o conjunto

Seja D =

. qualquer operador de derivada parcial em ().
xkn

En(Q)={R e E(Q)|VK C § compacto e VD operador diferencial parcial, 3¢ € N,

c>0en>0, tal que sup|DR(e,x)| < ce ?, V0 < € < n}.
zeEK

Chamamos de F)/(§2) o subconjunto das fun¢oes moderadas, que obviamente é uma
sub algebra comutativa e unitaria da algebra E(f)), com as operagoes usuais de adigao e

multiplicacao de fungoes e a multiplicacao de fungoes por escalares. Fungoes moderadas
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sao uniformemente limitadas com todas as suas derivadas polinomialmente.

Por altimo, denotamos por N(2) o subconjunto de Fj;(€2) definido da seguinte forma

N(Q)={R € Ey(Q)|VK C 2 compacto ¢ VD operador diferencial parcial,
JdgeN;Vp>q,3c>0en >0, tal que sup |[DR(e,x)| < ce?79, V0 < € < n}.
zeK

Definicao 13. A algebra das fungoes generalizadas simplificadas é o espago vetorial quo-

clente

As definigbes e proposigoes a seguir se fazem necessarias para a utilizagao da Cadeia
de Hugoniot-Maslov. Dentre elas a defini¢ao da fungao de Dirac e de Heaviside na algebra
de Colombeau. Observe que em FEy(€2), e consequentemente em G4(€2), estdo somente
as fe(x) que sdo C™, pois Ey(Q) C C(£2), ao contrario de G(2), ja que G(2) nao esta
contido em C*°(Q).

Definigao 14. Sejam G e G5 dois elementos da algebra diferencial Gg(f2). Diz-se que G
esté associado a Gy se existem fungdes R (¢, z), Ra(€, ) na algebra Fy,(€)) representantes

do GG; e (G5, respectivamente, tal que

lim [ [Ri(e,x) — Ra(e, x)]p(x)dx =0, Ve e D(Q).

e—0 Q
Notacao: G ~ Gbs.

Definigao 15. Diz-se que uma fungao generalizada simplificada G € Gg(€2) admite a

distribuigao T' € D'(£2) como um aspecto macroscopico se, e somente se,

lim | R(e,x)p(x)dz =T(p), Ve € D(Q),

e—0 Q
onde R(e,x) € Ep(Q2) é um representante arbitrario da func¢ao generalizada G.

Definigao 16. (Fungoes de Heaviside generalizadas em élgebra de Colombeau Gg(R)).
Uma funcao generalizada H € Gg(R) é chamada de fungao de Heaviside generalizada se
existe uma fungao representativa do mesmo Ry € E)y(R) para o qual existe uma fungao

A(e) > 0 tal que lir% A(e) = 0 e para o qual as seguintes afirmagdes sdo cumpridas
€E—>
1. Ry(e,x) =0, Ve € (0,1), z < —A(e).
2. Ry(e,z) =1,Ve € (0,1), z > A(e).

3. sup |Ru (€, z)| < +oo, Ve € (0,1).
T€eR
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Definicao 17. (Fungoes de Dirac generalizadas na algebra de Colombeau Gg(R)) Uma
fungao generalizada § € Gg(R) ¢ chamada de fun¢do Dirac generalizada se existe uma
fungao Rs € Es(R) que a representa, para a qual existe uma fun¢do A(e) > 0, tal que

lir% A(e) = 0 e que tem as seguintes propriedades
e—

1. Rs(e,z) =0, Ve € (0,1), |z| > A(e).

+o0
2. Rs(e,x)dx =1, Ve € (0,1).

— 00

+oo
3. sup/ |Rs (€, x)|dr < 400.

z€(0,1) e
Proposicao 3. Para toda funcao de Heaviside generalizada H e toda funcao de Dirac

generalizada 0 na éalgebra de Colombeau Gg(R), valem as seguintes relagoes de associagao
1. A" =~ H,Vn > 1.
2. H =~ .
3. nH" 'H' ~ H',V¥n > 1.

Proposicao 4. Seja f € C. Se G, Gy € Gg(Q) sdo tais que Gy = Go, entao fGy ~ fGs.












5.1 Cadeia de Hugoniot-Maslov
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EDOs:

A=+ DA (X —ag) = >

=2

Bl/ = (l + l)Bl+1(X/ — CLO)
l
-3 {(j + a1 (Ai-;Bjp1 + Bi-jBjp1 + Bi-jAj 1)

=0

+2a2(]+1) J+1+ 741 ZAZ —j—m m+

+) [(J' +1)a;(BjaAiji+ Ajia By + Bj+1Bi,j,l)}
=2

n—1 7
+ Z (i + 1Dai1 A Z(m + 1)(Apmt1 + Bos1)Bim,j
m=0
J
( ZGZ i—1,5, l) (Z(m + 1)B]7m[Am+l + Bm+1]>
m=0

Z ( Z azfz z k]l) (Z(m + 1)Bk,m,j(Am+1 + Bm+1)> }

k= i=k+2 m=0
onde

l—j l—j—k1 l—j—k'

Ai,j,l == ‘e E AklAkQ . 1Alfjfk”7
k1=0 k2=0 ki—1=0
l—j l—j—k1 l—j—Fk

Bi,j,l - e E Bkl Bk2 . 1Blfjfk”7
k1=0 ko=0 k;i—1=0

i—2 i—1
sendo k' = Z ke, k' = Z ks e denotamos por f;(k) a seguinte expressao

s=1
(@—k:+1)(z—k:+2)...(z—1)z, o k>0
fi(k) = k! 7
1, sek=0

onde k € N.

































6.4 Truncamento 62

J& para o modelo de Greenberg obtemos o sistema abaixo

(

L R -
X' = Umax(ln(Q) - 1) + Z alA%) + Z k—H Z alfl(k))Az) kBg
=1 k=1 i=k

A6 = Al[X/ — Umaw(ln(2) — ]_)] + QUmaonAl — Z aiAi,O,OAl
=2

n

All = 2A2 [X/ — Umaa;(lll(?) — 1)] + QUmMA% — Z aiAi,O,lAl + 4UmamA0A2 — Z a,AZ-,LlZAQ

i=2 i=2
Alg = 6 Vpaa A1 Ay — Z @iAi,o,zAl - Z aiAi,1,22A2

i=2 i=2
B/ = Bl [X/ — vmax(ln( ) — ].)] — {(_2Umaac>(AOBl + B()Bl —|— B()Al) + 4Umax[A1 —|— Bl]AQBQ
+Z [@z BlAzOO + A\B ,0,0 T Bleoo } + Z [ i+ 1)a;1A40(Ar + Bl)BzOO]

=2

+ (Z iai!‘L-1,0,0> (Bo[A1 + B1]) + Z ( Z a; fi(k ) - kOO) (Bk,O,O(Al + Bl))}

1=3 k=2 \i=k+2

1
Bi == QBQ[X Umaz ln Z{ j + 1 QFUmax)(Alijj+1 —+ Blijj+1 + BlfjAjJrl)
7=0

1—j

+40mar (7 + D[Aj1 + Bipa] Y A1_jom B + Z [ j+ Dai(Bji1Aij1 + Aji1Biji + Bi By, 1)}

m=0 =2
-1

£

=2

< aiAi-1;, 1) <i(m +1)Bj—m[Ams1 + Bm+1]>
+ i ( Z a; fi(k) Ai-rj, 1) <Z(m + 1) Bim,j (Ami1 + Bm+1)> }

k=2 \i=k+2 m=0

J
1+ 1 Clz+1A1 —j Z(m + 1)(Am+1 + BmH)B@mJ

m=0

= — Z {( + D (—2Vmae) (A2 Bji1 + BojBj1 + Ba-jAji1)

2—j

+4Vmaz(J + 1)[AJ+1 + B]+1 Z Ay jom B + Z [ J+ Day( J+1Au 2 + A]+1BZ]2 + B]+1BZ]2)
m=0 =2

—_

j
(i + Va1 As 5 > (m+ D(Amsr + Bung1) Bimy
m=0

< CLZAZ 1J2> (i(m + ].)Bj m[Am+1 + Bm+1]>

m=0

n—

+

MM

" (Z asfi (k) A ) <Z<m+1>ék,m,j<z4mﬂ+Bm+1>>}

\ k=2 \i=k+2 m=0






Capitulo 7

Métodos Numéricos

Para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov numericamente usamos o método de Runge-
Kutta de quarta ordem para sistema de EDO’s. Além deste método utilizamos mais dois
para comprovar a eficiéncia do método assintotico, que sao os métodos de Lax-Wendroff-
Richtmyer de dois passos e Lax-Friedrichs. Sendo que esses dois ultimos tém a funcao de
resolver numericamente leis de conservagao hiperboélicas, no caso em questao, nao lineares.
Este capitulo ¢ dedicado a apresentar tais métodos e explicar os proprios, desta maneira

a andalise dos resultados fica mais clara.

7.1 Runge-Kutta para sistema de EDO’s

Criado por Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta no final do século X X I e comego de
1900, tinham o intuito de resolver uma equacgao diferencial ordinaria sem precisar avaliar as
derivadas das fungoes. Depois de conseguir isso eles estenderam o método para o sistema
de EDO’s. A ideia do método é avaliar cada EDO do sistema para diferentes valores de
tempo e espago, seguindo a ordem dos intervalos de ambos, fazendo uma quantidade de N
iteracoes. De forma mais detalhada, seja um sistema de EDO’s de ordem m de problemas

de valor inicial de primeira ordem da seguinte forma

d

% = fl(t,ul,UQ, ,um),
d

% = fg(t,ul,UQ, ,um),
di,,

Y fm(tyulau% v 7um)7

dt


































































