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Resumo

Neste trabalho abordaremos dois modelos de trafego, modelo de Lighthill-Whitham-
Richards e o de Greenberg, que sao leis de conservagao, com o objetivo de resolvé-los
numericamente para encontrar solucoes do tipo choque. Antes disso, provamos que existe
uma aproximacao por polindmios (via série de Taylor) da fungdo de fluxo do modelo
de Greenberg. Com isso, aplicamos o método assintotico, chegando em uma cadeia de
Hugoniot-Maslov para cada modelo. Para resolver tal cadeia utilizamos o método nu-
mérico de Runge-Kutta para sistemas. Conquistado isso, resolvemos alguns exemplos
numericamente e é feita a comparacao entre o método assintético e métodos numéricos
de diferencas finitas. Mostrando assim a eficiéncia do método assintético.



Abstract

In this work we will approach two traffic models, the Lighthill-Whitham-Richards
model and the Greenberg model, which are conservation laws, with the objective of solving
them numerically to find shock-type solutions. Before that, we proved that there is
a polynomial approximation (via Taylor series) of the flow function of the Greenberg
model. With that, we apply the asymptotic method, arriving at a Hugoniot-Maslov chain
for each model. To solve such a chain we use the numerical method of Runge-Kutta for
systems. Having achieved this, we solved some examples numerically and a comparison is
made between the asymptotic method and numerical methods of finite differences. Thus
showing the efficiency of the asymptotic method.
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Capitulo 1

Introducao

Na parte inicial do século XX os veiculos motorizados comegaram a serem produzidos
e consumidos em grande escala. Com a sua massificagao surgiram alguns problemas como
acidentes, batidas e congestionamentos. Ja agora eles sao bem comuns em diversos lugares
e modelos de vias. Por isso os modelos de trafego terrestre também foram evoluindo, para
poderem assim tentar ao méaximo englobar as variantes que vieram surgindo ao longo
do tempo. O sinénimo da palavra trifego é circulagao |5| (de Holanda Ferreira, 2001),
ou seja, além dos modelos nos ajudarem a evitar os congestionamentos, eles também
sao capazes de cada vez mais de obter uma boa movimentacao nas vias terrestres. Por
isso é interessante achar um modelo que represente bem o que acontece na realidade e
ainda encontrar um método computacional capaz de obter um bom resultado numérico.
Hoje ja existem alguns modelos, mas nesse trabalho estudamos dois deles, que sao o de
Lighthill-Whitham-Richards e o de Greenberg.

O modelo de Lighthill-Whitham-Richards (ou modelo LWR) foi o primeiro a surgir,
[10] (Kessels, 2019), sendo assim o mais simples, isso quer dizer que o proprio modela uma
rodovia de uma faixa, sem entradas e saidas laterais. Tal modelo foi criado por Lighthill e
Whitham em 1955 e por Richards em 1956, sendo que Lighthill e Whitham pesquisaram
juntos e no ano seguinte Richards pesquisou sozinho. J4 o modelo de Greenberg foi
criado em 1959 depois de muitos experimentos realizados nos tineis e pontes de Nova
York. Ele também modela uma rodovia de faixa tnica, sem entradas e saidas laterais,
porém esse modelo foca na situacao onde ocorre congestionamentos, e o porqué disso é

visto no Capitulo 3.

Como visto ambos os modelos nao consideram diversos fatores de trafego que ja temos,
como por exemplo entradas e saidas laterais, mais de uma pista, seméforos e etc. Mas,

ainda sim, eles tém utilidades nos dias atuais, sendo utilizados além do que foram criados,
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para como por exemplo medir o trafego de redes, no lugar de carros circulando em uma
via, temos dados circulando em uma rede, medindo assim a quantidade de dados que
entram ou saem de um ponto da rede, podendo ser em kilobits, kilobytes, megabytes ou
outros tipos. E o fluxo nesse caso é chamado de banda larga, pois é a quantidade de dados
que consegue passar na rede por uma unidade de tempo, como por exemplo minuto. E
isso é muito importante, pois se pode ter o controle do uso de dados, assim evitando
a limitagao dos mesmos, entre outros motivos. Podemos também utilizar para saber o
tempo minimo de saida de cada trem de uma determinada estagao para que nao haja

colisdo entre os trens.

Os dois modelos em questao sao Baseados em uma lei de conservacao, o que é uma
lei de conservagao ¢ visto no Capitulo 2, neste capitulo vimos mais detalhes sobre a
mesma, como resolvé-la analiticamente, que tipo de solugao estamos interessados neste
trabalho e, por fim, vemos a condi¢ao de entropia. Em seguida, no Capitulo 3 vimos
as caracteristicas de cada modelo, o porqué ambos sao uma lei de conservacao e como

resolvé-los analiticamente, para obter o tipo de solu¢ao que desejamos.

Para resolver os modelos usamos o método assintotico que consiste basicamente em
transformar a lei de conservagao em um sistema infinito de equagoes diferenciais ordinérias
e sua construgao se encontra no Capitulo 5. Para fazer tal transformacao é preciso de um
conceito matemaético, que é a subalgebra de Colombeau, para chegar nela primeiro vemos
alguns conceitos matematicos antes, ja que nao é tao simples assim, que se encontra no
Capitulo 4. Nele comegamos primeiro vendo o tipo de fungao que esta na algebra de Co-
lombeau, depois como ¢é a estrutura da algebra de Colombeau e terminamos este capitulo
com a subélgebra de Colombeau. No Capitulo 6 chegamos em um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias para cada modelo, ou seja, aplicamos o método assintético. Neste
capitulo temos um dos objetivos deste trabalho que é encontrar uma fungao polinomial
que se aproxima da funcao de fluxo de Greenberg, ja que, como é visto adiante, cada lei

de conservagao possui uma fungao de fluxo.

Ja para resolver tais sistemas usamos o método numérico de Runge-Kutta de quarta
ordem para sistemas. Além dele, usamos dois métodos de diferencas finitas para fazer uma
comparagao entre os resultados numéricos obtidos, o conceito desses métodos numéricos

se encontra com mais aprofundamento no Capitulo 7.

O objetivo principal deste trabalho é utilizar o método assintético nos modelos aqui
citados para obter solucoes do tipo choque, tanto com condigoes iniciais cléssicas de

Riemann, quanto para condigoes iniciais generalizadas de Riemann, o que se encontra no
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Capitulo 8, onde foram feitas diversas simulagoes numéricas.

O dltimo capitulo, que é o Capitulo 9, é dedicado a conclusao deste trabalho e aos

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Leis de Conservacao

No capitulo em questao abordamos a teoria de Leis de Conservagao, que é uma classe
importante das equagoes hiperboélicas homogéneas, pois a propria é a base de como os
modelos de trafegos sao elaborados e resolvidos analiticamente. Analise que o exemplo

mais simples de uma Lei de Conservagao unidimensional é uma equacao diferencial parcial.
Antes de entrarmos a fundo na teoria, vemos o porqué de sua utilidade e entendemos
a sua ideia. Para isso considere a seguinte equacao diferencial parcial

2
wy + (%) = VlU,, para (z,t) ER xR ev >0, (2.1)

que é conhecida como equagao viscosa de Burgers. Onde v é o termo viscoso da equagao.

Para as condic¢oes de contorno abaixo
u(—00,t) = uy, u(oco,t) =wu,, Vt>0,

a solugao de (2.1) é simples, onde uy e u, sdo constantes. Porém, para a seguinte condigao
de contorno
uw(0,t) =up(t) em R, Vt>0, (2.2)

onde ug € L},.(R) = {v R — ]R‘ /b |v(x)|dz < 0o, para quaisquer — oo < a < b < 0
(espago das fungoes localmente integ(;éveis em R), a solu¢do de (2.1) nao é trivial. Como
pode ser visto na referéncia [17] (van Duijn, 2003), capitulo um. Ja com a teoria de Leis
de conservagao conseguimos resolver a (2.1) com a condi¢ao de contorno em (2.2) de forma

muito mais simples, que é vista adiante.

Considere a seguinte equacao diferencial parcial

0 0
Sl )+ = f(u(z, 1)) =0, (2.3)
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onde u : R Xx R — R um vetor unidimensional de uma certa quantidade conservada ou
variavel de estado ¢ a funcao de densidade para a variavel de estado. Sendo essa variavel
de estado podendo ser massa, momento energia em um problema de dindmica de fluidos,
dados em um problema de trafego de redes, populagao de animais, veiculos, e entre outros.

Com isso,
/ u(z, t)dx (2.4)

¢ a quantidade total desta variavel no intervalo [z7,x5] no tempo ¢. Em Leis de con-
servagao, temos que essa variavel é constante. Isso significa que se (2.4) representa a
quantidade de algo em uma determinada regiao, entao a quantidade do tempo ¢;, tem

que ser a mesma €1 tQ.

Observe que u(z,t) pode ser um vetor n-dimensional, com isso cada u; ¢ uma funcao
densidade, ou seja, u(x,t) = [ug, ug, ..., u,), onde cada u;, 7 = 1,2,...,n é uma funcao

densidade.

2.1 Forma Integral e Diferencial

Como agora ja temos a ideia geral do conceito de Leis de conservacao, prosseguimos

estruturando essa ideia. Primeiro, vemos quais formas uma lei de conservacao pode ter.

Consideremos a funcao v : R x R — R como a funcao densidade de um gés no
ponto x no tempo ¢, onde = ¢é a distancia ao longo de um tubo impermeavel. Entao, a

quantidade de massa no intervalo [z1, z5] no tempo ¢ é dada por

2
/ u(z,t) dx.
71

Seja v(x,t) a velocidade do gas no ponto z no tempo ¢. Com isso, a taxa de fluxo em
(z,t) é dada por
flu(z,t)) = u(z, t)v(z,t).

Como o tubo é impermeavel e considerando que a massa do gés nao é criada e nem
destruida nessa secao do tubo, entao a massa do gés nesta parte do tubo s6 pode variar
por causa do gas que flui através dos pontos extremos x; e z5. Isso nos da que a taxa de
variacao da massa em [z, z5] é dada pela diferenca de fluxos em z; e x5, ou seja,

d [**

7 5 u(z,t) de = u(zy, )v(xy, t) — u(xs, t)v(we, t). (2.5)
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A equagao (2.5) é a forma integral da Lei de Conservagdo. Que ¢ muito tutil, pois muitas
solugoes nao sao suaves, contém descontinuidades, como ondas de choques, um conceito

que é abordado adiante.

Ja para obter a forma diferencial, primeiro integramos (2.5) no intervalo de tempo

[t1, 2], Ou seja,

to T2 to t
/ (%/ u(x,t)dx) dt :/ u(xy, t)v(zy, t)dt —/ w(wy, t)o(xs, t)dt,
t1 x1 t £

isto é,

/ (s t) — u(e, 1)) da = / Cfu(en, (a1, £) — (@, )o(za, O] dE. (2.6)

1 t1

Para esta forma precisamos assumir que u(z,t) e v(z,t) sdo fungoes diferenciaveis,

com isso f(u(x,t)) é diferenciavel. Assim, podemos usar que

. ta) ~u(e.t) = Q%U(x,t) dt (2.7)
e que v
(g, t)v(zg, t) — u(zy, t)v(xe,t) = / %U(l‘, t)v(z,t) dx. (2.8)

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6), obtemos

T2 to ) t2 29
/xl {/tl au(m,t)dt] dr = —/751 [/m %u(:v,t)v(x,t)dx} dt,

que é o0 mesmo que

/: /: {%U(%t) + @%U(I,t)v(x,t)} dz dt = 0. (2.9)

Como os intervalos [z1, x5 e [t1, 2] sdo quaisquer, temos que o integrando de (2.9) é igual
a zero, ou seja,

u + (uv), = 0. (2.10)

Assim, a equagao (2.10) é a forma diferencial da Lei de conservagao. Observe que (2.10)
sO6 pode ser resolvida se a velocidade v for conhecida por dedugao ou for uma funcao de
u(z,t). Neste altimo caso, que é o que utilizaremos neste trabalho, como a fungao de

fluxo é f(u(x,t)) = u(x,t)v(x,t), temos que (2.10) fica da seguinte forma
ue + (f(u))e =0, (2.11)

que é uma lei de conservagao escalar para u, [12] (LeVeque, 1992).
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2.2 Método das Caracteristicas

Uma forma de resolver (2.11) analiticamente ¢ pelo método das caracteristicas, cuja
a ideia é achar curvas na qual a solugao de (2.11), u(z,t), é constante, que é aprofundado

nesta secao. Considere o seguinte problema de valor inicial

u + (f(u), =0em R x Rt (2.12)

u(z,0) = ug(x) em R,

onde f € C*(R) e f” > 0. As curvas caracteristicas sao definidas como z = z(t), tais que
ao longo delas a EDP vira uma equacgao diferencial ordinaria. Como a EDP neste caso é

hiperbélica, entao tem duas curvas caracteristicas.

Exemplo 1. Considere que em (2.12), f(u) = u?/2, [12] (LeVeque, 1992). Entao, (2.12)

se torna

us + f/(u’)ur =0

u +uu, =0

que é a equagao de Burgers, como vista no inicio deste capitulo, com v = 0. A caracte-

ristica, neste caso, satisfaz

2'(t) = f'(u) = u(z(t), 1) (2.13)

Pelo fato de u ser constante ao longo de cada caracteristica, temos que 2’(t) é constante
por (2.13), e com isso, as caracteristicas sao retas. Se os dados iniciais sdo suaves, obtemos

que as curvas caracteristicas sao dadas por
r=x0+u(xo,0)t = x9=2x—u(x,0)t, (2.14)
onde xy = z(0), para cada z,. Portanto, a solu¢ao é dada por

u(z,t) = u(zo, 0) = ug(xo). (2.15)
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2.3 Choque

Na segao anterior compreendemos o caminho para achar a solug¢ao da equagao (2.12).
Estamos interessados em solugoes descontinuas, que é uma maneira especifica de como essa
solucao se comporta. Lembrando que a solugao pode se comportar de outras maneiras,

mas aqui estamos interessados em somente uma, que a solugao onde ocorre o choque.

Um choque, matematicamente, é uma descontinuidade, jé, fisicamente, ele pode ter
véarias interpretacoes dependendo de quem é u. A descontinuidade ocorre quando para
algum ¢ as caracteristicas se cruzam. Nesse ¢, temos que a equagao (2.14) ndo tem solugao
Unica.

No tempo T, < t, onde as caracteristicas se cruzam pela primeira vez, temos que
u(z,Tp) tera inclinagao infinita, assim obtemos a descontinuidade, ou seja, um choque.
Outra forma de entender em qual lugar ocorre o choque é a seguinte. Dependendo da
condic¢ao inicial obtemos uma solucao que nao tem significado fisico. A prépria nao possui

significado fisico, pois ¢ uma solug¢ao multi valorada, como se pode ver na Figura 2.1.

Figura 2.1: Solu¢ao multivalorada. Inspirada em [12] (LeVeque, 1992).

Nesse caso, a descontinuidade estara no ponto z, onde a area A; e a area A, sao iguais,
Figura 2.2, e com isso essas areas sao eliminadas, formando assim a descontinuidade,
Figura 2.3. Essa forma se chama Regra da area igual. Perceba que a tal explicamos de

forma geométrica, pois analiticamente nao é tao simples assim.

V

Az

Figura 2.2: Regra da éarea igual. Inspirada em [12] (LeVeque, 1992).
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Figura 2.3: Solugao descontinua. Inspirada em [12] (LeVeque, 1992).

A Figura 2.3 é obtida de uma consequéncia da conservagao. Ja que a area sob a solugao
descontinua Figura 2.3 deve ser a mesma que a area “sob” a solugao multi valorada Figura

2.2, pois ambas “resolvem” a mesma lei de conservagao.

Além disso, também se consegue calcular a velocidade do choque, isso é importante
pois assim conseguimos prever onde estaré a descontinuidade no tempo seguinte, ja que a
medida que a solugdo u evolui, o choque se propaga com velocidade s(t) que pode mudar

com o tempo.

Considere que o choque esteja se movendo como na Figura 2.4, onde uy e u, sao os
estados da solugao a esquerda e a direita do choque, respectivamente, que nesse caso sao

aproximadamente constantes.

ti1+ At

t1

X1
X1 + Ax

Figura 2.4: Area para determinar a condicdo de Rankine-Hugoniot. Inspirada em [13]
(LeVeque, 2002).

Para achar a velocidade do choque, usaremos a forma integral da lei de conservagao,

Equagao (2.5), na regiao da figura. Com isso,

T1+Ax r1+Ax t1+AL t1+At
/ u(m,tl—l—At)dx—/ u(zx, ty)dz :/ f(u(:vl,t))dt—/ fu(z+Az,t))dt.
1 T t1 t1
(2.16)
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Como u é constante ao longo de cada aresta, obtemos
Az, — Az uy = At f(ug) — At f(u,) + O(AL?) (2.17)

onde O(At?) representa a variacao em u. Como a velocidade do choque ¢ a inclinagao da
curva caracteristica, temos que se dividirmos Equacgao (2.17) por At e fazer o limite com
At — 0, temos

s(ur — ug) = f(ur) — f(u). (2.18)

A equagao acima é chamada de condi¢ao de salto de Rankine-Hugoniot.

Observe que u,. e u, podem ser fungoes de t. [13] (LeVeque, 2002).

2.4 Problema de Riemann

Ao longo desta secao vemos um especifico tipo de problema, que é o Problema de
Riemann, cujo conceito é basicamente a lei de conserva¢ao como na Equagao (2.12) com

um dado inicial, u(x,0), constantes por partes com uma tnica descontinuidade, ou seja,

ug, T < a
u(z,0) =
Up, T >

onde a é a localizacao da descontinuidade da condigao inicial.

O exemplo a seguir mostra como resolver esse tipo de problema. Lembrando que aqui

s6 mostramos os casos em que ha choque.

Exemplo 2. Considere o seguinte problema de Riemann

g+ (“;) =0 (2.19)

ug, <0
u(z,0) = . (2.20)
Uy, T >0

Como visto no Exemplo 1 as caracteristicas sao dadas por x = z¢ + u(xg, 0)t, entdo
para este caso temos

To+ut, =<0
zs(t) =

To+ut, x>0

Se uy > u,, entao pela condicao de Rankine-Hugoniot a velocidade do choque, que em
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problema de Riemann é constante, é

up u
. 2 2 (w—w)(wtu) uet Uy (2.21)
Up — Uy 2(up — uy) 2

Com isso, a tnica solucgao fraca é

Up, T < S
u(z,t) = ,
Up, T > St

onde x = st é a curva onde as caracteristicas se cruzam. O porqué dessa solucao de

choque ser Gnica vemos na se¢ao a seguir.

Como pode ser visto na Figura 2.5, as caracteristicas se cruzam em um determinado

tempo, gerando assim um choque.

7

0 X

Figura 2.5: Onda de choque. Inspirada em [12] (LeVeque, 1992).

Caso uy < u,, entao teremos outro tipo de solucao, que é uma solugao do tipo rare-
facao. Neste trabalho nao buscamos solugoes deste tipo, por isso para mais informacoes

sobre ela consulte as referéncias citadas no inicio do capitulo.

Como a teoria foi montada em problema de Cauchy, como visto na Equagao (2.12),
entao podemos ter problemas de Riemann com estados nao constantes, ou seja, uy € u,
sao fungoes de x. Com isso,

w(z), r <0

up(z) = : (2.22)
ur(z), >0

Esse tipo de condigao inicial ¢ chamado de problema de Riemann generalizado. A ideia
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para resolve-lo é igual, porém a velocidade do choque nao serd dada pela condigao de
Rankie-Hugoniot apresentada anteriormente, pois tal condicao nao pode depender de x.

Vemos no Capitulo 6 mais detalhes sobre como resolvé-la.

2.5 Condicoes de Entropia

Ao longo deste capitulo vimos que podemos ter mais de uma solugao, com significado
fisico ou nao. As solugoes que nao tém significado fisico sao as que obtém o choque de
expansao, esse tipo de choque é obtido pelas ferramentas matematicas utilizadas. Porém,
na realidade elas nao tém utilidade, pois s6 existe uma solugao com significado fisico, essas
solugoes ocorrem quando hé um choque fisicamente admissivel. Para saber se a solugao é
a unica solugao com significado fisico temos as condigoes de Entropia. Aqui neste texto
s6 mostraremos a condigao que é utilizada, para ver as outras consultar a referéncia [12]

(LeVeque, 1992).

O nome das condigoes de Entropia vem da dinadmica dos gases, temos que entropia
é uma funcao de estado associada a um estado de equilibrio termodindmico de um sis-
tema, além disso temos pela segunda lei da termodinamica que a entropia de um sistema
termicamente isolado nao pode diminuir com o tempo. A partir disso, se tem a seguinte
relacao, se um choque ¢ fisicamente admissivel, entao a entropia do gas aumenta. Ja no

choque de expansao, a entropia do gas diminuiria, o que nao é permitido.

As condicoes a seguir vém para garantir que um choque deva ter condi¢oes de choque
conforme o tempo avanca. Isso parece 6bvio, mas nao é, pois mudando a condicao inicial

nao teremos mais choque, ja que ele é instével a perturbagoes, [13]| (LeVeque, 2002).

Condigao de Entropia (Lax) : Uma descontinuidade se propagando com velocidade

s dada por Equagao (2.18) satisfaz a condigao de entropia se

I (ue) > s> f'(u,),
Se f é convexa, f” > 0, entao simplesmente, f'(us) > f'(u,). [12] (LeVeque, 1992).

As condigoes de Entropia também sao tteis para métodos numéricos, uma vez que

alguns métodos, dependendo do caso, convergem para solugao sem significado fisico.

Exemplo 3. Mostraremos o porqué da solucao de choque no Exemplo 2 ser tnica.

Lembre-se que a funcao de fluxo é f(u) = u?/2, s = (uy + u,)/2 e que up > u,. Com isso,
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f(u) = u. Assim,

Uy > Uy

Up + Up > Uy + Uy

(ur + uy) .

Up >
¢ 2

Dessa mesma forma prova-se que

(uy + )

> Uy
2 T

Portanto, essa solugao é entropica, pela condicao de entropia de Lax. Porém, se u, < u,,

temos que

Up < Uy

Up + Up < Up + Up

(u, + Ug).

Uy <
¢ 9

O que nao satisfaz a condicao de entropia de Lax. Logo, a solugao do Exemplo 2 é tnica.

Observagao 1. Se a fungao de fluxo, f(u), for uma fun¢ao convexa (concavidade para
cima) e u; > u, (lembre-se que se sai do estado da esquerda, wu,, para o estado a direita,
u,), entdo, geometricamente, u, se liga a u, por uma reta secante. E consequentemente
teremos um choque. Caso uy < u,, entao geometricamente u, se liga a u, por meio de

varias retas tangentes. E com isso se tem uma rarefacao.

£/

xY

(a) Caso up > u,. (b) Caso uy < .

Figura 2.6: Caso em que a fun¢ao de fluxo é convexa.
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Agora, se f(u) for concava (concavidade para baixo) e uy > u,, entdo, geometrica-
mente, uy se liga a u, por meio de varias retas tangentes e com isso se tem como solugao
uma rarefacao. Caso u, < u,, entao u, se liga a u, por uma reta secante e assim teremos

uma solucao do tipo choque.

t/ t/

(a) Caso up < uy. (b) Caso ug > uy-.

Figura 2.7: Caso em que a funcao de fluxo é concavo.



Capitulo 3

Modelos de Trafego

Neste capitulo abordamos os dois modelos de trafego que sao utilizados, sendo eles o
modelo de Lighthill-Whitham-Richards e o modelo de Greenberg. Vale lembrar que desde
1950 surgiram muitos modelos, cada um com a sua particularidade, tendo vantagens e
desvantagens, além de que um modelo pode ser o ideal para um caso e nao ser ideal para
outro caso. Ou seja, os dois modelos estudados aqui possuem também suas vantagens e

desvantagens, sendo ideais para os casos mostrados mais adiante neste capitulo.

Antes de explicarmos os modelos citados acima, temos que entender alguns conceitos

bésicos, que podem ser vistos na secao abaixo.

3.1 Categorias dos Modelos

Cada modelo de trafego criado pertence a uma categoria. Cada categoria é definida
a partir do nivel de detalhamento do trafego e do comportamento do motorista. Essas
categorias sao submicroscopico, microscopico (baseados em agentes), mesoscopico, ma-
croscopico (continuos), de rede ou hibridos combinando diferentes niveis de detalhe. As
duas categorias que possuem mais modelos sao a microscopico e a macroscopico. Aqui

apresentamos somente a categoria macroscopico, pois é o que interessa para este texto.

3.1.1 Macroscopico

Para um modelo ser considerado um modelo macroscopico ele tem que descrever o
fluxo de trafego como se fosse um fluxo continuo, com isso é comparado com um modelo
continuo para fluidos. Nesse modelo nao é considerado o movimento de um sé veiculo, e

sim utilizamos de variaveis, como a densidade, velocidade e fluxo, para modelar o com-
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portamento do trafego.

As variaveis citadas foram definidas primeiramente por Edie, em 1965. A Figura 3.1
nos ajuda a entender tais definigoes, onde N(A) é o nimero de veiculos que trafegam pela
area A = dx - dt, cada linha é um determinado veiculo, sendo ¥, a posicao do veiculo n

na area A e r, o tempo do veiculo n também na area A.

Q

8 A°

o &

2 L - < X

a n N /

™ |
5
< L A /
S|
It tempo

Figura 3.1: Regiao do espaco-tempo com algumas trajetorias de veiculos para ilustrar as
defini¢oes de fluxo e densidade de Edie. Inspirada em [10] (Kessels, 2019).

Definimos o fluxo como sendo o fluxo em uma area A com comprimento dz e duragao
dl, Qurea, que € determinado pelo nimero de veiculos N(A) que percorrem a area e a
distancia y,
N
E Yn
n=1

= . 3.1
g dzdt (3-1)

Ja a densidade é definida como a densidade em uma &area, pgreq, usando o tempo r,,

que é o tempo que o veiculo n esta presente na area,

N
>
Parea = =l . (32)
dxdt

A velocidade é definida da seguinte forma

N
D> un

Varea = 250 = 20— (3.3)
2"
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Precisamos que esses elementos sejam continuos, pois queremos saber quanto valem
em um determinado ponto (x,t) e ndo em uma area. Com isso, assumimos que N(A)
é continuamente diferenciavel em x e t. Entao, para encontrar o fluxo, densidade e

velocidade locais e instantaneas precisamos fazer de — 0 e dt — 0. [10] (Kessels, 2019).

No caso, os dois modelos que sao apresentados a seguir pertencem a categoria macros-
cOpico, pois como visto é a categoria que é capaz de abranger melhor o comportamento

do trafego.

3.2 Modelos de Lighthill-Whitham-Richards e de Gre-
enberg

Como vimos, os modelos que sao macroscopicos descrevem o trafego como um fluxo
continuo, exatamente como a ideia de Lei de Conservagao. Com isso, conseguimos montar

uma equagao, que é a equacao de lei de conservagao. Montamos ela a seguir.

Ambos os modelos vistos aqui, como ja dito anteriormente, modela uma rodovia de
uma faixa, sem entradas ou saidas laterais, ou seja, nao ha como ocorrer ultrapassagens e
o numero de carros é conservado. Entao, p(x,t) é a densidade de carros na posi¢ao x no
tempo t, ou seja, ¢ o numero de carros por quildmetro em um tempo fixado (carros/km).

Assim, o nimero de carros que estao no intervalo (z1,x2) no tempo ¢t > 0 é dado por
2
/ px, t)dx. (3.4)
z1

Ja o namero de carros que passam por z no tempo ¢ (em comprimento unitério) é
p(x,t)v(x,t) (carros/hora), onde v(z,t) (km/hora) é a velocidade dos carros em z no
tempo ¢. Derivando a equagao (3.4) em relagao a ¢, obtemos

T2

7 p(x,t)dr = p(x1,t)v(r1,t) — p(x2, t)v(22, 1), (3.5)

essa equagao nos da o nimero de carros que estao no intervalo xy, zs, j& que esse nimero
muda de acordo com a quantidade de carros que entram e saem desse intervalo. Observe

ainda que essa é a forma integral dos modelos aqui citados.

Integrando-se (3.5) em relagao ao tempo e assumindo que p e v sdo fungdes regulares,
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obtemos

/: /:2 Oup(z,t)dwdt = /t2(/’($1at)v($1,t) — p(xa, t)v(zo,1))dt

t1

__ /: / O(pl, Yo, ) dadt.

Como 1, x5 € R, t1,t5 > 0 sao arbitréarios, temos que
pi+(pv)e =0, xR, t>0, (3.6)

com isso obtemos a equacao dos modelos de LWR e do Greenberg, que é a forma diferen-
ciavel. Como esta é uma equacao diferencial parcial, temos que completar ela com uma

condicao inicial, que é dada por

p(z,0) = po(x), xe€R. (3.7)

A distin¢ao dos dois modelos vem da funcao da velocidade, v, pois cada um tem uma

diferente de acordo com o que foi observado por eles.

O modelo de Lighthill-Whitham-Richards é um modelo macroscopico, ou seja, o mo-
delo de LWR se utiliza da densidade, p(x,t), para poder descrever o comportamento do

trafego, e é o modelo mais simples dos modelos de trafego.

Ja montamos a equagao, agora precisamos de uma relacao para a velocidade, pois em
(3.6) temos a velocidade. Aqui assumimos que v depende somente de p, visto que assim
temos uma lei de conservagao escalar em p. Se a rodovia estiver vazia (p = 0), dirigimos
com velocidade méxima v = V4. J& em trafego pesado, diminuiremos a velocidade
e paramos em um tailback onde os carros estao para-choque com péara-choque (v = 0,

P = Pmaz)- O modelo mais simples é a relagao linear

pmtw

A Equagao (3.6) entao se torna

pt—i-[vmaxp(l— ad )} -0, z€R, t>0. (3.9)

pm(zm

E essa equacao ainda é uma lei de conservagao, pois expressa a conserva¢ao do niimero
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de carros. Na verdade, a integragao de (3.9) formalmente sobre z € R nos da

d B 0 p(z,t) B
o Rp(:c,t)da: = /R@x {vmaxp(a:,t) (1 o )] dx =0,

e, portanto, o nimero de carros em R é constante para todo ¢t > 0, [9] (Jungel, 2002).

Conseguimos reescrever a equagao (3.9) para que fique mais simplificada fazendo a

seguinte mudanga

2p Pmaz
—1- = p=- 1 3.10
u P p 5 (u—1) (3.10)
para —1 < u < 1. Derivando u em relagao a t, obtemos
2
pmaﬂ?
Substituindo (3.10) em (3.8), temos que
1
v(U) = Vmag [1 + Q(u - 1)] : (3.12)
Entao,
P Pmazx I, 1
max 1 - — ———  Unax | = - = 313
s (1= 50) =0 [ 3] 519
Derivando (3.13) em relagao a x, obtemos
Pmax 1, 1 Pmaz L
_ Pmaz S o) = Pmazy, 14
( 5 Umas {QU 2])96 5 Umazrg (W) (3.14)
Com (3.11) e (3.14), concluimos que
Lo
Ut + Vmae = (u”), = 0. (3.15)

2

A equagao (3.15) é uma equagao bem conhecida, que se chama equagao de Burgers

inviscida (v = 0). Como vimos no Capitulo 2 essa equagao é uma equacao hiperbolica.
Agora, vamos resolver a equagao (3.15) pelo método das caracteristicas, como visto
no Exemplo 1 do Capitulo 2, entao a equacao caracteristica, neste caso, é dada por

' (t) = Umagu, t>0
(3.16)

z(0) = xg
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Com isso,

d 9 ) ,
e masu((t), 1)) = u(a(t),£) + ——u(a(t), O/ (1)

= Ut + Vmaz WUy

=0

assim wu é constante ao longo desta caracteristica.

Portanto, u(z(t),t) = u(x(0),0) = ug(xo), por (3.16) obtemos que as curvas caracte-

risticas sao linhas retas determinadas pelos dados iniciais

T = Ty + Umazto(z0)t, > 0. (3.17)

Considere o seguinte dado inicial

up, <0
up(z) = ; (3.18)
Up, x>0

com isso temos um problema de Riemann, como no Exemplo 2 do Capitulo 2.

Temos dois casos de possiveis solucoes para esse modelo. Porém, s6 um caso é uma

solucao de choque entrépico. Como pode ser visto abaixo,

® se uy < u,, entao nao ocorre um choque entrépico. Observe que nesse caso a

velocidade do choque dada pela condi¢ao de Rankie-Hugoniot, s, é

2 2
UmazUyp N Umaz U
2 2 Umazx
s = = (e + uy).
Up — Uy 2

Com isso, para essa solugao satisfazer a condicao de Lax, ela precisa satisfazer a seguinte

desigualdade
Upnazlle > /Un;ax (up + Up) > Vimag s (3.19)
O que nao ocorre, ja que
Up < Uy
Up + Up < Up + Uy
Umazx

(g + Up) < Vmagliy-

® se uy > u,, entao vai ocorrer um choque em x = st, sendo que s é o dado acima.
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Assim, a desigualdade da condi¢ao de entropia de Lax a ser satisfeita é a (3.19). O que

de fato acontece, uma vez que

Up > Uy
Up + Ug > Up + Uy

2vmamu€ > Uma:p(uf + ur)-

O que prova a primeira desigualdade de (3.19). Para provar a segunda desigualdade de
(3.19) basta fazer as mesmas operagoes feitas acima, s6 que agora com u,. Portanto,
essa é a solucao entrépica. Um exemplo disso fisicamente é quando antes da reta x = st,
temos u; = 1, ou seja, a rodovia esta vazia, com isso o veiculo esta velocidade maxima. E
considere que depois de z = st temos u, = —1, isto €, os carros estao parados. Portanto,

fisicamente o choque pode ser um semaforo fechado.

t X = st

X

Figura 3.2: Um exemplo grafico das caracteristicas no caso u, < u,. Inspirada em [12]
(LeVeque, 1992).

Com base nos experimentos que Greenberg fez, ele foi capaz de definir o que ele
chamou de velocidade 6tima, v,,.,, que foi definida como aquela que existia quando o
nivel de fluxo de trafego estava na capacidade maxima. Sendo que a funcao da velocidade

dependendo da densidade é dada por

V() = Vmae I <pmax) . 0<p < Pmas- (3.20)
)

Se p = Pmaz, €ntao v(p) = 0, ou seja, quanto mais congestionamento, mais a velocidade

se aproxima de zero. Agora quando a densidade se aproxima de zero, ou seja, quando o
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fluxo de trafego esta cada vez menor, a velocidade vai se aproximar de infinito, essa ¢ a
desvantagem desse modelo. Assim, este modelo serve para modelar congestionamentos, e
consequentemente, nao é apropriado para prever velocidades em densidades mais baixas,

para isso existe um outro modelo, que é o modelo de Underwood, [11] (May, 1990).
A equagdo de lei de conservagao escalar em p para o modelo de Greenberg é, |9]
(Jungel, 2002),
pi+ {umax In (@> p} = 0. (3.21)
P x

Sabemos que 0 < p < Prae, entao fazendo v = p/ppae, Obtemos que 0 <u < 1e

0(1) = 0(p) = Vs In (“’;”) — G) — U (1) =~ In(u)  (3.22)

Portanto, a equagao de lei de conservagao para o modelo de Greenberg é

U — Uz (uIn(u)), =0, 0<u< 1. (3.23)

Resolvendo também pelo métodos das caracteristicas, agora de forma resumida, temos
que a equagao caracteristica para esse modelo é

2(t) = —vmae(In(u) + 1), >0 (3.24)

z(0) = xg

Com isso, v também é constante ao longo das caracteristicas. Portanto, a solucgao,
neste caso, ¢ dada por u(z(t),t) = u(x(0),0) = ug(zo). Por (3.24), obtemos que as curvas

caracteristicas sao linhas retas determinadas pelos dados iniciais

T =2y — Umaz(In(uo(zo)) + 1)t, ¢t >0. (3.25)

Considerando o dado inicial como (3.18), do modelo anterior, acabamos em um pro-

blema de Riemann novamente.

Com base nas informacoes desse modelo, temos dois casos onde a solugao é um choque,
que sao para uy > u, € uy < u,. Porém, s6 em um temos choque entropico, que é no caso
uy < u,. Como mostrado adiante, lembrando que para satisfazer a condi¢ao de entropia
de Lax precisamos que

—Upaz [t In(wg) — u, In(u,.)]

—Upaz [I0(uwg) + 1] > —

> —Upmaz[In(u,) + 1.
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Se

® uy > u,, entao

In(ue) > In(u,)
In(ug) +1 > In(u,) + 1
—Umaz (In(ue) + 1) < =V (In(u,) + 1)

Portanto, este é um caso que temos um choque que nao satisfaz a condi¢ao de entropia

de Lax, ou seja, ele nao tem significado fisico.
® uy < u,, entao

In(ue) < In(u,)
In(ug) + 1 < In(u,) + 1
—Upmaz(I0(up) + 1) > —vpe(In(u,) + 1)

Portanto, o caso u, < u, satisfaz a condicao de entropia de Lax.

Um exemplo desse caso fisicamente é se uy = 1/2 e u,, = 1, ou seja, do lado esquerdo,
antes de x = sTj, temos uma situacao onde o transito esta tranquilo e no lado direito,
depois de = = st, estamos em um engarrafamento. Enquanto em x = st podemos colocar

a descontinuidade como uma colisao entre dois carros.

x=st t

N\

0 X

Figura 3.3: Um exemplo grafico das caracteristicas no caso uy < u,. Inspirada em [12]
(LeVeque, 1992).



Capitulo 4

Algebra de Colombeau

Neste capitulo vemos a base matematica que usamos para construir o método assinto-
tico, que neste trabalho é a subélgebra de Colombeau. Uma observagao importante é que
essa nao é a unica base matematica que da para construir o método assintotico. Comega-
mos pelas fungoes generalizadas, pois tal conjunto esté contido na algebra de Colombeau,

até a subélgebra de Colombeau.

4.1 Funcgoes Generalizadas

O conceito de fungoes generalizadas, é basicamente uma extensao do conceito de
funcao que ja conhecemos. A necessidade de ampliar o conceito de fungao veio da fisica.
Para exemplificar isso considere um corpo, tal que o préprio recebe uma forca, essa forca
nao atua sobre todo o corpo, e sim sobre um ponto deste corpo. Tal acao pontual é
dificil de descrever quando temos que uma fungao precisa ser continua ou continua por
partes. Outro exemplo é, quando se tem o interesse de obter a densidade de uma carga
elétrica, que é um ponto, ou seja, uma quantidade pontual, o que nao se da para fazer com
uma funcao continua, entao a partir dessa necessidade surgiu a “fun¢ao” delta de Dirac.
Para calcular quantidades pontuais os fisicos precisaram criar outros tipos de “funcoes”
para esses exemplos e para outras partes da fisica, como por exemplo Teoria Quéantica
de Campos. A funcao delta de Dirac surgiu primeiro, s6 um tempo depois que surgiu o
conceito de fungoes generalizadas, assim formalizando matematicamente as func¢oes que

nao eram abrangidas pelo conceito de funcao.

A ideia da extensao é, escolhe-se um ponto, e queremos avaliar o que acontece neste
ponto, o que é algo que nao podemos visualizar. Com isso, pegamos uma vizinhanca desse

ponto, cujo tamanho ¢é o necessario para ja se ter a possibilidade de utilizar o conceito de
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funcoes continuas. Nessa vizinhanca tomamos o valor médio e o proprio é extrapolado ao

ponto.

Para entendermos isso mais profundamente, determinamos a densidade de uma massa

como m = 1, que é distribuida uniformemente em uma bola de raio €, U..

Assumimos que obtemos a seguinte densidade média

—, se x| <e
fe(z) = { 4me? . . (4.1)
0, sel|z|>e

Como isso, por defini¢ao, para encontrar a densidade em = = 0, ou seja, a densidade no
ponto, tomamos o limite de € — 0 e denotamos a solu¢ao por §(z)
o0, sex =0
O(z) = lim f(x) = : (4.2)
0 0, sex #0
Por uma condicao fisica, exigimos que a integral de d, que é a densidade, por qualquer

volume V' nos dé a massa da substancia contida no volume, assim

1, se0eV
/5(33) = . (4.3)
4 0, se0¢V

Considerando (4.2) temos que a integral de (4.3) sempre dara 0. E isso é uma contradigao
dentro do conceito de fungao continua. Esta contradicao mostra que o limite de uma
sucessao de f.(z), quando € — 0, ndo pode ser considerado como densidade, §(x). Esse
foi o principal motivo pelos quais os mateméticos nao aceitaram quando foi definido a
“funcao” delta de Dirac. Pois, Dirac a define precisamente como uma densidade pontual,

desse mesmo ponto de vista e estabelece esta definicao ignorando (4.2), [11] (Landeo,

2021).
A partir disso surgiu o conceito de funcao generalizada.

Ainda com base na “funcao” delta de Dirac, vamos ver qual propriedade ela cumpre,
sucedendo assim a defini¢ao de fungao generalizada. Para isso introduzimos antes algumas

definigoes, [7] (Gurbatov, 2012).

Definicao 1. As func¢oes de teste, que, no caso da reta real unidimensional, sao as fungoes
de classe C'*° que possuem um suporte compacto, ou seja, fungoes f : R — R que possuem
derivadas de todas as ordens em todos os pontos da reta e tal que o fechamento do conjunto

{z € R: f(x) # 0} é compacto, isto é, um intervalo fechado e limitado.
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Considere D(R) o espago vetorial topologico das fungoes de teste na reta.

Definigao 2. Se f : R — R é uma fungao localmente integravel na reta, entao podemos

definir um funcional F' em D(R) como

400
F(p) = f(@)p(x)de, Vo € D(R).

Defini¢ao 3. Um funcional F(p) é chamado de linear se, para todas as fungoes de teste

o(x),¥(x) € D(R), a seguinte igualdade vale:

Flap + ) = aF(e) + BF(¥),
onde o e B sao constantes arbitrarias.

Definigao 4. Um funcional F' em D(R) é chamado continuo, se para qualquer sequéncia
funcional {pk(x)}, cujos elementos pertencem ao espaco D(R) e convergem em k —
oo para uma certa fungao de teste p(z) € D(R), o correspondente sequéncia numérica

{F(¢x)} converge para o numero F(¢p).

Definicao 5. Uma sequéncia de funcionais é dada por

—+00

Fp) = fe(x)p(r)dr,

—0o0

onde {f.(z)} é a sequéncia de fun¢oes localmente integraveis.

Defini¢ao 6. Seja {f.(x)} é a sequéncia de fungdes localmente integraveis. Entao, o

limite fraco da sucessao f.(z), quando € — 0, para cada fungao ¢ € D(R), é dado por

—+00

lim F(¢p) = lim fe(z)p(@)dz = ¢(0).

e—0 e—0 oo

Queremos provar que a “funcao” delta de Dirac tem a propriedade de limite fraco. Da
continuidade da fungao ¢(x), temos que ¥n > 0, 3¢y > 0, tal que |p(z) — ¢(0)] < 7, para

|LU| < €p.
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Para Ve < ¢, obtemos

[ et =) = | [ et - ot0)
| [, o0 e

3
< — 0(0)|d
e o)~ e

3
< n/ dx
x| <€ 4re’

Portanto, f.(x), quando ¢ — 0 é um funcional, que poe em correspondéncia a fungao
continua ¢(x) com o numero ¢(0). Este funcional se torna a definigdo da fungao § de
Dirac, ou seja, d(z) = fe(x), que neste caso ¢ uma fun¢ao densidade. Com isso, podemos

escrever a funcao delta de Dirac da seguinte forma

)= [ swhpte)s = (0, (4.4

o

Definigao 7. Qualquer funcional linear F'(¢), que é continuo no conjunto D(R) é chamado

de funcao generalizada.

O conjunto de fungbes generalizadas sobre a reta é comumente denotado por D'(R).

Exemplo 4. A funcao de Dirac deslocada também é amplamente utilizada, que é deno-
tada por d, e é definida pela regra d,(¢) = ¢(a), V¢ € D(R). Neste caso é logico usar a

notacao

su9)= [ 8t - gty (45)

o0

Deve-se notar que nem neste exemplo nem em (4.4) sdo fungoes generalizadas regulares,
pois as integrais escritas acima nao tém significado e sao meras notacoes. Tais fungoes

generalizadas nao regulares sao chamadas de distribuigoes singulares.

Exemplo 5. A funcao de Heaviside é localmente integréavel

0, sex <0
H(z) = ) (4.6)
1, sex >0

E a distribui¢ao definida por ele continuara sendo chamada da mesma forma (e também
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denotada por H). Para esta fungdo generalizada, a igualdade vale

+oo
H(p) = /0 o(z)dz, ¢ € D(R). (4.7)

4.1.1 Derivada de funcoes generalizadas

Como o conceito de funcao, a funcao generalizada também ¢ diferenciavel. Para basear

a definicao que damos mais adiante, observamos que se f for uma fun¢ao continuamente

derivével na reta. Entao, seu derivado i f" € uma fungao continua na reta, com isso
x
D= [ Lwgtwar, e b®) (19
— = —(x)p(x)dx : :

Observe que, quando aplicamos o teorema da integragao por partes na integral de (4.8),

obtemos igualdade

/ ) %(“’W(fﬁ)dﬂf = f@)e(@)| 73 - : f(w)j—i(x)dx = - : f(a;)fl—i

o0 —

(x)dx.

Pois, o termo nao integral é igual a 0, uma vez que uma funcao de teste compacta é
identicamente igual a zero fora de um certo dominio do eixo z, portanto

400 +o0
/_ ﬁ(aﬁ)gp(x)dx =— f(fﬁ)dgp(x)dx' (4.9)

o dx dz

Ao interpretar uma funcao continua f como uma funcao generalizada regular T €
D'(R) (como o nucleo de um funcional continuo linear regular), vamos reescrever a (4.9)

em termos de fungoes generalizadas
T'(p(x)) = =T(¢'(2)). (4.10)

Observe também que se p(z) € D(R), entdo, em virtude da diferenciabilidade infinita
de qualquer funcao de teste, sua derivada também pertence ao conjunto escolhido de
fungoes de teste, ¢'(z) € D(R). Em outras palavras, ambos os lados de (4.10) sao fungoes

generalizadas D'(R).

Definigao 8. Para qualquer fungao generalizada 7' € D'(R), se define como a derivada de

T, denotada por 7" € D'(R), a fungao generalizada dada por (4.10), ou em outra notagao

%(@ — T (Z—i) . (4.11)

Proposigao 1. Toda fungao generalizada T' € D'(R) possui derivadas de todas as ordens
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e sua k-ésima derivada ¢é definida pela igualdade

TW(g) = (~1)*T(¢W), Vi € D(R). (4.12)

Ja apresentamos as fungoes de Delta de Dirac e Heaviside em D'(R), com a definigao
de derivada para fungoes generalizadas temos que essas duas fungoes se relacionam. Essa
relacao ainda vale para a subélgebra de Colombeau e ela é muito 1til para a construgao

do método assintotico. Tal relacao pode ser vista no Exemplo 6.

Exemplo 6. A derivada da distribui¢ao de Heaviside H é definida pela igualdade

T =t () = [ 0 as = ~lp(+) - (0] = (0),

Vo € D(R).Portanto, a derivada da fungao generalizada de Heaviside H coincide com a

funcao generalizada de Dirac,

) =e). Ve D)

O Teorema da Impossibilidade de Schawartz nos d& o porqué o conjunto das funcoes
generalizadas nao pode ser a base matematica para a construcao do método assintotico,

apesar das fungoes utilizadas pertencerem a D’'(R).

Proposicao 2. (Teorema da Impossibilidade de Schwartz, 1954) Seja A qualquer alge-
bra linear em R que contenha a algebra C'(R) das fungoes continuas em R como uma
subalgebra e que a funcao constante 1 seja o elemento neutro para a multiplicacao da
algebra A. Suponha ainda que existe uma derivagao na algebra A, isto é, uma aplica-
¢ao linear D : A — A que satisfaz a regra de Leibniz para a derivagao de um produto
D(a-b) = Da-b+ a- Db, para quaisquer a e b que estejam em A, cuja restrigao a C'*(R)

coincide com a diferenciagao usual. Entao, D?(|z|) = 0.

Observacao 2. A fungdo = — |x| tem a seguinte primeira derivada

-1, sex <0
D(|z|) = : (4.13)

1, sex >0

Ja sua segunda derivada, utilizando a definicao de derivada da funcao generalizada, é
dada por D?(|xz|) = 2§. Além disso,

—+00
D*(||)dz = D(J2])| % = 2.

—0o0
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Assim, a conclusao do teorema contradiz qualquer intuicao razoavel. Portanto, nao vale

a regra de Leibniz para D'(R).

4.1.2 Funcao generalizada sobre um espago euclidiano aberto de
n-dimensoes

Anteriormente definimos o conceito de funcao generalizada para a reta, mas esse con-
ceito também ¢é possivel de se definir para fungoes generalizadas sobre qualquer conjunto
limitado (por exemplo, um segmento ou um circulo), bem como fungdes generalizadas
de varias variaveis, para as quais podemos usar um subconjunto aberto {2 do espaco eu-
clidiano n-dimensional R"™. Neste caso o conjunto de funcoes teste ¢ o espago vetorial
D(Q) = C(Q?), formada pelas fungoes indefinidamente diferenciaveis ¢ : @ — R com
suporte compacto. Nesse caso, a convergéncia no espaco das fungoes de teste é definida

da seguinte forma.

Definigao 9. Diz-se que uma sequéncia (¢, )nen de elementos do espago D(€2) converge

para uma funcdo ¢ € D(2) quando ambas sao preenchidas condigbes a seguir

1. Existe um subconjunto compacto K contido no aberto €2, tal que tanto ¢
quanto todos os elementos ¢,, da sequéncia tenham seus suportes contidos em K.
ak‘1+k2+...kn

k1 9,k kn,
Oxi'0xy? ... Oxk

2. Para cada operador de diferenciagao parcial D = (incluindo

80+0+...0

029023 ... 029
mente em K para a fungdo Dy (ou o que é equivalente, lim sup |Dy,(z) — Do(z)| = 0).
n—0o0 e

o operador de identidade I,, = ) a sequéncia (D, )nen converge uniforme-

Definicao 10. Uma fungao generalizada em €2 é um funcional linear e continuo no espago
vetorial topologico das fungdes de teste D(Q2). A continuidade de um funcional T' :
D(22) — R é entendido no seguinte sentido, T'(¢,) — T'(¢) em R (ou em C no caso de
distribui¢oes de valores complexos) sempre que a sequéncia (¢, ),en tende para a fungao

¢ no espago vetorial D(£2).

O conjunto de fungdes generalizadas sobre €2 é comumente denotado por D'(2). Obvi-
amente, D'(€)) é um espago vetorial real (ou complexo) no qual as operagoes de adigao de
distribui¢oes e multiplicagao de distribuigoes por escalares sao definidas da forma usual,
ou seja, ponto a ponto. Também é definida uma noc¢ao de convergéncia, da mesma forma

que no caso unidimensional.

Definigao 11. Se T € D'(Q)), entao as derivadas parciais de T' podem ser definidas em
oT

, que sao

Oz,

relacao as variaveis x;, © = 1,2,...,n, e sao distribuicoes denotadas por
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definidas pela regra
oT Oy
=-T

Vo € D(Q). (4.14)

Definigao 12. Sejam 7' € D'(2) e D um operador de diferencia¢ao parcial arbitrario de
ordem k. Entao, DT € D'(2) é a distribui¢ao definida pela igualdade

DT(p) = (=1)*T(Dyp), Ve € D(Q). (4.15)

4.2 Algebra de Colombeau de funcoes generalizadas

Até aqui vimos a importancia da criagao e a definicao do conceito de funcgoes gene-
ralizadas. Porém, para o que queremos fazer neste trabalho precisamos mais que isso,
justamente por causa do Teorema da impossibilidade de Schwartz, ja que neste trabalho
estamos tratando de leis de conservacao nao lineares, ou seja, temos a multiplicacao de
funcoes generalizadas. Portanto, precisamos de um lugar onde é permitido ter a regra
de Leibnitz para fungoes generalizadas e por isso surgiu a algebra de fungoes generali-
zadas de Colombeau. Jean Francois Colombeau teve éxito na construgao dessa algebra,
pois ele expressa os fendmenos fisicos, por meio de féormulas matematicas, o mais pro-
ximo da realidade. O exemplo mais simples disso é a funcao de Heaviside envolvida na
descricao de qualquer onda de choque. A funcao cléssica de Heaviside realmente nao
descreve com precisao o fendmeno de uma onda de choque, pois uma variacao repentina
entre os valores de uma determinada magnitude nao ocorre na realidade fisica da maneira
que ocorre a descontinuidade na referida funcao. Na pratica, essas mudancas abruptas
ocorrem apds uma variagao continua (mais precisamente, suave) em uma fra¢ao muito
pequena de tempo. Desta forma, com mais propriedade a descricao do fenémeno deve
ser uma familia de um parametro de fungoes suaves que tende para o grafico da fungao
classica de Heaviside quando o valor do parametro tende a zero, [!] (Alonso, 2014), um

exemplo ¢ a distribuicao de Fermi-Dirac.

Seja €2 qualquer conjunto aberto no espaco euclidiano n-dimensional R™. Defini-se
G(€2) como a algebra de Colombeau, que é um conjunto de “novas fungoes generalizadas”
sobre {2 que pode assumir valores reais ou complexos. Um elemento de G(£2) sera denotado

por uma letra maitscula, por exemplo, G, H ou F'.

A algebra de Colombeau, G(£2), é construida da seguinte forma, primeiro observe que

temos tais inclusoes

O%(Q) C D'(Q) © G(9).
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Segundo, temos que (C*(£2),+, e, ) é uma algebra sobre o corpo R (ou sobre C), com as

operacoes de soma, multiplicacao de escalar e multiplicacao de funcoes, pois

e o tripleto (C*(2),+,-) é um espago vetorial real de dimensao infinita sobre o
corpo R, que é formado pelo conjunto C*°(2), a operagao de adigao de fungoes de classe

C> sobre €2 e multiplicagao por escalares k € R.

e ¢ o tripleto (C*(Q2), +, @) é um anel comutativo e unitéario, que é formado pelo
mesmo conjunto C*°(2) e pelas duas leis internas de composicao nele definidas (adigao e

multiplica¢do de fungdes).

Além disso, esta algebra é diferencial, o que significa que todo operador diferencial D

de ordem arbitraria é um operador aplicando a algebra C'*°(2) sobre si mesmo (D pode
8k1+k2+~-~kn

ser, por exemplo, um operador diferencial do tipo D = R— , de ordem
Ozt 0xs5? ... Oxkn

ko= 4yt e+ k).

Com essas observagoes podemos estender essas mesmas operagoes para G(£2), as-
sim G(2) passa a ser uma é&lgebra diferencial de fungdes generalizadas. Note que, nao
¢ possivel estender esse conceito somente para D’'(€2), pois a multiplicacdo de fungoes

generalizadas pode nao ser uma funcao generalizada.

Para utilizarmos a cadeia de Hugoniot-Maslov necessitamos apenas de uma subalgebra
de G(Q), que é a algebra das fungoes generalizadas simplificadas, G5(€2), antes de definir

ela vemos alguns conceitos.

Considere o seguinte conjunto de fungoes reais dependentes de um parametro e € (0, 1)
EQ) ={R(e,x)| Re C*, z €, paracadae € (0,1)}.

ak‘1+k‘2+...kn
Ozt oxk ... 0

Considere o conjunto

Seja D =

. qualquer operador de derivada parcial em ().
xkn

En(Q)={R e E(Q)|VK C § compacto e VD operador diferencial parcial, 3¢ € N,

c>0en>0, tal que sup|DR(e,x)| < ce ?, V0 < € < n}.
zeEK

Chamamos de F)/(§2) o subconjunto das fun¢oes moderadas, que obviamente é uma
sub algebra comutativa e unitaria da algebra E(f)), com as operagoes usuais de adigao e

multiplicacao de fungoes e a multiplicacao de fungoes por escalares. Fungoes moderadas
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sao uniformemente limitadas com todas as suas derivadas polinomialmente.

Por altimo, denotamos por N(2) o subconjunto de Fj;(€2) definido da seguinte forma

N(Q)={R € Ey(Q)|VK C 2 compacto ¢ VD operador diferencial parcial,
JdgeN;Vp>q,3c>0en >0, tal que sup |[DR(e,x)| < ce?79, V0 < € < n}.
zeK

Definicao 13. A algebra das fungoes generalizadas simplificadas é o espago vetorial quo-

clente

As definigbes e proposigoes a seguir se fazem necessarias para a utilizagao da Cadeia
de Hugoniot-Maslov. Dentre elas a defini¢ao da fungao de Dirac e de Heaviside na algebra
de Colombeau. Observe que em FEy(€2), e consequentemente em G4(€2), estdo somente
as fe(x) que sdo C™, pois Ey(Q) C C(£2), ao contrario de G(2), ja que G(2) nao esta
contido em C*°(Q).

Definigao 14. Sejam G e G5 dois elementos da algebra diferencial Gg(f2). Diz-se que G
esté associado a Gy se existem fungdes R (¢, z), Ra(€, ) na algebra Fy,(€)) representantes

do GG; e (G5, respectivamente, tal que

lim [ [Ri(e,x) — Ra(e, x)]p(x)dx =0, Ve e D(Q).

e—0 Q
Notacao: G ~ Gbs.

Definigao 15. Diz-se que uma fungao generalizada simplificada G € Gg(€2) admite a

distribuigao T' € D'(£2) como um aspecto macroscopico se, e somente se,

lim | R(e,x)p(x)dz =T(p), Ve € D(Q),

e—0 Q
onde R(e,x) € Ep(Q2) é um representante arbitrario da func¢ao generalizada G.

Definigao 16. (Fungoes de Heaviside generalizadas em élgebra de Colombeau Gg(R)).
Uma funcao generalizada H € Gg(R) é chamada de fungao de Heaviside generalizada se
existe uma fungao representativa do mesmo Ry € E)y(R) para o qual existe uma fungao

A(e) > 0 tal que lir% A(e) = 0 e para o qual as seguintes afirmagdes sdo cumpridas
€E—>
1. Ry(e,x) =0, Ve € (0,1), z < —A(e).
2. Ry(e,z) =1,Ve € (0,1), z > A(e).

3. sup |Ru (€, z)| < +oo, Ve € (0,1).
T€eR
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Definicao 17. (Fungoes de Dirac generalizadas na algebra de Colombeau Gg(R)) Uma
fungao generalizada § € Gg(R) ¢ chamada de fun¢do Dirac generalizada se existe uma
fungao Rs € Es(R) que a representa, para a qual existe uma fun¢do A(e) > 0, tal que

lir% A(e) = 0 e que tem as seguintes propriedades
e—

1. Rs(e,z) =0, Ve € (0,1), |z| > A(e).

+o0
2. Rs(e,x)dx =1, Ve € (0,1).

— 00

+oo
3. sup/ |Rs (€, x)|dr < 400.

z€(0,1) e
Proposicao 3. Para toda funcao de Heaviside generalizada H e toda funcao de Dirac

generalizada 0 na éalgebra de Colombeau Gg(R), valem as seguintes relagoes de associagao
1. A" =~ H,Vn > 1.
2. H =~ .
3. nH" 'H' ~ H',V¥n > 1.

Proposicao 4. Seja f € C. Se G, Gy € Gg(Q) sdo tais que Gy = Go, entao fGy ~ fGs.



Capitulo 5

Método Assintotico

Agora que temos a base dos modelos que queremos resolver neste trabalho e base
tedrica do método que utilizamos para resolver tais modelos, podemos apresentar o mé-
todo. O método em questao é o método assintotico, cuja ideia é escrever a solucao da
equacao de lei de conservagao como um somatorio de fungoes generalizadas, e tais fungoes
vém da resolucao do sistema infinito de equagoes diferenciais ordinarias acopladas, que
é conhecido como cadeia de Hugoniot-Maslov. E para resolver esse sistema de equacoes
diferenciais ordinarias acopladas utilizaremos de uma método numérico que é apresentado
no Capitulo 7. Consequentemente resolvendo o sistema, resolvemos a lei de conservacao.
O método assintotico foi criado pelo Victor P. Maslov e o que o levou a observar a pro-
pagacao das ondas de choque como a cadeia de Hugoniot-Maslov foi o desejo de se obter
numericamente a onda de choque como ela é analiticamente, ja que os métodos numéricos
utilizados sofrem algum tipo de desvio (podendo ser uma difusao, oscilagao, etc) perto da

descontinuidade.

5.1 Cadeia de Hugoniot-Maslov

Vamos entender como montar a cadeia de Hugoniot-Maslov, e consequentemente en-
tender o que é o método assintético. V. P. Maslov na década de 1970 observou que a pro-
pagacao das ondas de choque pode ser representada por um sistema infinito de equagoes
diferenciais ordinarias. Para essa construcao usamos todo o conhecimento apresentado no

Capitulo 4.

Considere a seguinte lei de conservacao

g+ f'(uw)u, =0 (5.1)



5.1 Cadeia de Hugoniot-Maslov 49

onde o fluxo f : R — R é uma funcao suave. Neste trabalho a derivada de f serd uma

funcao polinomial da seguinte forma
f'(u) = apu™ + ap_1u" " + ... 4+ ayu + ag. (5.2)

Procuramos uma fungao generalizada u € Gg(R?) que satisfaga a seguinte relagio de
associacao

ug + f'(u)u, =0, (5.3)

ou seja, queremos que u seja uma solugao fraca de (5.1). Seguindo a ideia de V. P. Maslov,
uma onda de choque de uma lei de conservacao escalar pode ser representada por uma
formula do tipo

u(z,t) = A(z,t) + Bz, t)H(z — X (t)),

onde H é uma funcdo generalizada de Heaviside em Gg(R), A, B e X sao fungoes C* de

todos os seus argumentos, e a curva z — X () = 0 descreve a trajetoria da singularidade.

O procedimento consiste em substituir essas expressoes no primeiro membro da lei de
conservacao dada, para o qual precisamos calcular as expressoes concretas que adotam
as derivadas parciais u; e u,, a avaliacdo de f’ na funcao generalizada proposta e a
multiplicagdo da fungao generalizada f’(u) pela fungao generalizada u € Gg(R) para
entao somar o produto obtido com u; para impor a condi¢ao de que a funcao generalizada

u, resultante dessas operacgoes, satisfaz a relagao de associagao em (5.3). Com isso,
ug(x,t) = Ay(z,t) + B(x, t)H(x — X (1)) + (= X")B(z,t)d(x — X(¢)),

ug(x,t) = Ap(z,t) + Be(x, ) H(x — X (1)) + B(x,t)o(x — X (t)).

onde 0 é a funcdo de Dirac generalizada, pois H' = 6. A avaliagdo de [/ em u e a
substituicdo dessas expressoes no primeiro membro da equagao (5.1) nos leva a uma
expressao que assume a forma A(z,t) + B(x,t)H (1) + C(z,t)d(T), onde A(z,t), B(x,t)
e C(xz,t) s@o o resultado do agrupamento dos termos semelhantes que aparecem como
fatores comuns as funcoes generalizadas H e ¢ apos os calculos algébricos realizados, ou
seja, A(x,t) = Ay + f'(u)As, B(z,t) = By + f'(u)B, e C(z,t) = B(—X' + f'(u)). Em

seguida, impoe-se a esta expressao a condi¢ao de satisfazer a seguinte relagao de associacao
A(x,t) +B(x,t)H(1) + C(x,t)d6(1) =~ 0

em que 7 = x — X (t), para todo t € R.

Substituigao de fungdes generalizadas que satisfazem o sistema de equagoes (em deri-
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vadas parciais de primeira ordem)

o >
Il
o o

(5.4)

obviamente, é uma condig¢ao suficiente para obter uma fungao generalizada que satisfaca

a relagao de associagao.

Quando na expressao da solugao singular proposta as fungdes A(zx,t) e B(x,t) sao

substituidas por seus desenvolvimentos assintoticos formais, onde

Al t) = 3 Ap(t) (@ — X (1)

Bla,1) = 3 By(t)( — X (1))"

E entdo estes sao trazidos para equagoes (5.4), as equagoes diferenciais ordinarias que as
funcoes X, A, e Bg, k = 0,1,2,... devem satisfazer sao obtidas automaticamente para

que esses desenvolvimentos assintoticos ocorram.

Essas equagoes diferenciais ordinarias sao as equagoes diferenciais ordinarias das fun-
¢oes desconhecidas X, Aj e By, constituem uma verdadeira cadeia de equacoes diferen-
ciais, pois se o sistema for truncado em um valor prefixado k = K, essas equagoes comu-
mente incluem incognitas de ordem superior a K (por exemplo, K +1, K +2 ou K + 3
) de forma que o sistema truncado acaba sendo indeterminado, pois possui mais incogni-
tas do que equacoes. O sistema infinito de equagoes diferenciais ordinarias nas fungoes
desconhecidas X, A e By, k = 0,1,2, ..., recebe o nome da cadeia de Hugoniot-Maslov

correspondente a solugao singular cujo desenvolvimento assintético formal é

u(a,t) =Y A(t)(z — X(1)" + (Z Bi(t)(z — X(t))k> H(z—X(t)), (5.5)

no caso de uma onda de choque, [1], [15] (Alonso, 2014; Rodriguez-Bermudez, 2021).

Como a funcao de fluxo neste trabalho é um polindémio temos o seguinte resultado, da
referéncia 2] (Bermudez, 2007) para a simplificagao da construgao da cadeia de Hugoniot-

Maslov.

Teorema 1. Se existe uma solucao fraca da Equagao (5.1) na algebra G5(R?) da forma

(5.5), entao as fungdes X, A; , B, , 1 =0,1,2, ..., satisfazem o seguinte sistema infinito de
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EDOs:

A=+ DA (X —ag) = >

=2

Bl/ = (l + l)Bl+1(X/ — CLO)
l
-3 {(j + a1 (Ai-;Bjp1 + Bi-jBjp1 + Bi-jAj 1)

=0

+2a2(]+1) J+1+ 741 ZAZ —j—m m+

+) [(J' +1)a;(BjaAiji+ Ajia By + Bj+1Bi,j,l)}
=2

n—1 7
+ Z (i + 1Dai1 A Z(m + 1)(Apmt1 + Bos1)Bim,j
m=0
J
( ZGZ i—1,5, l) (Z(m + 1)B]7m[Am+l + Bm+1]>
m=0

Z ( Z azfz z k]l) (Z(m + 1)Bk,m,j(Am+1 + Bm+1)> }

k= i=k+2 m=0
onde

l—j l—j—k1 l—j—k'

Ai,j,l == ‘e E AklAkQ . 1Alfjfk”7
k1=0 k2=0 ki—1=0
l—j l—j—k1 l—j—Fk

Bi,j,l - e E Bkl Bk2 . 1Blfjfk”7
k1=0 ko=0 k;i—1=0

i—2 i—1
sendo k' = Z ke, k' = Z ks e denotamos por f;(k) a seguinte expressao

s=1
(@—k:+1)(z—k:+2)...(z—1)z, o k>0
fi(k) = k! 7
1, sek=0

onde k € N.



Capitulo 6

Modelos de Trafego pelo Método As-
sintotico

Agora que temos conhecimento do método assintotico, aplicamos ele para os modelos
de trafego estudados neste trabalho, ou seja, construimos a cadeia de Hugoniot-Maslov de
cada modelo utilizando o que foi visto no Capitulo 5. Neste capitulo também se encontra
o primeiro resultado obtido neste trabalho, que é a aproximagcao polinomial da funcao de

fluxo de Greenberg.

6.1 Modelo de LWR pelo método assintético

O método assintotico foi apresentado no Capitulo 5, entao agora vamos usar os co-
nhecimentos de tal capitulo para aplicar na equagao (3.15). Para essa equagao temos
que

f(U) = Umax§u27

entao

I (w) = vpazu. (6.1)

Supondo que
u(z,t) = A(z,t) + Bz, t)H(z — X(1))

onde A(z,t), B(x,t) e H(x — X (t)) sdo as mesmas variaveis definidas no Capitulo 5. Com
isso,
1
fu) = umé(A2 +2ABH + B*H?).

Fazendo 7 = x — X (t), obtemos que H(x — X (t)) = H(7), com isso H? ~ H. Sejam
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a(x), b(x) e ¢(x) fungdes suaves. Entdo,
a(x) + b(x)H + c(z)H? =~ a(z) + [b(x) + c(x)]H,

assim

flu) = UW%(AQ +2ABH + B*H).
Derivando u(x,t) em rela¢do a t, temos que
u(x,t) = Ay + B.H — BX'0(7)
e derivando f(u) é relagdo a x, obtemos

(F(1))s = Vmas | AA, + (A,B + AB, + BB,)H + <AB + %BQ) 5(7)] |

Assim,

u + (f(u)e = {At + Vmae AAs} + {Bi + Vimaa(Ac B+ AB, + BB,) }H(7)

+ {—BX’ + Voo (AB + 132)} o(7).

2
Portanto,
{A + Ve AALY + {Bi + Vo (A B+ AB, + BB,) }H(T)
1
+ {—BX/ + Umaz(AB + 532)} 5(1) =~ 0.
Logo,

u(a,t) =Y Apt)(x - X(1)" + (Z By(t)(z — X(t))k> H(z — X (t)). (6.2)

Para montar a cadeia de Hugoniot-Maslov utilizaremos o Teorema (1). Observe que
comparando (5.2) com (6.1) temos que a; = 0, para todo i # 1, a3 = Ve € n = 1. Com

isso, obtemos

1
X/ = Umaz <AO + §BO> )

l

1 :
(0 + 1) A (Ao + 530) - Z(] + DA A 4

/
Al = Umazx

Y

J=0
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/
Bl = Umaz

l
1 .
U+U&H(%+§%)—E(%Hﬂ&j@ﬂ+&j%ﬂ+&j&ﬂ)

J=0

A parte a seguir foi baseada na referéncia [15] (Rodriguez-Bermudez, 2021). Lem-
brando que estamos interessados em resolver problemas de Riemann e observando que
da equagao (5.5) temos que a solugdo, a esquerda da descontinuidade, assume o valor
de A(z,t) e a direita da descontinuidade tem o valor de (A + B)(z,t). Podemos fazer
as substituigoes A(z,t) = wy(z,t) e (A + B)(z,t) = u,(x,t). Com isso, a equagao (5.5),

satisfazendo o problema de Riemann generalizado, fica da seguinte forma

u(z,t) = ue(x,t) + [uy(z,t) — wp(z, t)|H(x — X(t)). (6.3)

Para cada t, definimos as fungoes de limite

wlt) = lim e,

= i .
a,(t) x_g?(t)ur(x,t)

Para X(t) = 0, temos que @y(t) = Ao(t) e u,(t) = Ao(t) + Bo(t), entdo

U, (t) — ue(t)> —_— (ur(t) + Ug(t)) |

X' = maz | Ue(l
v <Ug( )—l— 5 )

que é a condi¢ao de Rankie-Hugoniot para este modelo. Observe que, em contraste com
os problemas de Riemann classicos para os quais qualquer choque viaja com velocidade
constante, para problemas de Riemann generalizados, a velocidade do choque X varia
genericamente com o tempo t. Para o problema de Riemann generalizado em geral, nao é
possivel calcular exatamente a trajetéria do choque. Trajetoérias aproximadas podem ser

obtidas via X' para diferentes ordens N de truncamento em A; e B].

6.2 Aproximacao Polinomial do Fluxo de Greenberg

O contetdo desta segao ¢ um método de aproximagao por polindmios da funcao de
fluxo do modelo de Greenberg, que é dada por f(u) = —veuln(u), com 0 < u < 1, que
ainda preserve a estrutura das solug¢oes de Riemann. Temos o intuito de fazer isso pelo
fato de que queremos aplicar o teorema visto no capitulo anterior, para assim encontrar
a cadeia de Hugoniot-Maslov, para o modelo de Greenberg. E para isso precisamos que
a funcao de fluxo seja um polinémio, e nao uma funcao logaritmica. Para provar que

podemos fazer isso de fato temos o teorema a seguir.
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Teorema 2. Considere a func¢do f(u) = —vmeuln(u), que representa o fluxo do modelo

de Greenberg. A expansao em série de Taylor no ponto uy = 1/2 é dada por

(u—1/2)F. (6.4)

) <—1)k+1vmam2(k_1)

flu) = Un;ax + Vmazu(In(2) — 1) + Z k(k—1)

Pode-se verificar as seguintes propriedades

(i) f(u) ¢ analitica no intervalo 0 < u < 1, ou seja, a série de Taylor em (6.4) converge

nesse intervalo.

(ii) o polinémio de grau N obtido do truncamento da série de Taylor em (6.4) tem
a mesma concavidade (concava) da fungdo de fluxo de Greenberg no intervalo (0, 1),

qualquer que seja o grau de truncamento N > 2.
Demonstracao.

(i) Para saber se essa série de Taylor converge, em torno de ponto 1/2; precisamos saber

o seu raio de convergéncia, r > 0, [16] (Stewart, 2013). Da equagao (6.4), obtemos que

(_1)n+1vmaw2(n_1)

n — —1/2)™.
¢ n(n —1) (u=1/2)
Entao, fazendo o limite
-1 n+2 maan
( ) v (u _ 1/2>(n+1)
N S : (n+1)n
lim |——| = lim ,
n—oo | QA n—00 (_1)n+lvmax2(n71)
(u—1/2)"
n(n —1)
temos que,
. Ap+1 . -
nh—>r£10 o |~ 12(u —1/2)|. (6.5)

Pelo teste da razao, temos que a equagao (6.5) ¢ convergente se |2(u — 1/2)| < 1, entdo

2(u—-1/2)| <1 <& O0<u<l.

Portanto, a série é convergente para u € (0,1) e o seu raio de convergéncia é 1/2.
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Ja para os extremos, temos que

+ Z — ) (—1/2)*

k=2
1 00 (_1)2k+12k1]

|
+

k _
2 Rk (k 1)

Ja para u = 1, temos

f<1>=“";uvmman@)—lwz - T —(1/2)

=5 2111 —1—1—5 k

v | > ( 1>”+2
= 21n( )—1+

2 ;m 1)

Vmas > ( 1 n+2 1)n+2
= 21 —1
T R S Z ( nt1
Vmas © n+1 e (_1)i+1
= 5% |2n(2) — 1+ ( Z Z, .

Como [16] (Stewart, 2013)

00 n+1
n(1+ ) Z (6.6)
temos
F(1) = ””;x 21n(2) — 1 —In(2) — (In(2) — 1)] = 0. (6.7)

Logo, (6.4) converge no intervalo 0 < u < 1.
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(ii) A segunda derivada de (6.4) ¢ dada por

— i(_l)k+lvma$2k—l(u . 1/2)k:—2
k=2
= —2maz Z(—Uizi(u —1/2)’

o

)

= _2Umax E T,
=0

isto ¢, uma série geométrica alternada, onde r = —2u + 1, que é convergente, pois |r| < 1

no intervalo u € (0, 1).
Truncando a série de Taylor (6.4) no grau N, obtemos o polindémio
k+1vmax2(k_1)

fn(u) = “";“‘”” + Umaeu(In(2) = 1) + ) (_1)k(k 5 (u—1/2),

cuja segunda derivada é

N—

// 2 :
N 2Umaar

- _2Umam ( )
1—7r
1 — 2
= _2vma:€ ( u )

1—-(1-2
:_'Uma:p< U) > <O7

sempre que 0 < u < 1.

Portanto, f”(u) < 0, para qualquer N > 2. Logo, (6.4) é concava para qualquer N > 2.
]

Obtemos assim a fungao polinomial fy aproximada de f(u) = —vmeuIn(u), ambas
no intervalo de 0 < u < 1. Plotando ambas para v,,,, = 10.0m/s, obtemos o gréfico da

Figura 6.1.

Nele podemos ver que quanto maior N mais préoxima a funcao polinomial se aproxi-

mara de 0, tanto para u = 0, quanto para u = 1, isto independentemente do valor de

Umax .
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Fluxo
6 I |
Funcao original —&—
5F fo(u) ----- .
fg(U) — s
4 r f500(u) §
3
2
T2
1
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u

Figura 6.1: Grafico dos fluxos f(u) de Greenberg e aproximagoes polinomiais fy(u), para
distintos valores de N.

Observe, para funcao original, que

. . In(u) . .
il{)t})[—vmazuln(u)] = 11L1_I)I(1) [_Umaml/—u} = lim {Umamw} = Upaz }LI_I{(I)U, =0. (6.8)

Portanto, as func¢oes polinomiais encontradas tém um comportamento semelhante e

chegando a ficar bem proxima da func¢ao original quanto maior for o valor de N > 2.

Observacgao 3. Como provado a funcao polinomial preserva a concavidade, que no caso
é concava, assim teremos uma solucao do tipo choque se uy < u,, como observado no

Capitulo 2 e exatamente como mostrado para a funcao que aproximamos no Capitulo 3.

6.3 Modelo de Greenberg pelo método assintotico

Seguimos basicamente o que foi feito para o modelo LWR, mas agora temos a seguinte

funcao de fluxo

k—1
Umaa:Q

(u— 1/2)",

v o
— max s l
f(u) 5 + Vpazu(In(2 ) + kZQ
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Fazendo p = u — 1/2, lembrando que 0 < u < 1, assim —1/2 < pu < 1/2. Entéo, p, = u,,

dessa maneira

_,Unmx = 0_1)k+1vnmx2kil k
f(1) = =5 + Vmao(p +1/2)(I(2) = 1) + ; Kk—1)
Com isso,
f(1) = Vmaz(In(2) — 1) +Z Umax (. (6.9)
7j=1

Supondo que
p(z,t) = A(x,t) + Bz, t)H(x — X(t))

onde A(x,t), B(x,t) e H(x — X (t)) sdo as mesmas variaveis definidas no Capitulo 5.
Entao,
1
u(z,t) = A(z,t) + B(z,t)H(z — X (1)) + 5
Dessa forma,

J(0) = =2 4 naaAle,0) + Bla, ) H(x = X (1)) +1/2/(1n(2) - 1)

DM

k=2

k+1 k—1
UmuxQ

[A(z,t) + Bz, t)H(x — X (1))]*.

Derivando f(u) em relagao a x, temos

(f(:u»z - Umaz[Az + B;BH(T> + B(S(T)](IH(Q) - 1)

#3 B A, + Bt () + B

Assim,

pe+ (f(1)e = A+ BeH — BX'5(7) + vimaa [As + BoH (7) + Bé(7)](In(2) — 1)

k+1 k—1

N Z ”man A+ BH(r)F"'[A, + B,H(r) + Bs()].

Portanto,

Ay + BH — BX'5(7) + Vmas|As + BoH(7) + B3(7))(In(2) — 1)

k+1

+ Z U’mzk : [A+ BH(r)]*[A, + B,H(r) + Bi(r)] =~ 0.
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E

wt) =Y Ap(t)(x = X ()" + (Z Bi(t)(z — X(ﬂ)’“) H(z = X(1)).

Logo,

£ =3 Ault) e — X (1) + (Z Bu(t)(z — X(t))k) H(z — X(1) + % (6.10)

Usando novamente o Teorema (1) e observando que ay = U (In(2) — 1), a

[(=1)"0na22°] /i, para todo i = 1,2,3,.... Com isso,

X' —Umaz h’l — 1 +ZCL1A’L +Zk Zalfl Al kB(];:a

A= (1 + D AG[X — Ve (In(2) — 1)]

l n
Z j + 1 vaax)Al—jAj+1 + Z aiAi,j,l(j + 1)AJ'+1 ’

B = (I 4+ 1) B [X" — Umaa(In(2) — 1)]

— > AU + D) (=20ma) (A Bjs1 + B Bj + BijAj )
=0
1=
+ 2(20max)(j + 1)[Aj+1 + Bj+1] Z Al*j*mBM‘i_

m=0

(J + Dai(Bjr1Aiju + AjaBija + Bj+1Bz‘,j,l)}

+
.M:

=2
n—1 7 ~
+ > |+ Dasyi A Y (m+ 1) (Amis + Biy1)Bimy
=2 m=0
n ~ J
+ (Z iCLzAl 1,7, l> (Z(m + 1)Bj—m[Am+1 + Bm+1]>
=3 m=0
n n J
"’Z(Z azfz( ) i— k'jl) (Z m+1 Bkm](Am-i-l_"Bm—i-l))}
k=2 \i=k+2 0

Para o modelo de Greenberg a condicao de Rankie-Hugoniot é dada por

X' = Upnaa(In(2) — 1) —i—Zal Tt +Zk+1z aifi (k) (@o(t)) " (a,(t) — a(t))".
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6.4 Truncamento

Como foi dito antes no Capitulo 5 o sistema infinito de EDO’s assim desta forma
nao tem solucao. Para conseguirmos resolver esse sistema faremos um truncamento, ou
seja, fixamos [, no caso | = 2, lembrando que [ comeca no 0. Com isso, obtemos um
sistema com sete EDO’s para ambos os modelos, que ja é o suficiente para adquirir bons
resultados. E admitimos que A; = B; = 0, para quaisquer A; e B; que aparecerem com

1> 2.

Entao, para o modelo de LWR temos o seguinte sistema

(

1
X' = Umax (AO + §BO>

Ay = vmax%AlBg

Al = Unag (A2 By — A2)

Al = =3 Vmar A1 A

B) = —mas (%BOBl n A130>

B} = —Vmaz (BoBs + 241 By + B} + 2A,By)

Bé =-3 VUmazx (A1B2 + AgBl + BlBg) .
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J& para o modelo de Greenberg obtemos o sistema abaixo

(

L R -
X' = Umax(ln(Q) - 1) + Z alA%) + Z k—H Z alfl(k))Az) kBg
=1 k=1 i=k

A6 = Al[X/ — Umaw(ln(2) — ]_)] + QUmaonAl — Z aiAi,O,OAl
=2

n

All = 2A2 [X/ — Umaa;(lll(?) — 1)] + QUmMA% — Z aiAi,O,lAl + 4UmamA0A2 — Z a,AZ-,LlZAQ

i=2 i=2
Alg = 6 Vpaa A1 Ay — Z @iAi,o,zAl - Z aiAi,1,22A2

i=2 i=2
B/ = Bl [X/ — vmax(ln( ) — ].)] — {(_2Umaac>(AOBl + B()Bl —|— B()Al) + 4Umax[A1 —|— Bl]AQBQ
+Z [@z BlAzOO + A\B ,0,0 T Bleoo } + Z [ i+ 1)a;1A40(Ar + Bl)BzOO]

=2

+ (Z iai!‘L-1,0,0> (Bo[A1 + B1]) + Z ( Z a; fi(k ) - kOO) (Bk,O,O(Al + Bl))}

1=3 k=2 \i=k+2

1
Bi == QBQ[X Umaz ln Z{ j + 1 QFUmax)(Alijj+1 —+ Blijj+1 + BlfjAjJrl)
7=0

1—j

+40mar (7 + D[Aj1 + Bipa] Y A1_jom B + Z [ j+ Dai(Bji1Aij1 + Aji1Biji + Bi By, 1)}

m=0 =2
-1

£

=2

< aiAi-1;, 1) <i(m +1)Bj—m[Ams1 + Bm+1]>
+ i ( Z a; fi(k) Ai-rj, 1) <Z(m + 1) Bim,j (Ami1 + Bm+1)> }

k=2 \i=k+2 m=0

J
1+ 1 Clz+1A1 —j Z(m + 1)(Am+1 + BmH)B@mJ

m=0

= — Z {( + D (—2Vmae) (A2 Bji1 + BojBj1 + Ba-jAji1)

2—j

+4Vmaz(J + 1)[AJ+1 + B]+1 Z Ay jom B + Z [ J+ Day( J+1Au 2 + A]+1BZ]2 + B]+1BZ]2)
m=0 =2

—_

j
(i + Va1 As 5 > (m+ D(Amsr + Bung1) Bimy
m=0

< CLZAZ 1J2> (i(m + ].)Bj m[Am+1 + Bm+1]>

m=0

n—

+

MM

" (Z asfi (k) A ) <Z<m+1>ék,m,j<z4mﬂ+Bm+1>>}

\ k=2 \i=k+2 m=0



6.4 Truncamento 63

Lembrando que a; = [(—1)"0,,a22] /7, para todo i =1,2,3,..., ¢

I—j l—j—k1 l—j—k

Ai,j,l - Z AklAk’g . AkiflAl—j—k”a
k1=0 ko=0 ki—1=0
l—j l—j—Fk1 I—j—k
Bi,j,l — e Z Bk1 B}~C2 . Bk’ilel—j—k”a
k1=0 ko=0 k;_1=0
1—2 i—1
sendo k' = kg, k"= ke
s=1 s=1
—k+1)i—k+2)...(0—1)
(k4 D-k+2) . (-Di
fi(k) = k! :
1, se k=0

onde k € N.

Para resolver o sistema de EDOs de ambos os modelos precisamos de valores para A;
e Biemt =0, comi=0,1ou 2, tais valores vém da condi¢ao inicial ug(x) e explicamos
como ¢ feito a seguir, essa parte foi baseada novamente na referéncia [15] (Rodriguez-
Bermudez, 2021). Temos que as fungoes suaves uy(x) e u,(z) podem ser formalmente

expressas como a série de Taylor na forma

+oo (k)
u, (0
ul@) =3 D M

Aqui nao estamos preocupados com o raio de convergéncia dessas séries. Aplicando nas

Equagoes (6.3) e (6.10) para t = 0, temos

oo (k)
u(x,O) _ [Z ék!(o)xk

+oo (k) (k)
+ [Z u (0) = v (O)Ik] H(z). (6.11)

k!
k=0 k=0
(k) +oo (k) (k)
u,(0) ur’(0) —u,(0) 1
u(z,0) = [Z Ek' o* |+ Z X £ o H(z) + 3" (6.12)
k=0 ’ k=0 )

Tomando a equagao solugdo do modelo LWR (6.3) em ¢ = 0, com X (0) = 0 e igualando
a Equacdo (6.11), obtemos que

u(k)(O) Uy -
AL(0) = fk! . Bi(0) = , k=0,1,2. (6.13)

Agora para o modelo de Greenberg fazendo o mesmo s6 que para a Equagao (6.10) e

igualando a Equagao (6.12), obtemos o mesmo que na Equacao (6.13).



Capitulo 7

Métodos Numéricos

Para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov numericamente usamos o método de Runge-
Kutta de quarta ordem para sistema de EDO’s. Além deste método utilizamos mais dois
para comprovar a eficiéncia do método assintotico, que sao os métodos de Lax-Wendroff-
Richtmyer de dois passos e Lax-Friedrichs. Sendo que esses dois ultimos tém a funcao de
resolver numericamente leis de conservagao hiperboélicas, no caso em questao, nao lineares.
Este capitulo ¢ dedicado a apresentar tais métodos e explicar os proprios, desta maneira

a andalise dos resultados fica mais clara.

7.1 Runge-Kutta para sistema de EDO’s

Criado por Carl Runge e Martin Wilhelm Kutta no final do século X X I e comego de
1900, tinham o intuito de resolver uma equacgao diferencial ordinaria sem precisar avaliar as
derivadas das fungoes. Depois de conseguir isso eles estenderam o método para o sistema
de EDO’s. A ideia do método é avaliar cada EDO do sistema para diferentes valores de
tempo e espago, seguindo a ordem dos intervalos de ambos, fazendo uma quantidade de N
iteracoes. De forma mais detalhada, seja um sistema de EDO’s de ordem m de problemas

de valor inicial de primeira ordem da seguinte forma

d

% = fl(t,ul,UQ, ,um),
d

% = fg(t,ul,UQ, ,um),
di,,

Y fm(tyulau% v 7um)7

dt
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para a < t < b, com as condigoes iniciais
ui(a) = aq, ug(a) = ag, ..., uy(a) = ay.
E esse sistema tem solugao tnica, que ¢ garantido pelo teorema abaixo, [3](Burden, 2011).
Teorema 3. Suponha que
D ={(t,uy, ... ,up)la<t<be —oo <wu; <oo, paracadai=1,2, ... ,m},

e seja fi(t,uy1, ... ,Uy), para cada i = 1,2,...,m, uma fungdo continua e que satisfaga
uma condicao de Lipschitz em D. O sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem
mostrado acima, sujeito as suas condigoes iniciais, tem solu¢ao unica ui(t), ..., un(t),

para a <t < b.

O método ¢ o de quarta ordem, ou seja, tem erro de truncamento local de O(h?).
Seja escolhido um inteiro N > 0 e defina h = (b — a)/N. Particionar o intervalo [a, b]
em N subintervalos com os pontos de malha t; = a + jh, para cada j = 0,1, ..., N. Use
a notagao u;j, para cada 7 = 0,1, ... ,Ne:=1,2, ... ,m, para denotar a aproximacao

u;(t;). Para as condicoes iniciais, defina
U0 = &p, U0 = A2, ... , Um0 = Q.
Entao, as quatro avaliacoes para cada iteracao é
Kl,i = hfz(tj, uLj, UQ’J'7 . 7um,j)7

h 1 1 1
Ky, =hf; (tj + bR u1; + §K1,17U2,j + §K1,2a e Uy T EKl,m)

h 1 1 1
Ks; =hf; (tj +oouy + Ko ug g+ Ko, o Uy + o 2,m)

2 2 2 2
h 1 1 1
Kyi=Mf; (tj + 50U + 531, U + §K3,2, s Uyt 5 dm) :

Com isso,

1
Ujjp1 = Uij + E(Kl,i + 2Ky, +2K3,; + Ky,),

paracada 7 =0,1,.... Nei=1,2, ... ,m.
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7.2 Lax-Wendroff-Richtmyer de dois passos

A implementagao do método de Lax-Wendroff-Richtmyer de dois passos para fungoes

nao lineares ¢ feita da seguinte forma, [12] (LeVeque, 1992)
n+1/2 1 n n At n n
Ui;E//Q = 5 (Ui + Ui+1) T 9Ar [f(Uz'—i—l) — f(U; )} (7.1)
1 At
n+1/2 _ n n n n
Ui71/2 - 5 (Ui + Ui—l) - _2A33 [f(Uz ) - f(Uz‘—l)} (7-2)
At
Ui =0 — Ax |:f(Ui+1/2 ) — f(Uiq/Q )} (7.3)

onde as equagoes (7.1) e (7.2) sdo o primeiro passo e a equagao (7.3) é o segundo passo,
para cadan =1,2, ... ,Mei=1,2 ... N. Além disso, f(U) é a func¢ao de fluxo de

cada modelo.

Este método tem o erro de truncamento local de ordem segunda ordem, ou seja, ¢ um
método de segunda ordem. Com isso, esse método aproxima solugoes suaves com grande
precisao, ainda mais nas partes aonde nao hé descontinuidades. No entanto, proximo a
descontinuidades, podem ocorrer oscilagoes espirias na solu¢ao numérica devido a que o

método é dispersivo.

7.3 Lax-Friedrichs

O método de Lax-Friedrichs tem a seguinte implementagao para fungoes nao lineares,
[1] (Burger, 2018)

At

1
Uurtt = —(Un noy
7 2( z—1+ H—l) 2ALE

f(Ui) = UL, (7.4)
paracadan=1,2,... Met=1,2,..., N.

Ao contrario do método anterior o resultado gerado aqui é uma aproximag¢ao nao
oscilatoéria de descontinuidades porém altamente difusiva o que dificulta em ocasioes a

correta aproximacao de ondas de choques. Pois, este método é de primeira ordem.

Para os métodos de diferencas finitas, Lax-Wendroff e Lax-Friedrichs, convergirem
eles precisam satisfazer uma condigao, que é a condi¢ao de CFL (Courant, Friedrichs, and

Lewy).

Condicao CFL: Um método numérico de diferencas finitas pode ser convergente

apenas se seu dominio numérico de dependéncia contiver o verdadeiro dominio de depen-
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déncia da EDP, pelo menos no limite quando At e Az vao para zero, [13] (LeVeque, 2002).

Ou seja, A
t

CFL=—<1. 7.5

N (7.5)



Capitulo 8

Resultados Numéricos

Neste capitulo vemos as solugoes numéricas de ambos os modelos variando as condi-
¢oOes iniciais, fazendo do problema de Riemann classico até condic¢oes iniciais nao cons-
tantes. Tais simulacgoes foram feitas para o seguinte dado de velocidade méxima, v,,4, =
100 km/h. Como dito no capitulo anterior foi utilizado o método de Runge-Kutta para
sistemas para resolver a cadeia de Hugoniot-Maslov de cada modelo, que foi vista no Ca-
pitulo 6. Todos os exemplos foram resolvidos pelo método assintotico, e além disso é feita
a comparagao com outros métodos. Os codigos, tanto o de Runge-Kutta para sistemas e
os outros dois de diferencas finitas, foram feitos na linguagem C, e para plotar os graficos
que serao vistos aqui foi utilizado o Gnuplot. Foram realizadas 1000 iteragoes, para o
intervalo de tempo de 0.0 a 1.0, e para o intervalo espacial de —100 a 100, para ambos os

métodos numeéricos.

8.1 Modelo de Lighthill-Whitham-Richards

Nesta secao vemos as solugoes numéricas do modelo de Lighthill-Whitham-Richards.

Exemplo 7. Seja a seguinte condigao inicial, que é um problema de Riemann,

0.0, sex <0
u(z,0) = , (8.1)
—1.0, sex >0

isto é, no estado a esquerda temos uma densidade média e no estado a direita temos uma

densidade maxima. A Figura 8.1 apresenta a condi¢ao inicial graficamente.
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0.5 T T T
0 —]
<
= 05 -
5
-1 F
| | uI(O, X)
-1.5
-100 -50 0 50 100

Figura 8.1: Condigao inicial do Exemplo 7.

Assim, a Figura 8.2 expoe o seguinte resultado numérico para ¢ = 1, onde o choque
para esse tempo esté localizado em © = —50. Tal resultado numérico foi obtido utilizando

do método assintotico.

Resultadoem t =1

0.5
O -]
=
= 05 _|
=
1 F
1 1 ul(l, X)
-1.5
-100 -50 0 50 100

Figura 8.2: Solugao numeérica no tempo ¢ = 1 do Exemplo 7.

Observe, na Figura 8.3, que o choque tem o mesmo comportamento ao longo de todas
as iteracoes realizadas pelo método assintético, isso quer dizer que a solugao numérica
coincide com a solugao exata. Ja na parte direita da mesma figura temos a escala de
cores que indica a altura do choque e nela podemos ver que de fato a altura do choque

permanece constante ao longo do tempo.
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3D

Dados

-50

Figura 8.3: Grafico 3D do Exemplo 7.

A velocidade do choque nesse exemplo é s = —50, lembrando da condi¢ao de Rankie-
Hugoniot para este modelo vista no Capitulo 3. Por conhecimentos vistos anteriormente,
sabemos que a trajetoria do choque é dada por x = st, entao, neste caso, x = —50t, que

numericamente ¢ satisfeito como visto na Figura 8.4.

Singularidade
1 T
dados
<~ 05 N
0 |
-50 -25 0

Figura 8.4: Trajetoria da singularidade do Exemplo 7.

No grafico a seguir, Figura 8.5, vemos a comparacao dos métodos, e podemos observar
que o método assintotico é o que mais se assemelha ao comportamento do choque numeri-
camente. Para os métodos de diferencas finitas a condigao CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)
foi de At/Ax =~ 0.00333.

Fisicamente esse exemplo se encaixa na situacao citada no Capitulo 3, pois u, > u,.
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Analise Comparativa dos Dados

T
Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs e
Método Assint6tico

u(x, t)
(e}
e

-1 F

-1.5 :
-100 -50 0

Figura 8.5: Perfil da onda no tempo ¢t = 1 do Exemplo 7.

A seguir vamos ver dois exemplos de problema de Riemann nao constantes e para
esse tipo de condicao inicial ainda nao foi provado uma condigao de entropia, para assim

garantir que o choque vai ter comportamento de choque ao longo do tempo.

Exemplo 8. Considere a seguinte condigao inicial

1.0 — 0.005z, sex <0

u(z,0) = (8.2)

0.0 4+ 0.005x, se x >0

Observe que a condigao inicial agora é nao constante, Figura 8.6. As condig¢oes iniciais
para a aplicagdo do método assintotico sao X (0) = 0, Ag(0) = 1.0, A;(0) = —0.005,
Ay(0) = 0.0, By(0) = —1.0, B1(0) = 0.01 e By(0) = 0.0, seguindo o que foi apresentado
no Capitulo 6.

2 T

u(t, x)

-0.5 '

uI(O, X)

-100 -50

50

100

Figura 8.6: Condicao inicial do Exemplo 8.
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Entao, na Figura 8.7, se tem pelo método assintético o seguinte perfil do choque para

t = 1, o choque para este tempo esta em z ~ 63.397.

Resultadoemt =1

u(t, x)

u(1, x)

0 50 100

Figura 8.7: Solucao numérica no tempo ¢t = 1 do Exemplo 8.

Note que ao longo do tempo a altura da descontinuidade aumenta, mas o seu com-
portamento permanecem o mesmo, o que é perceptivel no grafico 3D, Figura 8.8. Neste
caso a altura da descontinuidade sofre variagao, pois ja nao temos uma condi¢ao inicial

constante, porém ainda sim temos descontinuidade.

3D

Figura 8.8: Grafico 3D do Exemplo 8.

Neste caso a velocidade do choque é dada por X', como vista no Capitulo 6. Pode se

observar que a velocidade do choque nao é constante ao longo do tempo, ja que o grafico
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em questao nao ¢ dado por uma reta, isso ocorre justamente pelo fato de ug(z) nao ser

constante. No caso desse modelo com a condigao inicial dada e vy, = 100m/s, temos

que quanto maior a curvatura da trajetéria, menor serd o tempo alcancado.

Singularidade
1
=~ 05F N
dados
0 | |
0 20 40 60
X

Figura 8.9: Trajetoria da singularidade do Exemplo 8.

Adiante, Figura 8.10, temos dois perfis do choque, um para o tempo t = 0.5 (Fi-

gura 8.10(a)), onde podemos ver que o método assintdtico é o que mais se assemelha ao

choque analiticamente. E outro para ¢ = 1.0 (Figura 8.10(b)), observe que nessa o resul-

tado numeérico pelo método assintotico fora da vizinhancga da descontinuidade nao difere

dos demais métodos, nesse caso temos choque com significado fisico ao longo do tempo

observado.
Andlise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados
2 T 2
Lax-Wendroff 2 step Lax-Wendroff 2 step
15+ Lax-Friedrichs —— 15F Lax-Friedrichs ——
Meétodo Assintotico —— Meétodo Assintético ——
o> 1r a o 1r b
5 051 . 7 05 R
0r . 0 :
-05 ' -05 :
50 50 100

(a) Perfil para t = 0.5.

Figura 8.10:

(b) Perfil para t = 1.0.

Perfis do choque do Exemplo 8.
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Lembrando que para este modelo u = 1 — 2p/pnaz, onde p é a densidade, temos que
a condicao inicial nao constante expoe que a densidade nao seré constante, ou seja, o

nimero de carros por quilémetro nao é constante.

Exemplo 9. Seja a seguinte condigao inicial

0.8 4+ 0.0001z + 0.000122, se x <0
u(z,0) = . .
(+,0) 83
0.2 + 0.0001z 4 0.0001z2, se z >0

A condigao inicial neste exemplo é formada por curvas quadraticas, como visto em (8.3)

e na Figura 8.11.

2.5 T

u(t, x)

ul(O, X)

-100 -50 0 50 100

Figura 8.11: Condigao inicial do Exemplo 9.

Resultado parat=1
2.5 T

T
|

1.5

u(t, x)
=
T
!

T
|

0.5

u(1, x)

-0.5 '
0 50 100

Figura 8.12: Solugao numérica no tempo t = 1.0 do Exemplo 9.

Para t = 1.0, temos que o choque esta localizado em x ~ 53,1, como pode ser visto

na Figura 8.12, numericamente se utilizando do método assintético.
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Na Figura 8.13, podemos ver que tanto a altura do choque quanto o seu comporta-

mento nao variam ao longo do tempo.

Figura 8.13: Grafico 3D do Exemplo 9.

Para este caso a trajetoria do choque é quase linear, Figura 8.14, apesar de termos uma
condi¢ao inicial nao constante, pois como é visto com mais clareza na Figura 8.15, a des-
continuidade deixa de ser choque com significado fisico bem no inicio, mais precisamente

para um tempo um pouco depois de ¢t = 0.01.

Singularidade

dados

Figura 8.14: Trajetoria da singularidade do Exemplo 9.

Para o tempo t = 0.01 se tem o seguinte perfil do choque, que esta na Figura 8.15(a),
de 8.15. Ja para t = 0.5 o perfil do choque pode ser visto na Figura 8.15(b) e nele per-

cebemos que nao temos mais um choque com significado fisico, ja que fora da vizinhanca
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da descontinuidade, o método assintético difere dos demais. Observe ainda que na vizi-
nhanca da descontinuidade o método assintético é o que tem melhor desempenho. Olhar
para fora da vizinhanga da descontinuidade se faz necessario para condigoes iniciais nao

constante, ja que para esses casos nao temos ainda condi¢oes de entropia, como ja dito

anteriormente.
Andlise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados
2.5 T T T 2.5 T T T T T
Lax-Wendroff 2 step Lax-Wendroff 2 step
2r Lax-Friedrichs —— 7 2r Lax-Friedrichs —— ]
15k Meétodo Assintotico —— | 5k Método Assintotico —— |

;
!
;
\\

0.5

0.5
0r . 0t ]
05 ! ! ! ! ! 05 I S T RO S B N
-10 0 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X X
(a) Perfil para t = 0.01. (b) Perfil para t = 0.5.

Figura 8.15: Perfis do choque do Exemplo 9.

8.2 Greenberg

Nesta secao vemos as solucoes numéricas do modelo de Greenberg utilizando a fungao
aproximada truncada em n = 9, que como foi observado no Capitulo 4, ja é uma 6tima
aproximagcao. Comecamos com um exemplo de problema de Riemann cléssico e depois

trés exemplos de problema de Riemann generalizado.

Exemplo 10. Seja a seguinte condigao inicial, que é um problema de Riemann classico,

0.5, sex <0
u(zx,0) = , (8.4)
1.0, sexz >0

isto é, respeitando a condic¢ao de entropia. Graficamente, Figura 8.16.

Entao, se obtém o resultado numérico, via método assintético, para t = 1, onde o
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1.5 T T T
1 —
<
=t
0.5 _
u(0, x)
0 I I h
-100 -50 0 50 100

Figura 8.16: Condigao inicial do Exemplo 10.

choque esta localizado em x ~ —69.315, o que pode ser observado na Figura 8.17.

Resultado parat=1

1.5 T
1 —
=
=
0.5 -
u(1, x)
0 | | |
-100 -50 0 50 100

Figura 8.17: Solugao numérica no tempo ¢t = 1 do Exemplo 10.

Na Figura 8.18, podemos observar que a altura do choque e seu comportamento,

ambos permanecem iguais ao longo do tempo.

A trajetoria da singularidade é dada por x = —69.315¢, que é encontrada pela condi¢ao
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3D

Dados

Figura 8.18: Grafico 3D do Exemplo 10.

de Rankie-Hugoniot, do Capitulo 3, s6 que neste caso com a fungao aproximada sendo
a funcao de fluxo. E é exatamente o que foi encontrado numericamente, como pode ser

visto na Figura 8.19.

Singularidade
1 T

T
dados

Figura 8.19: Trajetoéria da singularidade do Exemplo 10.

Para este exemplo, como pode ser visto na Figura 8.20, o desempenho do método

assintotico é o que mais parece com o choque numericamente.

Fisicamente, podemos tomar como exemplo o mesmo caso citado no Capitulo 3.
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Andlise Comparativa dos Dados
1.5 T T T
1 —
3 i
=
0.5 . i
Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs
| | Método Assintlético
0
-100 -50 0 50 100
X
Figura 8.20: Perfil do choque do Exemplo 10.
Exemplo 11. Considere a seguinte condigao inicial
0.5 —0.0005x, sex <0
u(z,0) = (8.5)

0.75 + 0.0005x, se x >0

que ¢ um problema de Riemann generalizado. Como se pode observar na Figura 8.21

temos a condic¢ao inicial.

100

1 T T T
=
5
0.5 N
| | uI(O, X)
-100 -50 0 50
X
Figura 8.21: Condigao inicial do Exemplo 11.

Para t = 1, temos que o choque esta localizado em x =

Figura 8.22, esse resultado numérico foi obtido novamente pelo método assintoético.

—53.081, o que mostra a
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Resultado parat=1
1 T

u(t, x)

0.5 - .

ul(l, X)

-100 -50 0 50 100

Figura 8.22: Solug¢ao numérica no tempo ¢ = 1 do Exemplo 11.

No grafico 3D, Figura 8.23, podemos observar que a altura da descontinuidade e seu

comportamento permanecem o mesmo ao longo do tempo.

3D

Dados

0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5

Figura 8.23: Grafico 3D do Exemplo 11.
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Neste modelo, para este tipo de condicao inicial, temos que a velocidade do choque
vai ser quase constante, como visto na Figura 8.24, e ainda sim temos uma constancia do
choque com significado fisico por um bom tempo. Uma variacao da velocidade do choque

mais perceptivel é visto no Exemplo 12.

Singularidade
1 T T
dados
=~ 05F .
0 | | | | |
-50 -40 -30 -20 -10 0
X

Figura 8.24: Trajetoéria da singularidade do Exemplo 11.

Andlise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados

1 T 1 T

Lax-Wendroff 2 step

Lax-Friedrichs ——
Meétodo Assintotico ——

u(x, t)

u(x, t)
...

/

Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs ——
| ‘Método Assintdtico ——
-100 -50 0 -100 -50 0
X X
(a) Perfil para t = 0.5. (b) Perfil para t = 1.0.

Figura 8.25: Perfis do choque do Exemplo 11.

Na Figura 8.25(b) estamos no tempo t = 1.0, que é o estagio onde ainda se tem onda
de choque com significado fisico. Ja na Figura 8.25(a) estamos em ¢t = 0.5, em ambas
temos momentos onde a variagao entre os métodos em torno do choque é quase nula, ou
seja, a solucao de fato ainda é um choque com significado fisico e também novamente

vemos que na vizinhanga em torno da descontinuidade o método assintotico é o que tem
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melhor desempenho.

Exemplo 12. Dada a condig¢ao inicial

0.25+0.001z, sex <0
u(z,0) = ) (8.6)
0.754+ 0.001z, sex >0

Ou seja,

Condicdo inicial

1 T

u(t, x)

-100 -50 0 50 100

Figura 8.26: Condigao inicial do Exemplo 12.

Para t = 1 se pode ver o perfil do choque obtido pelo método assintético na Figura

8.27, cuja a localidade do choque é em x ~ —21.988.

Resultado parat=1

u(t, x)

-100 -50 0 50 100

Figura 8.27: Solugao numérica no tempo ¢t = 1 do Exemplo 12.
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No grafico 3D da Figura 8.28 podemos notar que a altura do choque aumenta ao longo

do tempo, e além disso nota-se que o comportamento permanece 0 mesmo.

3D

Figura 8.28: Grafico 3D do Exemplo 12.

Nesse caso temos que a velocidade da descontinuidade varia ao longo do tempo. Com-
parando com o Exemplo 11, temos que uma mudanca na variacao da condi¢ao inicial nos

d& uma trajetoria quase linear ou nao linear, Figura 8.29.

Singularidade

dados

Figura 8.29: Trajetéria da singularidade do Exemplo 12.
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Na Figura 8.30(a) estamos no tempo ¢ = 0.5 e na Figura 8.30(b) estamos em ¢ = 0.9,
em ambos temos que o método assintético é o que se aproxima melhor do comportamento

do choque analiticamente.

Anélise Comparativa dos Dados Anélise Comparativa dos Dados
15 15
1r 1 1r .
X 051 1 X 051 1
3 3
0k Lax-Wendroff 2 step i o Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs —— Lax-Friedrichs ——
Método Assintético —— Método Assintdtico ——
0.5 : -0.5 :
0 50 0 50
X X
(a) Perfil para t = 0.5. (b) Perfil para t =0.9.

Figura 8.30: Perfis do choque do Exemplo 12.

Exemplo 13. Seja a seguinte condigao inicial

0.75 + 0.00001z + 0.00002z2, se z <0
u(z,0) = : (8.7)
1.0 + 0.00000522, se x >0

A condigdo inicial neste exemplo é ndo constante, como visto em (8.7) e na Figura 8.31.

Condigdo inicial

1r ,——/"”t

\

-100 -50 0 50 100

u(t, x)

uI(O, X)

Figura 8.31: Condigao inicial do Exemplo 13.
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O seguinte resultado numérico obtido pelo método assintotico para t = 1 é observado

abaixo, Figura 8.32, cuja a localidade do choque é em = ~ —87.19.

Resultado parat=1

u(t, x)

ul(l, X)

0.5 ' '
-100 -50 0 50 100

Figura 8.32: Solug¢ao numérica no tempo ¢t = 1 do Exemplo 13.

Na Figura 8.33, é perceptivel que a descontinuidade tem um comportamento cons-

tante, assim como sua altura.

11

u 0.9
0.8
0.7

Figura 8.33: Grafico 3D do Exemplo 13.

Na trajetoria do choque, que pode ser vista na Figura 8.34, percebe-se que ela é quase
linear, e como observado no Exemplo 9, a descontinuidade é um choque com significado

fisico por pouco tempo, veja a Figura 8.35.
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Singularidade
]. T T T T T T

Figura 8.34: Trajetoria da singularidade do Exemplo 13.

Na Figura 8.35(a) estamos no tempo ¢t = 0.06, nela podemos ver que o método assin-
totico é o método mais eficiente para representar o choque numericamente, o mesmo para
t = 0.5, que é a Figura 8.35(b), e nela temos ainda que novamente a solugao deixou de

ser um choque, pelo mesmo motivo ja apresentado.

Anélise Comparativa dos Dados Andlise Comparativa dos Dados
T T T T
Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs ——
1k Método Assintotico —— 1k ;!
= 3 V',
' Lax-Wendroff 2 step
Lax-Friedrichs ——
Método Assintdtico ——
0.5 : : 05 :
-100 -50 0 -100 -50 0
X X
(a) Perfil para t = 0.06. (b) Perfil para t = 0.9.

Figura 8.35: Perfis do choque do Exemplo 13.

8.3 Analise do Tempo

Foi feita a analise do tempo para os métodos utilizados. Para tal analise utilizamos

a funcao time do Linux, além disso foram feitas 5000 iteragoes para obter os tempos que
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sao vistos adiante.

A primeira tabela traz os tempos do modelo de LWR. E nele podemos ver que o
método assintotico leva mais tempo que os métodos de diferencas finitas, para ambas

condicoes iniciais, porém perceba que ainda assim sao excelentes tempos.

Método Tempo (segundos)
Riemann Classico Lax-Wendroft 2.392858
Lax-Friedrichs 1.491284
Assintotico 41.705933
Riemann Generalizado | Lax-Wendroff 3.051442
Lax-Friedrichs 1.315210
Assintotico 42.405058

E nele vemos que o método assintético é o mais rapido.

Essa segunda tabela traz os tempos, para ambos o métodos, do modelo de Greenberg.

Método Tempo (segundos)
Riemann Classico Lax-Wendroft 142.095850
Lax-Friedrichs 43.039827
Assintotico 38.221629
Riemann Generalizado | Lax-Wendroff 158.481975
Lax-Friedrichs 48.022194
Assintotico 38.122900




Capitulo 9

Conclusoes e Trabalhos Futuros

9.1 Conclusoes

Comecamos esse texto mostrando um pouco da teoria de leis de conservagao, enten-
dendo o porque da lei de conservacao surgir, o que ¢ uma lei de conservac¢ao, quais sao
as solugoes de uma lei de conservacao, no quesito solucao do tipo choque, com significado

fisico, ou seja, sao solugoes entropicas, e muito mais.

A partir dai entendemos os modelos de trafegos, que foram utilizados ao longo deste
trabalho. Vimos um pouco de suas respectivas histérias, particularidades e resolvemos
os proprios analiticamente de maneira geral, falando um pouco do significado fisico. Em
seguida, foi apresentado o método assintotico, que tem uma teoria matemética ampla
e estruturada. Nesta parte, também entendemos a necessidade da criacao do método
assintotico. E que ainda se tem caminhos a se trabalhar para que o método assintético

resolva solucoes do tipo rarefacao.

Logo adiante, obtemos a aproximacao polinomial da fun¢ao de fluxo do modelo de
Greenberg, que como provado mantém a mesma estrutura da fungao original. Além disso,

no Capitulo 8 vimos que ela é eficiente numericamente.

Diante do que foi apresentado no Capitulo 8, nota-se que o método assintético é
eficiente para a simulagao de situagoes dos respectivos modelos apresentados, tanto para

condicoes iniciais constantes, quanto para nao constantes.
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9.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros queremos trabalhar com modelos de trafego que abranjam
mais situacoes de transito, ou seja, modelos mais complexos, que sao um sistema de
leis de conservacao, que tém mais variaveis, para assim levar em consideracao como por
exemplo uma pista dupla, saidas e entradas, e entre outras situagoes. E aplica-los usando
novamente o método assintotico, observando fisicamente o que os exemplos simulados

significam.
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APENDICE A - Codigos

A.1 Programa Principal

//Runge Kutta de quarta ordem para sistema de EDO’s resolvendo o

sistema de EDO’s do modelo de LWR ou Greemnberg

#include

#include

#include

<stdio.h>

<math.h>

"func-LWR.h" //Biblioteca com as funcoes do modelo LWR

//#include "func-GREEN.h" //Biblioteca com as funcoes do modelo

Greenberg
#define a 0.0 //Intervalo de tempo
#define b 1.0
#define ¢ -100.0 //Intervalo espacial
#define d 100.0
#define N 100 //Numero do passos
#define M 100
#define tam 7 //Tamanho do sistema de EDO’s

FILE *D;

92
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A.1 Programa Principal 93
FILE *S;
void main ()
{
double ti, x, ultam], ki1[tam], k2[tam], k3[tam], k4[tam], h

, k[tam], m, ta;

int i, J;

h = (b - a)/N;
m = (d - xi)/M;
ti = a;
D = fopen("dadosIniciais.txt"
dos dados iniciais
for(j = 0; j < tam; j++)
uma variavel
{
fscanf (D, "%1f", &ulj
}

fclose (D) ;

S = fopen("singularidade.dat"

imprime(u, ti, xi, N, M, m);

fprintf(S, "ALENt%LE", ul[0],

fprintf (S, "\n");

for(i = 1; i < N+1; i++) //Metodo
de EDO’s

{

for(j = 0; j < tam; j

, "r"); //abrindo o arquivo

//salvando os dados iniciais em

1

) ”W");

ti);

Runge Kutta para sistema

++)
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A.1 Programa Principal

94

k1[j] = h*sisedo(ti, u, j);

0; j < tam; j++)

=
(!
.
—
Il

uljl + 0.5%xk1[j];

tam; j++)

o
.
AN

k2[j] = h*sisedo(ti + 0.5%h, k, j);

tam; j++)

o
.
A

=
—
(S
—
Il

uljl] + 0.5%k2[j];

tam; j++)

o
.
A

k3[j] = h*sisedo(ti + 0.5%h, k, j);

tam; j++)

o
.
A

b
—
(S
—
Il

uljl + k3[j]l;

0; j < tam; j++)

k4[j] = h*xsisedo(ti + 0.5%h, k, j);

0; j < tam; j++)

k[j] = k1[jl+ 2xk2[j] + 2xk3[j] + k4[j];
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A.2 Cadeia Truncada do Modelo de LWR

j < tam;

uljl + (1.0/6.0)*k[j];

a + ixh;

imprime (u, ti,

fprintf (S, "J1f\t)1lf",

fprintf (S,

fclose(S);

A.2 Cadeia Truncada do Modelo de LWR

//biblioteca que contem a cadeia modelo LWR

//ul0] = X? ull] = A0 ul2]
ul4] = B’0 ul5] B’1 ul6]

A1 ul3] = A°2
B’2

<stdio.h>

<math.h>

<stdlib.h>

10

11

12

13

14

16

<string.h>

Vmax 100.0

FILE *p;



A.2 Cadeia Truncada do Modelo de LWR

17 FILE *S;

18

19 double sisedo(double t, double u[l, int j)//funcao do sistema de

EDO’s
20 o
21 double X, AO, A1, A2, BO, B1l, B2;
22
23 if(j == 0)
24 {
25 X = Vmax*x(u[1] + (0.5)*ul4]);
26
27 return X;
28 }
20 if(j == 1)
30 {
31 A0 = (0.5)*Vmax*ul[2]*ul4];
32
33 return AO;
34 }
35 if(j == 2)
36 {
37 Al = Vmax*(u[3]*ul4] - pow(ul2], 2));
38
39 return Al;
10 }
a1 if(j == 3)
42 {
43 A2 = (-3.0)*Vmax*u[2]*ul[3];
44
45 return A2;
46 }
a7 if(j == 4)
18 {
19 BO = (-1.0)*Vmax*((0.5)*ul4]*ul[5] + ul2]*ul4]);
50
51 return BO;
52 }
53 if(j == 5)
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A.2 Cadeia Truncada do Modelo de LWR 97

if (]

double H(double

{

if(x -
{

Bl = (-1.0)*Vmax*(ul[4]*ul6] + 2*xu[2]*u[5] + pow(u
(6], 2) + 2xul[3]*ul4]);

return B1;

6)

B2 = (-3.0)*Vmax*x(ul[2]*ul[6] + ul3]*ulb] + ulb5]x*xu
[(61);

return B2;

x, double X) //Funcao da funcao de Heaviside

X < 0)

return (0.0);

return(1.0);

void imprime (double ul[], double t, double x, int N, int M, double m

)

int i,

ti;

double xi = 0.0, U;

char arquivo[10] = ".dat", tempo[10];

ti = Nxt;

sprintf (tempo, "%i", ti);
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89 strcat (tempo, arquivo);
90

91 U= 0.0;

92

93 p = fopen(tempo, "w");
94

95 (i = 1; i < M+1; i++)
96 {

97 Xxi = x + i*m;

98

99 U = ul1] + ul2]*(xi - ul0]) + ul3]*pow((xi - ul0]),

2) + (ul4] + ulB]l*(xi - ul0]) + ul6l*pow((xi -
ul0]), 2))*H(xi, ul0]); //Solucao U

100

101 fprintf(p, "%1f\t%1f", xi, U);
102

103 fprintf (p, "\n");

104

105 }

106

107 fclose(p);

s}

A.3 Cadeia Truncada do Modelo de Greenberg

1 //biblioteca que contem a cadeia do modelo GREENBERG

s //ul0] = X° ul1] = A’0 ul2] = A1 ul3] = A’2
ul4] = B’0 ul[5] B’1 ul[6] B’2

5 <stdio.h>
6

7 <math.h>

8

9 <stdlib.h>

10

11 <string.h>
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A.3 Cadeia Truncada do Modelo de Greenberg

#include "GREEN-til.h"

#tdefine Vmax 100

#define n 9 //Truncamento da funcao polinomial

FILE *p;

float ai(int 1)
{

float a, j;
j o= i*1.0;
a = (pow((-1),

//Biblioteca com os somatorios Atil e Btil

//termos do polinomio

return a;

float fik(int 1,
{

int j;

float fat = 1.

i) *Vmax*pow (2, 1))/j;

int k) //funcao f_i(k)

0,

sub

0;

sub

fat

1.0, div;

j < k; j++)

subx(i - j);

fat*(j+1);
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A.3 Cadeia Truncada do Modelo de Greenberg

sub/fat;

S1 + ai(i)#*pow(ull],

i < n+1;

soma + ai(i)*fik(i,

k))*pow (ul4],

k) *pow (ul1l],

S2 + (1.0/(k+1))*soma;

Vmax*(log (2) 1) + S1 + 82;
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A.3 Cadeia Truncada do Modelo de Greenberg 101
}
A0 ( *xu)
{
i, k;
a0, S1, S2, S3, soma;
S1 = 0.0;
(i = 1; i < n+1; i++)
{
S1 = S1 + ai(i)*pow(ul1l, i);
}
S2 = 0.0;
(k = 1; k < n+1; k++)
{
soma = 0.0;
(i = k; i < n+1; i++)
{
soma = soma + ai(i)*fik(i, k)*pow(ull]l, (i-
k))*pow(ul4], k);
}
S2 = 82 + (1.0/(k+1))*soma;
}
S3 = 0.0;
(i = 2; i < n+1l; i++)
{
S3 = S3 + ai(i)*Atil(i, O, O, u)x*ul[2];
}
a0 = ul2]*(S1 + S2) + 2*Vmax*ul[1]*u[2] - S3;
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A.3 Cadeia Truncada do Modelo de Greenberg 102
al;
}
A1 ( *u )
{
i, k;
al, S1, S2, S3, S4, soma;
S1 = 0.0;
(i = 1; i < n+1; i++)
{
S1 = 81 + ai(i)*pow(ul1], 1i);
}
S2 = 0.0;
(k = 1; k < n+1; k++)
{
soma = 0.0;
(i = k; 1 < n+1; i++)
{
soma = soma + ai(i)*fik(i, k)*pow(ull]l, (i-
k))*pow(ul4], k);
}
S2 = 82 + (1.0/(k+1))*soma;
}
S3 = 0.0,
(i = 2; i < n+1; i++)
{
S3 = S3 + ai(i)*Atil(i, O, 1, u)x*ul2];
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al

A2 (

a2

= 2xu[3]*(S1 + S2) + 2xVmaxx*pow(ul[2],

3]

sS4

- 83

al;

*1)

S3

sS4

i < n+1;

i++)

= S4 + 2%ai(i)*Atil(i, 1,

- S4;

i < n+1;

i < n+1;

i++)

S3 + ai(i)*Atil (i,

i++)

= 6*Vmax*u[2]*u[3] -

az2;

0, 2,

S4 + 2%ai(i)=*Atil (i, 1,

1,

u)*u[3];

2) + 4xVmax*ul[1]x*u

u)*ul2];

2,

u)*u[3];
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BO ( *1u)
{
i, k;
b0, S1,
S1 = 0.0;
(i = 1; i
{
S1 =
}
S2 = 0.0;
(k = 1; k
{
soma
(i
{
}
S2 =
}
S3 = 0.0;
(i = 2; 1
{
S3 =
i,
}

52, 83, S4, S5, S6, S7, S8, soma;

< n+l1; i++)

S1 + ai(i)*pow(ull]l, i);

< n+1; k++)

= 0.0;

= k; i < n+1; i++)

soma = soma + ai(i)*fik(i, k)*pow(ul[1l]l, (i-

k))*xpow(ul4]l, k);

S2 + (1.0/(k+1))*soma;

< n+1l; i++)

S3 + ai(i)*(ulbl*Atil(i, 0, 0, u) + ul2]*Btil(
0, 0, u) + ul[b]*Btil(i, 0, 0, u));
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S8

S8

b0

[5

S6 = S5 + ixai(i)*Atil(i-1,

) .

i

++)

k++)

B

i < n+1l; i++)

0,

S7 + ai(i)*fik (i,

S6 = S6 + S7TxBtil(k, 0, O,

= 2; i < n; i++)
S4 =
0, 0, u);
0.0;
= 3; i1 < n+1;
0.0;
= 2; k < n+1;
S7 = 0.0;
(i = k+2;
{
S7 =
}
0.0;

0,

u) ;

k)*Atil (i-k,

u)*(ul2] + ul5]);

S4 + (i+1)*ai(i+1)*ufl1]l*(ul2] + ulB])*Btil (i,

u

(-2)*Vmax*(ul[1]1*ul[5] + ul4]l*ulb5] + uld4]l*ul[2]) + 4*Vmax
x*(ul2] + u(lb])*ul1]*ul4] + S3 + S4 + S5xul4]*(ul2] + u

1) + S6;

ul[5]1*(S1 + S2)

b0 ;

S8
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}
B1( *u)
{
i, k, j, 1;
b1, S1, s2, S3, sS4, S5, 86, S7, S8, S9, S10, S11, S12
, soma;
S1 = 0.0;
(i = 1; i < n+1; i++)
{
S1 = 81 + ai(i)#*pow(ull]l, 1i);
}
S2 = 0.0,
(k = 1; k < n+1; k++)
{
soma = 0.0;
(i = k; i < n+1; i++)
{
soma = soma + ai(i)=*fik(i, k)*pow(ul[1l]l, (i-
k))*pow(ul4]l, k);
}
S2 = 82 + (1.0/(k+1))*soma;
}
S12 = 0.0;
(j = 0; J < 2; j++)
{
S3 = 0.0;
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{
S3 = 83 + ul2-j-11*ul1+4];
}
S4 = 0.0,
(i = 2; i < n+1; i++)
{
S4 = S4 + (j+1)*ai(i)*(ul[j+5]*Atil(i, j, 1,
u) + ulj+2]1*Btil(i, j, 1, u) + ulj+56]1*
Btil(i, j, 1, u));
}
S5 = 0.0;
(i = 2; 1 < n; i++)
{
S6 = 0.0;
(1 = 0; 1 < j+1; 1++)
{
S6 = 86 + (1+1)*(ull+2] + ull+5])+*
Btil(i, 1, j, u);
}
S5 = S5 + (i+1)*ai(i+1)*ul[2-j]1*S6;
}
S7 = 0.0;
(i = 3; i < n+1; i++)
{
S7 = S7 + ixai(i)*Atil(i-1, j, 1, u) ;
}
S8 = 0.0;
(1 = 0; 1 < j+1; 1++)
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b1l

B2 (

S12

S8 = S8 + (1+1)*ul4+j-1]1*(ul[l+2] + ul[1l+5]1);

(k = 2; k < n+l; k++)

510 = 0.0;

(i = k+2; i < n+1; i++)

S10 = 810 + ai(i)*fik(i, k)*Atil(i-
k, j, 1, w);

}
S11 = 0.0;
(1 = 0; 1 < j+1; 1++)
{
S11 = S11 + (1+1)*Btil(k, 1, j, u)
*(ul1+2] + ul[1+5]);
}

S9 = S9 + S10%S11;

= 812 + (j+1)*(-2)*Vmax*(u[2-j]l*ulj+5] + ulb-j
I*ulj+5] + ulb-jl*xulj+2]) + 4*xVmax*(j+1)*(ulj+2]
+ u[j+5])*83 + S4 + 85 + S7*38 + S9;

= 2*xu[6]*(S1 + S2) - S12;

bl;

*11)
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S3

sS4

(i =

2;

53

S4

S6

S5

, 86, S7, S8, S9, S10, S11, S12;

j++)

B

< 3-j; 1++)

S3 + ul3-j-1]*ull+4];

< n+1; i++)
S4 + (j+1)%ai(i)*(ulj+51*Atil(i, j, 2,

u) + ulj+2]*Btil(i, j, 2, u) + ulj+5]*
til(i, j, 2, u));

1 =0; 1 < j+1; 1++)

S6 = S6 + (1+1)*(ul[l+2] + ul[l+5])*
Btil(i, 1, j, u);

S6 + (i+1)*ai(i+1)*ul[3-j]1*S6;
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108 }

109

410 S7 = 0.0;

a1

412 (i = 3; i < n+1; i++)

413 {

414 87 = S7 + i*ai(i)*Atil(i-1, j, 2, u);

415 }

416

417 S8 = 0.0;

1418

419 (1 = 0; 1 < j+1; 1++)

420 {

421 S8 = S8 + (1+1)*ul4+j-11*(ull+2] + ul[1+5]);

422 }

123

424 S9 = 0.0;

425

426 (k = 2; k < n+l; k++)

127 {

428 S10 = 0.0;

429

430 (i = k+2; i < n+1; i++)

431 {

432 S10 = 810 + ai(i)*fik(i, k)*Atil(i-
k, j, 2, u);

433 }

434

435 S11 = 0.0;

136

437 (1 = 0; 1 < j+1; 1++)

438 {

439 S11 = S11 + (1+1)*Btil(k, 1, j, u)
*(ul1+2] + ul[1+5]);

140 }

41

442 S9 = S9 + S10xS11;

443 }
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444

445 S12 = 812 + (j+1)*(-2)*Vmax*(ul[3-jl*ulj+5] + ul6-j
I*ul[j+5] + ul6-jl*xulj+2]) + 4xVmax*(j+1)*(ul[j+2]
+ ul[j+5])*S3 + S4 + S5 + S7%S8 + S59;

146 }

147

448 S5 = 0.0,

449

450 (i = 2; 1 < n; i++)

451 {

452 S6 = 0.0;

153

454 (1 = 0; 1 < 2; 1+4+4)

455 {

456 S6 = 86 + (1l+1)*(ul[l+2] + ull+5])*Btil(i, 1
, 2, u);

457 }

458

459 S5 = 85 + (i+1)*ai(i+1)*ul[1]1%86;

460 }

161

462 S7 = 0.0,

463

164 (i = 3; i < n+1l; i++)

465 {

466 S7 = 87 + i*xai(i)*Atil(i-1, 2, 2, u);

167 }

468

469 S8 = 0.0,

470

a1 (1 = 0; 1 < 2; 1++4)

472 {

473 S8 = 88 + (1+1)*ul[6-11*(ul[l+2] + ul[l+5]);

474 }

475

476 S9 = 0.0,

477

478 (k = 2; k < n+1; k++)
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479 {

480 S10 = 0.0;

481

482 (i = k+2; i < n+1; i++)

483 {

484 S10 = S10 + ai(i)*fik(i, k)*Atil(i-k, 2, 2,
u);

185 }

486

487 S11 = 0.0;

489 (1

490 {

491 S11 = S11 + (1+1)#*Btil(k, 1, 2, u)*(ul[l+2]
+ ull+5]);

0; 1 < 2; 1+4)

492 }

493

494 S9 = S9
495 }

496

497 b2 = - 812 - 85 - 87*S8 - S9;

+

S10*xS11;

498

500 }

501

502 sisedo ( t, *xu, j)//funcao do sistema de EDO’s
s08 {

504 x, a0, a1, a2, b0, bl, b2,
505

506 (j == 0)

507 {

508 x = X(u);

509

510 X3

511 }

512 (j == 1)
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it (j

if (]

if (]

it (j

if (]

float H(float x,
{

return a0;

2)

al = Al(u);

return al;

3)

a2 = A2(u);

return a2;

4)

b0 = BO(u);

return b0;

5)

bl = Bil(u);

return bil;

6)

b2 = B2(u);

return b2;

float X) //Funcao da funcao de Heaviside
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if(x - X < 0)

{

return(0.0);
}
else
{

return(1.0);
}

void imprime(float *u, float

{
int i, ti;
float xi = 0, U,

char arquivo [10]

ti = Nxt;

sprintf (tempo, "%i",

strcat (tempo, arquivo);

Ilwll);

i++)

t, float x,
ur, s, x1,
.dat",

ti);

xs=0,

int N,

tempo [10];

float m)

sl, xa;

U = ul1] + ul[2]*(xi - ul[0]) + ul[3]*pow((xi - ul0]),

2) + (ul4] + ulBl=*(xi
2))*H(xi,

p = fopen(tempo,

for(i = 1; i < N+1;

{
Xxi = x + i*m;

ul0]),

fprintf (p,
fprintf (p,

}

fclose(p);

"RENEAE", xi,

Il\nll) ;

- ul[0]) + ul6l*pow((xi

ul0]) + 0.5; //Solucao U

U);



