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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo abordar numericamente problemas governa-
dos pela equacao de transporte difusiva-convectiva em regime permanente. Mais espe-
cificamente, foram estudados cenérios unidimensionais e bidimensionais nos quais hé o
predominio do fenémeno de convecgao, uma vez que desta forma tem-se um problema de
pertubagao singular, para o qual espera-se dificultades para se obter a solugao numérica.
Foram escolhidos dois métodos de diferencas finitas para a abordagem desse estudo, sendo
o primeiro por diferengas finitas centradas e o segundo por diferencas finitas upwind. Para
o caso unidimensional, os resultados foram comparados com uma solucao exata fornecida
pela literatura, para validagao do codigo criado e assim avaliar os dois métodos utiliza-
dos. Por fim, foi abordado um problema prético. J4 para o caso bidimensional, foram
utilizados exemplos cléassicos, nos quais a forma da solucao esperada ja é conhecida, para
validagao do codigo. Ambos os métodos tiveram seus resultados comparados para deter-
minar o mais adequado para o estudo, de maneira o MDF wupwind apresentou panoramas
mais proximos do esperado, para situagoes de conveccao dominante.



Abstract

The present work aims to approach numerically problems governed by the diffusive-
convective transport equation in steady state. More specifically, one-dimensional and
two-dimensional scenarios were studied in which there is a predominance of the convec-
tion phenomenon, since in this way there is a singular perturbation problem, for which
difficulties are expected to obtain the numerical solution. Two finite difference methods
were chosen for the approach of this study, the first one by centered finite differences and
the second one by upwind finite differences. For the one-dimensional case, the results
were compared with an exact solution provided by the literature, to validate the created
code and thus evaluate the two methods used, finally a practical problem was addressed.
As for the two-dimensional case, classic examples were used, in which the form of the
expected solution is already known, for code validation. Both methods had their results
compared to determine the most suitable for the study, so the upwind method presented
panoramas closer to the expected, for dominant convection situations.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta secao, sera feita uma breve contextualizacao a respeito dos problemas difusivos-
convectivos, os métodos numéricos a serem utilizados e a motivacao deste estudo. Por
fim, serd estabelecida a estrutura na qual esta dissertacao se organizou, para melhor

entendimento do contetudo presente.

Problemas difusivos-convectivos dizem respeito a cenarios nos quais temos um fendo-
meno fisico no qual particulas, energia, ou outro elemento fisico sao transportados dentro

de um dominio por meio de dois processos: difusao e convecgao.

A difusao se trata de um mecanismo de transporte no qual a quantidade do elemento
fisico de interesse se transporta de um meio mais concentrado para um meio menos con-
centrado. Ja a convecgao se da pela translagao desse elemento através do dominio no qual

ele esta presente.

Para casos nos quais tem-se domiancia do fendmeno convectivo, é observado o surgi-
mento de oscilagoes espirias na solucao numeérica, nao sendo representativas do fenémeno

fisico estudado.

Sendo este um fenémeno fisico governado por uma Equacao Diferencial Parcial (EDP),
nao temos para todos os casos uma solucao analitica explicita. Assim sendo, é preciso
abordar o problema numericamente, de forma que se possa aproximar a solu¢ao dentro de

um dominio discreto, tanto para o caso unidimensional, quanto para o caso bidimensional.

A metodologia das diferencas finitas é um dos mais bem estabelecidos métodos de
solugao numérica para equacoes diferenciais, no qual as derivadas em uma dada equacao
sao substituidas por diferencas aproximadas, resultando assim em um sistema algébrico,

que pode ser resolvido para encontrar a solugao numeérica.
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1.1 Justificativa

O tema apresentado previamente é de amplo estudo, dentro do qual nao h& uma
tnica abordagem numeérica para os problemas, uma vez que os fenémenos de transporte
que governam este processo podem ter maior ou menor influéncia no resultado final, e por

consequéncia, o mesmo método pode ou nao ter instabilidades na solugao numeérica.

O interesse generalizado em entender e obter solu¢oes para esta classe de problemas
estd, além do seu significado fisico, mas também na constatacao que esta equagao modelo
relativamente simples pode estar presente em outros problemas mais complexos, envol-

vendo, por exemplo, aplicacoes na mecanica dos fluidos.

Conforme mencionado acima, nao existe uma tnica abordagem numérica para a so-
lucao, isso se dé principalmente em cenarios de conveccao dominante. Neste caso, a difi-
culdade em obter uma solugao satisfatoria esta no fato que tal solucao tente a apresentar

camadas-limite no interior do dominio, assim como préximo a condigao de contorno.

Regioes de camada-limite, sendo constituidas por um alto gradiente em um pequeno
trecho do dominio tendem a produzir oscilagoes esptrias, ja que a espessura de tais cama-
das sao menores que o tamanho das malhas normalmente utilizadas. Dificultando assim,

a obtengao da solugao por meio dos métodos cléssicos.

Desde meados dos anos 1980, diversos métodos foram propostos com o intuito de elimi-
nar, ou ao menos reduzir tais oscilagoes sem demaziado smearing das camadas presentes.
Neste sentido, o método de diferencas finitas upwind se apresenta como uma alternativa,
uma vez que devido sua formulacao com derivadas avante ou atrasadas, promove maior

estabilizacao em regioes de alto gradiente.

Desta forma, este trabalho propoem um estudo comparativo no qual serao analisa-
dos diversos cenarios para o problema difusivo-convectivo, principalmente situagoes de
conveccao dominante, e através da oOtica dos métodos de diferencas finitas centradas e
diferencas finitas upwind, serao comparados os resultdos para melhor entender o que cada

métodologia tras de vantagens e desvantagens para a solucao desejada.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral e Estrutura da Dissertagao

Este trabalho tem como objetivo contribuir com a compreensao dos problemas difusivos-
convectivos em contextos de conveccao dominante, para os quais ainda nao ha um tnico
método numérico capaz de fornecer solugoes que sejam suaves e, a0 memso tempo, pre-
cisas. Para tal sera feita a apresentacao da fundamentacao tedrica a respeito da equacao
diferencial parcial que modela o fendmeno estudado, assim como suas caracteristicas, com

base na literatura pertinente ao assunto.

Em seguida sera feita a introdugao dos métodos de discretizagao que serao utilizados
para a abordagem do problema, para que se possa entender validacao matematica por
tras dos mesmos. Assim como serd também mostrado a estrutura do codigo criado em
ambiente MATLAB® para a solugdo numérica, com a utilizacdo do método de diferencas

finitas (MDF') para casos unidimensionais e bidimensionais.

Por fim, serao propostos problemas com o objetivo de entender a capacidade de cada
método de prover uma solucao satisfatéria. A partir disto, serao feitas as conclusoes

pertinentes a dissertacgao.

1.2.2 Estrutura geral

Abordar a teoria pertinente a EDP difusiva-convectiva, que modela o fenémeno de

transporte estudado;

Apresentar a fundamentacao teorica do Método das Deferencas Finitas, utilizado
neste estudo, com a base matematica necessaria para o devido entendimento do

mesmo;

Demonstrar como foi implementado o codigo computacional, em MATLAB® para

a solucao numérica de problemas unidimensionais e bidimensionais;

A partir dos resultados obtidos, tecer conclusoes a respeito dos métodos utilizados.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Nesta secao sera apresentada a base tedrica necesséaria para o desenvolvimento e en-
tendimento desta dissertagao. Inicialmente é realizada a apresentacao da equagao modelo
e suas caracteristicas e, por fim, os métodos de discretizagao e solu¢gao numérica utilizadas

serao abordados.

2.1 Introducao & equacao difusiva-convectiva

Uma série de fend6menos presentes na natureza podem ser modelados por meio EDPs,
assim sendo, é necessario conhecer o comportamento fisico apresentado por estas, assim

como as caracteristicas matemaéticas de sua solugao [13].

A equacao modelo escolhida para este estudo trata dos fenémenos de transporte por
difusao e convecgao acontecendo de forma concomitante, podendo ser aplicada no mode-
lamento do transporte de substancias e calor através de diferentes interfaces, assim como

o escoamento multifasico de fluidos. Explicitada pela Equagao 2.1 abaixo [4, 2, 16].

oU U U

§+ala—x+aQa—y—V~(VV)U+f (21)
ou
%—[tj+w-VU=v-(VV)U+f (2.2)

Na qual U é uma certa quantidade fisica de interesse, podendo representar energia ou
concentragdo quimica por exemplo [6, 5]. J& @ representa um campo vetorial, v denota
a difusividade ou viscosidade e f representa uma fonte ou sumidouro dentro do dominio

estabelecido. Para a Equacao 2.1 ou 2.2, temos que a solu¢ao ¢ uma fungao U(z,y,t) que
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varia de acordo com o tempo, dentro de um dominio Q C R% Com () sendo aberto e

delimitado, cujo limite I' é suave e definido |2, 15].

Considerando que U nao varia com o tempo, ou seja, se encontra em regime per-

ou
ot

informagao, pode-se rescrever a Equagao 2.2 conforme demonstrado pela Equacao 2.3

manente e depende apenas de suas variaveis espaciais, tem-se que = 0. Com essa

abaixo. Caracterizando-se como uma equagao diferencial parcial eliptica [4].

VWU +d - VU = f (2.3)

Considerando k£ como a constante de difusividade, a Equacao 2.3 pode ser escrita da

seguinte forma:

—kAU +15-VU = f (2.4)

Segundo LeVeque [9], tratando-se do cenario unidimensioal, pode-se definir € como o
inverso do nimero de Péclet, com @ = (ay, as), tal que €, = %, paran = 1,2. E esperado
que, para casos de conveccao dominante, ou seja, €, — 0, a Equagao 2.4 tende a se reduzir
a uma equacao diferencial parcial de primeira ordem, que s6 permite uma condicao de

contorno.

Entretanto, como ¢, > 0, ainda que muito pequeno, tem-se uma equacao de segunda
ordem que necessita de duas condigoes de contorno. Logo, é esperado um panorama de
solugao anormal préximo as condigoes de contorno, ja que para €, — 0 o problema esta

super-especificado.

Este panorama anormal é o que se chamam as oscilagoes espiirias, uma vez que a
solugao da equacao difusiva-convectiva possui camadas-limite, que sao pequenas regioes
do dominio nas quais as derivadas de tal solucao sao grandes. Haja vista que o tamanho
das malhas normalmente utilizadas em solu¢oes numéricas é significantemente maior que
a espessura da camada-limite, essa regiao nao é resolvida de forma adequada. Dando
assim, origem & tais oscilagoes que nao sao fisicas, ou seja, nao representam a solucao do

problema posto |7, 5, 16].

De forma geral, problemas convectivos-difusivos, nos quais existe dominancia da con-
veccao, apresentam para os métodos classicos de resolucao, como diferencas finitas e
elementos finitos, oscilagoes espiirias em seu panorama. Tais métodos se tornam instaveis

nessas condigoes.
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Pode-se contornar esse problema com artificios para melhorar a estabilidade, como
o método Upwind para as diferencas finitas. Neste caso, ¢ adicionado uma difusividade
numeérica na solugao, proveniente da formulagao matematica do método. Entretanto, esse
procedimento prejudica a precisao dos resultados obtidos, com uma difusao excessiva em
alguns casos. Atualmente, nao se tem uma formulagao que seja ao mesmo tempo estavel

e precisa, tanto para solugdes suaves e solugdes que apresentam camada-limite [2].

2.2 O método das diferencas finitas

A solugao analitica de uma EDP consiste em encontrar uma funcao que diz respeito a
variavel de interesse dentro de um dominio continuo. Tal funcao deve satisfazer as relagoes
encontradas na EDP. Ja a solu¢ao numérica fornece uma aproximagao da solugao exata
em determinados pontos, chamados de nos, estabelecidos por meio de uma malha discreta

1, 12].

De acordo com Tanehill, Anderson e Pletcher [13], a abordagem do método das dife-
rencas finitas se caracteriza como a discretizacao de um problema inicialmente continuo,
de forma que as variaveis de interesse existam unicamente em pontos discretos, conforme
mencionado acima. Por essa metodologia, as derivadas presentes sao substituidas por

diferengas, logo tem-se uma representagao algébrica de uma EDP [11].

A Figura 2.1 abaixo é a representacao classica de um dominio discretizado, no qual
pode ser vista uma malha com espagamento Ax e Ay, para qual tem-se os pontos P com

indices ¢ e j denotando sua posicao.

.ui,jﬂ

[
|

g
—
[
—_—r—o— o —
D'o-—o—o—._

3 Ui,3  Yi4,d
————— — e ¢ ——— g —

|
B
i
_h5
|

I”i -1

|

Figura 2.1: Molécula de calculo. Fonte: Anderson [1].

A definigdo de uma derivada para uma fungao U(x,y), em um ponto (xg, yo) pode ser
vista na Equagao 2.5 abaixo. Assumindo que U é uma fungao continua é esperado que
[U(zo+ Az, y0) — U(xg, yo)]/ Az seja uma aproximagao razoéavel para OU/Ox, para um Ax

suficientemente pequeno [13, 10].
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ou . U (zo + Az, yo) — U (z0,y0)
— = lim
Oxr  Az—0 Ax

(2.5)

Realizando a expansao em série de Taylor do termo U(xg + Az, y9) — U(zo,y0) ao

redor de (zo,yo) resulta na equagao abaixo [1]:

oU 02U (Aw)?
Uz + Az, y) = U(%y)*'%Az*'w 5
ontU (Ax)™t  o"U (Ax)"

Jzn=t (n—1)!  dz™ (n)!

(2.6)

Levando em consideracao o erro de truncamento com precisao de 1 ordem e rescre-
vendo a Equacao 2.6, tem-se a formulacao avancada para a derivada de primeira ordem.

Usando a notacao U; ; resulta em [14]:

oU Uz +Ax,y) —U(r,y) 0°UAx
or Ax 0x? 2!

(2.7)

ou o Uiy, — Ui

— = TE. 2.
ox Ax + (2.8)

Na qual T.E. representa o erro de truncamento de primeira ordem. Este erro re-
presenta a diferenca entre a EDP e a sua representagao por diferencas finitas. Pode-se

também realizar a expansao atrasada da derivada, de forma que a série de Taylor fornece:

oU QU (Az)> U (Ax)®

- A = — — Az — 2.
Ul y) = Ulw.y) oz " 9z2 2l ox3 3! (2.9)
Obtendo assim a proximagao atrasada de 0U/0x:
ou U —U;_y1;
= 47U 4 O(Ax) (2.10)

or Ax
Para a qual O(Ax) é usado para substituir 7.E. de forma que |T.E.| < K|Azx| para

um Az suficientemente pequeno e K uma constante real e positiva. Nesse caso, a ordem

do erro de truncamento é considerado Az elevado a maior poténcia comum aos termos

do T.E. [1].

E importante ressaltar que O(Ax) ndo informa o valor do erro de truncamento, mas

apresenta a informacgao de como esse erro se comporta quando Az tende & zero. Supondo
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um cenério no qual tem-se O[(Ax)?], é esperado que o erro de tal cendrio seja menor que

o primeiro para um Az suficientemente pequeno [13].

Subtraindo a Equagao 2.9 da 2.6 é obtida a represencao de OU/0z por diferengas
centradas, representada pela Equacao 2.11 abaixo. Por outro lado, se as Equagoes 2.9
e 2.6 forem somadas, tem-se a formulagao centrada para a derivada de segunda ordem,

explicitada pela Equacao 2.12.

ou _ Uiy — Uiz

% Ay + O[(Az)?] (2.11)

82U . Ui-&-l,j — 2Ui7j + Ui—l,j

52 e + O[(Ax)?] (2.12)

De maneria similar ao que foi apresentado acima para o caso bidimensional, pode-se
realizar a expansao em série de Taylor para se obter as expressoes de diferengas finitas
para o caso unidimensional. De maneira que as formulagoes resultantes serao similares as

vistas para o caso 2D.

Assim, abaixo s@o listadas a principais equagoes de diferengas fintas para derivadas
de primeira e segunda ordem [4, 9]. Logo, tem-se a formulagdo avangada de 1* ordem
(Equagao 2.13); a formulagao atrasada de 1* ordem (Equagao 2.14); a formulagao centrada
de 2% ordem, para uma derivada de 1* ordem (Equagao 2.15) e a formulacao centrada de

2% ordem, para uma derivada de 2% ordem (Equacao 2.16).

AU~ Uiy — Uy
_— = A 2.1
dz Ax +0(Az) (2.13)

dU Uij—Uiflj
— =0 "o A 2.14
o A, T OA) (2.14)

AU Uiy — Uiy 2

— A, Ol (2.15)
dQU . Ui+1,j — 2U’L,j + Uifl,j
dx2 B (A$)2

+ O[(Ax)?] (2.16)
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2.3 Equacao difusiva-convectiva: Caso 1D

Com as relagoes de diferengas finitas estabalecidas na se¢ao anterior, pode-se aplicar as
mesmas formulgoes & equacao difusiva-convectiva, que é de interesse deste estudo. Assim,
incia-se com a equacao para o caso unidimensional abaixo, que é um caso particular da

Equacao 2.4.

—k—tw—=f 0<z<l (2.17)
T T

Para a qual k é o coeficiente difusivo e w indica a velocidade aplicada. Ainda, as
condicoes de contorno consideradas sao de Dirichlet, representadas pelas Equacgoes 2.18 e

2.19 abaixo, nas quais « e  sdo constantes [9].

U(0) = a (2.18)

U(l) =8 (2.19)

2.3.1 Diferencgas finitas centradas

Aplicando as relacoes de diferencas finitas pertinentes & Equacao 2.17, tem-se que o
termo d2U/dz? sera aproximado pela formulagao de centrada de segunda ordem, dado pela
Equacao 2.16; ja o termo dU/dx seré substituido pela Equagao 2.15, sendo a aproximagao
de segunda ordem para uma derivada de primeira ordem. Portanto, é obtido assim a

equacao difusiva-convectiva em sua forma representada por diferencas centradas:

Uiy = 2U; + Uiy U1 — U1\
(M) (Tl gy

Organizando a equagao acima, concatenando os termos de mesmo indice, é obtido:

AUi_1 + BU; + CUyypy = f (2.21)

Sendo essa uma equacao matricial, na qual os termos A,B e C sao mostrados abaixo.

Considerando uma malha em que Ax é constante, os termos A, B e C também sao.

—k w
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B:(§%> (2.23)

—k w
A= (A_xz + E) (2.24)

Pode-se representar a Equacao 2.21 como:

MU= f (2.25)

Em que M é a matriz de coeficientes. Tal matriz é caracterizada como sendo tridia-
gonal esparsa, e um exemplo pode ser visto na Figura 2.2 abaixo, que foi criada a partir
de uma malha uniforme quadrada com 30 nds, nas quais os pontos representam os termos

nao-nulos da matriz.
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* 00
2090
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25 e 0
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L
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3[} I 1 i i 1 H

5 10 15 20 25 30

Figura 2.2: Matriz tridiagonal esparsa para uma malha de 30 nos.

2.3.2 Diferencgas finitas Upwind

Para a formulagao wupwind, pode-se também substituir o termo convectivo dU/dx

da Equagao 2.17 pela formulagao avangada ou atrasada em diferengas finitas (Equagoes
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2.13 e 2.14). Dessa maneira temos entdo o método Upwind aplicado & equagao difusiva-

convectiva.

E esperado que o método upwind demonstre maior capacidade de lidar com as regides
de camada-limite, nas quais normalmente surgem oscilagoes espurias, entretanto deve-se
considerar que por ser um método estabilizado, maior difusao numérica é introduzida na
solugao, assim pode a ocorrer a suavizagao excessiva, ou smearing, das curvas obtidas [7, 2.
Vale ressaltar também que os esquemas de diferengas avancadas e atrasadas possuem
menor precisao em relacao ao esquema de diferencas centradas, uma vez que possuem

erro de truncamento na ordem de O(Axz) [4].

Para o caso de w > 0 sera utilizado a formulacao atrasada de primeira ordem, logo

tem-se a seguinte equacao discretizada:

Ui—1 —2U; + Uipq Ui—=Ui1\
—k:( o ) —|—w< - ) —f (2.26)

Repetindo o processo feito para as diferencas centradas, concatenando os termos de
mesmos indices, sao obtidos os termos A, B e C da matriz de coeficientes M, da equagao

matricial MU = f:

—k w
A — v 2.2
(A:c2 Ax) (2.28)
2k w

—k
C=\— 2.30
<A:U2 ) ( )
Por outro lado, se w < 0 entao o termo convectivo du/dx é substituido pelo esquema

da avancado de primeira ordem, de maneira que o resultado é a Equacao 2.31 dada abaixo.

Uioi = 2U; + Uiy U1 — Ui\
—k:( v ) +w< = ) —f (2.31)

Para a qual sao obtidos os seguintes termos A, B e C:
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. (A__f?) (2.32)
B= <Z—§2 - &) (2.33)

—k w
C= (@ + E) (2.34)

2.4 Equacao difusiva-convectiva: Caso 2D

Para o cenario bidimensional, a abordagem necessaria é analoga ao que foi realizado
para o caso unidimensional. Na qual é preciso substituir as derivadas presentes na equagcao
por suas aproximagcoes em diferencas finitas. Inicialmente, apresenta-se a equagao difusica-

convectiva em um dominio 2 C R?, como se segue pela Equagao 2.35 [4]:

0?U  0*U _ (oU_  0U,
—k (W + 8—y2) + 10 - <%1 + a—y.}) = f(z,9) (2.35)

Em que = e y sao as variaveis espaciais, k é o coeficiente difusivo e w representa o
campo de velocidades aplicado, tal que @ = (a1, az), na qual a; e as sdo as componentes

do campo de velocidade em x e y respectivamente.

2.4.1 Diferencas finitas centradas

Aplica-se a formulacao centrada de segunda ordem para as derivadas de segunda e
primeira ordem, presentes no termo difusivo e o termo convectivo da equagao acima.

Assim:

Ui —2U;j + Uit Uij-1 = 2U;j + Ui jn
_k »J 5] 5] 5] »J »J e
() ()

Uit1,; — Uiz Uijr1 —Uij—1\| _
+ |:(CL1 AL + | as 2Ay _f

Organizando a Equagao 2.36 acima, concatenando os termos de mesmos indices:

(2.36)
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2k 2k
" (A_ * E) AR (257
—k aq —k a2
o (A_ * E) Uit + (E * m) Usgrr = 1

De forma que tem-se novamente uma equagao matricial MU = f, como pode ser visto

a seguir pela Equacao 2.38, na qual A, B, C, D e E sao constantes.

AU, j 1+ BU, 1 + CUj + DUsy1 s+ EUjiq = | (2.38)
b= (A__:Q - 221:,;) (240
0 <Z_’; N 2_52) (2.41)
D= (A_—; 2211:) (2.42)
B (A__;? N 2%) (2.43)

Como pode ser notado pela quantidade de coeficiente presentes na matriz, no caso
bidimensional a matriz M de coeficientes sera pentadiagonal esparsa. Observando a Figura
2.3 abaixo, que tras uma matriz gerada a paritr de um exemplo com uma malha uniforme
e quadrada com 6 ndés em cada eixo. Percebe-se que mesmo para um caso pequeno, o
cenario bidimensional apresenta um custo computacional significantemente maior que o
unidimensional, ja que para uma malha quadrada de n nés em cada eixo, tem-se uma

2 2

matriz M de tamanho n* x n-.
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B
aee
LR

LE N
L X N
aee
L X R
LK N
L X K
aee
se®
ase
LR N
L X N ]
LE N ]
RN
L RN ]
see
eee
[ N N
LN
L X §
aee
aee
L B N
L RN
aee
aee
[ NN
XN

10

15 | *

20

25

35

L4 N ]
LR ]

(4|
=
=
=
o
[
o
]
(4]
(%]
o
(%]
4y

Figura 2.3: Matriz pentadiagonal esparsa para uma malha 6x6 noés.

2.4.2 Diferencgas finitas upwind

De maneira similar ao que foi visto para o método upwind no caso unidimensional,
deve-se levar em conta o sentido do campo de velocidades existente para um determinado
problema, de forma que se possa escolher a fomulagao de diferencas finitas avancada ou

atrasada.

Haja vista que tem-se um campo de velocidades W = (aq, as), é preciso estabelecer as
equagoes discretizadas para as diferentes combinacoes de a; e ay. Ou seja, para a; > 0 e
as >0;a; >0eay <0;a; <0eay>0;ea; <0eay <0. Sabendo que as diferencas
atrasadas sao aplicadas para velocidades positivas, e que as diferencas avancadas sao
usadas para velocidades negativas, seguem os coeficientes A, B, C, D e E da equagao

matricial abaixo [1, 13].

AUm‘_l + BUi—l,j + CUZ‘J‘ + DUi+1,j + EU@j_H = f (244)

Para a; > 0e ay > 0:
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—k as
—k as
B= (E - E) (2.46)
o 2k 2k aq a9
C = (AI2 tagt AT Ay) (2.47)
—k
—k
Para a; < 0eay <0:
—k
—k
- 2k 2k aq a9
—k [25)
—k ag
Para a; > 0e ay <O0:
—k
—k as
o 2k 2k aq a9
—k
—k asg
E= (A—yQ + A—y) (2.59)

Para a1 < 0eay > 0:
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A= (A__;? - Z-Z) (2.60)

B= (A__fg> (2.61)
C:(A?_;+Z_’;2_%+Z_Z) (2.62)
D= (A__j? + Z—i) (2.63)

- (A__;Q) (2.64)

As consideracoes feitas a respeito das caracteristicas da metodologia de diferencas
finitas upwind em relagao a centrada no contexto unidimensional também sao validas
para o caso bidimensional. E esperado que o método upwind apresente maior difusao

numérica na solugao, por ser um método estabilizado [4, 7].

2.5 Ordenamento natural

Com o intuito de implementar a EDP difusiva-convectiva discreta em forma matricial,
¢ preciso organizar a variavel discreta U;; na forma de um vetor. Uma metodologia

aplicavel neste cenério é a do ordenamento natural.

Desta forma, o dominio bidimensional dicreto é percorrido, através das linhas, do
ponto mais baixo e a esquerda até o mais alto a direita. Assim, o vetor U pode ser escrito
conforme mostrado abaixo, com um total de n,n, componentes.

U= [Ul,la UQ,la ) Unx,l; U1,27 U2,27 ) Una?,?a ) Unz,ny] (265)

E preciso substituir a nota¢ao com dois indices (i, j) para se ter apenas um indice v,
ou seja, (i,j) — v. De acordo com o ordenamento natural tem-se:

v=1i+(j—1)nz (2.66)

Assim, a Equagao 2.59 discreta, préviamente explicitada com notagao de indices (i, j)

se transforma em:



2.5 Ordenamento natural 30

AUy + BU,_1 + CU, + DUyiy + EUpspy = f (2.67)

Necessita-se também mapear os pontos do dominio pertencentes as condi¢oes de con-

torno do problema proposto, de forma que seja possivel identificar as linhas de U corres-

pondentes a tais pontos e, por consequéncia, também as linhas da matriz M e do vetor
f.
Assumindo condigoes de contorno de Dirichlet, sabe-se que os pontos (7, j) de interesse

estao na base B, esquerda L, topo T e direita R de forma que:

(B): j=1
(L): i=1
(T): j=ny
(R): i=nx

Para realizar a correta designacao dos pontos de condig¢ao de contorno para a Equacao

matricial 2.67, se faz preciso a utilizacao do indice tnico v também para as relacoes
mostradas acima para as bordas do dominio.
A partir da Equagao 2.66 chega-se as seguintes relacoes para os intervalos de aplicagao

das condigoes de contorno:

(B): 1l:nz
(L): 1l:nx:1+ (ny—1)nz
(T): 1+ (ny—1)nx:nzny
(R): nz:nz:nrny
Com posse destas relacoes, mostradas acima, é possivel implementar computacional-
mente a EDP discretizada assim como as condi¢oes de contorno necessarias e pertinentes

ao caso bidimensional.



Capitulo 3

Metodologia

Neste capitulo sera explicitada a metodologia utilizada para a realizagao deste traba-
lho. Incialmente com a fundamentacao dos casos unidimensional e bidimensional, e por
fim com a exposicao do codigo criado para a implementacao dos métodos de diferencas

finitas centradas e upwind.

Uma vez criado o codigo para cada um dos métodos, as solu¢oes numéricas obtidas sao
comparadas com solucgoes exatas quando possivel, ou de forma alternativa, sao utilizados
casos de estudo cléssicos na literatura, nos quais o comportamento da solu¢ao numérica

j& é conhecido.

3.1 Caso unidimensional

Inicialmente, para a solu¢ao numérica da equacao difusiva-convectiva 1D foi escolhido
um caso para o qual se tem a solugao analitica da EDP, assim ¢é possivel construir o c6digo

para que seus resultados numeéricos sejam comparados com a solugao analitica.

Desta forma, é feita a validacao dos codigos criados, tanto para o método de diferencas
finitas centradas, quanto para as diferencas finitas upwind. Tais codigos foram criados em
ambiente MATLAB®, uma vez que o programa tras ao usuario uma série de funcoes e

ferramentas que auxiliam na implementagao das metodologias [3, 8|.

LeVeque [9] fornece a solucao analitica para a EDP difusiva-advectiva unidimensional
(Equagao 3.1) para determinadas condigoes de contorno e termo fonte, como pode ser

visto abaixo pelas Equacgoes 3.1, 3.1 e 3.1 respectivamente.
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W@:a+x+W—a—U<Zgﬂij) (3.1)
U(0) =a=1
U(l)= 8 =3
@) = -1

Conforme mencionado anteriormente, esta solu¢ao analitica serd implementada junto
ao codigo afim de validar os resultados obtidos. Para um dominio de tamanho unitario,
serao utilizados diferentes tamanhos de malha, com Az = [0.1 0.04 0.01], de forma que
se possa estudar como o resultado fornecido por cada um dos métodos varia. Por fim,
as solucoes obtidas serao analisadas e avaliadas para que se possa indicar o método mais

adequado para a abordagem do problema proposto.

Em seguida, apds a validagao realizada, foi abordado um problema pratico de en-
genharia, no qual se pretende avaliar o fendémeno da dissipagao viscosa em um fluido
que escoa entre duas placas planas e paralelas (Figura 3.1). E esperado que, com atrito

molecular, a temperatura do fluido aumente dentro do intervalo do dominio —h <y < h.

Figura 3.1: Escoamento de um fluido entre placas paralelas.

Para este problema, serao assumidas propriedades fisicas constantes, escoamento in-
compressivel e laminar, atuando em regime permanente. Tem-se que para um escoamento

de fluido arbitrério em z e y a velocidade V (z, ) é:

~

V(z,y) = u(z,y)i + v(z,y);) (3.2)

Para este caso tem-se V (x,y) = u(y)i, de maneira que o perfil de velocidade observado

na secao das placas é:
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) =~ (1- 1) (33)

Na qual P é a pressao do fluido, h é metade da distancia de separagao das placas e

¢ a viscosidade dindmica. Assim, a maior velocidade ocorre quando y = 0, ou seja:

dP h?
mar — T 7 o 3.4
“ dzx 2p (34)
Partindo da equacao de energia:
dr
pcy— = kV?T + & (3.5)
dt
ar - o*T  0*Tr  0°T
v | —=— -VT| =k
pe [875 VeV ] {aﬁ T 322] *
ou\’ o\ g\ >
.. 2 (== 2 == 9 =2
2 (3) 2 (5) 2 (5) + (36)

AN I ST
or 0Oy dy 0z 0z Ox

Devido as condigbes de transferéncia de calor, assume-se que 7' = T'(y). Na interface

de contato do fluido com as placas a temperatura é constante T, = T'(y%h) e o escoamento
é termicamente desenvolvido, tal que a Equagao 3.6, descrita acima se transforma na

Equacao 3.7 abaixo.

oT 8_T+8_T oT _ i 82T+82T+8QT+
v 022 Oy 022

Pl T Ty T %9,
ou\ > ov\? dq 2

(0 (0 o0\t (ou e’
or 0Oy Jdy 0z Jz Ox

.._|_,u

Levando em consideragao as condigoes impostas ao problema, tem-se que %—{ = 0,

assim como sao nulas as derivadas em relagao as conponentes x e z. Portanto:
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2T du\
k—— —) =0 3.8
dy? M <dy) (3.8)
d2T 1dP \*
k—— ) =0 3.9
dy? s (u dx y) (39)

A partir da Equagao 3.9 acima, pode-se aplicar as metodologias para resolucao de
equagoes diferenciais. Com a imposigao das condigoes de contorno tais que, T'(y = +h) =

Tp e CCZTZ = 0 para y = 0, a solugao exata obtida é representada pela Equacao 3.10 abaixo.

T(y) = ﬁ (%) [t —y*] + Tp (3.10)

Com a Equacao 3.4, a equacao acima pode ser reescrita da seguinte maneira:

() = ufgas [1 - (%)4] +Tp (3.11)

Considerando a Equacao 3.11 é possivel obter a distribuicao de temperatura 7" no
fluido através de y. Que sera implementada no cédigo computacional, e utilizada para

avaliar a solucao numeérica obtida, com 10, 20 e 30 elementos na malha.

3.2 Caso bidimensional

Para os problemas aqui implementados para a equacao difusiva-convectiva aplicada
a um dominio 0 C R2, nao se tem solucoes exatas para que se possa validar os codigos
criados. Nessa caso este trabalho optou por utilizar casos de estudo classicos da litera-
tura. Assim, o panaroma das solugoes sao conhecidos de forma que é possivel avaliar
os resultados obtidos por meio dos codigos criados para o método das diferencas finitas

centradas e upwind.

O primeiro caso de estudo tera o objetivo de validagao do c6digo, no qual sera obtido,
para ambos os métodos, as mesmas solucoes. Para tal validacao ocorrera com a variagao
dos dados de entrada do problema, como coeficiente difusivo, valor do campo de velocidade

aplicado e tamaho da malha criada.

Os demais casos de estudo implementados tem a finalidade de promover situagoes de
conveccao dominante, de forma que se possa constatar a presenca de oscilagoes espurias

em regioes de camada-limite, regioes cuja as derivadas da solugoes possuem grande va-
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lor. Com a ocorréncia destas oscilacoes serd possivel constatar qual método forneceu os

melhores resultados para cada um dos cenarios propostos para estudo.

3.3 Implementacao computacional

Nessa se¢ao serao expostos e discutidos os pricipais aspectos dos codigos criados para
os métodos escolhidos. Para todos os métodos implementados, incia-se o codigo com
os parametros necessarios para a discretizacao do dominio, em seguida é fornecido o

coeficiente difusivo e o valor do campo de velocidades aplicado.

Com essas variaveis devidamente definidas, é criada a matriz M de coeficientes, per-
tencente a equagao matricial MU = f. Tal matriz depende apenas do nimero de noés e
dos coeficientes que resultam diretamente da EDP discretizada. Para a criagao de M foi
utilizada a funcéo spdiags do MATLAB®) ja que permite a declaracao apenas dos valores

das diagonais nao-nulas, proporcionando melhor desempenho computacional [3].

Entao, é definido o vetor f, contendo os valores das condigoes de contorno do problema
escolhido. Os pontos pertencentes ao contorno do dominio, na matriz M, representam a

linha correspondente na matriz identidade.

Havendo a defini¢cao da matriz M e o vetor f, tem-se um sistema linear de equagoes
algébricas. Tal sistema pode ser resolvido por uma série de métodologias, entretando
neste trabalho os sistema foram resolvidos pelo método direto da eliminagao Gaussiana.

No MATLAB® este método é representado pelo operador backslash.

3.3.1 Caso 1D

O primeiro passo para a implementacao de um dos métodos de diferencas finitas é
estabelecer os parametros necessarios para a discretizacao do dominio no qual a EDP
seré resolvida. No Codigo 1 abaixo é mostrado o exemplo para a criagao de uma malha
unidimensional com 11 nés, no qual nx é o nimero de intervalos que se deseja ter na
malha, onde dx é o passo da varidvel indendente. Entao é feita a declaracao do coeficiente
difusivo k e do valor da velocidade w, que irao variar de acordo com o problema, mas aqui

estao declarado com 0.01 e 1.0.

Neste codigo também é feita a criacao da solugdo exata fornecida por LeVeque [9], o
processo se inicia com a declaragao de um vetor U,, com nz + 1 linhas. Em seguida, com

um loop do tipo For este vetor é percorrido de maneira que em cada ponto discreto do
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eixo = a solugao é calculada de acordo com a Equagao 3.1.

Codigo 1: Parametros de discretizagao e solucao exata unidimensional.

// Nimero de espagamentos na malha
nx = 10; de = (1/nx);

// Valores de X no eixo

X = (0: nx) * dx;

X =X’

e = ones(nz + 1,1);

// Coeficiente difusivo

k =0.01;
// Coeficiente convectivo
w = 1.0;

Uer = zeros(nx + 1, 1);
fori=1:(nzx+1)do

expl = exp((X(i,1))/(k/w)) = 1;

exp2 = exp(1)(k/w)) — 1

Uea(i;1) = 14 (X (4, 1)) + ((expl)/ (exp2));
end

Para o caso de diferencas finitas centradas o Codigo 2 é utilizado para o calculos dos
coeficientes A, B e C da EDP discretizada, que irao ser utilizados para a criacao da matriz
M por meio da funcao spdiags. As equagoes aplicadas para o calculo dos coeficientes sao

as Equacoes 2.22, 2.23 e 2.24.

Codigo 2: Definicao da matriz M e seus coeficientes para MDF centradas.
A= (=k/(dz?)) = (w/ (2 x dx));
B =2 k/(dz?);
C = (=k/(dz?)) + (w/(2 * dz));
M = spdiags([Axe Bxe Cxe]l,—1:1,nx+1,nx+1),

Se o calculo dos coeficientes for feito a partir do método de diferencas finitas upwind,
deve ser levado em consideracao o sentido da velocidade especificado. De forma que para
w > 0 o Codigo 3 é usado, com base nas Equagoes 2.28, 2.29 e 2.30. Por outro lado, se
W < 0, tem-se o Codigo 4, que referente as Equagoes 2.32, 2.33 e 2.34.
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Codigo 3: Defini¢ao da matriz M e seus coeficientes para MDF upwind (w > 0).
A= (=k/(dz?)) — (w/dz);
B = (2xk/(dz?)) + (w/dz);
C = (—k/(dz?));
M = spdiags([Axe Bxe Cxe],—1:1,nx+ 1,nx+1);

Codigo 4: Defini¢ao da matriz M e seus coeficientes para MDF upwind (w < 0).
A= (=k/(dz?));
B = (2x*k/(dz?)) — (w/dx);
C = (=k/(dz?)) + (w/dx);
M = spdiags([Axe Bxe Cxe],—1:1,nx+1,nx+1);

Em seguida deve-se estabelecer as linhas da matriz M correspondentes aos pontos do
dominio discreto pertencentes as condi¢oes de contorno. Para o caso 1D se tem apenas 2
pontos nos quais a variavel U é conhecida, que é x = 0 e x = 1 para nosso caso de estudo.
Assim a primeira e ultima linha de M devem assumir a primeira e ultima linha de uma
matriz identidade de mesma dimensao. Este processo é representado pelo Codigo 5, no
qual speye ¢ uma funcido do MATLAB® que retorna uma matriz identidade de tamanho

nx + 1.

Codigo 5: Definicao das condigoes de contorno em M.

BoundarylIndex = [1,nx + 1];
I = speye(nx + 1);
M (BoundarylIndez,:) = I(Boundarylndez,:);

O vetor f é declarado contendo os valores de U para as condigdes de contorno e o
termo fonte f(x). Para este caso tem-se que U(0) =1, U(1) =3 e f(z) = —1, logo segue

o Codigo 6 para a criacao de f.

Codigo 6: Declaragao de f.

fonte = —1;
[ =ones(nz + 1,1) x fonte;
fL1) =1

f(nz+1,1) = 3;

Por fim, o sistema de equagoes algébricas resultante de MU = f ¢é resulvido pelo
operador backslash do MATLAB®), de forma que ¢é aplicado a eliminacdo Gaussiana. O
resultado numérico obtido é entao apresentado na forma de um grafico, no qual é também

mostrada a solu¢ao exata do problema.
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3.3.2 Caso 2D

Para o caso bidimensional o inicio do c6digo é similar ao unidimensional, no qual
deve-se fornecer os parametros necessarios para a discretizacao do dominio. Neste caso é
preciso fornecer informacoes a respeito de = e y, uma vez que ambas as varidveis indepentes

podem ter parametros distintos entre si.

E também declarado o coeficiente difusivo k assim como as componentes do campo
de velocidade W = (aj,as). No Codigo 7 pode ser visto o processo descrito acima para

uma malha com 20 nés, £ = 0.1, a; = 1.0 e a, = 0.0.

Codigo 7: Parémtros de discretizacao e coeficientes.

// Numero de intervalos

Nz =19;

Ny =19;

// Nimero de pontos
nr = Nx + 1;

ny = Ny + 1;

// Passo da malha
dx = 1/Nux;

dy = 1/Ny;

// Valores de x e y na malha
x=(0: Nzx) *dz;

y = (0: Ny) = dy;

e = ones(nx * ny, 1);

// Coeficiente difusivo

k=0.1;
// Coeficiente convectivo em X
al = 1.0;

// Coeficiente convectivo em Y

a2 = 0.0;

Para o método de diferengas finitas centradas temos a formulagao dada pelas Equagoes
2.39 a 2.43 para os coeficientes A, B, C, D e E. Com tais coeficientes pode-se criar a matriz

M pentadiagonal esparsa.

Com o Coédigo 8 pode ser visto que novamente a funcgao spdiags é utilizada para a

criacao da matriz M, uma vez que para o caso 2D trabalha-se com uma matriz de coefi-
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cientes significantemente maior que no caso 1D. Essa fung¢ao tras ao codigo uma reducgao
no esfor¢co computacional para manipular a matriz, ja apenas os termos relacionados com

as diagonais pertinentes sao declarados.

Codigo 8: Criacao de M para o MDF centradas.

A= (=k/(dy?)) — (a2/(2 * dy));

B = (=k/(dz?)) — (al/(2 * dx));

D = (=k/(dz?)) + (al/(2 = dx));

E = (=k/(dy?)) + (a2/(2 * dy));

C = (2xk/(dz?)) + (2 = k/(dy?));
// Criagdo da matriz M

M = spdiags([Axe Bxe Cxe Dxe FExel,---

co[=nz —1 0 1 nx],nz*ny,ne*ny);

Novamente para o método de diferencas finitas upwind é preciso realizar a disting¢ao
entre as diferentes combinagoes das componetes do campo de velocidades, a; e as. As
Equagoes 2.45 a 2.64 apresentam as relagoes necessérias para o célculo dos coeficientes A,
B, C, D e E para cada um dos casos pertinentes, assim a implementagao computacional
deste processo de calculo consiste em um condicional if, no qual é verificado qual os valores

de a; e as, e assim é escolhido as equagoes corretas para a definicao das constantes.
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Codigo 9: Criacao de M para o MDF centradas.

if a1 <0 and ay, > 0 then

A= (=k/(dy*)) — (a2/dy);

B = (—k/(dz?));

D = (=k/(dz?)) + (al/dx);

E = (—k/(dy*));

C=(2x*k/(dx?)) + (2% k/(dy?)) — (al/dz) + (a2/dy);
else if a; > 0 and ay, < 0 then

A= (=k/(dy?));

B = (—k/(dz?)) — (al/dz);

D = —k/(dx?);

E = (=k/(dy*)) + (a2/dy);

C = (2x*k/(dx?))+ (2% k/(dy?)) + (al/dz) + (a2/dy);

else if a; > 0 and ay, > 0 then

A= —k/(dy?);

B = —k/(dx?);

D = (=k/(dx?)) + (al/dz);

E = (=k/(dy?)) + (a2/dy);

C' = (2xk/(dz?) + (2 k/(dy*)) — (al/dz) — (a2/dy);
else

A= (=k/(dy?)) — (a2/dy);

B = (—k/(dz?)) — (al/dz);

D = —k/(dz?);

E = —k/(dy?);

C = 2xk/(dx?)) + (2 k/(dy?)) + (al/dz) + (a2/dy);

// Criagdo da matriz M
M = spdiags([Axe Bxe Cxe Dxe FExel,---

cl=nz =1 0 1 nx],nz*ny,ne*ny);

Havendo a construcao da matriz M, o proximo passo é definir as linhas de M que
correpsontem aos pontos de aplicacao das condi¢oes de contorno. Conforme mostrado
pelas relagoes 2.5 a 2.5, os intervalos podem ser claramente definidos dentro do codigo,

conforme mostrado pelo Codigo 10.
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Codigo 10: Intervalos de aplicacao das condicoes de contorno em M.

// Intervalo das condig¢des de contorno em M

BoundaryIndexr = [1 :nx,1:nx: 1+ (ny — 1) xnx,1 + (ny — 1) x nz :
NT * NY,NT : NT : NT * NY|;

I = speye(nx * ny);

M (BoundaryIndez,:) = I(Boundarylndez,:);

Diferentemente do caso unidimensional, a definicao dos valores das condic¢oes de con-
torno de Dirichlet deve ser inicialmente feita em uma matriz f de tamaho nx x ny. De
fato, essa matriz representa o dominio bidimensional discretizado, e nas linhas e colunas
presentes em suas extremidades serao declaradas os valores especificados pelo problema
analisado. O termo fonte por sua vez, quando aplicado, é declarado nos pontos interiores

desta matriz.

O Codigo 11 demonstra a aplicagao da condi¢ao de contorno de uma plano inclinado,

definido pelas relagoes abaixo, com termo fonte igual a zero.

(U(z,0)=0 Yaze]01] (3.12)
Uz, 1)=1 Yzelol] (3.13)
UO,y) =y Yyelol] (3.14)
(U(Ly) =y Vyelo1] (3.15)

Codigo 11: Definicao das condic¢oes de contorno para um plano inclinado.

f = zeros(nz,ny);

// Base

fGD =y

// Esquerda

f(L:) =0;

// Direita

flnx,:) = 1;

// Topo

f(ny) = y;

// Transformacdo em uma matriz coluna

f = reshape(F,nx x ny, 1);

No codigo mostrado acima é utilizado a funcio reshape do MATLAB® para trans-

formar a matriz f, de tamanho nx x ny em um vetor com nxny linhas.
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Tendo a matriz de coeficientes M, e vetores U e f pode-se inciar o processo de solugao
do sistema linear de equacoes. Novamente, conforme foi feito para o caso unidimensional,
foi utilizado o método direto por eliminacao de Gauss, através do operador backslash do

MATLAB®. A solucdo obtida é entdo representada por meio de um gréfico.



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos para os cenérios unidimen-
sionais e bidimensionais. Através dos quais pretende-se obter situacoes de convecc¢ao
dominante e assim observar o aparecimento de oscilagoes espurias. Os problemas esco-
lhidos se dividem em dois grupos: os que possuem camada-limite em sua solugao e os
que possuem solugao suave. De maneira que o desempenho das metodologias numéricas

escolhidas serao avaliados.

Para o caso 1D o problema aplicado de engenharia possui solu¢ao suave, assim como o
problema IX do caso 2D, os demais cenarios apresentam camadas-limite em suas solugoes.
Com o panorama obtido por cada uma dos métodos implementados, é esperado notar
melhor ou pior capacidade em lidar com regioes de camada-limite. Assim, serd possivel

indicar qual metodologia é mais indicada para a soluc¢ao dos problemas tratados.

4.1 Caso 1D

Para o caso 1D foi escolhida a solugao exata fornecida por LeVeque [9], representada

pela Equacoes 4.1 a 4.1.

lﬂ@:a+x+w—a—w(tgjij) (4.1)
U(©O)=a=1
U()=6=3
@) = -1

Considerando € = k/w, Leveque [9] demonstra o panorama desta solugdo para dife-
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rentes valores de k, de maneira que £ = [0.3 0.1 0.05 0.01] conforme mostrado na

Figura 4.1 abaixo, para a qual foi considerado w = 1.0.

Como foi destacado pelo autor, conforme o valor de e diminui, a solucao tende a
uma funcao descontinua, que assume o valor de [ no ultimo momento possivel. Assim
tem-se uma regiao na qual o valor de U(x) muda rapidamente, ou seja, as derivadas
de U(z) apresentam grandes valores em comparagao com o restante da solugdo. Assim,

configura-se como uma regiao de camada-limite.

14 r . — k=0.01] ]
—_— k=005
12k k=01 |
—_— k=03
»1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
xT

Figura 4.1: Solucao da equacao difusiva-convectiva para diferentes valores de k, com as
linhas correspondentes a k£ = 0.3, 0.1, 0.05, 0.01, de cima para baixo [9].

Com um cenério de convec¢do dominante (¢ << 1), tem-se uma equagao singular-
mente perturbada, na qual ha um termo de valor pequeno multiplicando a derivada de
maior ordem em uma EDP. Para este caso, quando ¢ — 0, a equagao difusiva-convectiva
tende a se reduzir a uma equagao de primeira ordem, representando convecgao pura em

regime permanente.

Utilizando k£ = 0.01 (P. = 100), o primeiro resultado numérico pode ser visto na
Figura 4.2 abaixo, na qual tem-se a comparagao entre a solucao exata dada pela Equacao
4.1 e a solugao numérica obtida pelo MDF centradas, neste primeiro resultado foi utilizado
uma malha com Ax = 0.1. Ja a Figura 4.3 mostra o resultado numérico obtido pelo MDF

upwind, com a mesma malha.
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3S:c:lug:e"u.:; da equacao difusiva-convectiva (Diferengas centradas)

Figura 4.2: Solu¢ao numérica pelo MDF centradas, com Ax = 0.1.

m— Soluc8o exata -
Solugao numérica

0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
r

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

2IFLT

1.5

e Solucéo exata
s Solucdo numérica

0.5

0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
i 1

Figura 4.3: Solu¢ao numérica pelo MDF upwind, com Ax = 0.1.
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Como esperado, problemas de perturbacao singular tendem a dificultar a solugao
numérica, devido a rapida variagao da solucao em um curto espaco. Para malhas relati-
vamente grosseiras, como a utilizada neste caso, o erro de truncamento seré consideravel-
mente alto na camada-limite. A Figura 4.2 demostra claramente que mesmo em regioes
nas quais a solugao exata nao apresenta grandes variagoes, a solu¢ao numérica nao se

mostrou satisatoria, com grandes oscilagoes permeando a solucao.

Por outro lado, o resultado obtido com o MDF upwind (Figura 4.3) ndo apresentou o
mesmo panorama, com uma curva suave, similar a solucao exata do problema. Entretanto,

pode ser visto uma suavizagao, ou smearing, da por¢ao da curva referente a camada-limite.

Em seguida foram obtidos os resultados numéricos para malhas mais refinadas, com
Ax = 0.04 e Az = 0.01, afim de analisar como o panorama das solucoes se comporta.
Tais solugoes estao resentadas pelas Figuras 4.4 e 4.6 para o MDF centradas, e Figuras
4.5 e 4.7 para o MDF upwind.

Uitlizando Az = 0.04, tem-se as seguintes solugoes:

3St::lu(_;éc: da equacao difusiva-convectiva (Diferencas centradas)

e Solucéo exata
Solugdo numérica
05 ] 1 Il 1 1 Il 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T

Figura 4.4: Solu¢ao numérica pelo MDF centradas, com Az = 0.04.



4.1 Caso 1D

47

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

m— Soluc8o exata

Solugao numérica

0.5 '
0 0.1

Figura 4.5: Solucao numérica pelo MDF upwind,

0.2

0.3

0.4

0.5
Y

0.6

0.7

0.8 0.9 1

com Az = 0.04.

Realizando um maior refindo da malha, com Ax = 0.04, tem-se os seguintes panora-

mas de solucgoes:
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3S:c:luge"u.:; da equacao difusiva-convectiva (Diferengas centradas)

2.5
2 . -
'I-_-’_\
1.5 T
'1 =]
m— Soluc8o exata
Solugao numérica
0,5 i i Il i i Il i i Il

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1
r

Figura 4.6: Solucao numérica pelo MDF centradas, com Ax = 0.01.

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

e Solucéo exata
Solug&o numérica
05 1 1 I 1 1 Il 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
€T

Figura 4.7: Solu¢ao numérica pelo MDF upwind, com Ax = 0.01.



4.1 Caso 1D 49

Em posse da solucao exata, é possivel realizar o calculo do erro absoluto em relagao
a solugdo numérica obtido para cada Az estabelecido. Abaixo na Figura 4.8 pode ser
observado o gréafico que relaciona o erro obtido, em escala logaritima, com o espacamento
da malha. Para a construgao de tal grafico foram adicionado os resultados obtidos com

Az = [0.005 0.0025 0.00125 0.001 0.0001] para maior riqueza de informagdoes.

']DD T T T T T T T T T

Erro absoluto [log]
3 3 3
L] M T—\-

=
L
T

e

=
[S1]
T

MDF Centradas
i MDF Upwind
D-ﬁ | 1 1 1 1 I 1 1 L
01 009 008 007 006 005 004 003 002 001 0
Ar

Figura 4.8: Erro absoluto (log) para o MDF centradas e upwind.



4.1 Caso 1D 50

10Y ; ;

Erro absoluto [log]

. MDF Centradas X‘“‘xﬂ
e MDF Upwind

107 1072 1073 107
Ax

Figura 4.9: Erro absoluto (log-log) para o MDF centradas e upwind.

Para o caso unidimensional, considerando as solugoes obtidas, conforme mostrado
nas Figuras 4.2 a 4.7, percebe-se que para uma malha suficientemente refinada, ou seja,
com Az — 0, o método das diferencas finitas centradas apresenta uma solu¢ao numérica
sem oscilagoes esptrias, de maneiras que sua curva se sobrepoem a curva da solucao
exata. Entretanto, foi necessario um grande refino da malha, e assim um maior esforco

computacional para a obtencao deste resultado.

Em comparacao, o método das diferencas finitas upwind mesmo com uma malha rela-
tivamente grosseira, ja apresentou uma solugao livre de oscilagoes e com curva semelhante
a da solugao exata. Mas também foi visto que na regiao da camada-limite o método de-
monstrou maior difusdo numérica do que o desejado, culminando em uma curva mais

suavizada, mesmo com uma malha refinada.

Para as Figuras 4.8 e 4.9, pode-se perceber através dos dados obtidos que o MDF
centradas apresenta menor erro que o upwind para uma malha refinada (aproximadamente
Ax = 0.03 para este problema). Reforgando assim as consideragoes feitas acima, ja que

para um Az = 0.001 o MDF centradas apresenta um erro de 3,07.10~* e o upwind com
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erro de 1,77.1072.

Utilizando o trecho linear do grafico da Figura 4.9, pode-se calcular a inclinagao
das retas. Para o MDF centradas o valor encontrado é de 2, e para o upwind é de 1,
comprovando o que era esperado dos métodos, com o MDF centradas sendo de segunda

ordem, e o upwind de primeira ordem.

Em seguida, para o problema da variacao interna de um fluido escoando entre duas
placas planas e paralelas, sera considerada a velocidade maxima ., = 4,5m/s, visco-
sidade dinamica p = 17,2.107%Pa.s, condutividade térmica k = 0,03W/mK, distancia
entre as placas 2h = 0,006m, e temperatura na interface fluido-placa Tp = 295, 15K.

Para este problema temos apenas a presenca do termo difusivo, representado por

d*T /dy?* na Equagao 3.9. Assim sendo, o mesmo serd abordado pelo MDF centradas.

As solucoes obtidas, com as temperaturas expressadas em graus Celcius, estao expli-
citadas pelas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17 abaixo, nas quais pode-se observar a diferenca entre

a solucao exata e a solucao numérica obtida.

25 004 Temperatura interna do fluido (Diferengas centradas)

25.0035 §
25.003 7

"%’ 25.0025 - 7

T

25.002 r 7

f——

T(y) [Cels

25.0015 1

25.001 §

25.0005 = Solugéo exata |

Solugéo numeérica

25 | | | 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

y [m] «102

Figura 4.10: Solugao numérica pelo MDF centradas, com 10 noés.
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Temperatura interna do fluido (Diferencas centradas)

25.004

25.0035 §

25.003 1

% 25.0025 |

T

25.002 - 7

y) [Cels

T(q

f——

25.0015 1

25.001 §

25.0005 = Solugéo exata \

Solugéo numeérica

25 | | | 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

y [m] «102

Figura 4.11: Solugao numérica pelo MDF centradas, com 25 noés.

Temperatura interna do fluido (Diferencas centradas)

25.004

25.0035 1

25.003 r 7

5

"=’ 25.0025 7

25.002 - 7

T'(y) [Celsia

25.0015 §

25.001 §

25.0005 ] s Solugdo exata

Solugéo numeérica

25 | | | 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

y [m] «102

Figura 4.12: Solugao numérica pelo MDF centradas, com 50 noés.

Observando as imagens acima, nota-se a temperatura do fluido aumenta conforme y
se aproxima de zero, sendo o comportamento esperado de acordo com a Equagao 3.11. A
solugao numérica apresentada pelo MDF centradas se mostrou satisfatorio na abordagem

do problema, ja que conforme o aumento do ntimero de nés na malha, o panorama da
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solugao tende a se igualar a solugao exata.
Novamente, como foi realizado para o problema anterior, pode ser feito o calculo
do erro absoluto para as solugoes obtidas (Figuras 4.13 e 4.14abaixo). Foram também

adicionados resultados para malhas com 100 e 200 nés, para melhor entendimento.

10* | 1
@
=, 100 F 1
8
%
2
=
=
K 40t _
MDF Centradas
10-? 1 1 I I 1 1 I I I I I
5.5 5 4.5 4 3.5 3 25 2 1.5 1 0.5
Az %10

Figura 4.13: Erro absoluto (log) para o MDF centradas.
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Figura 4.14: Erro absoluto (log-log) para o MDF centradas.

Percebe-se a mesma tendencia de reducao do valor do erro conforme a malha é refi-
nada, ou seja Axr — 0. De maneira que o erro para uma malha com 10 nds tem-se o erro
de 1,55.107%, j4 com 200 nos o valor é de 3,87.107. Destaca-se ainda que o grafico da
Figura 4.14 se configura como uma reta com coeficiente angular de 2, sendo coerente com

a formulagao de segunda ordem do MDF' centradas.

4.2 Caso 2D

Para os casos bidimensionais, foram utilizados cenarios nos quais através da imposicao
das condigoes de contorno e de pardmetros como o campo de velocidades e coeficiente de
difusividade, foi possivel criar cenarios nos quais ha a dominancia do fenémeno convectivo,

havendo assim o surgimento de oscilagoes espurias.

4.2.1 Plano inclinado

O primeiro resultado obtido teve como objetivo validar os cédigos criados, por meio

da imposicao de condigoes de contorno de um plano inclinado, dado pelas Equacoes 4.2
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a 4.5 abaixo, em conjunto com w = (0, 1).

(U(z,0)=0 Vaze]01] (4.2)
U, 1)=1 Yazelo1] (4.3)
U,y)=y Vyelo,1] (4.4)
(U(Ly)=y Vyelo1] (4.5)

A solugoes obtidas para o MDF centradas e MDF upwind para este caso estao repre-

sentadas pelas Figuras 4.15 e 4.16 abaixo.

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas) ,

Figura 4.15: Solugao do plano inclinado pelo MDF centradas. @ = (0, 1).
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Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.16: Solugao do plano inclinado pelo MDF wupwind. @ = (0, 1).

Por fim, fazendo o mesmo procedimento para um plano inclinado partindo do eixo y
(Equagoes 4.6 a 4.9), com as condigbes de contorno mostradas abaixo, tem-se as seguintes

solucoes, mostradas nas Figuras 4.17 e 4.18.

(U(z,0)=2 Vazel0l] (4.6)

Ulz,1)=z Yzel0l1] (4.7)
< U(O,y) =0 Vyelol] (4.8)
(U(l,y)=1 Vye]o1] (4.9)
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Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas) :

Figura 4.17: Solugao do plano inclinado pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugcao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.2

0.1

Figura 4.18: Solugao do plano inclinado pelo MDF wupwind. @ = (1,0).
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Assim, sabendo que a solucao do plano inclinado nao deve se alterar com variacoes
de malha ou coeficiente de difusividade, pode-se considerar que as solu¢oes numeéricas
obtidas sao satisfatorias e que os codigos criados podem ser utilizados para avaliar a EDP
difusiva-convectiva em outros cenérios bidimensionais com a aplicacao de condi¢oes de

contorno de Dirichlet.

4.2.2 Problema I

O primeiro problema possui as condi¢oes de contorno demonstradas abaixo, e as
solugoes obtidas foram para o campo de velocidades W = (1, 1) e com uma malha quadrada
com 20 nés em cada eixo. Foi realizada a variacao no coeficiente difusivo k, com k = 1,
k=101 k =102,k =103 e k = 107%. Assim, com uma malha e campo de velocidade

fixos, € possivel verificar a influéncia da alteracao do coeficiente difusivo na solucao.

Uz,0)=0 Yz el0,0.2] (4.10)
U(z,0) = (x ~02) Yze [0.20.3] (4.11)
Uz,00=1 Vze]0.3,1] (4.12)
U,1)=0 Yazelol] (4.13)
U(0,y) =0 Yyelo1] (4.14)
\U(L,y)=1 Vyelol] (4.15)

Utilizando um coeficiente difusivo k =1 (P, = 1), tem-se as seguintes solu¢oes numeé-

ricas:
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0.6
0.4

0.2 0 &
y D

Figura 4.19: Solugao do prob. I pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.8
= 0.6
)
~ 0.4+
0.2 4 1 0.3
0.2
0~
1 0.1
0.6
0.4 * 0

Y

Figura 4.20: Solugao do prob. I pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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com k=101 (P, = 10):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas) :

Figura 4.21: Solugao do prob. I pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.3

0.2

0.1

Figura 4.22: Solugao do prob. I pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Para k = 1072 (P, = 100):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas) :

(x,y)

Figura 4.23: Solugao do prob. I pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.3

0.2

0.1

Figura 4.24: Solugao do prob. I pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Para k = 1072 (P, = 1000):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)

0.5

U(zx,y)

-1

0.6

0.4
¥

Figura 4.25: Solugao do prob. I pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.3

0.2

0.1

Figura 4.26: Solugao do prob. I pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Por fim, para k = 1079 (P, = 10°):

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

140
120
P
= 0
5
et
b
-20
=40
1
-60

Figura 4.27: Solugao do prob. I pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.28: Solugao do prob. I pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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E possivel perceber, pelos resultados obtidos que em k& = 1 temos um cenério equi-
librado entre os fenémenos de difusao e convecgao, no qual nao ha dominacao do termo
convectivo, assim as solugoes numéricas apresentadas por ambos os métodos sao satisfa-
torias e idénticas entre si. Entretanto, conforme o valor de k£ é reduzido, passa-se a ter

dominancia do processo de convecgao.

Assim, com k = 1072, pode ser notado na Figura 4.23 que o MDF centradas apresentou
oscilacoes esptirias nas regioes de camada-limite. Ja com k = 1072 podem ser vistas
oscilagbes permeando grande parte da solugao (Figura 4.25). Essa condigdo é melhor
percebida na Figura 4.27, na qual a regiao de camada-limite da solucao esta povoada de

oscilagoes.

Por outro lado, o MDF upwind forneceu solugoes suaves e sem oscilagoes para todos
os valores de k utilizados para este problema. Assim, neste caso, é o metodo mais indicado

para lidar com problemas nos quais ha dominancia de conveccao.

4.2.3 Problema II

Para o segundo problema foram mantidos os mesmos valores para o coeficiente difusivo
k, campo de velocidade w e tamanho de malha usado no problema anterior. Entretanto
foi modificada a condicao de contorno, de forma que abaixo estd demonstrado abaixo

pelas Equagoes 4.16 a 4.21.

(U(2,0)=0 Vze€]0,0.2] (4.16)
U(z,0) =10z — 0.2) Ve [0.2,0.3] (4.17)
Uz,0)=1 Vze]0.3,1] (4.18)
Ulz,1)=0 Vazelo1] (4.19)
U0,5) =0 Yyelol] (4.20)

LU(L,y)=0 Vyelo1] (4.21)

Utilizando um coeficiente difusivo k =1 (P, = 1), tem-se as seguintes solu¢oes numeé-

ricas:
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Solugdo da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrad@ ,

Figura 4.29: Solu¢ao do prob. II pelo MDF centradas. @ = (1,1).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

410.9

1 0.8

Figura 4.30: Solu¢ao do prob. II pelo MDF wupwind. @ = (1,1).
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Figura 4.31: Solugao do prob. II pelo MDF centradas. @ = (1, 1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9

0.8

Figura 4.32: Solugao do prob. II pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Para k = 1072 (P, = 100):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)
1.4

1.2

0.8

0.6

[’r(:‘?! y)

0.4

0.2

Figura 4.33: Solugao do prob. II pelo MDF centradas. @ = (1, 1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9
0.8

0.7

Figura 4.34: Solugao do prob. II pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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J& com k= 1073 (P, = 10%):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)
- 2

1.5

0.5

(x,y)

Figura 4.35: Solugao do prob. II pelo MDF centradas. @ = (1, 1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9
0.8

0.7

Figura 4.36: Solugao do prob. II pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Para k = 107¢ (P, = 10):

Solugdo da equacgao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)

U(zx,y)

Figura 4.37: Solugao do prob. II pelo MDF centradas. @ = (1, 1).

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

0.9
0.8

0.7

Figura 4.38: Solu¢ao do prob. II pelo MDF upwind. @ = (1,1).
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Para o problema II, podem ser feitas consideragoes semelhantes ao problema I, uma
vez que novamente é visto que conforme ocorre a reducao do valor do coeficiente difusivo
k, o processo passa a ser dominado pela conveccao e temos o surgimento de oscilacoes
espurias para o MDF centradas (Figuras 4.33, 4.35 e 4.37). Com panoramas de solugao
que, devido as oscilagoes, nao podem ser considerados satisfatorios. Ja o MDF upwind

novamente apresentou solu¢oes numeéricas suaves e sem oscilacoes para os casos testados.

4.2.4 Problema III

Para o terceiro problema a ser estudado, foi definido o valor de zero para as condigoes
de contorno, conforme mostrado pelas Equacoes 4.22 a 4.25 abaixo. Diferentemente dos
exemplos anteriores, foi inserido um termo fonte f tal que f = 1.0. Os campos de
velocidade foram definidos de forma que @ = (1,0) e @/ = (0,1), ja para o coeficiente
de difusividade foi fixado o valor de k = 107 (P, = 10%). Com o intuido de verificar as
alteragoes no panorama das solugoes com diferentes niveis de refinamento, foram utilizadas

as malhas nz = ny = 20, nx = ny = 40 e nz = ny = 60.

(U(z,0)=0 Vel (4.22)
Ulz,1)=0 Vzel0,1] (4.23)
U@0,y)=0 Yyelo1] (4.24)

\U(1,y)=0 Vyelol1] (4.25)
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Com @ = (1,0) e malha nz = ny = 20:

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

1.2
1.5 <
0.8
: 0.6
o 0.4
1 0.2
0.5
0.5
0
Y 0 o0 T

Figura 4.39: Solugao do prob. III pelo MDF centradas. @ = (1,0).

-

Ulz,y)

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.40: Solugao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Com @ = (1,0) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrad@

Figura 4.41: Solugao do prob. III pelo MDF centradas. @ = (1,0).

[’T(ms f)")

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind) —

Figura 4.42: Solu¢ao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Com w = (1,0) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradiﬁ)

10.9
0.8

0.7
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ep ety
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'y ” ¢
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0.5

0.4

0.3
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Figura 4.43: Solugao do prob. III pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

rot
ity
AL
T,
1;,'4,,?‘
Lryt

Figura 4.44: Solugao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (1,0).

Para estudar o efeito da alteragao do campo de velocidades, utiliza-se agora v/ = (0, 1).
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Com nz = ny = 20:

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)

1.2
.55
0.8
: 0.6
o 0.4
1 0.2
0.5
0.5
0
Y 0 0 s

Figura 4.45: Solugao do prob.a III pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

-

Uz, y)

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.46: Solucao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (0,1).
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Com @ = (0,1) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrad@

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 4.47: Solugao do prob. III pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

[’T(ms f)")

Figura 4.48: Solugao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (0,1).
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Com @ = (0,1) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradiﬁ)

10.9

10.8

AR
AR AR
AN

%
¥ AR Ry W
IR 10.7
A ‘t:“n\". AR z

Ay

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 4.49: Solugao do prob. III pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)
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Figura 4.50: Solugao do prob. III pelo MDF upwind. @ = (0,1).

Por meio das Figuras 4.39 a 4.50, é possivel notar que independentemente de qual
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campo de velocidade é aplicado, @ = (1,0) ou @ = (0, 1), tem-se um caso de convecgao
dominante, uma vez que foi possivel constatar a presenca de oscilagoes espirias nos re-
sultados apresentados pelo MDF centradas. Entretando, com o refino da malha nota-se
a diminuicao do tamanho e ocorréncia destas, aproximando-se do resultado desejado, de

forma que para nz = ny = 60 o resultado apresentado nao contem oscilagoes (Figuras

4.43 e 4.49).

Por outro lado, o MDF upwind apresentou para todos os tamanhos de malha utilizados
solugoes suaves para os campos de velocidades considerados. Sendo assim, o método
mais indicado para a solucao deste problema, uma vez que o custo computacional para a

obtengas de uma solucao suave é menor.

4.2.5 Problema IV

Para o quarto problema, foram mantidos os valores de zero para as condicoes de
contorno utilizadas no problema III. Foram também mantidos os campos de velocidade
W= (1,0) e w = (0,1),e k =10"% (P, = 100). Entretanto o termo fonte utilizado ¢ dado

por uma fun¢ao Guassiana f(x,y) tal que:

f(:c,y) _ AefB[(sz.E))er(ny‘S)z] (4.26)
1
1

o =0.05 (4.29)
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Com @ = (1,0) e malha nz = ny = 20:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Figura 4.51: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.52: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Com @ = (1,0) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Figura 4.53: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.54: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Com w = (1,0) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Figura 4.55: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.56: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Alterando o campo de velocidades @ de maneira que @ = (0, 1) e malha nz = ny = 20:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Figura 4.57: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.58: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (0, 1).
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Para @ = (0,1) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Ulz,y)

Figura 4.59: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.60: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (0, 1).
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Para @ = (0,1) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Figura 4.61: Solugao do prob. IV pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.62: Solugao do prob. IV pelo MDF upwind. @ = (0, 1).
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Para este problema IV, novamente é visto que tem-se convec¢ao dominante para ambos
os campos de velocidades empregados, uma vez que sao vistas oscilagoes espirias proximas
surgindo no sentido de deslocamento. Repete-se para o MDF' centradas a tendéncia de
suavizacao da solugao conforme a malha utilizada é refinada, de forma que para nxr =

ny = 60 nao sao notadas oscilacoes no panorama da solugao.

Entretanto para nz = ny = 20, o MDF upwind ja apresentava um resultado numérico
suave e sem oscilagoes espurias. Assim, considerando novamente o esforco computacional
necessario para se alcancar panoramas de solucoes satisfatorias por ambos os métodos, o

MDF wupwind é o recomendado.

4.2.6 Problema V

O problema V consiste em uma modificacao do anterior, sendo usada agora uma func¢ao
Gaussiana conforme mostrado pelas Equagoes 4.30 a 4.33 abaixo. Pode ser percebido
que tem-se o = 0.01, desta forma é obtido uma curva com gradiente maior ao redor
do ponto méximo, sendo assim mais propicio ao surgimento de oscilagoes espirias. Os
demais parametros de estudo foram mantidos, com @ = (1,0) e w = (0,1), e k = 1072
(P, = 100).

flz,y) = Ae—Bl(z—05)>+(y—0.5)%] (4.30)
1

A= 5o (4.31)
1

o =0.01 (4.33)
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Com @ = (1,0) e malha nz = ny = 20:

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Diferengcas Centradas)
— 0.14

10.12
0.15 <

7 0.1

0.08

0.06

Uz,y)

0.04

0.02

Figura 4.63: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)

0.15 <

0.08

U(z,y)

0.06

0.04

0.02

Figura 4.64: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Para @ = (1,0) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Ulz,y)

Figura 4.65: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

12 -

Ulz,y)

Figura 4.66: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Com o = (1,0) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

116

20 - 14

g 12

10

Figura 4.67: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (1,0).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

15 4

Ulz,y)

Figura 4.68: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (1,0).
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Para @ = (0,1) e malha nz = ny = 20:

Solucao da equacgao difusiva-convectiva (Diferengcas Centradas)
— 0.14

10.12
0.15 <

7 0.1

0.08

Uz,y)

0.02

=]

Figura 4.69: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)

0.15 <

0.08

U(z,y)

0.06

0.04

0.02

Figura 4.70: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (0,1).
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Com @ = (0,1) e malha nz = ny = 40:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

Ulz,y)

Figura 4.71: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

410
-9
12
-8
b 7
= 6
)
= 5
4
5
2

Figura 4.72: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (0,1).
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Por fim, @ = (0,1) e malha nz = ny = 60:

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

116

20 - 14

g 12

= 10

Figura 4.73: Solugao do prob. V pelo MDF centradas. @ = (0, 1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

15 4

Ulz,y)

Figura 4.74: Solugao do prob. V pelo MDF upwind. @ = (0,1).
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Conforme analisado através das Figuras 4.63 a 4.74, percebe-se que a funcao Guassiana
com maior gradiente na regiao préxima ao seu centro, favorece o surgimento de oscilagoes
espurias, como ¢ visto nos resultados fornecidos pelo MDF centradas. E para este método
a presenca de oscilagoes proximas a condi¢ao de contorno que vai de encontro a direcao

do campo de velocidade, assim como nas adjacéncias do topo da curva.

Mais uma vez, com o refino da malha é constatado que o panorama apresentado pelo
MDF centradas nao apresenta oscilagoes (Figura 4.73).Por outro lado, o MDF upwind
apresenta solucoes suaves para todos os tamanhos de malha utilizados, entretando apre-

senta também maior difusao numérica.

4.2.7 Problema VI

Para o problema VI serd mantida a mesmas condi¢oes de contorno do anterior, assim
como a mesma funcao Gaussiana representada pela Equacgao 4.30, considerando o =
0.01. Entretanto o campo de velocidades considerado sera variavel dentro do dominio, de
maneira que @ = (y, —z). Ja o coeficiente de difusividade sera k = [10~! 1072 1072 1079,

com uma malha nzr = ny = 60.
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Para 10~

Solugdo da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrada_s.)
15
14.5
4 4

3.5

Figura 4.75: Solugao do prob. VI pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.76: Solucao do prob. VI pelo MDF upwind. @ = (y, —x).
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Para 1072:

Solugdo da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrada_s)

Figura 4.77: Solugao do prob. VI pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

20

Ulx,y)

Figura 4.78: Solu¢ao do prob. VI pelo MDF upwind. @ = (y, —x).
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Para 1073:

Solugdo da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centrada_s.)

60

40

20 4

(z,y)

Figura 4.79: Solugao do prob. VI pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

30

Ulx,y)

Figura 4.80: Solugao do prob. VI pelo MDF upwind. @ = (y, —x).
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Por fim, para 107¢:

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas)

- 250
300 - 4 200
200 & 150
"‘:-:‘\ 100 100
E/ 04
50
-100
0
-200 J
1
1 -50
0.5
05 -100
Y 0 o x

Figura 4.81: Solugao do prob. VI pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

40 -

Figura 4.82: Solugao do prob. VI pelo MDF upwind. @ = (y, —x).
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Observa-se que conforme o coeficiente difusivo é reduzido, o panorama do problema
se torna dominado pelo fenémeno convectivo e desta forma tem-se uma concentragao
maior de U na direcao do fluxo de velocidade circular imposto. Nota-se também que
para k = 1072 o MDF centradas apresenta algumas oscilacoes esptrias, ja para k = 1076
o panorama esta povoado de oscilagoes, sendo coerente com esperado de acordo com a

literatura, [2].

4.2.8 Problema VII

O cenério do problema VI foi constituido de maneria que se possa analisar a ocorrén-
cia ou nao de oscilagoes espirias com a variacao com campo de velocidade W, e com o
surgimento destas, como seu panorama se altera. Para isso é fixado novamente um valor
para o coeficiente de difusividade de k = 1072, termo fonte f = 0, malha nax = ny = 40
e campos de velocidade tais que w = (1,—1), &/ = (1,-2) e &/ = (2,—1). Por fim, as
condigoes de contorno foram definidas da seguinte forma, explicitas pelas Equagoes 4.34

a 4.41 abaixo.

(U(2,0)=0 Yae [0,1] (4.34)
Ulz,1)=1 Yze [0,1] (4.35)
U(l,y)=0 Yye [0,1] (4.36)
U(0,y)=0 Yye [0,0.6] (4.37)
U@O,y)=y—0.6 Yyec [0.6065 (4.38)
U(0,y) = 18(y — 0.65) + 0.05 ¥y e [0.65,0.70] (4.39)
U0,y) = (y —0.70) +0.95 ¥V y € [0.70,0.75] (4.40)

LU(0,y) =1 Vye [0.75,1] (4.41)
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Para @ = (1,-1) (P, = 100):

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

1.2
1
0.8
i 3
=
— 0.6
)
0.4
0.2
0

Figura 4.83: Solugao do prob. VII pelo MDF centradas. @ = (1, —1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

= e
1 B o, .':‘: - ":::1-:5‘:;-;:“‘%:‘ = 10.8
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Figura 4.84: Solugao do prob. VII pelo MDF upwind. @ = (1, —1).
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Para o = (1, —2) (P.,; = 100 e P, = 200):

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)
1.6

11.4

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 4.85: Solugao do prob. VII pelo MDF centradas. @ = (1, —2).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)

W‘““ " "3 : .’:550 5 "‘*’t“

0 96%% X

”" "‘f'ﬁ’ffﬂﬁ”" X
X -mﬂowu

Figura 4.86: Solugao do prob. VII pelo MDF wpwind. @ = (1, —2).
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Para o/ = (2,—1) (P,; =200 e P, = 100):

Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas)

1.4
12
1

=

b 0.8
pa——
o

0.6

0.4

0.2

Figura 4.87: Solugao do prob. VII pelo MDF centradas. @ = (2, —1).

Solugao da equacgao difusiva-convectiva (Upwind)
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Figura 4.88: Solugao do prob. VII pelo MDF upwind. @ = (2, —1).
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Conforme pode ser observado nas Figuras 4.83 a 4.88, o MDF wupwind apresentou
solugoes numéricas suaves, ja o MDF centradas produz oscilagoes espurias para todos os
campos de velocidades aplicados. Ainda, pode se notar como o comportamento destas

oscilagoes se modifica em cada caso.

Considerando @ = (1, —2), tem-se uma distribui¢do das oscilagbes mais concentradas
na diregao y, ja que é onde o campo de velocidade possui o maior médulo. Por outro lado,
com W = (2,—1), é percebido maior concentragao de oscila¢oes na diregdo x. Assim, tem-
se que para casos de convec¢ao dominante, as oscilagoes espiirias tendem a se concentrar

na direcao de maior médulo no campo de velocidade.

4.2.9 Problema VIII

O oitavo problema analisado contém as mesmas condi¢oes de contorno do problema
anterior, dada pelas Equacoes 4.34 a 4.41. O coeficiente difusivo considerado ¢ k = 1072,
ja o campo de velocidade adotado é W = (y, —z), de forma que, diferentemente dos outros
cendrios, o valor da velocidade mude de acordo com a posi¢ao dentro do dominio. Por
fim, as malhas consideradas sao nx = ny = 20, nx = ny = 40 e nz = ny = 60, para
que se possa observar como a solucao se altera com o refino da malha. Abaixo podem ser

vistos as solugoes numeéricas obtidas, representas pelas Figuras 4.89 a 4.94.
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Considerando uma malha nx = ny = 20:

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferencas Centradaﬁ)

U(x,y)

Figura 4.89: Solugao do prob. VIII pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.90: Solu¢ao do prob. VIII pelo MDF upwind. @ = (y, —x).
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Refinando a malha, de forma que nx = ny = 40:

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferencas Centradaﬁ)

0.9

0.8

0.7

— ——

————

Figura 4.91: Solugao do prob. VIII pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.92: Solugao do prob. VIII pelo MDF wupwind. @ = (y, —x).
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Por fim, com nx = ny = 60 tem-se:

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferencas Centradaﬁ) :

Figura 4.93: Solugao do prob. VIII pelo MDF centradas. @ = (y, —z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

40.9
10.8

=1 0.7

Figura 4.94: Solugao do prob. VIII pelo MDF wupwind. @ = (y, —x).
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Para este problema, é possivel constatar a presenca de oscilagoes espirias para o
MDF centradas (Figuras 4.89 e 4.91, tendo assim um cenario de convecgao dominante.
Novamente o MDF upwind apresentou solucoes suaves para as trés configuragoes de malha

estudadas.

Considerando as Figuras 4.93 e 4.94, percebe-se que conforme a malha se torna mais
densa em relagao ao namero de noés, a solugao apresentada pelo MDF centradas se torna
mais suave, até que a solucao apresentada por nz = ny = 60 se mostra livre de oscilagoes,
com um panorama similar ao apresentado pelo MDF wupwind. Ainda, pode se notar
que a solucao apresentada nesse caso pelo MDF wupwind indica maior difusao numérica,

evidenciada pela grande suavizacao da solucao.

4.2.10 Problema IX

Para o nono e altimo problema estudado para o caso bidimensional foi escolhido um
cenario no qual nao hé camadas-limite na solucao, de forma que para este foi definido
um dominio (—0.5 < z < 0.5,—0.5 < y < 0.5), o campo de velocidades é difinido como
W = (—y,x), a condigdo de contorno é zero ao redor de todo o dominio, ja o coeficiente
difusivo é dado por k = 1071%. Para este estudo foi também imposta a condicao interna
dada pela fungao seno f(0,y) = sin(2ry)Vy € [—0.5,0]. Mais uma vez, foram utilizados

as malhas quadradas de tamanhos nz = ny = 20, nx = ny = 40 e nx = ny = 60.
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Considerando nx = ny = 20:

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Diferencas Centradas) :

(z,y)

Figura 4.95: Solugao do prob. IX pelo MDF centradas. @ = (—y, z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

Figura 4.96: Solucao do prob. IX pelo MDF upwind. @ = (—y,x).
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Utilizando nx = ny = 40:

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) :

410.9

Figura 4.97: Solugao do prob. IX pelo MDF centradas. @ = (—y, z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

40.9

B 0.7

Figura 4.98: Solugao do prob. IX pelo MDF wupwind. @ = (—y, z).
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Ja com nx = ny = 60 tem-se:

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferencas Centradaﬁ) :
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Figura 4.99: Solugao do prob. IX pelo MDF centradas. @ = (—y, z).

Solucao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)

-‘o nﬂ f 4'

Figura 4.100: Solugao do prob. IX pelo MDF upwind. @ = (—y, z).
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Para este problema pode-se perceber que as solugoes apresentadas pelo MDF upwind
apresentam grande dispersao numérica, constatada pelo degrau proximo a condicao in-
terna imposta. Analiando as Figuras 4.96, 4.98 e 4.100 é visto que para as malhas utili-
zadas, a diferengas notada proximo de y € [—0.5,0] é que o degrau diminui com o refino

da malha, mas nao é eliminado.

Em contraste, as solugoes obtidas com o MDF centradas apresentaram um panorama
coerente com o esperado, sem a presenca de tal degrau. Isso se deve a tendéncia do MDF
upwind de suavizar as solugoes, que neste caso resultou em uma diferenca significativa em

relagao ao que era esperado.

4.3 Esforco computacional

Para a abordagem dos problemas aqui escolhidos, foi utilizado um computador equi-
pado com um processador Intel® core i7-8565U e 16GB de memoéria RAM. Para esta
configuragao, os tempos de processamento nao ultrapassaram 1 segundo, para ambos os

métodos.

Testes de estresse foram realizados, nos quais o ntimero de nés presentes na malha foi
progressivamente aumentado. Assim, para uma malha bidimensional com 3000 nés em
cada eixo, com uma matriz de coeficientes de tamanho 9.10° x 9.10°, a memoria disponivel
nao foi suficiente para a resolucao do problema e o programa abortou a execugao do

algoritmo, apos 249 segundos.
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Conclusao

Conforme foi verificado com este trabalho, os algoritmos elaborados para a producao
de solucoes numéricas para os métodos de diferencas finitas centradas e upwind foram
capazes de fornecer panoramas coerentes com o esperado para os casos de estudo bidi-
mensionais e unidimensionais. Para este tltimo, o erro maximo obtido foi satisfatorio,

validando assim a metodologia usada.

Para os problemas que possuem camadas-limites em suas solugoes, a formulacao cen-
trada apresenta oscilagoes espirias, resultantes da instabilidade que surge quando sub-
metido & um cenario de conveccao dominante. Neste contexto, percebe-se que o refino
da malha tende a reduzir o nimero de oscilagoes percebidas. Entretanto, o aumento do
mumero de nés na malha, principalmente para os casos bidimensionais, tende a aumenar

o uso de memoria e tempo de processamento, recursos estes escassos.

Ainda, mesmo nas malhas mais refinadas produzidas neste estudo foram observadas
oscilacoes esptirias quando o coeficiente difusivo utilizado é inferior & 1073, Neste contexto,
a formulacao upwind se mostrou estavel, uma vez que nao apresentou oscilagoes espurias

para os problemas contendo camada-limite interna ou externa.

Por outro lado, por ser um método estabilizado, o MDF wupwind induziu excessiva
suavizagao para os problemas aqui abordados. Prejudicando assim, a precisao da solugao

obtida, para solu¢oes com ou sem camada-limite.

Ja para os problemas com solugoes sem camadas-limite, a formulagao centrada é mais
precisa que o upwind. Com o MDF centradas apresentando um erro méximo na ordem de
107 para o problema unidimensional aplicado, e um panorama livre de oscilacoes para o

problema IX.

Por fim, constata-se que para a obtencao de solucoes estaveis, livres de oscilacoes, para
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problemas difusivos-convectivos nos quais existe dominancia da convec¢ao, o MDF upwind
apresenta melhor desempenho quando comparado & formulacao centrada. Entretanto,

deve-se levar em consideragao a difusao numérica introduzida na solugao.

Ainda, em futuros estudos seria interessante a implementacao de uma metodologia
upwind de segunda ordem, com objetivo de atenuar o efeito de suavizagao numeérica que é
caracteristica do método. Assim como a comparacao desta com formulagoes de elementos

finitos e volumes finitos.
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