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Resumo

Na industria de 6leo e gés os mecanismos de producao naturais permitem recuperar
em média de 20 a 40% do 6leo total contido no reservatério. Em vista disso, métodos de
recuperacao secundéria e avancada sao utilizados visando uma maior recuperacao de 6leo
e/ou a manutencao da pressao do reservatorio. Os métodos de inje¢ao imiscivel de dgua e
injecao imiscivel de gas sao os mais empregados na recuperacao secundaria. Na recupera-
¢ao avancada de petroleo, alguns métodos utilizam solucgoes surfactantes, alcalinas ou com
polimeros, que podem fornecer ao fluido injetado um comportamento nao-Newtoniano. A
consideragao de uma fase nao-Newtoniana no processo de deslocamento dos fluidos so-
mada aos efeitos gravitacionais, heterogeneidade e anisotropia do reservatorio fornece
desafios adicionais durante o emprego dos métodos de recuperagao. A grande recorréncia
na utilizacao de tais métodos se torna motivacao para a realizacao de diversos estudos
voltados para a simulacao de escoamento de fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos em
meios porosos. Isto posto, a presente pesquisa se propds ao estudo de um modelo mate-
matico e computacional para escoamento bifasico imiscivel em meios porosos heterogéneos
considerando o efeito gravitacional e a presenca de fase nao-Newtoniana do tipo plastico
de Bingham, baseado em uma extensao do modelo de Buckley-Leverett. Para obtencao
das solugoes aproximadas, foram implementados os esquemas numéricos de Lax-Friedrichs
classico e um novo esquema Lagrangeano-Euleriano desenvolvido por Sepulveda (2015).
Os esquemas foram estendidos para serem capazes de solucionar problemas com funcoes
de fluxo descontinuas em relagao a variavel espacial que surgem em virtude da hetero-
geneidade do meio poroso. As solug¢oes numéricas obtidas foram comparadas com as
solugoes analiticas determinadas através de uma extensao da construcao geométrica de
Oleinik para fungoes de fluxo descontinuas apresentada por Kaasschieter (1999). As so-
lugoes consistiram na combinacao de ondas de choque e rarefacao, com a presenca de
um choque estacionario no ponto de descontinuidade da variavel espacial que surge em
decorréncia da funcao de fluxo descontinua. Os resultados numéricos se mostraram sa-
tisfatorios quando comparados com as solugoes analiticas, e foi possivel constatar que o
esquema Lagrangeano-Euleriano forneceu resultados mais acurados em relagao esquema
de Lax-Friedrichs.



Abstract

In the oil and gas industry, natural production mechanisms allow for the recovery
of an average of 20 to 40% of the total oil contained in the reservoir. In view of this,
secondary and enhanced recovery methods are employed to achieve a higher oil recovery
and /or reservoir pressure maintenance. The most commonly used methods in secondary
recovery are waterflooding and gas injection. In advanced oil recovery, some methods
utilize surfactant, alkaline, or polymer solutions, which can impart non-Newtonian beha-
vior to the injected fluid. Considering a non-Newtonian phase in the fluid displacement
process, along with the effects of gravity, reservoir heterogeneity, and anisotropy, presents
additional challenges during the implementation of recovery methods. The widespread
use of such methods motivates numerous studies focused on simulating the flow of New-
tonian and non-Newtonian fluids in porous media. Against this backdrop, this research
aimed to study a mathematical and computational model for immiscible biphasic flow
in heterogeneous porous media, considering the gravitational effect and the presence of
a non-Newtonian plastic Bingham-type phase, based on an extension of the Buckley-
Leverett model. To obtain approximate solutions, the classic Lax-Friedrichs scheme and
a new Lagrangian-Eulerian scheme developed by Sepulveda (2015) were implemented.
The schemes were extended to solve problems with discontinuous flow functions in the
spatial variable arising from the heterogeneity of the porous medium. The numerical
solutions obtained were compared with analytical solutions determined through an ex-
tension of Oleinik’s geometric construction for discontinuous flux functions presented by
Kaasschieter (1999). The solutions consisted of a combination of shock and rarefaction
waves, with the presence of a stationary shock at the point of discontinuity in the spa-
tial variable resulting from the discontinuous flux function. The numerical results proved
to be satisfactory when compared to the analytical solutions, and it was observed that
the Lagrangian-Fulerian scheme provided more accurate results compared to the Lax-
Friedrichs scheme.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Na industria petrolifera a producao de 6leo e gas é planejada para ocorrer de maneira
natural (por surgéncia), ou seja, para se utilizar inicialmente a energia primaria do reser-
vatorio como mecanismo de producao. Os mecanismos naturais utilizados na recuperacao
de petroleo incluem: mecanismo de capa de gas, gas em solugao, influxo de dgua, meca-
nismo de expansao de fluido e rocha e drenagem gravitacional. No entanto, a utilizacao
desses mecanismos s6 permite a recuperagao de em média 20 a 40% do petréleo total
contido no reservatorio, podendo alcancar valores de até 75% dependendo do mecanismo
de producao [3, 4, 24|. Sendo assim, para que se possa recuperar uma maior quantidade
de 6leo/gas ¢ necessaria a utilizagdo de outros métodos em etapas posteriores, tais como
os métodos de recuperagao secundarios e os terciarios que sao atualmente denominados

como métodos de recuperagao avangada ou em inglés Enhanced Oil Recovery (EOR) [4].

Na recuperacao secundéria, o foco é mantido na manutenc¢ao da energia do reservato-
rio. Os métodos mais utilizados na recuperagao secundéria sao: injecao imiscivel de agua
e inje¢ao imiscivel de gas. No primeiro, d4gua € injetada no reservatorio de forma a promo-
ver o seu deslocamento (Fig. 1.1), enquanto no segundo o gas ¢ injetado na capa de gas
do reservatorio. Ja a EOR, inclui todos os métodos dirigidos para extrair o petréleo nao
recuperavel nas duas primeiras etapas de produgao, que podem ser categorizados como

térmicos, quimicos, microbiolégicos e misciveis [4].

Uma gama de fluidos utilizados na EOR, como solu¢des compostas por surfactantes,
polimeros ou solugoes alcalinas, podem fornecer aos fluidos um comportamento reolé-

gico caracteristico de um fluido nao-Newtoniano. Em paralelo, 6leos altamente densos e
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viscosos, também podem exibir um comportamento nao-Newtoniano [10].

POGO DE POGO DE
INJEGAO PRODUGAO
i- i-
[ ]
ool

Figura 1.1: ITlustragao do método de injecao de agua.

Uma expressiva parcela dos fendmenos fisicos presentes nos processos de recuperagao
de petréleo mencionados anteriormente podem ser descritos através de leis de conservacao.
Uma lei de conservagao pode ser expressa como um sistema de Equacoes Diferenciais
Parciais (EDP’s), que ¢ capaz de descrever a natureza fisica da conservagdo de uma
determinada quantidade ou grandeza conservada. Em virtude disso, uma variedade de
modelos matematicos tem sido sugerida para o estudo de escoamentos em reservatorios

de petroleo.

Entre os modelos matematicos que possuem relevancia e aplicagao na recuperagao
de petroleo, é possivel mencionar o modelo de Buckley-Leverett. Ele consiste em um
modelo matemético baseado em uma lei de conservagao hiperboélica capaz de descrever
o deslocamento imiscivel de fluidos em meios porosos. A titulo de exemplo, é possivel
citar a aplicagao do método de injecao imiscivel de dgua em reservatorios de petroleo.
Em adicao, extensoes do modelo de Buckley-Leverett para fluidos nao-Newtonianos tém
sido propostas por diversos autores, como Salman et al. (1990) e Wu et al. (1992).
Tais modelos sao capazes de descrever a dependéncia da tensao de cisalhamento na taxa
de cisalhamento no escoamento de fluidos em meios porosos. Ademais, extensoes para

escoamento de fluidos em meios porosos heterogéneos também tém sido cada vez mais
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estudadas ao longo dos tltimos anos.

No entanto, alguns desses modelos fisico-mateméticos sao baseados em equagoes que
apresentam solugoes nao triviais, como o surgimento de choques por exemplo, ou ainda
nao possuem solucao analitica. Dessa forma, a utilizacao de métodos numéricos se torna
um caminho desejavel para obtencao das solucoes do problema de interesse, pois os mé-
todos numéricos permitem a resolucao dos problemas através da utilizagao de algoritmos

matemaéticos e auxilio de computadores.

Para que se possa realizar a avaliagao numérica de EDP’s é necessario um processo
de discretizagao, que consiste em dividir o dominio espacial e temporal em uma malha
discreta, transformando a EDP em sistema de equacoes algébricas capazes de serem solu-
cionados computacionalmente. As classes de métodos de discretizacao para EDP’s mais
conhecidas sao: Método das Diferengas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos
(MEF) e o Método dos Volumes Finitos (MVF) e a aplicabilidade de cada um desses

métodos varia de acordo com o problema ou fenémeno fisico estudado [18|.

Em problemas que possuem solugoes descontinuas é esperada que uma discretizagao
por diferencas finitas de uma EDP seja inapropriada, pois ela assume que a solugao varia
suavemente entre os pontos da malha, uma vez que ela é baseada em aproximagoes que
envolvem o célculo de derivadas em pontos proximos [15]. Sendo assim, se as solugoes
descontinuas para as leis de conservacao forem obtidas através de métodos classicos de-
senvolvidos sobre a hipoétese de existéncia de solugoes suaves, os resultados numéricos nao
serao satisfatérios, o que motiva o desenvolvimento de métodos que sejam apropriados

para resolucao dessa classe de problema [15].

Dentre os métodos existentes para leis de conservagao com base em diferengas fini-
tas, é possivel citar alguns em destaque como: Godunov, Lax-Wendroff, MacCormack
e Lax-Friedrichs. Cada um deles, possui caracteristicas especificas, tais como, acuracia,
estabilidade, discretizagao espacial /temporal e complexidade de implementacdo e devem
ser utilizados com cautela, pois suas limitagoes devem se adequar ao tipo de problema
analisado. Sendo assim, o entendimento, desenvolvimento, estudo e aplicacao dos mé-
todos numéricos tém se tornado cada vez mais objeto de interesse entre a comunidade

cientifico-tecnologica[15].
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1.2 Objetivos

De maneira geral o presente trabalho possui o objetivo de realizar estudos sobre o
escoamento de fluidos ndo-Newtonianos do tipo plastico de Bingham [8] em meios porosos
heterogéneos sob influéncia da gravidade por intermédio da utilizacao da extensao da
construgao geométrica de Oleinik [15] para obtencao das solugoes analiticas, bem como a
utilizagao dos esquemas numeéricos por diferencas finitas Lax-Friedrichs e Langrangeano-

Fuleriano para obtengao das solucoes numéricas.

Isto posto, seguem os seguintes objetivos especificos:

e Realizar a revisao bibliogréfica teoérica sobre leis de conservacao escalares;

e Realizar a revisao bibliografica acerca da reologia dos fluidos Newtonianos e nao-

Newtonianos;

e Abordar a tedria de escoamento bifasico imiscivel em meios porosos homogéneos e

heterogéneos para fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos;

e Abordar os esquemas numéricos para leis de conservacao escalares hiperbolicas do

tipo diferencgas finitas: Lax-Friedrichs e Langrangeano-Euleriano;

e Realizar a implementacio de um algoritmo na linguagem do programa MATLAB®
[19] para resolu¢ao numérica e analitica de problemas hiperbolicos com dados cons-
tantes por partes (problemas de Riemann) com fungdes de fluxo continuas e desconti-
nuas através dos esquemas: Lax-Friedrichs e Langrangeano-Euleriano e da extensao

da construgao geométrica de Oleinik, respectivamente;

e Efetuar a validacao do algoritmo desenvolvido por meio de soluc¢oes de referéncia da

literatura;

e Desenvolver anélises numéricas para o escoamento vertical de fluidos nao-Newtonianos
em meios porosos heterogéneos através da extensao da equacao de Buckley-Leverett

para fluidos nao-Newtonianos do tipo pléastico de Bingham:;
e Comparar as solucoes numéricas obtidas com as solucoes analiticas;

e Comparar as solugoes numéricas obtidas através do esquema de Lax-Friedrichs com

as obtidas por meio do esquema Langrangeano-Euleriano.
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1.3 Estrutura do Trabalho

A estrutura geral do trabalho foi segregada em 6 capitulos. No capitulo 1 foi apresen-
tada a contextualizagao do trabalho, ou seja, a motivacao para o tema da pesquisa com
base em problemas reais com aplicacao na engenharia de petréleo, as principais ferramen-
tas matemaéticas e numéricas utilizadas na simulacao dos fenémenos fisicos associados ao

problema proposto, bem como os objetivos gerais e especificos.

O capitulo 2 aborda conceitos basicos acerca das leis de conservacao escalares e sao
expostos os principais topicos relacionados a teoria das leis de conservacao, tais como:
problema de Riemann, formulacao fraca, formacao de ondas de choque e rarefacao, con-
digoes de entropia, fungoes de fluxo convexas e nao-convexas e construcao geométrica de
Oleinik.

Ja no capitulo 3, sao descritos os conceitos fundamentais da reologia dos fluidos,
exemplificando as principais distin¢oes entre os fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos.
Em paralelo, é realizada também uma breve abordagem sobre a lei de Darcy para fluidos
Newtonianos e nao-Newtonianos do tipo plastico de Bingham. Além disso, sao discorri-
das as equagoOes que constituem o modelo para escoamento bifasico imiscivel de fluidos
Newtonianos e nao-Newtonianos em meios porosos homogéneos e heterogéneos sob acao

da gravidade.

No capitulo 4 sao apresentados dois esquemas numéricos por diferencas finitas para
resolugdo de problemas hiperbolicos baseados em leis de conservagao (Lax-Friedrichs e
Langrangeano-Euleriano). Na sequéncia, sao mostradas as extensoes dos esquemas nu-

méricos para resolucao de problemas com funcgoes de fluxo descontinuas.

2

O foco do capitulo 5 é a apresentacao dos resultados numéricos e analiticos obti-
dos para o modelo matematico aqui considerado, bem como exemplificagoes numéricas e

analiticas para validacao do algoritmo implementado.

Por fim, no capitulo 6 é realizada uma sintese do contetido e das analises desenvolvidas
ao decorrer do trabalho de forma a elucidar os resultados obtidos e principais dificuldades
encontradas. Em acréscimo, sao relatadas as possiveis melhorias a serem implementadas

na pesquisa e algumas sugestoes para desenvolvimento em trabalhos futuros.



Capitulo 2

Leis de Conservacao Escalares e So-
lucao Analitica

Conforme exposto em LeVeque (2013), uma lei de conservagao pode ser expressa para
um caso unidimensional como um sistema de equagoes diferenciais parciais da seguinte

forma:

Ou | Of (w)

ot ox

—0, (2.1)

onde u: R x R™ — R™ é um vetor m-dimensional de certas quantidades conservadas ou
um estado de variaveis, como massa, quantidade de movimento e energia e f(u) é uma

funcao de fluxo para um determinado sistema de leis de conservagao, sendo f: R"™ — R™.

2.1 Leis de Conservacao Lineares

Uma série de fenémenos fisicos podem ser modelados através de sistemas hiperbolicos
de equagoes diferenciais parciais. Em geral, muitos problemas existentes sao dependentes
do tempo, o que significa que nesses casos a solugao depende tanto do tempo quanto de

uma ou mais variaveis espaciais [13].

Em uma tnica coordenada espacial, um sistema de equagoes diferenciais parciais

homogéneo de primeira ordem em z e t tem a seguinte forma:
ug(x,t) + Aug(z,t) =0, (2.2)

onde A é uma matriz real constante m x m. Um caso particular pode ser considerado
quando m for igual 1, o que reduz a matriz A para um valor escalar. FEste serd um

problema hiperbélico desde que o escalar A seja real. A partir desta equagao é possivel
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modelar o transporte advectivo de substancias, ou seja, é possivel modelar o fenémeno de

carreamento de uma substancia em decorréncia do movimento de um determinado fluido.

Neste contexto, toma-se como exemplo o carreamento de um dado contaminante que
estd sendo advectado por algum fluido que estda escoando em um tubo unidimensional

com velocidade constante a conforme apresentado na Figura 2.1.

\J

Figura 2.1: Contaminante sendo carreado com o fluido em um tubo.

A concentragao ou densidade u(x,t) do contaminante satisfaz a seguinte equagao de

advecgao escalar:
w(x,t) + aug(z,t) =0, (2.3)
e admite solugoes da forma
u(z,t) = uo(x — at), (2.4)

para qualquer funcao ug(§).

De fato a lei de conservagao (2.3) é um problema linear com fluxo f(u) = au. Contudo,
diversos outros problemas fisicos dao origem a leis de conservacao em que f(u) é um fungao

nao-linear de w.

2.2 Leis de Conservacao nao-Lineares

Conforme mencionado anteriormente f(u) pode ser uma fungao nao-linear de u e nesse
caso a quantidade conservada/solugdo nao é mais transportada de maneira uniforme. Em
vez disso, a solucao deforma & medida que evolui no tempo, possibilitando o surgimento
de ondas de choque em locais onde a solugao é descontinua. Em casos nao-lineares, é

possivel ainda escrever a lei de conservagao (2.1) na sua forma quasi-linear a partir da
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diferenciagao da fungao de fluxo f(u) obtendo

ug + f'(u)u, = 0. (2.5)

A partir da forma quasi-linear é possivel determinar as caracteristicas da equacao.
Contudo, equacoes desta forma devem ser abordadas com cuidado, pois a maioria dos
problemas hiperbolicos nao-lineares fisicamente relevantes surgem de leis de conservacao

integrais, o que torna preferivel a utilizacao da equagao na sua forma conservativa.

Definigao 2.2. As curvas caracteristicas sao curvas no plano x —t que representam como

a informacao é transportada no dominio de solu¢cao de uma equagao diferencial.

Como exemplo de lei de conservagao escalar com funcao de fluxo nao-linear é possivel

citar a equacao de Burgers inviscida que apresenta uma funcao de fluxo quadratica

up + <%U2)x =0. (2.6)

Exemplo 2.2. Equagao de Burgers inviscida (Eq. 2.6).

De maneira preliminar, seja assumido f € C?, f” > 0, e

1, se x <0,
u(r)=<91—z, sel<z<l, (2.7)
0, se 1 <ux.

A equagao (2.6) em sua forma quasi-linear assume a forma
Uy + uug, = 0, (2.8)

e & possivel mostrar que em porgoes suaves da solucao o valor de u é constante ao longo

das caracteristicas viajando com velocidade wu.

A construgao da soluc¢ao da equagao (2.6) é dada na forma::

1, se x < t,
u(r,t) =9 (1—2)/(1—1t), set<x<1, (2.9)
0, se x> 1.

Na Figura 2.2(b) é possivel observar que as caracteristicas sdo retas que se intercep-
tam a partir de um tempo ¢ = 1, mostrando a existéncia de uma solucao descontinua. A

Figura 2.2(a) mostra que dada uma condigao inicial, a solugao se deforma com o tempo e
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quebra no tempo ¢t = 1 e forma uma onda de choque que se propaga com uma velocidade
caracteristica. O surgimento dessa onda de choque é decorrente da lei de conservagao es-
calar hiperboélica nao-linear e obedece uma condicao conhecida como: condigao de choque

de Rankine-Hugoniot, que sera abordada em topicos seguintes.

A "A Z

1
\
\
h \ (1 u(x, 1) 7

u

Y
Y

(@) (b)

Figura 2.2: Curvas caracteristicas e solucao da equagao de Burgers inviscida. Adaptado
de [25].

2.3 Formulacao Fraca e Choques

Conforme abordado em topicos anteriores, os sistemas fisicos descritos com base em
leis de conservagao podem apresentar solugoes descontinuas que diante de uma perspectiva
classica nao satisfazem as EDP’s em todos os pontos, uma vez que suas derivadas nao sao
definidas nas descontinuidades, o que implica a necessidade da utilizacao da solucao fraca,
que pode ser aplicada de forma geral para reescrever uma equacao diferencial parcial em
sua forma integral requerendo uma menor suavidade para que se possa definir a solugao
[15].

2.3.1 Lei de Conservacao de Massa

De forma a ilustrar um exemplo de lei de conservacao em sua forma integral, toma-se
o escoamento de um fluido com propriedades constantes em um tubo com area de se¢ao
transversal muito fina e constante de maneira a permitir uma anélise unidimensional
conforme apresentado na Figura 2.3. Seja u denotado como densidade, neste caso em
particular [M][L™'] e f o correspondente fluxo de massa. Em adicdo, seja f = f(u)

uma dada relacao constitutiva. A lei de conservacao pode ser expressa matematicamente
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através da realizacao do balanco de massa no volume de controle fornecendo a equagao

b
" e, t)dr +{ Fu.1) = flula,t) =0, (2.10)

para qualquer —oo < a < b <ooet > 0. Caso u e f sejam suaves, a lei de conservacao

Se resuine emm

/ab {u+ (Fw), }dz =0, (2.11)

e desde que isto se mantenha para qualquer a < b temos

ui + (f(u)), = 0. (2.12)

Defini¢ao 2.3.1 (Volume de Controle). Seja 2 C R" uma regiao do espago fixada

por qual o fluido atravessa é dito volume de controle.

Figura 2.3: Balan¢o de massa no volume de controle. Adaptado de [25].

2.3.2 Condicao de Choque de Rankine-Hugoniot

Como continuidade do tépico anterior, supoe-se agora que u seja descontinuo através
de uma curva suave z(t) e que a equagao diferencial se mantenha em ambos os lados

conforme ilustrado na Figura 2.4 [25].

Entao a partir da lei de conservacao integral (Eq. 2.10), tem-se

Ly d{x(t)w b<>}
— [ u(z,t)de = — / ux,td:v—i—/ u(x, t)dx
dt J, dt | Ja. (t)

=(t) dz b dz
_ ar — @ -
= /a wdx + % u(z(t)™,t) + /m(t) wpdx P u(z(t)™,t)

z(t) b d
= / wgdr + / wdr + —J;(ul — u,)
a z(t) dt

= fa_fl_fb‘i‘fr‘f‘i_::(’lll—ur).
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Figura 2.4: Curva de descontinuidade. Adaptado de [25].

Como consequéncia do principio da conservagao através do choque obtemos a condig¢ao

de choque de Rankine-Hugoniot:

_dx_fr_fl _[]
T i (2.13)

onde os subindices [ e 7 sdo notagoes abreviadas para left (esquerda) e right (direita) e
x(t)” e z(t)* sdo os limites pela esquerda e direita, respectivamente, e s é a velocidade

do choque.

Dessa forma, a condi¢ao de choque de Rankine-Hugoniot pode ser utilizada para
determinar a velocidade do choque em qualquer momento em termos dos estados w;(t)
e u,(t) imediatamente a esquerda e a direita do choque que, em geral, variam ambas
com o tempo. Contudo, para casos em especial como o problema de Riemann com dados

constantes por partes (u; e u,) o choque se propaga com velocidade constante.
Exemplo 2.3. Determinando a velocidade do choque.

Dando continuidade ao Exemplo 2.2 como uma solugao de choque com v; = 1 e u, =

Oemt =1, tem-se

1, <1,
u(z, 1) = e (2.14)
0, se x > 1,

e encontra-se a a velocidade do choque

de  [f] 1w —uwl u +uy
— — — = =, 2.1
T u] 2w, —y 2 (2.15)

N =
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Logo, para t > 1 deve-se definir:

wa 1) = {1, sex <1+0.5(t—1), (2.16)

0, sex>14+0.5(t—1).

Por fim, é possivel combinar matematicamente a condi¢cao de choque e a equagao
diferencial em uma tnica expressao, ou seja, a formulacao fraca da equacgao diferencial,
que pode ser obtida multiplicando a equacao diferencial por uma funcao teste suave W,
posteriormente integrar uma ou mais vezes em algum dominio e na sequéncia aplicar a
integracao por partes para mover as derivadas da funcao u para a funcao de teste suave,
fornecendo como resultado uma equagao que envolve menos derivadas em wu e, portanto,

requer menos suavidade.

Seja Q@ :=R xR" e ¥ € C3(Q), em que C; é um espaco de fungdes que sio continu-

amente diferencidveis com suporte compacto.

Multiplicando u; + f(u), = 0 por ¥(z,t) e integrando sobre o espago e o tempo,

tem-se:

/Q { W, + v (), }pdedt = 0. (2.17)

Integrando por partes a expressao resulta em:

/Q{u‘llt + f(u)\Ilz} dxdt = —/R\Il(x,O)uo(:p)dx. (2.18)

Definicao 2.3. Uma fungao mensuréavel limitada u é chamada de solugao fraca de um

dado problema P, com dados iniciais mensuraveis ug, se

/Q {U\Dt + f(u)\Ifx} dzdt + / U (z,0)ug(z)dz = 0

R

para todo ¥ € Cj(Q) que some identicamente para t e |z| muitos grandes, com Q :=
R x R*.
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2.4 Problema de Riemann e Rarefacao

O problema de Riemann é um problema de valor inicial com dados constantes por

partes que pode ser expresso da seguinte forma [15, 25]:

ug, se r <0,
u(z,0) =14 (2.19)
U, se x> 0.

A forma da solugao dependera dos valores de u; e u,.. Como exemplo, seja considerada
novamente a equacao de Burgers u; + uu, e o dados iniciais constantes da condicional
(2.19).

Caso I: u; > u,.

Neste caso ira existir uma tnica solugao fraca

uy, se x < st,
u(z,t) =14 (2.20)
Uy, S€ T > St,

onde

Upr + Uy

. (2.21)

U

T 1

F———————-
|
|

(a) (b)

Figura 2.5: Solugao de onda de choque e caracteristicas. Adaptado de [15].

Neste caso, a solugao sera uma onda de choque e em cada uma das regioes onde u é
constante, as caracteristicas entram no choque a medida que o tempo avanca, conforme

exemplificado na Figura 2.5.
Caso II: u; < u,.

Para este caso existirao uma infinidade de soluc¢oes fracas. A solugao apresentada na
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Figura 2.6 ¢ uma delas; uma descontinuidade que se propaga com velocidade s, porém, é
possivel observar que as caracteristicas estao saindo do choque e que esta solucao nao é
estavel mediante a pertubagoes, pois uma minima porcao de viscosidade adicionada muda
a solugao por completo. Logo, do ponto de vista fisico, esté solu¢ao nao possui significado

e portanto nao é a solugao entropica (fisicamente aceitéavel).

Uma outra possibilidade de solucao é

Uy, se x < wt,
u(z,t) = S z/t, sewut <x < ut, (2.22)
Uy, se r > u,t.

A solugao (2.22) é uma onda de rarefacao (Fig. 2.7) e estavel mediante a pertubagoes
e, portanto, é a solucao entréopica do problema. Essas ondas de rarefagao surgem de
modificagdoes no método das caracteristicas em regioes do plano z-t em que as curvas

caracteristicas nao estao definidas.

Considera-se novamente o Caso II em um dominio —oco < u; < u, < oo. De modo
inicial fornece-se um argumento intuitivo. Seja u = wu(z,t) que denota a unica solugao
entropica do problema de valor inicial em questao. Entao, para cada k > 0, as fungoes

escalares
ug(x,t) = u(kz, kt)
sao também solucoes entropicas do problema. Entao, a partir da unicidade,
u(z,t) = ug(x,t) = u(kx, kt) Yk >0eV(zr,t) € Q,
Logo,

1
u(:r;,%> =u(kz,1)Vk>0ez € R.

Como consequéncia, u deve ser da forma

u(z,t) =r(n) comn=uzx/t

De modo formal, isto fornece para r a seguinte equagao:

dr d , dr
—'r]d—n + d—nf(r) ={-n+ f'(r)} an 0 em R, (2.23)
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e as condi¢oes de contorno:

r(—oo) =w, 7r(+00) = 1u,. (2.24)

up

(a) (b)

Figura 2.6: Solugao nao-entropica. Adaptado de [15].
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Figura 2.7: Solugao de onda de rarefacao e caracteristicas. Adaptado de [15].

Definicao 2.4. A solugao do problema de valor de contorno (2.23) e (2.24) (em um senso

apropriado) é dita uma onda de rarefacao.

2.5 Condicoes de Entropia

Foi visto anteriormente que as solugoes fracas de problemas de valor inicial podem nao
ser unicas, apresentando multiplas solugoes possiveis, demandando assim uma condicao
adicional para determinar a solugao tunica entropica, ou seja, fisicamente aceitéavel. Para

essas condigoes dar-se o nome de condigoes de entropia [15, 20, 25].
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Condigao I (Condigao de Entropia de Lax) . Uma descontinuidade se propagando
com velocidade s dada pela condi¢do de choque de Rankine-Hugoniot (Eq. 2.13) satisfaz

a condicao de entropia se

() > s> f'(u,), (2.25)

onde f'(u) é a velocidade caracterfstica e também a inclinagao da curva caracteristica.
Caso f seja convexa a velocidade do choque s deve estar entre f'(u;) e f'(u,), entdo o

critério de Lax (Eq. 2.25) se reduz ao requisito de que

fw) > f(ur),
que novamente por convexidade requer que

Uy > Uyp.

Esta condicao pode ser ainda reescrita de uma forma mais geral, que devido a Oleinik

(1957), aplica-se também a fungoes de fluxo f escalares nao-convexas.

Condigao II (Condigao de Entropia de Lax-Oleinik). u(z,t) é uma soluc¢ao entro-

pica se toda descontinuidade tem a seguinte propriedade:

u) — f(u u) — f(u
F) = fw) o oo FW = F) - otre g o w,. (2.26)
U — U U — Uy
Para f convexa, este requerimento se reduz a equagao (2.25). Considera-se ainda uma
outra forma de condi¢ao de entropia, que é embasada na distribuigao de caracteristicas
em um leque de rarefacdo. Sendo assim, se u(z,t) é uma fungao crescente de x em

alguma regiao, entao as caracteristicas se espalham caso f” > 0. Em adicao, a taxa de

espalhamento pode ser quantificada fornecendo a seguinte condicao, também devido a
Oleinik (1957) .

Condigao III (Condigao de Entropia de Oleinik). u(x,t) é uma solucao entropica
se existir uma constante £ > 0 tal que, para todoa > 0,t > 0e x € R,

u(z + a,t) —u(z,t)

E
<=
R

, V(z,t) €@ (2.27)

onde F é uma constante independente positiva de z, t e a.
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2.6 Funcoes de Fluxo

2.6.1 Funcoes de Fluxo Convexas

Uma func¢do f pode ser convexa ou concava de u (em ambos os casos serao ditas
convexas), o que significa que f”(u) nao ird mudar de sinal. A equagao de Burgers (Eq.
2.6) apresentada anteriormente ¢ convexa, desde que f”(u) = 1. Um outro exemplo de
funcao de fluxo que se encaixa nessa classificacao é a funcao para o modelo de fluxo de

transito:

f(p) = ptimas (1— P ) (2.28)

meLZB

onde p denota a densidade de carros, p,q. 0 valor em que os carros estao com os péra-
choques em contato e upq, a velocidade limite da via. Para este caso, f” é constante e
negativa em qualquer lugar onde ., > 0. Isso implica que a velocidade caracteristica

f'(u) varia monotonicamente conforme u varia.

Quando f é convexa a solugao para o problema de Riemann sera sempre, ou uma

onda de choque ou uma onda de rarefagao.

2.6.2 Caso nao-Convexo e Construcao Geométrica de Oleinik

As funcoes de fluxo vistas anteriormente foram assumidas como sendo fung¢oes con-
vexas ou concavas de u. Contudo, se a fungao de fluxo é nao-convexa entao o problema
de Riemann se torna mais interessante, podendo envolver uma combinacao de ondas de

choque e rarefagao.

Cita-se a equacao de Buckley-Leverett como exemplo de surgimento de fungoes de
fluxo nao-convexas (Eq. 2.29, Fig. 2.9), onde ocorrera a combinagao de ondas de choque
e rarefagdo conforme apresentado na Figura 2.8. A equagao consiste basicamente em um
modelo para escoamento bifasico imiscivel em meios pororos com aplicagao em simulagao
de reservatorios de petroleo e tera mais enfase em tépicos posteriores, no qual

'LL2

w? + M(1L—u)?

flu) = (2.29)

onde M é uma constante.

Para se determinar a correta solucao fraca para uma lei de conservacao escalar nao-

convexa € necessario um critério de admissibilidade para as ondas de choque que se aplicam
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a este caso.
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(a) Solugbes. (b) Caracteristicas.

Figura 2.8: Exemplo para o problema de Buckley-Leverett solucionado numericamente
por um método Lagrangeano-Euleriano do tipo diferencas finitas.
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(a) Fungao de fluxo. (b) Derivada da funcéo de fluxo.

Figura 2.9: Fungao de fluxo e derivada da fungao de fluxo da equagao (2.29).

Em geral, a condicao de entropia de Oleinik pode ser utilizada como principio para
construcao da solucao analitica do problema de Riemann para problemas nao-convexos
através de uma abordagem geométrica denominada construgao geométrica de Oleinik.
Em casos onde ocorra a combinagao de choques e rarefagoes, a construgao geométrica de
Oleinik pode ser realizada através da determinagao dos pontos de tangéncia da envoltoria
da fungao de fluxo que sao obtidos através do calculo do zero da equagao (2.30) para

ondas de choque caracteristicas a direita e a partir do célculo do zero da equagao (2.31)
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para ondas de choque caracteristicas a esquerda,

M — f(u,) =0, fixando wy, (2.30)
Upr — Uy

M — f'(w;) =0, fixando u,.. (2.31)
Upr — Uy

Por enquanto, serd mantido o foco em um exemplo simples da aplicagao da construcao
geométrica de Oleinik para a fungao de fluxo (Eq. 2.29) conforme ilustrado na Figura

2.10.
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Figura 2.10: Construgao geométrica de Oleinik. Adaptado de [15].

A solucao que satisfaz a entropia para um problema de Riemann nao-convexo pode ser
determinada a partir do grafico da fungao de fluxo f(u) (Fig. 2.10) de maneira simples.
Se u, < w, entao é construida uma envoltéria convexa do conjunto {(u,y) : u, <u <y e
y < f(u)}. A envoltoria convexa é o menor conjunto convexo contendo o conjunto original

(o exemplo mostrado na Figura 2.10 ¢ para o caso em que u; = 1 e u, = 0) [15].

E possivel observar que o limite superior deste conjunto é composto por um segmento
de reta de (0,0) a (u*, f(u")) e segue y = f(u) até (1,1) e que o ponto de tangéncia u* é
precisamente o valor pés-choque. O seguimento de reta representa um salto de u = 0 para
u = u”", e o seguimento onde o limite segue f(u) é a onda de rarefagdo. Isso funcionara
de forma mais geral para quaisquer dois estados e qualquer f, desde que u; > u,. Isto
posto, é possivel verificar ainda que a inclinacao do segmento de reta é igual a velocidade

do choque e o fato desta reta ser tangente a curva f(u) em u* significa que s = f(u*).



2.6 Fungoes de Fluxo 35

Logo, o choque se move na mesma velocidade que a caracteristica nesta borda do leque

de rarefacao [15].

No entanto, se o choque estivesse conectado a algum ponto @ < u*, entao a velocidade
do choque f(4)/4 seria menor que f'(u), gerando uma solugao de valor triplo. Por outro
lado, se o choque fosse conectado a algum ponto acima de u*, entdao a condi¢ao de entropia
de Oleinik seria violada, o que explica a exigéncia de tangéncia, que surge naturalmente
da construgao da envoltoria convexa. A mesma construgao funciona para qualquer wu, <
w; situado em [0,1]. Caso u; < u,, a ideia funciona, mas, em vez disso, devemos construir

a solugao através da envoltoria concava [15].

Observacgao 2.6.2. Se f é convexa, entao a construgao da envoltéria convexa fornece um
tinico segmento de reta (um unico choque) se u; > u, ou a propria fungdo f (uma tnica

rarefagao) se u; < u,.

2.6.3 Extensao da Construcao Geométrica de Oleinik para Fun-
coes de Fluxo Descontinuas

Uma extensao da construcao geométrica de Oleinik para problemas de Riemann com
fungoes de fluxo descontinuas em relagao a coordenada espacial Z foi abordada por Ka-

asschieter [12]. Como generalizagao o seguinte problema foi considerado:

ou  Ofilu)
5t ag — O 7Z <0,
du  Of(u)
— = Z
8t+ 07 0, > 0,
(2.32)
0 Z7<0
w(Z,0)= 4" ’
u, 7 >0,

fz(uz) = fr(ur)-

Aqui fi, f- : [0, 1] — R s@o assumidos ser duas vezes diferenciaveis tal que f;(0) = f,.(0)
e fi(1) = f-(1). A ultima expressao da equagao (2.32) expressa a conservagao da massa

e representa a condi¢cao de Rankine-Hugoniot para choques estacionarios, enquanto os
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estados esquerdo e direito do choque estacionario sdo dados como segue [2, 12]:

w(t) = 1211% u(z, t),u.(t) = lzi%u(m, t),t>0. (2.33)

Em seus estudos, Kaasschieter apresentou duas desigualdades de entropia, uma para
velocidades de choque s diferentes de zero e outra para velocidades de choque iguais a
zero. Dessa forma, Kaasschieter constatou que se s # 0, todos os saltos satisfazem a
condicao de entropia de Oleinik, de tal forma que para Z < 0 existird um grupo de ondas
negativas, para Z > 0 um grupo de ondas positivas e em Z = 0 um choque estacionéario
que separa esses dois grupos de ondas. Portanto, todas as ondas nao estacionarias atendem
a condicao de entropia de Oleinik cléssica para uma das fungoes de fluxo e a construgao é
realizada através da envoltoria concava ou convexa de uma das fungoes de fluxo, enquanto
que os estados de conexao do choque estacionario u; e u, podem ser obtidos de maneira
geométrica através de uma linha horizontal que conecta as func¢oes de fluxo, conforme

exemplificado na Figura 2.11.

uloo — \ \ \ \ \ \ \ \ “r0
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Figura 2.11: Construcao geométrica. Adaptado de [12].

Contudo, para que se possa realizar a selecao apropriada de tais estados, a seguinte

desigualdade de entropia deve ser satisfeita:

fi(w) =0 ou fl(u.) < 0. (2.34)

Observagao 2.6.3. A notacao f,(u;) > 0 é usada se fj(u) >0e liTm sign(f](u)) =1 ou
ultuy

lifn sign(f{(u)) = 1. De maneira analoga a notagao f.(u,) < 0 ¢ usada se f.(u,) <0 e

uyuy

lim sign(f,(v)) = ~1 ou lim sign(f,(u)) = ~1.

T Uy Uy



Capitulo 3

Escoamento Bifasico de Fluidos
Newtonianos e nao-Newtonianos em
Meios Porosos

Neste capitulo, o enfoque se volta para apresentacao do modelo matemaético para
o deslocamento imiscivel de fluidos Newtonianos e nao-Newtonianos em meios porosos.
Para tal, é realizada uma breve abordagem acerca das principais distin¢oes entre os fluidos
Newtonianos e Nao-Newtonianos e os principais modelos reoldgicos existentes. Em adicao,
é realizada também uma breve abordagem da lei da Darcy para fluidos Newtonianos e da

sua versao modificada para fluidos nao-Newtonianos do tipo plastico de Bingham.

3.1 Fluidos Newtonianos

De maneira introdutéria, tomemos como exemplo a Figura 3.1, que mostra o compor-

tamento de um elemento de fluido entre duas placas infinitas [11].

No instante de tempo inicial ¢ o elemento de fluido se encontra em repouso. Apos, é
aplicada uma forga constante para direita AF na placa superior que é arrastada através
do fluido com velocidade constante Au enquanto a placa inferior se mantém fixa. A agao
de cisalhamento da placa superior produz uma tensao de cisalhamento 7, aplicada ao
elemento de fluido dada por

o AR R,
Tvz = M0 AA,  dA,

(3.1)

na qual AF}, é a forca exercida pela placa sobre o elemento de fluido e AA, é a area de

contato do elemento fluido com a placa. No intervalo de tempo At, a taxa de deformacao
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(taxa de cisalhamento) 4 do fluido é dada por

: . Aa  da
v 32

M P

| Ax |
(a) (b)

Figura 3.1: (a) Elemento de fluido no tempo ¢. (b) Deformagao do elemento de fluido no
tempo t + At. Adaptado de [11] .

E possivel expressar Aa/At em funcao de outras variaveis, uma vez que a distancia

AL entre os pontos M e M’ é expressa por

AL = AuAt (3.3)

Para pequenos angulos temos que

AL = AyAa (3.4)

Igualando as equagoes (3.3) e (3.4) e tomando o limite de ambos os lados da expressao
temos

da_du

= _ = 3.5
dt  dy (3:5)

Sendo assim, o elemento de fluido experimenta uma taxa de cisalhamento du/dy
quando ¢é submetido a uma tensao de cisalhamento 7,, obedecendo a seguinte propocio-

nalidade

du

i (3.6)

Tye X

Os fluidos para os quais a expressao (3.6) é valida sao ditos Newtonianos. A agua e o
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6leo em condigoes de pressao e temperatura ambiente sao exemplos de fluidos Newtonia-
nos. Neste caso, a viscosidade dindmica p ¢ a constante de proporcionalidade da equagao
(3.6) que quando considerada gera a equagao (3.7), mais conhecida como Lei de Newton

para viscosidade, e unidimensional neste caso em particular, dada por

du
Tyz = 'ud_y (3.7)

3.2 Lei de Darcy para Fluidos Newtonianos

Conforme relatado por Wu et al. (2015), a Lei de Darcy é uma relagdo empirica ou
fenomenologica capaz de descrever o fluxo de fluidos em meios porosos que sao impulsi-
onados por um gradiente de pressao e energia potencial. A Lei de Darcy possui diversas
aplicagoes no ramo da mecénica nos fluidos e fenomenos de transporte. Uma destas apli-
cagoes é o fluxo bifésico imiscivel de fluidos em reservatorios de petréleo. Apesar de a
Lei de Darcy ter sido formulada originalmente para fluxo monofasico, ela foi estendida de
maneira a permitir a descricao de fluxo para miltiplos fluidos imisciveis. A Lei de Darcy
generalizada para o fluxo multifasico simultaneo imiscivel de fluidos Newtonianos em um
sistema de meio poroso, isotérmico ou nao isotérmico é representada como:

K kri

7

U; =

(VP, — pigVZ), i =w,o, (3.8)

onde u; é um vetor da velocidade Darcy ou vazao volumétrica por unidade de area da
fase fluida ¢, com ¢ sendo o indice da fase fluida; P;, u; e p; denotam pressao, viscosidade
e massa especifica do fluido da fase i, respectivamente; Z é a coordenada vertical, com
direcao positiva para baixo; K ¢é a permeabilidade absoluta ou intrinseca da rocha; kr; é

a permeabilidade relativa a fase fluida i; e g é a constante gravitacional.

3.3 Modelo Matematico para Fluidos Newtonianos

Com o intuito de se deduzir o modelo matematico para fluxo bifasico para fluidos
Newtonianos desenvolvido por Buckley e Leverett através do conceito de fluxo fracionério,
seja considerado a titulo de exemplo o deslocamento imiscivel de 6leo por agua. Logo, a

conservagao de massa é mantida dentro das fases de agua e 6leo, que sao designadas pelos
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subscritos w e o, respectivamente [29]:

onde ¢; € um termo fonte ou sumidouro, ¢ é a porosidade da rocha e S; a saturacao das

fases.

A solugao das equagoes (3.8) e (3.9) para um fluxo em uma dada geometria é capaz de
propiciar a obtencao das distribui¢oes de pressao e saturagao, assim como das velocidades
de fluxo de fase em qualquer ponto (z,v, 2) e tempo no meio poroso. E possivel descrever o
deslocamento de maneira simples desprezando ¢; e supondo que o fluxo ocorra de maneira

unidimensional na direcao do eixo x de forma que a equacao pode ser reescrita como:

A(potto)  O(poSo9)
T or ot (3.10)

I(pwtiw) _ O(puwSuwd)
0w BT . (3.11)

As equagoes (3.10) e (3.11) podem ainda ser escritas em termos de taxa de fluxo volu-
métrico, (¢, e ), pela multiplicagdo de ambos os lados das equagoes por uma constante

A, que representa a area de secao transversal ao fluxo. Dessa maneira, temos:

0(podo) _ 4 0(PoSo®)

0(puu) _ 40(puSud)
ox ot

(3.13)

e supondo que o sistema de fluxo ou de deslocamento seja incompressivel, temos que p,,

pw € ¢ sdo constantes e as equagoes (3.12) e (3.13) podem ser reescritas como:

_0qo 95,

=A 14
Ox ¢ ot (3.14)
e
I 95y

A =w 1

ox A ot (3.15)
A soma das duas equacgoes acima ¢é igual a:
9(¢o + qu) A(So + Sw)

_ 9o ¥ qw) _ 4 O\O0 T Ow) 1

ox ¢ ot (3.16)
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Uma vez que S, + .5, = 1, obtemos:

(g0 + qu)

S =0 (3.17)

De acordo com Willhite (1986), o fluxo fracionario de uma fase fluida f;, é definido
como a fragao do fluxo volumétrico da fase que esta fluindo na posi¢ao x e no tempo t.

Supondo que se tenha o fluxo de 6leo e agua, os respectivos fluxos fracionarios sao dados

COomao:
Go qo
fo==2= 3.18
qt qo + Quw ( )
€
Gu Gu
£, = dw 3.19
qt Go + Gu ( )

onde ¢; = ¢, + qu ¢ a taxa de fluxo volumétrico total. A Lei de Darcy (3.8) pode ser

aplicada para uma area de secao de transversal A fornecendo:

Kk’l“m'

g =—-A (VP, — pig), i =w,o0 (3.20)

)

Substituindo as equagoes (3.18) e (3.19) na equagdo acima tém-se:

Kk,, (0P,
(1= fu)g=-A o (8x —pog) (3.21)
e
Kk, (0P,
fw@t = —A i (W - ng) . (322)

Ao abstrair e rearranjar as duas equagbdes acima é possivel obter a funcao de fluxo

para a fase w que é dada pela seguinte equagao:

L+ e (5 — Ang)

w = dtho , 3.23
f 1 + ZLZZ—’L: ( )

onde
0P, _ J(P,— P,) (3.24)

ox ox

A equagao (3.23) leva em consideragdo um fluxo vertical no qual o escoamento é

influenciado pela aceleracao da gravidade. Quando o fluxo é horizontal o problema se
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reduz a seguinte equagao:

1

1 + krw o

Jfw (3.25)

As permeabilidades relativas podem ser dadas através de expressoes exponenciais.
Uma das expressoes mais conhecidas na engenharia de petrdleo sao as de Brooks e Corey
(1964):

Sy — S T
k. =k _Tw  Twe 92
Tw Tw,maxr (1 _ ch _ SO,’,,) (3 6)
e
1-S5,—5 fto
b —Fk w or 2
TO To,max (1 _ ch _ SOT) (3 7)

onde S,, é a saturagao de 6leo residual e S, é a saturagao de agua conata.

Substituindo as equagoes (3.26) e (3.27) em (3.25), admitindo que S, e Sy sejam
iguais a zero e reescrevendo a equagao chegamos na funcao de fluxo (2.29) apresentada

no capitulo 2.

3.4 Fluidos nao-Newtonianos

No caso de um fluido ndo-Newtoniano a curva de fluxo (tensao de cisalhamento versus
taxa de cisalhamento) pode apresentar um comportamento nao linear ou apresentar um
comportamento linear sobre condicao de existéncia de uma tensao cisalhante minima para
que haja deformacao, ou seja, para fluidos nao-Newtonianos a tensao de cisalhamento nao
é diretamente proporcional a taxa de deformacao como nos casos em que os fluidos sao
regidos pela Lei de Newton para viscosidade. Em um fluido nao-Newtoniano a viscosidade
aparente (relagao entre a tensao de cisalhamento e a taxa de cisalhamento) nao é constante
a dadas temperaturas e pressoes, mas depende das condigoes de fluxo, como por exemplo,

geometria do fluxo e taxa de cisalhamento [8].

Os fluidos nao-Newtonianos podem ser classificados segundo o seu comportamento

reolégico como:

(i) Viscoelésticos: possuem caracteristicas de liquidos viscosos, quando submetidos a
tensao de cisalhamento sofrem uma deformagao e quando esta cessa, ocorre uma

certa recuperagao da deformacao sofrida.
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(i)

(i)

Dependentes do tempo: apresentam propriedades que variam, além da tensao de
cisalhamento, também variam com o tempo de aplicacao da tensao, para um velo-
cidade de cisalhamento constante. Esses fluidos ainda podem ser classificados como

reopéticos ou tixotropicos.

Independentes do tempo: sao aqueles cujas propriedades reologicas independem do
tempo de aplicacao da tensao de cisalhamento. Esses fluidos podem ser subdivi-
dos em dois grupos: os com tensao de cisalhamento inicial (plastico de Bingham e
Herschel-Bulkley) e sem tensao de cisalhamento inicial (dilatantes e pseudoplasti-

Co8).

3.4.1 Fluidos nao-Newtonianos Independentes do Tempo

Para esta classe de fluidos o valor da taxa de cisalhamento em qualquer ponto dentro

do fluido cisalhado é determinado apenas pelo valor atual da tensao de cisalhamento nesse

ponto, ou seja, a taxa de cisalhamento depende apenas da tensao de cisalhamento ou vice-

versa. Dependendo da relacao de dependéncia entre ¥ e 7, os fluidos nao-Newtonianos

independentes do tempo podem ser subdivididos como [8|:

(i)

(iii)

Pseudoplasticos: caracterizado por uma viscosidade aparente que diminui com o
aumento da taxa de cisalhamento, tanto em taxas de cisalhamento muito baixas

quanto muito altas.

Dilatantes: os fluidos dilatantes sao semelhantes aos sistemas pseudoplésticos, pois
eles nao apresentam tensao de escoamento, mas sua viscosidade aparente aumenta

com o aumento da taxa de cisalhamento.

Plésticos de Bingham: apresentam uma relagao linear entre a tensao de cisalhamento
e a taxa de deformacao, a partir do momento em que se atinge uma tensao de

cisalhamento inicial.

Herschel-Bulkley: assim como o plastico de Bingham, também necessita de uma ten-
sao inicial para comecar a deformar, porém, a relacao entre a tensao de cisalhamento

e a taxa de deformacao nao é linear.

O comportamento reologico para diversos tipos de fluidos nao-Newtonianos indepen-

dentes do tempo pode ser observado na Figura 3.2 que apresenta a dependéncia entre a

taxa de cisalhamento e a tensdo de cisalhamento.



3.4 Fluidos nao-Newtonianos 44

A
8
- _ _— HERSCHEL-BULKLEY
qé _ =~ PLASTICO DE BINGHAM
< / :
= /
S
Sl 7 PSEUDOPLASTICO
© — 7 NEWTONIANO
Q |,/’" -
o 7 DILATANTE
(@) /7
P v/
A /
S /

/
= /
; >
Taxa de Cisalhamento

Figura 3.2: Comportamento reologico para fluidos nao-Newtonianos independentes do
tempo.

3.4.2 Fluidos nao-Newtonianos Dependentes do Tempo

Existe uma série de fluidos em que o comportamento de fluxo nao pode ser descrito
através de uma equacgao reoldgica simples, como para o caso dos fluidos independentes do
tempo, pois as viscosidades aparentes podem depender nao apenas da taxa de cisalha-
mento, mas também do tempo de aplicagao da tensao de cisalhamento. O comportamento

de um fluido dependente do tempo pode ser subdividido em duas categorias [8|:

(i) Tixotropicos: um fluido exibe tixotropia se quando é cisalhado a uma taxa constante,
sua viscosidade aparente (ou a tensao de cisalhamento correspondente) diminui com

o tempo de cisalhamento.

(ii) Reopéticos: inversamente aos fluidos tixotropicos, a viscosidade destes fluidos au-
menta com o tempo de aplicagao da tensao, retornando a viscosidade inicial quando

esta forca cessa.

O comportamento reolégico para os fluidos nao-Newtonianos dependentes do tempo
é apresentado na Figura 3.3, e apresenta a evolugao temporal da tensao de cisalhamento
a uma taxa de cisalhamento constante para os fluidos nao-Newtonianos tixotropicos e

reopéticos.
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Figura 3.3: Comportamento reolégico para os fluidos nao-Newtonianos dependentes do
tempo.

3.5 Modelos Reolégicos

Os modelos reologicos sao equacoes capazes de descrever a dependéncia da tensao de
cisalhamento 7 na taxa de cisalhamento 7. Por objetividade, serao abordados apenas os
modelos reolégicos para os fluidos independentes do tempo. Dentre os modelos existentes,
o mais geral é o de Herschel-Bulkley que pode ser descrito conforme a seguinte equagao
[10]:

T=HY"+1,, (3.28)

onde H é o indice de consisténcia e n é o indice de comportamento de fluxo. A partir
desse modelo ¢é possivel deduzir diversos outros modelos atribuindo valores para 7, e n.
Caso 7, = 0 se chega ao modelo conhecido como Lei de Poténcia conforme a equagao
(3.29). Caso n = 1 se alcanga o modelo conhecido como plastico de Bingham conforme a

equagao (3.30).

T =Hy" (3.29)
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T=HY+ T, (3.30)

O modelo reologico para fluido Newtoniano também pode ser obtido a partir do

modelo de Herschel-Bulkley quando se faz 7, = 0 e n = 1.

3.6 Lei de Darcy para o Plastico de Bingham

Para que se possa realizar uma descrigao fenomenolégica do fluxo de fluidos nao-
Newtonianos do tipo plastico de Bingham em meios porosos é necessario se levar em
consideracao a viscosidade aparente do modelo reolégico em questao na Lei de Darcy. Para
tal, diversos estudos experimentais e tedricos vem sendo conduzidos no intuito de propor
modelos reolégicos ou correlagoes empiricas para a viscosidade aparente e parametros de
fluxo para um dado fluido nao-Newtonianos e material poroso. Uma versao modificada
da Lei de Darcy para fluidos nao-Newtonianos do tipo plastico de Bingham é apresentada
como segue [5, 21, 28, 29]:

k G
P (1= )\ Vs, se VO > G,
uB< |v<1>|) Vel

0, se [VO| <G,

<y
I

(3.31)

onde

Vo =VP+ pyg. (3.32)

Uma dedugao intuitiva possivel para a obtengao da Lei de Darcy modificada (Eq. 3.31)
a partir do modelo reologico para o pléstico de Bingham apoiada na analise dimensional

das varidveis é apresentada no Anexo A.

A viscosidade aparente pode ser obtida rearranjando a equacao (3.31):

i- oy se |[VO| > G,
fonm = vl (3.33)
00, se [VO| < G.
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3.7 Modelo Mateméatico para Fluidos nao-Newtonianos

Durante décadas, a analise do fluxo de fluidos nao-Newtonianos em meios porosos tem
sido objeto de substancial interesse devido ao seu valor para uma ampla gama de aplicacoes
industriais, notavelmente na industria petrolifera. O uso da viscosidade aparente para
fluidos nao-Newtonianos se faz necesséario na equacao de fluxo de Darcy modificada em
virtude da influéncia exercida pela taxa de cisalhamento ou pelo gradiente de velocidade
na viscosidade desses fluidos. Para tal, Wu (2015), propés modelos capazes de prever o

comportamento redlogico para essa classe de fluidos.

Em particular, serd abordado apenas o modelo para fluidos nao-Newtonianos do tipo
plastico de Bingham. A fung¢ao de fluxo para a fase Newtoniana, considerando que ela
é a fase deslocante (fase que desloca a fase nao-Newtoniana) para fluxo vertical (com

gravidade) pode ser representada da seguinte forma:

AKk?rnn(Sne)
1 Qt#nn(V(z’nnwsne) (pnn o pne) g

fne - 1 + krnn(s'ne) Hne + 1 kmn(Sne) Une

krne (Sne) Mnn (v¢nn :Sne) krne (Sne) Hnn (V(bnn 7Sne)

(3.34)

onde os subindices nn e ne representam, respectivamente, as fases nao-Newtoniana e
Newtoniana. E possivel observar que a principal diferenca entre o modelo para fluidos
Newtonianos e nao-Newtonianos ¢ que o segundo agora depende nao s6 das permeabili-
dades relativas, mas também da viscosidade aparente p,, ou efetiva, onde a viscosidade
aparente é considerada func¢ao da saturacao da fase Newtoniana e do gradiente de poten-

cial de fluxo:

Hnn = ,unn(v¢nna Sne) (335)

E possivel reescrever o gradiente de potencial de fluxo como uma fung¢ao da saturagao

da fase Newtoniana a partir da seguinte condi¢ao de restrigao:

kTTLG S’T'LTL krnn S’T'LTL aP nekrne Snn ’flTLkT'TLTL S’T'LTL
g [l o)) O [, pkn )

A /Lne /Lnn

—_— =0 (3.36
oz [ne nn ]g (3:36)

e posteriormente introduzindo a equagao (3.33) na equagao (3.36), se obtém a expressao

para o gradiente de potencial de fluxo como funcao da saturacao da fase Newtoniana:

_at krnn krne krnn
ag + UB G+ (unep”6+ UB p””>g

(3.37)

—(V ne:_nn—i_
(V)s,. = —pnng Fowe  Foun

Hne “B



Capitulo 4

Esquemas Numéricos por Diferencas
Finitas para Leis de Conservacao

Neste capitulo é realizada uma breve abordagem acerca do método das diferencas
finitas, bem como a apresentacao de dois esquemas numéricos para leis de conservacao
hiperbolicas com formulacao por diferencas finitas utilizados na obtencao das solugoes
aproximadas dos problemas. Os esquemas em questao sao os de Lax-Friedrichs clés-
sico e um novo esquema Lagrangeano-Euleriano desenvolvido por Sepulveda (2015) que
possui certas similaridades com o esquema de Lax-Friedrichs. No entanto, o esquema
Lagrangeano-Euleriano possui certa superioridade por fornecer resultados com maior acu-
ricia e também prevenir o surgimento de oscilagoes espurias em descontinuidades. Por fim,
uma extensao dos esquemas para problemas com funcgoes de fluxo descontinuas também

é apresentada.

4.1 Meétodo das Diferencas Finitas

O método das diferengas finitas é uma técnica numérica utilizada para aproximar
solucoes de equagoes diferenciais. Ele é baseado na discretizacao do dominio das equagoes

em pontos discretos e na aproximagao das derivadas por diferengas finitas [1].

Para melhor entendimento, seja definida uma malha com pontos no plano (x, t) e
sejam h e k nimeros positivos que representam o intervalo espacial e temporal da malha.
Entao para os nimeros inteiros arbitrarios n e j, a malha sera constituida dos pontos (z;,
t,) = (jh,nk), conforme apresentado na Figura 4.1. Uma fungao continua w arbitraria,
pode ser representada em pontos discretos, e a fungao discreta torna-se uma aproximagcao

da fungao continua. Para uma fungdo u definida na malha a notagao u} é utilizada para
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representar a solucao u(z;, t,) nos pontos da malha (z;, t,). Para um valor fixo de n, o

conjunto de pontos (z;, t,) é chamado de nivel da malha n [23].

Em uma equagao diferencial parcial, as derivadas de uma dada funcao u podem ser
substituidas por uma aproximacao por diferencas finitas, que podem ser obtidas a partir
da expans@o em série de Taylor ou através de outros artificios matematicos |1, 23]. Uma

aproximacao possivel para a derivada de u em relacao a x seria

ou o u(r 4 h,t) —u(z, )

desde que h seja um nimero fixo diferente de zero, a derivada de u em relagao a x pode

ser aproximada como

ou u(z; + h,t,) —u(xj, ty)
—(z,t,) ~ —L— AL 4.2
Kk
& h & & & &

Figura 4.1: Malha para o método das diferencas finitas.

Em virtude das diversas formas de aproximacao das derivadas, é possivel se obter
diversos esquemas numeéricos, com diferentes ordens de acurécia, complexidade de imple-
mentacao e custo computacional. Dessa forma, cada esquema numérico pode se adequar

melhor a uma determinada classe de problema.
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4.2 Métodos Conservativos

A titulo de exemplo supbe-se que objetivo seja resolver numericamente uma lei de
conservacao nao linear. Nesse caso, surgirao desafios extras que nao se apresentam em
problemas lineares, podendo gerar dificuldades adicionais na resolu¢gao numérica. Uma
dessas dificuldades é a possivel "instabilidade nao linear" do método, ou seja, mesmo que
as versoes linearizadas parecam estaveis, o método pode ser instavel no problema nao
linear, especialmente quando ocorrem oscilagoes. Além disso, o método pode convergir
para uma solugao que nao é uma solugao fraca da equagao original ou, pode ser ainda a

solugao fraca incorreta que nao atende a condigao de entropia [14, 15].

Contudo, existe uma solucao simples e natural que pode garantir que os métodos
numeéricos nao venha a convergir para solucoes incorretas. A solucao consiste em reescrever
o método em sua forma conservativa, que é uma condigao necessaria para garantir que a
solucao obtida seja véalida. Em vista disso, os métodos numéricos utilizados no presente
trabalho serao usados essencialmente em sua forma conservativa. Essa forma é bastante
especifica e deve ser seguida estritamente para garantir a precisao dos resultados. Para

que o método seja conservativo, ele deve ter a seguinte forma |7, 14, 15]:

n n k n
urtt =ur -~ [F(U},. U

h Coits - Ul = F(UT U, U )] (4.3)

para alguma fungao F' dos argumentos p+q—+1, onde F' ¢é dita a fungao de fluxo numérico.

Para um caso particular simples, em que p = 0 e ¢ = 1, F' é fungao apenas de duas

variaveis e a equacao se torna:

UTL+1 Un -

>

[F(U},UMy) — F(UR,, UM (4.4)

J+1 J J

4.3 Esquema de Lax-Friedrichs

O esquema de Lax-Friedrichs é um método numérico explicito e com acuracia de
primeira ordem, que pode ser empregado para solucionar equacoes diferenciais parciais
hiperbélicas, baseado no esquema FTCS (Forward in Time, Centered in Space), ou seja,
centrado no espaco e avancado no tempo, cuja o tempo anterior é avaliado como uma
média dos pontos espaciais 7 — 1 e j 4+ 1 conforme o esténcil apresentado na Figura 4.2. O
esquema de Lax-Friedrichs é um esquema consistente, monétono e possui em sua esséncia
uma viscosidade artificial suficiente para que seja estavel. Dessa forma o método é capaz de

controlar a dissipacao numérica e assegurar que a solu¢ao nao produza oscilagoes espurias
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ou negatividades onde a solugao real é sempre positiva. No entanto, devido sua difusidade,
ele suaviza as solugoes em regides onde a solugao real contém descontinuidades, que pode
ser excessiva em certas ocasioes e promover a perda de informagoes importantes, uma vez

que o esquema possui um nivel de difusao fixo [23, 13, 15].

2 J
*
<

n+le ° ° *

ne ° 2 d

Figura 4.2: Esténcil para o esquema de Lax-Friedrichs.

4.3.1 Forma nao Conservativa

O esquema classico de Lax-Friedrichs em sua forma nao conservativa é dado como
[14, 26]:

At

Uyt = 5 U+ U) = 5, (F(U7) = F(UL) .

N | —

sendo Az o passo de espago, At o passo de tempo, U;"Ll a solucao aproximada para
uma determinada quantidade conservada no nivel de tempo n + 1, j os pontos da malha
respectivos a discretizacao espacial e n os pontos da malha respectivos a discretizacao
temporal. A condigdo de CFL (Courant, Friedrichs and Lewy, 1928) para este método é
dada por:

At
max; | f/(U})] s <1. (4.6)
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4.3.2 Forma Conservativa

O esquema classico de Lax-Friedrichs pode ser escrito em sua forma conservativa, o
que permite que o método seja capaz de solucionar leis de conservagao nao-lineares de

maneira adequada. Isto posto, o esquema é representado da seguinte forma [26]:

" n At n rm n n
Uit =Up - Az (F(U7, Ufy) = F(US,, U7) (4.7)

As fungoes F'(U}', U ) e F(Uj;, U}') sdo ditas os fluxos numéricos e sao dadas como:

(UL UF) = S (U + FUD) = iU = ULL), (+8)
1 Az
FUUL,) = é(f(Uf)ﬂLf( ;L+1))—2_At( i = UY). (4.9)

com a mesma condi¢ao de CFL apresentada acima.

4.4 Esquema Lagrangeano-Euleriano do tipo Diferen-
cas Finitas

O presente esquema foi desenvolvido por Abreu e Sepulveda (2015), e consiste em
uma nova classe de esquemas Lagrangeanos-Eulerianos do tipo diferencas finitas para
leis de conservagao hiperbdlicas. O método possui uma formulacao por diferencas finitas
equivalente a uma abordagem Lagrangeana-Euleriana baseada em um método de volumes

finitos localmente conservativo.

Para construgao formal do problema Sepulveda (2015) considerou o seguinte problema

de valor incial:

du  OF(u)
E—l— B =0, t>0, —oc0o<z<o00,
u(z,0) =n(x), —oo <z < o0, (4.10)

e para construgao do procedimento Lagrangeano-Euleriano, reescreveu a lei de conservacgao

em um espaco-tempo localmente conservativo na forma divergente generalizada

=0, t>0, —oco<zx<o00. (4.11)
F(u)
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Com objetivo de obtencao da solucao aproximada do problema através do método
Lagrangeano-Euleriano, a regiao plana R x RY = {(x,t); —00 < z < 00;t > 0} & substi-
tuida por uma malha N x Z = {(j,n);j =0,%£1,%+2,..;n=0,1,2, ...} considerando as
sequéncias U" = (U");, j € Z para n=0,1,2,..., para uma dada malha com h > 0 e nivel

de tempo
"= At (4.12)
i=0

com t° = 0, para um passo de tempo nio constante At’. Sendo assim, no passo de tempo
n

J+
~ . — n+1 _ _
2", —z" ; = h. Para uma malha nao uniforme A" = Az"" =z} — z""! para um
J+s3 J—3 J Jt3 I=3

t", tém-se x; = jh, 2" . = jh + h/2, em uma malha uniforme local, onde A} = Az" =
2

nivel de tempo t"*!, a solucdo de u nas células |z” ,,2" 1| e |Z""], z"T!| & definida da
’ itz i—3 jts3 i3

seguinte maneira

1 [+
U(l’j,tn):Un:—/ i U(I,tn)dI, ]GZ

T h Jgn
-3
(§
£n+1
rrn+1 1 it n+1 ;
U; = [ u(z, t")dx, j € Z. (4.13)
i YT

iz

Como continuidade do processo de construgao do método, [22] levou em consideragao
volumes finitos com células centradas na estrutura Lagrangeana conforme mostrado na Fi-
gura 4.3, e fez o uso do teorema da divergéncia para provar a existéncia de uma conservagao

local discreta sobre o volume de controle V;* = {(t,z)/t" <t > L oi(t) <z <ol (t)},

onde 07 (t) é uma curva parametrizada, de tal forma que o7 (t")=j".

E a conservagao local é expressa por:

z' " x’?+l
/ E u(z, ") dr = / ’ u(z, t")dz, (4.14)
onde se define E”ié =0l (t"") e :Z';Ljré = ol (t").

Apos se utilizar a equacao com a lei de conservacao 4.14 se obtém as aproximacgoes

locais, que sao definidas como

rrn 1 rrn Frn
Uit = h (e U + e U] (4.15)
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fL'J__% E?Jrl CCJ_|_% g1
B} .
" O'?J}l(t)
o ?
g; (t)
ot
. 5

.’B;L Lyl m;’l—l—l SC?Jr%

Figura 4.3: Arquitetura geométrica do volume de controle espago-temporal local
Lagrangeano-Euleriano. Adaptado de [22].

F(u
OndeCOj:§+f]nk",clj:h—cojef]’."”% EL)
Uma vez que
rrn+1 1 j;:% n+1 1 I;L-H n
J ji% 7
11 n " 1. . .
- Bl §h [Uj + j+1} ~— 9 [Uj + j—H] ) (4.16)

J

é possivel substituir a equagao (4.16) na equagao (4.15) considerando uma fungao de fluxo
F(u) = au, para k=k" e se obtém esquema Lagrangeano-Euleriano por diferencas finitas

para o caso linear

ak

Uit =2 (Ui + 207 + Ufyy) — 2h (Uit = Ujta) (4.17)

B~ =

A versao do esquema Lagrangeano-Euleriano para leis de conservagao nao-lineares é

apresentada adiante.

4.4.1 Forma nao Conservativa

A versao nao conservativa do esquema Lagrangeano-Euleriano é escrita como:

At

Ut = 5 (Up 207 + Up) = 5 (FU7) = FU) (4.18)

| =
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e deve atender a seguinte condicao CFL:

At \/5
4.4.2 Forma Conservativa
O esquema pode ser escrito também em sua versao conservativa:
n+1l __ n At n n n n
U UJ AL (F(U Ug+1) F(Uj_l,Uj )) (4.20)
com os seguintes fluxos numeéricos:
n n 1 -AZC n n n n |
F(Uj_p Uj ) = Z E(Uj—l - Uj ) + Q(f(Uj ) + f(Uj—l)) ) (4-21)
n n 1 Ax n |
F(US,Ufin) = | 5 (UF = Uia) + 207 (U3) + F(U7)| - (422)

com a mesma condi¢ao de CFL apresentada anteriormente.

4.5 Extensao para Fungoes de Fluxo Descontinuas

Para funcgoes de fluxo descontinuas em relagao a variavel espacial é necessario que o
método seja adaptado através da modificacao dos fluxos numéricos do método numérico.

Para o esquema de Lax-Friedrichs o fluxo numérico assume a forma [2]:

1 Ax

S UL i) + F(Uf 27)) = 55 (U = Uj), (4.23)

com a seguinte condigao de CFL:

maz; (|f/ (UM, | U] — <1 (4.24)

Jé& para o esquema Lagrangeano-Euleriano o fluxo numérico passa a ser expresso como:

Az

FU U = 1 | A

Uiy = Up) +2(f (U}, 2F) + F(Uy 250) | (4.25)
e a condicao de CFL para este esquema é:

maz; (|/U7)],|£/@7)]) (4.26)
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Para ambos os métodos, a funcao de fluxo é aproximada de maneira a ser capaz de

captar numericamente a descontinuidade através da seguinte condigao:

) g(U]”)l, se j <0,
£ = FUF2) = 5 [0 + FUD)] + 5000 foers gin} 505 =0, (427
f(U]n)7 se 7 > 0.

onde, o indice j = 0 é admitido ser o ponto correspondente x = 0 na malha, fL.x =
f (max {u}, Uf‘}), Grin = ¢ (min {uz, u", }), sendo u} e uy, os pontos de méximo e minimo
de f e g respectivamente, f(U}') a fungdo de fluxo a esquerda de j = 0 e g(U}') a fungdo

de fluxo a direita de j = 0.



Capitulo 5

Resultados e Discussoes

O presente capitulo tem por objetivo apresentar os resultados analiticos e numéricos
obtidos para um problema de escoamento bifasico imiscivel com a presenca de uma fase
nao-Newtoniana do tipo plastico de Bingham em meios porosos heterogéneos sob acao
da gravidade através da utilizacao da extensao da construgao geométrica de Oleinik e
dos métodos numéricos de Lax-Friedrichs e Lagrangeano-Euleriano do tipo diferencas
finitas. Em paralelo, também foram realizadas anélises para fluidos Newtonianos e meios
porosos homogéneos com o objetivo de validagao numérica e elucidacao das principais
diferencas entre os resultados encontrados na consideracao de apenas fases Newtonianas
e os resultados encontrados na consideracao de uma fase nao-Newtoniana. Desse modo,
em um primeiro momento foi considerado um escoamento apenas com a presenca de fases
Newtonianas, tanto para um meio poroso homogéneo, quanto heterogéneo, enquanto em

um segundo momento a presenca de uma fase nao-Newtoniana foi levada em conta.

5.1 Algoritmo e Validagao Numérica

Um codigo computacional foi desenvolvido na linguagem do programa MATLAB®
para resolucao de problemas hiperbolicos de valor inicial com dados constantes por partes
baseados em leis de conservacao escalares por intermédio dos métodos numéricos Lax-
Friedrichs e Lagrangeano-Euleriano do tipo diferencas finitas. Como objeto de validagao,
foram utilizadas como referéncia as mesmas analises realizadas no trabalho de Araujo et

al., (2020) e Wu et al., (2015).

As solugoes numéricas obtidas foram comparadas graficamente com as solucoes analiti-
cas. Os resultados consistem basicamente em combinagoes de ondas de choque e rarefacao

provenientes das solugoes do problema de Buckley-Leverett para escoamento vertical.
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5.1.1 Validacao com Fases Newtonianas

Uma primeira validacao foi realizada considerando o meio poroso homogéneo, en-
quanto que em uma segunda validagao o meio poroso foi considerado composto por dois
trechos com permeabilidades distintas, que a priori, promovera o surgimento de uma
onda de choque estacionaria no ponto de descontinuidade da rocha, sendo necesséria a
extensdao da construgao geométrica de Oleinik segundo Kaasschieter (1999) para que se

possa conectar os fluxos de maneira adequada.

A fungao de fluxo (Eq. 5.1) utilizada no problema consiste em uma func¢ao para

escoamento vertical (sujeito a agao da gravidade) e fluxo descontinuo exposta em [2].

fi, se z <0,
Sy, 2) = |
f5e2) {fr, se z > 0. (5.1)
52 2
L N R v+ (1= Su)*p( = p)] (5.2)
(§]
s2 K.
=g ran—se V" (1= Sw)*p(l - 2 (5.3)

onde p = p,/pw € a razao entre as massas especificas das fases, p = j1,/ 1, € & razao entre
as viscosidades das fases e K = K, /K| é a razao entre as permeabilidades absolutas da

rocha nas duas regioes existentes.

E possivel observar que caso a relagao K, /K, seja igual a 1, a equagao retorna ao caso
comum; caso em que o meio poroso ¢ homogéneo, pois f; e f, serao iguais, o que indica
que a equacao pode ser aplicada de forma geral tanto para problemas em meios porosos

homogéneos, quanto heterogéneos.
Caso I: meio poroso homogéneo.

Para este caso, o meio foi considerado homogéneo e dois cenarios distintos com os

respectivos parametros adimensionais apresentados na Tabela 5.1.

Parametros | Valor (Cenario 1) | Valor (Cenéario 2) | Unidade
v 0 0,01 .
K 1 1 -
m 0,25 0,25 -
P 0,8 0,8 -
) 1 1 .
Sy 0 0 -

Tabela 5.1: Parametros adimensionais do escoamento.
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As fungoes de fluxo para os cenarios considerados sao apresentadas na Figura 5.1 e
mostram a construgao geométrica de Oleinik realizada para obtencao das solugoes anali-
ticas, enquanto nas Figuras 5.2 e 5.3 sao apresentadas as solugoes numéricas e analiticas
obtidas, onde LEH faz mencao ao esquema numérico Langrangeano-Euleriano e LF ao

esquema de Lax-Friedrichs.
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Figura 5.1: Construgao de Oleinik para o Caso I.
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Figura 5.2: Cenério 1 com s; = 1, s, =0, v = 0, CFL = 0,4, T = 2, 1024 células e 248
passos de tempo.

Ao analisar os resultados é possivel observar que para ambos os casos a solugao consiste
em uma onda de choque que viaja com velocidade negativa para cima no reservatorio
(regido com valores negativos no eixo Z), um choque que viaja com velocidade positiva
para baixo no reservatorio (regiao com valores positivos no eixo Z) e uma onda de rarefagao

entre eles, que abrange velocidades negativas e positivas no eixo de Z. Contudo, é possivel
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observar que para o cenario 1, v = 0 e o fluxo é puramente gravitacional, enquanto
no cenario 2, v = 0.01 e o fluxo é misto com gravidade dominante. Do ponto de vista
numérico, os resultados obtidos mostram que ambos os métodos convergem para a solugao
analitica de forma acurada. Em adicao, as solugoes obtidas através do cédigo desenvolvido

apresentam resultados concordantes com as da referéncia [2].

1.2 T T
—O— LEH
—+—LF
Analitica h
0 1 1 1 1 e )
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 5.3: Cenario 2 com s; = 1, s, = 0, v = 0,01, CFL = 0,6, T = 1, 512 células e 58

passos de tempo.

Caso II: meio poroso heterogéneo.

Neste caso, foram considerados dois cenérios distintos conforme no caso anterior e
os parametros adimensionais apresentados na Tabela 5.2. Contudo, o meio poroso foi

admitido ser heterogéneo.

Tabela 5.2: Parametros adimensionais do escoamento.

Parametros | Valor (Cenario 1) | Valor (Cenario 2) | Unidade
v 0 0 -
K 2 2 -
o 1/3 0,1 -
P 3/2 3/2 -
S 0 0 -
3, 1 0,25 -

Os resultados para os problemas sao apresentados nas Figuras 5.5 e 5.6 respectiva-

mente, e de maneira similar ao Caso I, foi realizada a construgao geométrica de Oleinik
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para ambos os cenarios (Fig. 5.4). Todavia, para o Caso II, surge um choque estacionario
no ponto de descontinuidade da rocha separando o grupo de ondas nao estacionarias, con-
forme exposto nas Figuras 5.5 e 5.6. Com base nos resultados obtidos, é possivel verificar
que os resultados numéricos se aproximam de maneira satisfatoria da solucao analitica e
também sao equivalentes aos resultados da referéncia [2]. Sendo assim, é possivel concluir
que para as consideragoes realizadas para o problema, o cdédigo desenvolvido atende aos

requisitos de validacao.
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Figura 5.4: Construgao de Oleinik para o Caso II.
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Figura 5.5: Cenario 1 com s; =0, s, = 1, v = 0, CFL = 0,7, T = 0,5, 2048 células
e 989 passos de tempo.
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Figura 5.6: Cenéario 2 com s; = 0, s, = 0,25, v = 0, CFL = 0,7, T = 1, 1024 células
e 410 passos de tempo.

5.1.2 Validagao com Fase nao-Newtoniana

Para a validagao do algoritmo para o caso em que uma das fases é considerada nao-
Newtoniana, foram reproduzidos alguns exemplos apresentados por Wu et al. (2015)
para o fluxo bifasico imiscivel de fluidos nao-Newtonianos do tipo plastico de Bingham
em meios porosos homogéneos. Os resultados foram obtidos numericamente através dos

mesmos esquemas numeéricos apresentados anteriormente.

Exemplo 5.1.2(a). Solugao numérica 1.

Parametros Valor Unidade
o) 0,20 -
k 9,869e-13 m?
A 1 m?
L 4 m
q 2e-6 m3/s
t 1 dias
Une le-3 Pa.s
13:; 4e-3 Pa.s
S’ne,ir 0 -
Snn,ir 0720 -
Krne,maz 1 -
K’rnn,ma:v 1 -
Nne 2 -
Nnn 2 -
Pre 1000 kg/m?3
Pnn 900 kg/m3
0 0 rad
G led Pa/m

Tabela 5.3: Parametros dos fluidos e da rocha. Adaptado de [29].
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Figura 5.7: Permeabilidades Relativas.

Para o primeiro exemplo foi considerado um escoamento bifasico imiscivel de dois
fluidos, um Newtoniano e outro nao-Newtoniano, com as propriedades descritas na Tabela
5.3. A curva de permeabilidade relativa para cada fase é apresentada na Figura 5.7. Ja
na Figura 5.8, sao apresentadas as curvas do gradiente de potencial de fluxo e as funcoes
de fluxo. Para fins de comparacao, na Figura 5.8(b) sao exibidas duas fungoes de fluxo,
uma que ¢é representada pela curva tracejada na cor preta, que exibe o comportamento
da funcao de fluxo tanto abaixo tanto acima da saturacao limite e outra representada
pela curva na cor azul, que exibe o comportamento da funcao diante de uma perspectiva

classica.

Na primeira curva citada, é possivel observar que a partir de uma dada saturacao
limite o gradiente de potencial de fluxo atinge o gradiente de pressao minimo G. Esta
saturagao serd definida como saturagao maxima ou limite e em valores superiores a ela
o fluido passa a se comportar como um sélido. Dessa forma, a fungao de fluxo na forma
classica é exibida apenas com a finalidade de exibir como se comportaria a fungao de fluxo

sem a exigéncia de um gradiente de pressao minimo para se promover o escoamento.

As solugoes dispostas na Figura 5.9 foram construidas para G = led Pa/m, ou seja,

para o caso em que gradiente de potencial de fluxo atinge o gradiente de pressao minimo.
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E possivel observar que a solucio consiste de um estado constante de saturacao limitado

em Spemaz, Seguido de uma onda de rarefacao e uma onda de choque.

1k == - .

Classica
— — —Ndo classica

Gradiente de Potencial de Fluxo (Pa/m)
Fungéo de Fluxo [F]
S
>
T

(a) Gradiente de Potencial de fluxo. (b) Fungao de fluxo.

Figura 5.8: Fungoes de fluxo e potencial de fluxo para o exemplo 5.1.2(a).
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Figura 5.9: Solugbes numéricas e analitica para o exemplo 5.1.2(a) com CFL = 0,6 e
nimero de nodos igual a 20000.

Do ponto de vista numeérico, é possivel constatar constatar a acuracia dos resultados
numeéricos obtidos através dos esquemas de LF e LEH quando comparados com a solucao

analitica.
Exemplo 5.1.2(b). Solu¢ao numérica 2.

De maneira similar ao exemplo 5.1.2(a), é considerado um escoamento bifasico onde
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a fase deslocante é Newtoniana e a fase deslocada é nao-Newtoniana. Contudo, os dados

considerados seguem os da Tabela 5.4.

Parametros Valor Unidade
o) 0,20 -
k 9,869e-13 m?
A 1 m?
L 4 m
q 2e-6 m3/s
t 1 dias
Une le-3 Pa.s
UB 5e-3 Pa.s
Sne,ir 0 -
Snn,ir 0,20 -
Krne,ma:c 0,75 -
Krnn,max 0775 -
Nne 2 -
Nnn 2 -
Prne 1000 Kg/m?
Pnn 900 Kg/ms
0 0 rad
G 5e3 Pa/m

Tabela 5.4: Parametros dos fluidos e da rocha. Adaptado de [29].
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Figura 5.10: Permeabilidades Relativas.

As curvas das permeabilidades relativas das fases para este cenério sao apresentadas

na Figura 5.10, a curva do gradiente de potencial de fluxo para G = 5e3 Pa/m é disposta

na Figura 5.11(a) e as curvas das fungdes de fluxo podem ser vistas na Figura 5.11(b),

e novamente é possivel observar a saturacao limite da fase Newtoniana para que o fluido

continue se comportando como um liquido.
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Figura 5.11: Funcoes de fluxo e potencial de fluxo para o exemplo 5.1.2b.

Através das solugbes obtidas (Fig. 5.12), é possivel observar que para este caso,
um menor valor de G permite que o fluido permanega se comportando como um liquido
dentro de um maior intervalo de saturagao, enquanto que um maior valor de pp promove
uma maior abrangéncia da onda de rarefacao. Uma vez que os resultados obtidos sao

comparados com as solugoes analiticas, também se observa observa acuracia conforme

para o caso anterior.
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Figura 5.12: Solugbes numéricas e analitica para o exemplo 5.1.2(b) com CFL = 0,6 e

ntmero de nodos igual a 5000.

Exemplo 5.1.2(c). Solu¢ao numérica 3.

Como ultimo exemplo numérico, foram considerados cenarios com distintos valores
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de pup com os demais parametros de fluxo conforme os apresentados na Tabela 5.5. As
funcoes de fluxo e as curvas de gradiente de potencial de fluxo para os respectivos valores
de pup atribuidos sao apresentadas na Figura 5.14, enquanto as curvas das permeabilidades

relativas sao apresentadas na Figura 5.13.

Parametros Valor Unidade
o) 0,20 -
k 9,869e-13 m?
A 1 m?
L 10 m
q 2e-6 m3/s
t 10 h
Une le-3 Pa.s
13:; 4e-3 Pa.s
S’ne,ir 0 -
Snn,ir 0720 -
Krne,maz 0775 -
K’rnn,mu,z 0775 -
Nne 2 -
Nnn 2 -
Pne 1000 Kg/m?
Pnn 800 Kg/m3
0 0 rad
G 2.5e3 Pa/m

Tabela 5.5: Parametros dos fluidos e da rocha. Adaptado [29].
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Figura 5.13: Permeabilidades Relativas.

As solugoes (Fig. 5.15) evidenciam a influéncia do valor de up na abrangéncia das
ondas de rarefagao para um mesmo valor de GG. Por fim, os resultados numéricos obtidos
se mostraram satisfatérios mais uma vez, quando comparados com as solu¢oes analiti-
cas. Dessa forma, é possivel constatar que os métodos se mostraram eficazes tanto para

resolugoes de problemas com fluxo de fluidos Newtonianos, quanto nao-Newtonianos.
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Figura 5.14: Fungoes de fluxo e potencial de fluxo para o exemplo 5.1.2(c).
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Figura 5.15: Solugbes numéricas e analiticas para o exemplo 5.1.2(c).
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5.2 Adimensionalizacao

As equacoes adimensionais sao equacoes que nao dependem de unidades de medida
especificas, uma vez que as quantidades fisicas ou grandezas sao expressas em termos de
numeros adimensionais, o que permite a analise de fenémenos fisicos complexos de forma
mais simples e generalizada. Sendo assim, com a finalidade de simplificacao das anélises
que serao realizadas adiante, as equagoes apresentadas anteriormente, serao postas na

forma adimensional.

5.2.1 Funcao de Fluxo Continua

Admitindo kypp = (1—Spe)? € kyne = S2

=, aequacao (3.34) pode ser escrita na seguinte

forma adimensional:

e = sy [+ Nl 8] o
onde
Ak
N, = N, nnaSnea V@ - nn — Fne
g g(ﬂ“ ) qt,unn(v(bnn, Sn@) (p p )g
M v®nn7 S’ne mOé *
n
e
1 G*
[ine — (1 - ) , se |[Vo| > G7,
M(V®,,, Spe) = = { Ma |V | (5.6)

frn (VP She) 0, se |[V®| < G*,

onde N, ¢ um parametro gravitacional.

O gradiente de potencial de fluxo (3.37) pode ser adimensionalizado conforme a se-
guinte expressao:

N+ G (1 —Sn)* +wS?, + (1 — Spe)?
MaS2, + (1 — Spe)?

VO (Spe) = —1 + (5.7)

com

G /
G'=—,n: LU ma?",

v T Ak
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/
o= BB e (5.8)
/’I/ne fy’nn
onde
Yne = Pned (59)
€
Von = Prng- (5.10)

E possivel observar na Figura 5.16 o gradiente de potencial de fluxo adimensional e

constatar através da Figura 5.17 que é possivel obter a mesma func¢ao de fluxo utilizando

os parametros adimensionais que sao provenientes do processo de adimensionalizagao.

Parametros Valor Unidade
k 9,869e-13 m?2
A 1 m?
q le-6 m?/s
Hne le-3 Pa.s
uB le-2 Pa.s
Sne,ir 0 -
Snn,ir 0 -
Krne,maw 1 -
K’rnn,mam 1 -
Nne 2 -
Nnn 2 -
Pne 1000 Kg/m?
0 1 rad
G 2e3 Pa/m

Tabela 5.6: Parametros dos fluidos e da rocha.

Para os dados da Tabela 5.6 se obtém os seguintes parametros adimensionais i,

n = 1.2916, G* = 0.2549, v* = 1.25 e w = 12.5.
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Figura 5.16: Gradiente de potencial de fluxo.
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Figura 5.17: Fungoes de fluxo, onde a curva A é proveniente de —V® e a curva B prove-
niente de —V®*.

5.2.2 Comportamento Newtoniano versus nao-Newtoniano

Para visualizacao dos efeitos da consideracao de uma fase nao-Newtoniana e influéncia
da gravidade no processo de deslocamento dos fluidos, foi realizada um anélise geométrica
da transicao da funcao de fluxo Newtoniana para a nao-Newtoniana a partir da considera-
¢ao de distintos G*. Os dados considerados para o problema sao apresentados na Tabela
5.7.

As curvas continuas apresentadas nas Figuras 5.18, 5.20 e 5.19 representam o compor-
tamento das variaveis de analise para valores de G* menores que |V®|, enquanto as curvas
tracejadas representam o comportamento para valores de G* que em algum momento sao

maiores que |V®|.

Parametros | Valor | Unidade
Mo 1 -
n 0.051 -
0 1.25 -
w 1.25 -

Tabela 5.7: Parametros adimensionais do escoamento.

Ao analisar a Figura 5.18, nota-se que caso G = 0, a curva da fun¢ao de fluxo obtida
através da equacao para a presenca de fase nao-Newtoniana é idéntica & curva obtida
através da equacao que considera apenas a presencga fases Newtonianas, o que indica
que nesse caso o fluido possui comportamento Newtoniano, pois nao apresenta tensao de
cisalhamento minima e apresenta viscosidade constante, conforme exposto na Figura 5.19

que apresenta a razao entre a viscosidade da fase Newtoniana e nao-Newtoniana M.
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Figura 5.18: Comportamento Newtoniano e nao-Newtoniano dos gradientes de potencial
de fluxo e fungoes de fluxo.
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Figura 5.20: Comportamento Newtoaniano e nao-Newtoniano das solugoes.

Por outro lado, para valores de G* maiores que zero, as curvas de gradiente de potencial

de fluxo e fungao de fluxo mudam o comportamento, de tal forma, que ocorre a inversao

dos pontos de méximo ou minimo, e quando G* é maior ou igual a |[V®| a func¢ao de

fluxo precisa atender a condigao (5.6), pois é possivel observar na figura 5.19 que para

valores de S maiores que os da saturagao limite, os valores M sao negativos e caso fossem

considerados nao haveria significado fisico, pois as viscosidades precisam assumir valores
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positivos, logo devera existir uma saturagao limite para que o fluido escoe e a partir desta
o valor de M sera zero, pois o valor da viscosidade aparente de um fluido nao-Newtoniano
do tipo plastico de Bingham é infinita para esta condigao que surge da propia fisica do

problema.

Em adigao é possivel observar a relacao entre cada variavel através das curvas apresen-
tadas, como a saturagao limite por exemplo, que é possivel ser obtida a partir de qualquer
uma das curvas apresentadas, inclusive das func¢oes de fluxo, pois devido ao processo de
adimensionalizagao sabe-se que para valores de gradiente de potencial de fluxo menores

ou iguais a G, S sera limitada quando o valor de f(u) for igual a 1.

A influéncia do parametro G* nas solugoes do problema é mostrada na Figura 5.20,
onde para S; > S,, a medida que o valor de G* se torna maior, a solucao transita de uma
combinagao entre uma onda de rarefacao e uma onda de choque com velocidade positiva,
para uma onda de choque estacionaria e uma onda de choque com velocidade positiva, e
durante a transicao apresenta a combinacao entre uma onda de choque estacionaria, uma
onda de choque com velocidade positiva e uma onda de rarefagao que abrange velocidades
positivas. J& para S; < S,, a solugao parte da combinacao de uma onda de choque com
velocidade negativa, uma onda de choque com velocidade positiva e uma onda de rarefagao
que abrange velocidades negativas e positivas para uma solucao de choque estacionéario em
G, e durante a transi¢ao apresenta solucoes com a combinacao de uma onda estacionéria
e uma onda de rarefacao. Por fim, é importante ressaltar que o surgimento de ondas com
velocidades negativas é devido a influéncia da gravidade presente no parametro Ng da

funcao de fluxo.

5.2.3 Funcao de Fluxo Descontinua

Para meios porosos compostos por duas rochas com permeabilidades absolutas distin-
tas, o meio poroso apresenta uma homogeneidade particionada, logo define-se a permea-
bilidade absoluta da rocha por meio da seguinte condigao:

Kp se,z<0
Kz =4 "7 ’ (5.11)
Kgr se,z>0,
em que o resultado decorrente é uma funcao de fluxo descontinua que se apresenta na

seguinte forma:

nel, S€,z <0,
fne(sne’ Z) = f t (512)
fner se,z > 0.
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Dessa forma, é necessaria uma modificagao na equacao de fluxo. Para o caso Newto-
niano se adiciona um fator K; que multiplica o nimero gravitacional N, na equacao de
fluxo do lado direito da descontinuidade. Ja para o caso nao-Newtoniano, além de realizar
o mesmo procedimento ¢ necessario também realizar a divisao de 1 pelo mesmo fator Ky

na equacao do gradiente de potencial de fluxo, onde

Kr
Ky=—. 1
=K, (5.13)
Portanto,
1 2
Jrer, = m [1 + Ng(l — She) } (5.14)
com
N+ G (1= 8n)%+wS?%, + (1 — Spe)?
—Vo&* (S, ) =—1 ne 5.15
V& (Sue,) = 1+ AT (5.15)
e
1
new = ———=5— |1+ K;Ny(1 — S,.)? 5.16
f R 1 + (1_SS%ZE)2M [ f g( ) } ( )
com
Ki + G*(l - Sne>2 + WSTQLe + (1 — Sne)2
—VO*(Spey) = =1+ L . (5.17)

MaS2, + (1 — Spe)?

Caso ambas as fases sejam Newtonianas, M é constante e o termo de gradiente de

potencial de fluxo pode ser abstraido nas equagoes acima.

5.3 Resultados e Andalises

A presente secao tem por objetivo apresentar alguns resultados analiticos e numéricos
para o modelo proposto, obtidos por intermédio da extensao da construcao geométrica
de Oleinik para fungoes de fluxo descontinuas e dos esquemas numéricos LEH e LF. Para
tal, foram considerados dois casos com distintos cenérios. Para o primeiro caso, |[V®*| foi
considerado maior que G*, enquanto que para o segundo caso, |V®*| foi considerado menor
ou igual G*. Sendo assim, é assumido um problema de Riemann para uma extensao da
equacao de Buckley-Leverett para escoamento vertical de fluidos nao-Newtonianos do tipo
pléstico de Bingham em meios porosos heterogéneos, levando em consideracao a inje¢ao

da fase Newtoniana no ponto de descontinuidade. Por fim, vale salientar que para todos
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os casos f, > f; para todo Sy. € (0,1).

Caso I:

e

Para este caso foram simulados cenérios em que |V®*| é maior que G*, o que implica na
permanéncia do comportamento fluido da fase nao-Newtoniana apesar da dependéncia do
gradiente de potencial de fluxo, que torna a viscosidade variavel (aparente) uma fungao da
saturagao da fase Newtoniana. Para fins de simplificacao da anélise, nao foram analisados
casos com dados iniciais do problema de Riemann maiores que os da saturacao limite, pois
da mesma forma que a heterogeneidade do meio produz uma onda de choque estacionaria

em Z=0, tais dados também produziriam, exigindo uma anélise mais complexa.

Na Figura 5.21 sao exibidas as curvas de gradiente de potencial de fluxo para as
funcoes de fluxo a esquerda e a direita da descontinuidade, com destaque para a linha
amarela tracejada que indica o valor de G* para verificagdo visual da existéncia ou nao
de uma saturacao limite, que é o valor de saturacao méxima da fase Newtoniana em
que fluido nao-Newtoniano continua se comportando como liquido, ou seja, o valor de
saturagao o qual o fluido nao-Newtoniano continuara escoando. Para o cenario (a), G* >
0 e a curva do gradiente de potencial de fluxo ndo muda de sinal, logo, |V®*| sempre sera
maior que G* e M iré satisfazer a primeira condigao da equagao (5.6). De mesmo modo,
os demais casos também irao satisfazer a primeira condi¢ao da equagao (5.6), pois para

todo valor de saturagdo, |V®*| também ¢ maior que G*.

A construgao geométrica para os casos propostos foi realizada seguindo as combinacoes
entropicas possiveis para fr > fl através da extensao da construcao geométrica de Oleinik
possibilitando a construcao das solugoes analiticas conforme ilustrado na Figura 5.22.
Devido aos dados de Riemann e da sua localiza¢ao em relagao aos pontos de inflexao das
funcoes de fluxo, surgem alguns subcasos, nos quais a conexao entre as fungoes de fluxo
é realizada através de uma linha horizontal através dos pontos de maximo ou minimo de
uma das fungoes (casos (a) e (c)) e outros em que a conexao entre as fungoes de fluxo é
realizada através de uma linha horizontal através de pontos da funcao de fluxo esquerda
ou direita a descontinuidade que sao equivalentes ao estado inicial da funcao de fluxo do

lado oposto (casos (b) e (d)) especificados no problema de Riemann (Veja [9]).

Um outro aspecto a ser notado, é que devido ao nimero gravitacional Vg ser variavel
devido a viscosidade também ser variavel por dependéncia da saturacao da fase Newtoni-
ana, a fungao de fluxo pode ser monétona conforme nos casos (b) e (d) ou nao-monétona

congruente aos casos (a) e (c).
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Na Figura 5.23 sao apresentadas as solugoes analiticas geradas com o auxilio da exten-
sao da construcao geométrica de Oleinik e as soluc¢oes aproximadas obtidas com o auxilio

dos esquemas numéricos LF e LEH.

As solugbes dispostas nas Figuras 5.23(a) e 5.23(c) sdo compostas por uma onda
de choque com velocidade positiva que viaja para baixo no reservatorio, uma onda de
rarefacao que abrange velocidades positivas, uma onda de choque estacionéria no ponto
de descontinuidade da rocha e uma onda de choque com velocidade negativa que viaja
para cima no reservatorio, enquanto a solugao disposta na Figura 5.23(b) é composta por
uma onda de choque com velocidade positiva que viaja para baixo no reservatério e uma

onda de choque no ponto de descontinuidade da rocha.
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Figura 5.21: Curvas de gradiente de potencial de fluxo para o caso em que |[V®*| > G*.



5.3 Resultados e Anéalises 79

1 T T T T T T T T — 1
Ve
ol 0.9+ B
/it
0.5 F / B 0.8 1
/1y
/ /,'
/1 0.7F d
= /) =
v | L 1
2 0 kT'\ - / 2 0.6
El ~ = . =
) SO . I £
) S / 2 05 1
k=l SO / k=l
o SN o
’§ 0.5 F ~ 7..7'/ g S04t g
5 *----=- / L
= N / I
N , 0.3 F B
N K
N /
1k N y 1 02} N
N
N //
N 0.1} B
15 . . . . . . . . . 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 1
Ne
(a)

s o o o o
& & 4 » @

Fungio de Fluxo [F]
o
=
T

Funcio de Fluxo [F]

T
e
T

T

o

o
T

L
e
T

o

Figura 5.22: Curvas de fungoes de fluxo e extensao da construgao geométrica da Oleinik
para o caso em que |V®*| > G*.

Ja na Figura 5.23(d), a solugdo compreende uma onda de choque que viaja com veloci-
dade positiva para baixo no reservatoério, uma onda de rarefagao que abrange velocidades

positivas e uma onda de choque estacionéria.

Do ponto de vista numeérico, as solugdes aproximadas se mostraram satisfatorias e
convergentes quando comparadas com as solucoes analiticas. Ademais, a superioridade
do esquema LEH em relacao ao esquema LF se torna mais nitida na observagao do caso

(c), em que é possivel perceber uma maior aproximagao da solugao analitica.
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(a) Namero de nodos igual a 5000, CFL = 0,6,
T =25 =0,5,. =1, Namero de passos de
tempo = 1625, m, = 0,1, n = 0,0025, G* =
0.1250, v* = 1,25, w* = 0,125 ¢ K; = 0,5.

T
O LEH
Ir + LF
Exata

(¢) Nuamero de nodos igual a 10000, CFL =
0,6, T = 2,5 = 0,25, 5, = 0,75, Namero de
passos de tempo = 1717, m, = 8, n = 0,008,
G* = 0,125, " = 1,25, w* = 10 e K; = 0,5.

: . . . .
O LEH
0.7 + LF

Exata fy

0.6

0.4+ 9

0.2

(b) Namero de nodos igual a 5000, CF'L = 0,6,
T=1,5=0,3,5, =0,7, Namero de passos de
tempo = 1027, m, = 4, n = 2,5, G* = 0,375,
v =125 w"=5e Ky =0,5.

T
O LEH
Lr + LF
Exata

(d) Namero de nodos igual a 5000, CFL = 0,6,
T =10, 5; =08, S, = 0,2, Namero de passos
de tempo = 847, m, = 1, n = 0,001, G* =
0,375, v*=1, w*=1 K; = 6.

Figura 5.23: Solugoes analiticas e numéricas para o caso em que |V®*| > G*.

Diante de um olhar pratico, a variacao da permeabilidade absoluta da rocha de um

trecho para o outro ird aumentar ou diminuir a capacidade de escoamento dos fluidos,

caso a permeabilidade seja muito baixa, o escoamento sofrerd uma maior resisténcia e

dependendo de como o processo de deslocamento dos fluidos ocorre, podera ser inefici-

ente. Nesse caso, em um processo ineficiente de recuperacao de fluidos em reservatorios

de petroleo, técnicas adicionais seriam necessarias, como o fraturamento hidréaulico, es-

timulagao mecéanica, estimulacao acida, injecao de polimeros e injecao de surfactantes.

As duas ultimas técnicas citadas podem envolver a presenca de fluidos nao-Newtonianos,
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conforme ja mencionado ao decorrer do trabalho, o que ressalta a relevancia do estudo do
escoamento dessa classe de fluidos em meios porosos heterogéneos. Dessa forma, outros
modelos reolégicos poderiam ser implementados e a determinacao da eficiéncia do pro-
cesso de deslocamento, poderia ser realizada através de anélises como as realizadas nesta
pesquisa, onde para um determinado cronograma de produgao, é possivel determinar se
o fluido a ser produzido conseguiré ser deslocado ou nao de maneira eficiente além de ser
possivel determinar em que tempo o reservatorio comegara a produzir agua, permitindo

um melhor planejamento da producao e do descomissionamento.

Caso II:

Vo < G*.

Neste caso foram simulados cenérios em que |V®*| é menor ou igual & G*. Tal condi-
¢ao fard com que o fluido nao-Newtoniano se comporte como um sélido para saturacoes
maiores que a saturacao limite e como um liquido para saturacoes inferiores a saturacao

limite.

As curvas de gradiente de potencial de fluxo para as fungoes de fluxo & esquerda e &
direita da descontinuidade sao apresentadas na Figura 5.24. De modo similar aos exemplos
anteriores, é possivel observar a linha tracejada que indica o valor de G*. Contudo, é
possivel verificar que a linha tragada no grafico atravessa os pontos da curva do gradiente
de potencial de fluxo, que sao coincidentes com a saturacao limite para cada funcao de
fluxo. Para se realizar a construgao geométrica da envoltéria é necessario se atentar o fato
de que devido a condicao (5.6) e a abordagem de adimensionalizagao realizada, em valores
maiores aos da saturagao limite, f(s) = 1, pois quando a viscosidade aparente tende ao
infinito, f(s) tende a 1. Logo, os pontos de méximo ou minimo das fung¢oes passarao a
ser os valores de f(Siim,) € f(Sum,) para este caso. Na Figura 5.25 é possivel visualizar as
funcoes de fluxo, que sao mantidas em sua forma classica para fins de comparacao, bem
como as linhas tracejadas que indicam as saturacoes limites para cada funcao de fluxo e

a construcao geométrica.

Dessa forma, vale ressaltar que as fungoes de fluxo sao apresentadas na forma classica
apenas para fins ilustrativos e de comparacao, pois conforme mencionado anteriormente

em valores maiores ao da saturacao limite, f(u) = 1.

As solugoes numéricas e analiticas encontradas podem ser vistas na Figura 5.26. Para
os resultados dispostos nas Figuras 5.26(a), 5.26(c) e 5.26(d), as solugdes consistem em
uma tnica onda de choque nao estacionaria que viaja com velocidade positiva para baixo
no reservatorio e uma onda de choque estacionaria no ponto de descontinuidade, cuja

distingao entre as solugoes é referente aos estados.
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Figura 5.24: Curvas de gradiente de potencial de fluxo para o caso em que |V®*| < G*.

Por fim, a solugdo encontrada para o cenario (b) consiste em uma onda de choque

com velocidade positiva que viaja para baixo no reservatério, uma onda de rarefagao que

abrange velocidades positivas e uma onda de choque estacionaria no ponto de desconti-

nuidade da rocha. Nesta solucao as saturagoes para o lado esquerdo e direito também

sao limitadas e separadas pela onda de choque estacionaria. Mais uma vez, do ponto de

vista numeérico, as solugoes aproximadas se mostraram apropriadas quando comparadas

com as solugoes analiticas.

Diante de uma perspectiva real do problema, as solugoes para os cenarios considerados

neste caso dizem que o fluido seria deslocado apenas em valores de saturagao da fase

Newtoniana abaixo da saturacao limite, onde uma parte do fluido nao-Newtoniano ficaria

retida no meio poroso, por conseguir nao escoar.
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Sendo assim, em um cenario de emprego do método de inje¢ao imiscivel de agua para o
deslocamento de um 6leo altamente viscoso com propriedades reologicas de um pléstico de
Bingham, a efetividade do método seria comprometida e uma anélise técnico-econémica
seria necessaria para se determinar a viabilidade da producgao do 6leo a partir de tal mé-
todo, que a priori possui vantagens pelo baixo custo operacional. Nesse caso, a simulagao
seria fundamental para determinacao do método adequado para o processo de desloca-
mento do 6leo, pois pode haver casos em hé a necessidade de injegao de aditivos e/ou de

calor, visando a reducao da tensao de cisalhamento minima necessaria para promover o

escoamento.
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Figura 5.25: Curvas de funcoes de fluxo e extensao da construgao geométrica da Oleinik
para o caso em que |[VO®*| < G*.
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O LEH
1r + LF
Exata

(a) Numero de nodos igual a 5000, CF'L = 0,6,
T =2,5 = 08165, S, = 0, Numero de pas-
sos de tempo = 246, m,= 0,1, eta = 0,025,
G*=0,625, v*= 1,25, w*= 0,125, Ky = 2, Spjm,
= 0,8165 e Sy, = 0,5773.

0.8

T
O LEH
+ LF
Exata

0.7+

0.6

(c¢) Namero de nodos igual a 5000, CF'L = 0,6,
T=5,5 =0,2,5, =0,5000, Nimero de passos
de tempo = 2148, m, = 4, eta = 2, G*= 1,25,
v =125 w* =5, Ky =2, Siim, = 0,7071 e
Stim,. = 0,5000.

(b) Numero de nodos igual a 5000, CF'L = 0,6,
T =5,5, =0,7071, S, = 0, Namero de passos
de tempo = 2148, m,, = 4, eta = 2, G* = 1,25,
v =125, w* =5, K¢y =2, Siim, = 0,7071 ¢
Stim,. = 0,5000.

O LEH
0.05 + LF
Exata

L L L L L L L L L
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

(d) Namero de nodos igual a 2000, CFL =
0,6, T =5, 5, =0,4472, S, = 0,25, Numero de
passos de tempo = 434, m, = 1, eta = 0,025,
G* = 0,375, v* = 1,25, w* = 1,25, Ky = 2,
Sliml — 0,4472 e Slimr — 0,3162.

Figura 5.26: Solu¢bes analiticas e numéricas para o caso em que |[VO*| < G™.



5.3 Resultados e Anéalises 85

5.3.1 Anailise de Convergéncia de Malha

Com o objetivo de observagao e comparacao da acuracia dos esquemas LEH e LF, foi
realizado um breve estudo de convergéncia de malha com os mesmo dados do cenario (a)
do Caso I, com excessao do valor de G*, que foi adotado como zero. O estudo consistiu na
determinacao do erro na norma ||-||, entre as solu¢oes numéricas dos esquemas e a solucao
analitica para distintos refinamentos de malha ao longo do tempo. O erro espacial na

norma ||-||; é definido como [26]:

ehe(t) = Az " Ju(xs,t) —uf||, (5.18)
Jj=1

onde m é numero de nodos.

O erro na norma |||, para os esquemas LF e LEH ao longo do tempo para distintos
nameros de nodos sao apresentadas nas Figuras 5.27(a) e 5.27(b), onde é possivel observar
que quanto maior nimero de nodos, ou seja, quanto mais refinada é a malha, menor é o
erro de discretizacio de malha associado. E possivel constatar ainda, que o erro tende
a crescer & medida que tempo avanca e em um dado tempo o erro deixa de ter um
crescimento significativo. Ja as comparagoes entre as solugbes numéricas em relagao a
solugdo analitica, sdo apresentadas nas Figuras 5.28(a), 5.28(b), 5.28(c), 5.28(d), 5.28(e),
onde ¢é possivel observar qualitativamente como as solu¢oes numéricas se aproximam das

solugoes analiticas a medida em que a malha é refinada.

Ao comparar os esquemas LF e LEH, é possivel constatar através da Figura 5.28(f)
(que apresenta o méximo erro para o intervalo de tempo simulado), que o esquema de
LEH possui maior acuracia e que ambos os métodos sao convergentes com decaimento
exponencial do erro de discretizagao de malha a medida que a malha se torna mais re-
finada. Os erros maximos para os esquemas também sao dispostos na Tabela 5.8 para
comparagao quantitativa. Apesar de os esquemas LF e LEH apresentarem resultados sa-
tisfatorios, existem métodos com maior acuricia, como o de Godunov por exemplo, que
é capaz de capturar de maneira mais satisfatoria os efeitos em descontinuidades, pois por
ser um método local, usa uma abordagem da solucao de Riemann exata para calcular as

flutuagoes nas interfaces das células.
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0.8

0.7

0.6

Erro

0.8

0.7

0.6

Erro

Tabela 5.8: Erros méximos em relacao ao nimero de nodos para os esquemas de LF e

LEH.

m maacsler = mazep, -
500 0,6726 0,4798
1000 0,4071 0,2573
2000 0,2172 0,1287
4000 0,1086 0,0643
8000 0,0543 0,0322

Figura 5.27: Convergéncia de malha ao longo do tempo.
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O LEH
+ LF
Exata

(d) Namero de nodos igual a 4000.

1.4 . . - - T T T
— — —Linha de tendéncia LEH
FS e N e Linha de tendéncia LF
L2p O LEH 1
i % LF
1h |
E )
E
&
- Ko ]
“9-7.-,_ e
0 I~ R kbt e e T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Nimero de nodos
(e) Nimero de nodos igual a 8000. (f) Maximo erro entre esquemas LEH e LF em

funcao do nimero de nodos para um intervalo
de tempo adimensional T=2.

Figura 5.28: Analise de convergéncia de malha.



Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Ao decorrer do trabalho foi apresentado um modelo matemaéatico para escoamento
bifésico imiscivel em meios porosos descontinuos com gravidade e fase nao-Newtoniana
do tipo plastico de Bingham baseado na extensao da equacao de Buckley-Lverett proposta
por Wu et al., (2015). Além disso, foi abordado diversos tépicos que norteiam a teoria

das leis de conservacao escalares e de modelos reologicos para fluidos nao-Newtonianos.

Para resolugao analitica dos problemas analisados foi utilizada a extensao da constru-
¢ao geométrica de Oleinik de acordo com os estudos realizados por Kaasschieter (1999),
enquanto para obtengao das solugoes aproximadas foram utilizados os esquemas numéricos
de diferencas finitas de Lax-Friedrichs e o esquema Lagrangeano-Euleriano desenvolvido
por Sepulveda (2015) com uma modificacdo no fluxo numérico para que fosse capaz de
captar adequadamente o choque estacionario que surge na solu¢ao em problemas com

fungoes de fluxo descontinuas.

Os problemas analisados consistiram em um problema de Riemann que forneceram
solucoes variadas de acordo com os dados iniciais e fung¢oes de fluxo consideradas. As
solugoes consistiram numa combinagao de ondas choques e rarefacao, em alguns casos
apenas ondas de choque e para todos os casos descontinuos houve a presenca de uma

onda de choque estacionaria devido a existéncia de fungoes de fluxo descontinuas.

Em casos onde |V®*| < G* as fungoes de fluxo apresentaram valores de saturagao
limite. Conforme o modelo proposto, foi visto que para os valores de saturacao acima da
saturacao limite a viscosidade aparente do fluido tendia ao infinito, nesse caso o fluido

se comportava como um so6lido e apresentava resisténcia ao escoamento, ja em valores
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inferiores, o fluido permanecia se comportando como um liquido.

Por fim, foi possivel observar que diante de uma perspectiva numérica apos se realizar
uma comparacao qualitativa das solugoes numéricas em relagao as solugoes analiticas, am-
bos 0s métodos numeéricos implementados através do programa MATLAB® se mostraram
eficazes na obtencao das solugoes aproximadas, porém, foi possivel constatar que esquema,

LEH produziu melhores resultados quando comparado ao esquema de Lax-Friedrichs.

6.2 Trabalhos Futuros

Os problemas analisados se restringiram a apenas alguns cenarios possiveis devido a
complexidade de construcao das solugoes. Dessa forma, é recomendado que em traba-
lhos futuros sejam realizados estudos mais profundos acerca das possiveis combinacoes
entropicas das ondas de choque e rarefagao. Em trabalhos futuros é desejavel também
que sejam analisados outros modelos reologicos para fluidos nao-Newtonianos, tais como

o modelo de lei de poténcia e modelo de Herschel-Bulkley.

Uma outra recomendacgao para trabalhos futuros é a extensao do modelo para casos
bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D) para estudos em que apenas uma coordenada

espacial nao seja suficiente para definir o problema.
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ANEXO A - Lei de Darcy para o Plastico de
Bingham

O modelo reologico unidimensional para um fluido nao-Newtoniano do tipo plastico de
Bingham para 7 > |7,| é descrito pela equacao (A.1) que pode ser rearranjada resultando

na equagao (A.2) [29].

du
T = _MB% + To, (Al)

onde g é o parametro de consisténcia do modelo relogico do plastico de Bingham e du/dx

= 7 € a taxa de cisalhamento.

du _ (1-1) (A.2)
dx KB
A equagao (A.2) pode ser integrada resultando na equagao (A.3):
w7 (A.3)
1295;

Para escoamentos em meios porosos, 7 pode ser substiuido por um diferencial de
pressao (P2 — P1), 7, por uma pressao minima P, e a variavel x pode ser substituida por
outra de mesma equivaléncia dimensional que caracterize o meio poroso. Nesse caso, a
variavel x é substituida por k/L resultando em uma versao modificada da Lei de Darcy,
ou seja, a Lei de Darcy para um fluido nao-Newtoniano do tipo Plastico de Bingham

(A.4). Logo, para C' = 0 tem-se:

(P2—P1) k P, k
U= — —_ 2= A4
L pe L pp (A4)

onde k é a permeabilidade do meio poroso e L é o comprimento do meio poroso.

Reescrevendo a relacao entre o termo de diferencial de pressao e o comprimento do



Anexo A - Lei de Darcy para o Plastico de Bingham 91

meio poroso como um gradiente de pressao, é possivel reescrever a equagao (A.4) como:

k G
- (1 — —) VP, se, |VP|>G,
u= 1B |V P| (A.5)
0, se, |[VP| <G,
onde:
P
=2 A.
G == (A.6)
A gravidade pode ser considerada no escoamento fornecendo a equagao (A.7):
k G
_k (1 - _) Ve, se, [VO| > G,
U= 1B VO (A.7)
0, se, [V®| <G,
onde:
V& =VP+pg (A.8)

A viscosidade aparente pode ser obtida rearrajando a equagao (A.7) gerando a seguinte
igualdade para |V®| > G-

=— (A.9)

(1-— %) u
Uma vez que ambos os lados da igualdade possuem dimensao de viscosidade dinamica,
[M|[L7Y|[T™"], tem-se que viscosidade aparente para o fluido ndo-Newtoniano do tipo

pléastico de Bingham p,,, para |[V®| > G é dada como:

Ly = UB
nn - G
(1- |v<1>\)

(A.10)

Vok

Da relacao — na equagao (A.9) é possivel verificar que para |V®| < G, i, tende
ao infinito pois conforme na equagao (A.5) u é igual a 0, e a viscosidade aparente é dada

pela condigao (A.11).

M—'}, se [V®| > G,
00, se [VP| < G.
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