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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo tedrico de transferéncia de calor em um escoamento
incompressivel, em uma geometria duplamente conexa e bidimensional, através da teoria
do escoamento potencial, em uma estufa industrial para aquecer o produto final — um ci-
lindro. A estufa utiliza um ventilador para escoar e transportar o ar por todo seu interior
e uma fonte de energia térmica (banco de resisténcias) que aquece o ar. Portanto, para
este sistema, sera apresentado o comportamento do calor por convecgao for¢ada pelo ven-
tilador. Para estabelecer o modelo do problema, consideram-se as equacoes fundamentais
da dindmica dos fluidos: equagao da continuidade, equacao do momento e equacao da
energia. Encontram-se os componentes de velocidade através da teoria do escoamento po-
tencial, uma vez que admite-se o escoamento como incompressivel e nao viscoso. A malha
utilizada discretiza o dominio de forma que as coordenadas curvilineas generalizadas se-
jam coincidentes com as fronteiras, também conhecidas como boundary-fitted coordinates,
o que facilita a aplicagao das condigdes de contorno. Ao realizar a discretizagao utiliza-se
de um sistema de coordenadas, o que torna a malha estruturada e favorece a implementa-
¢ao do programa computacional, através da regra de ordenacao dos pontos. Para obter a
malha estruturada, encontra-se a transformagao entre o sistema fisico (cartesiano, z, y) e
o sistema computacional (generalizado, &, ). As equagdes que modelam o sistema, equa-
¢ao da energia e do escoamento potencial, também sao resolvidas numericamente para o
sistema de coordenadas generalizado, sendo a discretizagao realizada por diferencas fini-
tas. Além disso, as equagoes diferenciais sao adimensionalizadas, para reduzir problemas
de conversoes de unidades. Ressalta-se que o principal propoésito deste trabalho é ser uma
contribuicao para o estudo de transferéncia de calor e escoamento de fluidos utilizando-se
coordenadas generalizadas para geometrias irregulares e multiplamente conexas, diferen-
temente dos intmeros estudos que apresentam a distribuigao de calor através de solugoes
analiticas para diversas geometrias regulares utilizando coordenadas convencionais; ou
da grande maioria das publicacoes que utilizam-se de coordenadas generalizadas em ge-
ometrias simplesmente conexas, como dutos e placas planas; e ainda dos trabalhos de
escoamento de fluidos para geometrias multiplamente conexas que normalmente utilizam-
se de software para a simulacao pelo método de volumes finitos.



Abstract

This dissertation presents a theoretical study of heat transfer in an incompressible flow,
in a doubly connected and two-dimensional geometry, through the potential flow theory,
in an industrial autoclave to heat the final product — a cylinder. The autoclave uses a fan
to flow and transport the air throughout its interior and a thermal energy source (bank
of resistances) that heats the air. Therefore, for this system, the behavior of heat by
forced convection by the fan will be presented. To establish the model of the problem, the
fundamental equations of fluid dynamics are considered: continuity equation, momentum
equation and energy equation. The velocity components are found through the theory
of potential flow, since the flow is assumed to be incompressible and non-viscous. The
mesh used discretizes the domain so that the generalized curvilinear coordinates fit with
the boundaries, also known as boundary-fitted coordinates, which helps the application
of boundary conditions. When performing discretization, a coordinate system is used,
which makes the mesh structured and supports the implementation of the computational
program, through the rule of the points sort. To obtain the structured mesh, the trans-
formation between the physical system (cartesian, z, y) and the computational system
(generalized, &, 1) is found. The equations that model the system, energy equation and
potential flow, are also numerically solved for the generalized coordinate system, with the
discretization carried out by finite differences. Furthermore, the differential equations are
dimensionless, to reduce unit conversion issues. It should be noted that the main purpose
of this work is to be a contribution to the study of heat transfer and fluid flow using gene-
ralized coordinates for irregular and multiply connected geometries, unlike the numerous
studies that present the heat distribution through analytical solutions for several regular
geometries using conventional coordinates; or the vast majority of publications that use
generalized coordinates in simply connected geometries, such as ducts and flat plates; and
also works on fluid flow for multiple connected geometries that normally use software for
simulation by the finite volume method.

Keywords: Heat Transfer; Forced Convection; Mesh Generation; Generalized Coordina-
tes; Potential Flow.
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Capitulo 1

Introducao

A equacao que descreve a transferéncia de calor para fluidos incompressiveis e nao
viscosos possui solucoes analiticas e numéricas em diversas referéncias. No entanto, nao é
exequivel o uso de solucoes analiticas para geometrias complexas e o emprego de sistemas
de coordenadas convencionais [24], como em [9] onde apresenta-se a solugao analitica da

equacao de Laplace para um dominio multiplamente conectado.

Ha trabalhos que realizaram o estudo de transferéncia de calor em estufas, por exem-
plo, o de [14], que realiza simulagoes para a distribui¢ao de temperatura nas superficies
de um molde de material compodsito dentro de uma estufa, utilizando-se de software de
elementos finitos para obter uma malha nao estruturada. O estudo de [45] prevé a distri-
buicao de calor em uma peca durante uma operacao numa autoclave utilizando o software
STAR-CCM 8.04, sendo este software capaz de trabalhar com elementos finitos ou volu-
mes finitos. Ha trabalhos que resolveram o escoamento torno de um cilindro utilizando

algum software para modelagem em elementos finitos, como em [27].

A maioria dos livros e trabalhos realizados quando abordam o estudo de transferéncia
de calor utilizando coordenadas generalizadas utilizam-se de geometrias simples, como
dutos e placas planas, como em [15], onde o autor desenvolveu a equagao da energia com
os termos difusivos, advectivos e uma fonte geradora de energia para uma placa plana e
quando abordam para geometrias com algum obstaculo, a maior parte das publicagoes
dispoem a equacao da energia utilizando apenas o termo difusivo, ou adicionando uma
fonte de energia térmica, como em [87]. Em [52], apresenta-se a transformagao do sis-
tema fisico para o computacional para malhas com obstaculos e também modelamento
das equagoes de conservagao através de coordenadas generalizadas por geragao de malha
eliptica, porém nao foram apresentadas as simulagoes numéricas para a transferéncia de

calor neste trabalho.
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A base para a construcao de uma formulacao destinada a simulagao numérica de um
fenémeno fisico é o modelo fisico, o qual deve compreender leis fundamentais e equacoes
constitutivas que descrevam os detalhes essenciais do fendomeno [40]. Para a presente
dissertagao, sao solucionadas as equagoes fundamentais da dindmica dos fluidos: equa-
¢ao da continuidade, equagao do momento e a equagao da energia, para um escoamento

incompressivel e nao viscoso.

No caso de um fluido em movimento, a transferéncia de calor se da através de processos
de conducgao e conveccao. Existem vérias técnicas que podem ser empregadas para a
visualizacao das caracteristicas do escoamento em transferéncia de calor. Entre essas
técnicas podem ser citadas linhas de corrente, vetores de velocidade e isotermas. Em
problemas de convecgao, a presenca de isotermas nao permite obter informacao a respeito
do fluxo convectivo de energia, apenas a visualizacao de regidoes de maior ou menor fluxo
de calor por condugao. Porém, através do campo de velocidades (desenho de vetores) e do
campo de temperaturas, pode-se tirar algumas conclusoes a respeito do fluxo de energia:
Tal como, uma vez que o gradiente de temperatura, a temperatura e a velocidade forem
baixas em uma certa direcao, o transporte de energia nesse ponto e nessa direcao também

serd baixo em relagdo a outras regioes de escoamento [65].

O sistema de coordenadas cartesianas tem como beneficio a simplicidade, porém, em
problemas de engenharia normalmente tém-se geometrias irregulares, o que torna este
tipo de sistema inadequado, principalmente para a aplicacao das condigoes de contorno.
Para geometrias complexas é mais adequado utilizar o sistema coordenado generalizado,
conhecidos também como “boundary-fitted coordinates” — ou seja, coordenadas ajustadas
as fronteiras, cuja utilizacao teve inicio na década de setenta com os pesquisadores do mé-
todo de diferencas finitas e foi a principal contribuicao desta comunidade para problemas

em geometrias arbitrarias [53].

Na area de aerodinamica, praticamente todos os trabalhos atuais em que sao emprega-
das diferencas finitas, o sistema de coordenadas generalizadas é utilizado. A comunidade
académica também emprega, em problemas de transferéncia de calor em escoamentos
incompressiveis através do método de volume finitos, o uso de sistemas de coordenadas

generalizadas [53].

Desta forma, este trabalho apresenta o estudo de transferéncia de calor em uma geome-
tria duplamente conexa por coordenadas generalizadas e discretizada por diferenca finitas,
visando ser uma contribuicao para a aplicacao de problemas envolvendo escoamento de

fluidos e transferéncia de calor em dominios irregulares que possuam obstaculos.
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1.1 Visao Geral

Como mostra a Figura 1.1, um conjunto de resisténcias desempenha o papel de geracao
de energia térmica. O transporte de calor ocorre por conveccao forcada pelo ventilador,
que faz com que o ar, aquecido ao passar pelo conjunto de resisténcias, circule pelo corpo
da estufa, aquecendo o cilindro. Devido a fonte geradora de energia, hé gradiente térmico
entre o lado direito e o lado esquerdo do cilindro, resultando em processos de conducao e
conveccao térmicas. A temperatura para a homogeneizacao do cilindro é de 80 °C', desta

forma, o efeito da radiac@o na estufa nao foi considerado devido & baixa temperatura [14].

Parede da Resisténcias
Autoclave 9 A e /&;&ntﬂador

Cilindro

o H I
A, v I

Figura 1.1: Estufa.
Fonte: Autor e [14]

1.2 Objetivos Gerais

A presente dissertacao tém como objetivos:
e Desenvolver um coédigo para gerar a malha discreta coincidente com as fronteiras,
para uma geometria duplamente conexa;

e Estabelecer o modelo do potencial de velocidade e obter o campo de velocidade para

as hipoteses simplificadoras do escoamento estudado;

e Pertubar o escoamento do fluido com a inclusao de uma fonte geradora de energia

térmica e conhecer a distribuicao de temperatura para o dominio;

e Resolver numericamente as equagoes que modelam o problema.
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1.3 Objetivo Especifico

O objetivo principal deste trabalho é simular a transferéncia de calor transiente por
conveccao forcada para escoamento potencial de uma estufa que comporta um cilindro

em seu interior.

1.4 Hipéteses Simplificadoras
Foram consideradas as seguintes hipoteses simplificadoras:

e Geracao da Malha

- O suporte do cilindro foi desconsiderado na geragao da malha nessa primeira abor-
dagem, e o objetivo foi avaliar a distribui¢ao de temperatura em torno do cilindro.
A malha foi gerada determinando-se primeiramente os contornos, considerando-se
a geometria ja aberta pelo corte realizado. Posteriormente, os pontos internos da
malha foram gerados, dividindo os comprimentos dos eixos £ e n pelos nimeros de
pontos ja pré-estabelecidos. Apods a determinacao destes pontos iniciais, a geragao
da malha eliptica foi gerada utilizando-se as métricas de transformagao que relaci-
onam o sistema fisico e computacional, sendo que a discretizagao foi realizada por

diferencas finitas centradas. O critério convergéncia é apresentado no item 7.2.

e Campo de Velocidades

- O fluido foi considerado incompressivel através do calculo do ntimero de Mach.
Desta forma, além dos termos de forcas de pressao serem eliminadas da equacgao
de energia, o campo de velocidades, por nao ser influenciado pelo campo de tem-
peraturas, pode ser desacoplado da equacao da energia. Deste modo, o campo de
velocidades foi considerado um problema em regime permanente e resolvido primei-
ramente, para ser dado de entrada para simulacao da transferéncia de calor na estufa
com a fonte geradora de energia térmica e o ventilador com a fungao de homoge-
neizar a temperatura. Ao considerar o escoamento incompressivel e nao viscoso, o
escoamento pode ser considerado potencial e pode-se obter o campo de velocidades

pela teoria do escoamento potencial.

e Transferéncia de Calor

- Com o campo de velocidades encontrado, pode-se substituir os componentes de

velocidade nos termos advectivos da equagao da energia;
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- O fluido foi considerado newtoniano;

- O fluido foi considerado nao viscoso, adimitido-se a superficie do cilindro uma
placa plana e o escoamento na faixa de transicao de laminar para turbulento, o que

resultou na eliminacao dos termos viscosos da equacao da energia;

- O problema modelado é um problema transiente e inicialmente em ¢t = 0 a parede
da estufa estd em temperatura ambiente, 24°C. Quando ligadas as resisténcias, a
distribuicao de calor pela estufa passara do regime transiente, com um passo de
tempo, até atingir o regime permanente, quando a distribuicao de temperatura for
considerada estacionaria. O critério de convergéncia e o passo de tempo sao definidos

no item 7.4;

- A parede do cilindro foi considerada isolada, ou seja, nao foi considerada difusao

de calor para dentro do cilindro, mas apenas em sua superficie;

- O fluxo de ar foi considerado apenas em um sentido, como normalmente visto em

tuneis de vento;

- O efeito da radiacgao foi desconsiderado, devido a baixa temperatura para a homo-

geneizagao do cilindro;

- Foi desconsiderada a influéncia da temperatura absorvida na parede da estufa e
considerado um dominio de célculo para analisar apenas o escoamento em torno do
cilindro, assumindo-se que a estufa possui o volume muito maior do que o volume

do cilindro.

1.5 Motivacao

As estufas sao amplamente utilizadas na industria em geral, como a de alimentos,
farmacéutica, médica, automobilistica, aeroespacial e entre outros. Por isso, o estudo da
distribuicao de calor é de extrema importancia, pois através deste entendimento podem
se diminuir os custos de producao pela reducao da energia elétrica consumida, aumentar

o nimero de pecas produzidas e aumentar a qualidade do produto.

Considerando que a maioria dos livros e trabalhos realizados sobre o estudo de trans-
feréncia de calor utilizam geometrias mais simples quando empregam coordenadas gene-
ralizadas, como dutos e cilindros, este trabalho apresenta o estudo da transferéncia de
calor em uma geometria complexa e duplamente conexa, utilizando coordenadas genera-
lizadas em conjunto com a técnica numérica de solucao de equacgoes diferencias parciais

por diferencas finitas.
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Por fim, este trabalho visa contribuir para a simulacao de transferéncia de calor em

estufas que comportem qualquer peca e equipamento.

1.6 Revisao Bibliografica

Nesta Secao apresenta-se uma breve revisao de trabalhos publicados sobre o inicio
do uso de coordenadas generalizadas coincidentes com as fronteiras e sobre transferéncia
de calor em estufas, fornos e autoclaves, com o objetivo de estabelecer referéncias para

desenvolvimento do trabalho.

Em 1977, Thompson publicou um artigo com o nome “Boundary-Fitted Curvilinear
Coordinate Systems for Solution of Partial Differential Equations on Fields containing
any Number of Arbitrary Two-Dimensional Bodies” [79]. A proposta deste artigo foi
apresentar detalhadamente o método de geracao do sistema de coordenadas coincidentes
com as fronteiras em uma malha bidimensional e multi-conectada abrangente, ou seja,
podendo conter qualquer ntimero de corpos. Nenhuma restri¢ao foi colocada na forma dos
contornos, podendo ser dependentes do tempo e a principio, o método nao se restringiria

a duas dimensoes.

O autor, além de apresentar os codigos de geragao de malhas para casos multiplamente
conexos, também gerou corpos com concentragoes de linhas, variando o sistema eliptico
de geracao das coordenadas, incluindo os termos nao homogéneos P e () na equagao
geradora eliptica. Alguns exemplos em que foram aplicados este controle de linhas foram:
aerofélio de Karman-Trefftz, aerofolio de Liebeck, aerofélio de Gottingen 625 e para um
corpo em formato de rocha. Thompson também implementou o fluxo potencial para
o aerofdlio de Karman-Trefftz e o comparou com a solucao analitica; a distribuicao de
pressao no aerofdlio de Lieback e; linhas de fluxo e distribuicao de pressao para um
aerof6lio multiplamente conexo, entre outros corpos. As experiéncias tiveram melhores

resultados quando aplicados a malhas com termos fontes de concentragao de linhas [79].

No artigo [10], investiga-se a transferéncia de calor em uma pequena autoclave de
laboratério usando medidas de um calorimetro e um modelo fluidodindmico. Busca-se
compreender o padrao de transferéncia de calor e fluxo de ar dentro de uma autoclave
durante o processamento de uma peca. A metodologia de simulacao aplicada é focada na
posicao da peca dentro da autoclave. Desta forma, otimiza-se todo o processo de fabri-
cagao considerando um posicionamento “inteligente” da peca, dentro de uma autoclave,

assim reduz-se o tempo de produgao. Como parte deste estudo, avalia-se experimental-
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mente e numericamente a dependéncia do coeficiente de transferéncia de calor (do inglés
Heat Transfer Coefficient, HT'C) em relagao localizagao dentro de uma autoclave. Por ou-
tro lado, realiza-se um estudo de sensibilidade envolvendo parametros do processo, como
pressao da autoclave e velocidade do ar de entrada, para melhor compreensao das de-
pendéncias entre os parametros de entrada. Observa-se um padrao de fluxo turbulento
complexo com coeficiente de transferéncia de calor variando no local. Outras simulagoes
de elementos finitos com condi¢oes de contorno ajustadas fornecem resultados precisos
do processo de cura dentro da autoclave. Descobriu-se que o coeficiente de transferéncia
de calor é quase estacionario durante a operacao da autoclave com pressao constante,
permitindo uma investigacao separada do coeficiente de transferéncia de calor e da cura

das pecas.

No trabalho [45], realizam-se simulag¢oes computacionais de dinamica de fluidos para
prever a distribuicao de temperatura em uma peca dentro de uma autoclave, com e sem ra-
diacao térmica. Utilizam-se dados de um estudo experimental como entrada para as simu-
lagoes e também para comparacao com os resultados numéricos. As simula¢oes baseiam-se
na transferéncia de calor conjugada, sendo que a melhor aproximacgao dos experimentos
obteve-se a partir da simulacao que inclui radiagao térmica e velocidade de entrada obtida
experimentalmente. Por isso, um perfil de velocidade de entrada ainda mais detalhado e
um modelo turbulento mais avangado podem resultar em uma aproximacao ainda melhor.
As principais conclusoes do autor de [45] sdo, portanto, que a Dindmica dos Fluidos Com-
putacional (do inglés Computational Fluid Dynamics, CFD), pode prever a transferéncia
de calor dentro de uma autoclave durante um processo de fabricacao, e que a radiacao
térmica deve ser considerada ao modelar a transferéncia de calor, além de uma maior

resolucao da malha nas condicoes de contorno.

Segundo |76] todas as estruturas compositas de matriz polimérica passam por um ciclo
térmico durante o processo de fabricacao. Na maior parte dos casos, o aquecimento e o
resfriamento sao por transferéncia de calor através da conveccao de um gas para a peca.
Apesar de simulagbes numéricas terem sido realizadas desde a década de 1980, ainda ha
pouca compreensao sistematica do que deveria ser um coeficiente de transferéncia de calor
desejével, além da crenca geral de que um coeficiente de transferéncia de calor mais alto
é certamente melhor. Neste contexto, existe um trabalho na medigao do coeficiente de
transferéncia de calor dentro de autoclave, mas novamente ha menos estudos sisteméticos
e completos do que se poderia esperar. A necessidade de entender os coeficientes de
transferéncia de calor é ainda mais aguda em processos que nao utilizam autoclave, como

a cura em forno, que esté se tornando cada vez mais popular. Desta forma, este estudo
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apresentou resultados preliminares de um grande estudo sistematico de transferéncia de
calor em autoclaves (e fornos) usando calorimetros de massa concentrada simples, bem

como calorimetros de placa mais sofisticada com gradientes térmicos medidos.

De acordo com [30], alguns dispositivos médicos sao esterilizados com esterilizadores a
vapor (autoclaves). E como todo o processo de esterilizagao consiste em vérios fenomenos
de transporte diferentes - como fluxo de fluido, transferéncia de calor, mudanca de fase
e outros - a CFD ¢ utilizada para calcular a temperatura, pressao, qualidade do vapor
e, consequentemente, o nivel de esterilidade dos dispositivos médicos resolvidos na forma
temporal e espacial. Desta forma, o autor realizou uma simulacao da temperatura e da
qualidade do vapor em um esterilizador, e os resultados sao comparados com as tempera-
turas medidas do vapor e nos aparelhos. Com esta comparagao observou-se a proximidade
dos valores simulados com os medidos ao longo de todo o processo de esterilizacao e for-
neceu uma base soélida para uma simulagao precisa do nivel de esterilidade. Portanto, os
resultados apresentados no artigo de [30] mostram que o modelo de CFD desenvolvido &
capaz de prever a temperatura, pressao e qualidade do vapor; bem como o processo de
esterilizacao estudado é benéfico para futuros desenvolvimentos de esterilizadores a vapor

para a industria médica.

Para [14], os materiais compositos tém se tornado cada vez mais popular na aviagao
por causa de suas boas caracteristicas. Uma das maneiras de fabricar produtos compositos
é através de um processo que utiliza autoclave. Desta forma, consideram-se que, no
processo de fabricacao, o desempenho e a qualidade dos produtos compostos dependem
da temperatura do molde, sendo importante analisar o comportamento da transferéncia
de calor em moldes de grande porte. Assim, através de simulacoes utilizando software
de elementos finitos obteve-se a distribuicao de temperatura nas superficies do molde.
E com isso, verificaram-se que os valores medidos sao compativeis com os resultados
simulados. A simulagdo no momento de estabilidade de temperatura também é realizada
e os resultados simulados da distribuicao de temperatura, em periodo de estabilidade,
sao analisados. Por tanto, os aumentos de temperatura e os resultados da simulacao
na estabilizacao fornecem orientagao para o projeto do molde. A novidade da pesquisa
estd em levar em conta a influéncia da gravidade e da atmosfera real do ambiente na
simulacao. O modelo de turbuléncia K-épsilon, que mais corresponde as condic¢oes reais,
é selecionado. Além disso, aplica-se uma malha nao estruturada, pois esta acomoda-se

bem as formas geométricas complexas e gera uma camada de contorno adequada.
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1.7 Descricoes dos Capitulos

As demais partes deste trabalho estao organizadas da seguinte maneira:

No Capitulo 2 abordam-se os principais conceitos sobre transferéncia de calor;

No Capitulo 3 apresentam-se os contetudos relacionados as malhas computacionais;

O Capitulo 4 expoe as defini¢oes para o escoamento, suas equacoes e condig¢oes de

contorno;

Ja no Capitulo 5 sao apresentadas as equagoes da energia transformada;

O Capitulo 6 descreve a estrutura de dados adotada e suas vantagens;

No Capitulo 7 apresentam-se os resultados dos simulagoes numéricas realizadas du-

rante a pesquisa;

O Capitulo 8 contém as conclusoes do trabalho e as sugestoes de melhorias;



Capitulo 2

Transferéncia de Calor

A transferéncia de calor pode ser definida de forma simples, como energia térmica
em transito devido a uma diferenca de temperaturas em um meio ou entre meios. Ha
trés mecanismos de transferéncia de calor: Condugao, convecgao e radiagao. A condugao
ocorrera quando existir uma diferenga de temperatura em um meio estacionario (que pode
ser um fluido ou um sélido). A convecgao ocorrera entre um fluido em movimento e uma
superficie quando eles estiverem a temperaturas distintas [41]. A radiacdo ¢ a energia
emitida pela matéria na forma de ondas eletromagnéticas. Todos os corpos a uma tempe-
ratura acima do zero absoluto emitem radiagao térmica [86] e [44]. No entanto, a radia¢ao
se torna importante como mecanismo de transferéncia de calor apenas quando a tempe-
ratura da fonte ou do sistema é muito alta [1], tornando-se significativa em temperaturas
acima de 600°C [68|.

2.1 Conducao Térmica

A condugao térmica pode ser vista como o transporte de energia em um meio por
efeito de um gradiente de temperatura, ocorrendo de particulas mais energéticas para
a menos energéticas de uma substancia, devido as atividades atomicas e moleculares.
Assim, a transferéncia de calor ocorre de uma regiao de temperatura mais alta para outra

de temperatura mais baixa [41], [67] e [39].

Nos fluidos (gases e liquidos), essa energia esta relacionada ao movimento de translagao
aleatorio, assim como aos movimentos internos de rotagao e de vibragao das moléculas

[41].

Na visao moderna dos materiais, os soélidos podem ser compostos por elétrons livres
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e atomos ligados em um arranjo periddico chamado de lattice, portanto, o transporte de
energia térmica pode ser devido a dois fatores: migracao de elétrons livres e atividades
atdmicas na forma de vibragoes no lattice. Quando visto como um fenémeno de particulas,
os quanta da vibragao do lattice sao denominados fénons. Em metais puros, a contribuigao
dos elétrons para a transferéncia de calor por conducao predomina, ao passo que em nao-

condutores e semicondutores a contribuigdo dos fonons é dominante [41].

A Lei de Fourier estabelece que, a taxa de calor por condugao em um meio em deter-
minada direcao é diretamente proporcional a area normal A na dire¢ao da transferéncia
de calor e ao gradiente de temperatura ao longo do meio, e é inversamente proporcional

a distancia naquela diregao [86], [60] .

A taxa de transferéncia de calor, no sentido positivo de uma direcao n, é dada pela

Equacao 2.1:

Onde:

Q,: Taxa de transferéncia de calor por conducgao, W;

k: Condutividade térmica do material, W/(m - °C);
2,

e A: Area normal na direcao do fluxo, m

e dT": Gradiente de temperatura na direcao do fluxo, °C

dn: Espessura da camada, m.

Ainda, a Equacao 2.1 pode ser reescrita como a Equagao 2.2

Q. . dT
=7 = kdn (2.2)

Sendo ¢, o fluxo de calor (taxa de transferéncia de calor por unidade de area, W/m?).
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2.2 Conveccao Térmica

O termo conveccao se refere a transferéncia de calor que ocorrera entre uma superficie
e um fluido em movimento quando eles estiverem em diferentes temperaturas, envolvendo

os seguintes mecanismos [41]:

1. Transferéncia de energia em virtude do movimento molecular aleatério (difuséo);

2. Transferéncia de energia devido ao movimento global ou macroscépico do fluido.
Esse movimento esta relacionado ao fato de que, em um dado momento qualquer,
uma grande quantidade de moléculas estd se movendo coletivamente ou na forma

de agregados de moléculas.

A transferéncia de calor por conveccao é entao, devida a soma do transporte de energia
pelo movimento aleatério das moléculas com o transporte devido ao movimento global do
fluido. E usual utilizar o termo conveccao para fazer mencao a esse transporte cumulativo
e o termo advecgao para fazer referéncia ao transporte devido ao movimento global do
fluido [41].

A transferéncia de energia envolvera portanto, efeitos de conducao e movimento do
fluido [86].

A taxa de transferéncia de calor através de uma area A por convecgao pode ser descrita

pela Equagao 2.3, conhecida como Lei de Resfriamento de Newton [41] e [21]:

Qe = hA(T; — T) (2.3)

Q.. Taxa de transferéncia de calor por conveccao, W;

A: Area de transmissao de calor, m?;

(Ty — T.): Diferenga de temperatura entre a superficie e o fluido, °C;
e i: Coeficiente de transferéncia de calor por convecgao, W/(m? - °C).
Quando a Equagao 2.3 é utilizada, presume-se que o fluxo de calor por convecc¢ao

seja positivo se é transferido da superficie (75 > T.,) e negativo se o fluxo de calor por

convecgao ¢ transferido para a superficie (T, > T) [42].
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Porém, pode-se expressar a Lei de Resfriamento de Newton para o o caso da transfe-

réncia de calor ser positiva para a superficie [42]:

Qe = hA(Tx — T) (2.4)

Pode-se escrever o caso da transferéncia de calor positiva para a superficie por unidade

de area, tendo assim a Equagao 2.5:

Para o estudo de transferéncia de calor, tém-se algumas propriedades relevantes, que

serao apresentadas nos itens 2.3.

2.3 Propriedades da Transferéncia de Calor

2.3.1 Propriedades da Transferéncia de Calor por Conducao

As propriedades de transferéncia de calor por condugao podem ser divididas em pro-

priedades termodinamicas e propriedades de transporte [41].

Entre as propriedades termodindmicas, tém-se a densidade (p) e calor especifico a
pressao constante (c,) [41]. O calor especifico a pressao constante é definido como o calor
necessario para elevar em um grau a temperatura de uma substancia em um processo [7].
O produto (pc,), denominado capacidade calorifica volumétrica, mede a capacidade de

um material de armazenar energia térmica [41].

Entre as propriedades de transporte tém-se a condutividade térmica (k) e a difusivi-
dade térmica («) [41]. A condutividade térmica mensura a capacidade de um material
de conduzir calor [86] e depende da estrutura fisica, atomica e molecular da matéria [41].
A difusidade térmica mensura a capacidade do material de conduzir energia térmica em
relacao a sua capacidade de armazena-la. Sendo entao, obtida pela razao entre a condu-

tividade térmica do material e a sua capacidade calorifica volumétrica conforme Equacao
2.6 |41]:

a=— (2.6)

Um alto valor de condutividade térmica ou um baixo valor de capacidade calorifica
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térmica resultard em um alto valor de difusividade. Quanto mais elevado o valor da
difusividade, mais rapido os materiais responderao as mudancas nas condigoes térmicas a
eles impostas, enquanto nos materiais com reduzidas difusividades, a difusao do calor se

dara mais lentamente [41] e [39].

2.3.2 Propriedades da Transferéncia de Calor por Conveccao
O namero de Reynolds é dado pela razao entre as forgas inerciais e as forgas viscosas

[22], como apresentado na Equagao 2.7 [3] e [68]:

forcas inerciais _ PUescH

R@H =

2.7
forgas viscosas 1 (27)

Onde:

Rep: Namero de Reynolds, adimensional;

e p: Massa especifica do fluido, kg/m?;

Vese: Velocidade do escoamento, m/s;

p: Viscosidade dindmica do fluido, kg/(m - s);

H: Comprimento caracteristico do escoamento, m.

Regioes de escoamento sem viscosidade sao regides de altos nimeros de Reynolds [85],

isso pode ser percebido pela Equacao 2.7 acima.

A partir da experimentacao é possivel verificar que o aparecimento de turbuléncia em
um tubo ¢é determinado pelo nimero de Reynolds. Em velocidades satisfatoriamente altas,
o deslocamento de um fluido muda de um fluxo laminar simples para um fluxo turbulento,
ou seja, para um fluxo que se caracteriza por um movimento irregular do fluido [73] e [69].
Para fluxos internos em placas e tubos, se o Rey for inferior a cerca de 2.000, o fluxo de
fluido no tubo é laminar mesmo na presenca de distturbios fortes; a turbuléncia ocorre se
o Rey for maior que 3000. Na regiao entre 2000 e 3000 o fluxo é instavel, o que significa
que o fluido pode se comportar como fluxo laminar, mas uma pequena perturbagao fara
com que o seu movimento se altere para um fluxo turbulento 68|, [73] e [46]. Para fluxos

externos, geralmente o limite de Rey para o fluxo laminar é de 5 - 10° [46].
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O namero de Prandtl, Pr, é determinado pela razao entre a viscosidade cinematica
(também conhecida como difusividade do momento) e a difusividade térmica, fornecendo
uma medida da eficacia relativa do momento e do transporte de energia por difusao nas

camadas limite de velocidade e térmica [41] e [57].

Pr=—=-—"-- 2.8
Onde:

e Pr: Numero de Prandtl, adimensional;

v: Viscosidade cinematica, m?/s;

«: Difusividade térmica, m?/s;

p: Viscosidade dindmica, kg/(m - s);

k: Condutividade térmica, W/(m - °C) ;

¢,: Calor especifico a pressao constante, J/(kg - °C) ou m?/(s* - °C).

Para Pr << 1, a taxa de difusao de energia excedera muito a taxa de difusao do
momento. Para Pr >> 1, a taxa de difusao do momento excederd a taxa de difusao de
energia. E para Pr proximo a unidade, a difusao de energia e do momento sao compara-

veis, como é o caso de gases [41].

Desta explicagao, entende-se que o valor de Pr influencia fortemente o crescimento

relativo da velocidade e das camadas limite térmicas [41].

2.4 Equacoes Fundamentais na Dinamica dos Fluidos

A dindmica computacional dos fluidos, de uma forma ou de outra, segue as equacoes
fundamentais que regem a dinamica dos fluidos - a continuidade, o momento e as equacoes

de energia [5].

Essas equacoes falam de fisica. Elas sao as declaragoes matematicas de trés principios

fisicos fundamentais nos quais toda a dindmica dos fluidos é baseada [5]:

1. A massa é conservada;
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2. Segunda lei de Newton, F = ma;

3. A energia é conservada.

Esses principios fisicos sao aplicados a um modelo de fluxo; por sua vez, esta aplicagao
resulta em equacoes que sao declaragoes matematicas dos principios fisicos particulares

envolvidos, a saber, as equagoes de continuidade, momento e energia [5].

A equacao governante da energia que sera apresentada na Secao 2.5, segue a aborda-
gem para um elemento infinitesimalmente pequeno no fluxo com um volume diferencial

dV - o volume de elemento esté seguindo o elemento fluido em movimento [5].

A Equacao 2.9 representa uma defini¢cao da derivada substancial em notagao vetorial

[5].

D _a
5= VeV (2.9)

Sendo [5]:

e Derivada Substancial (D%): E a taxa temporal de variacdo seguindo uma particula
de elemento fluido, tem-se entao o conceito Lagrangeano;

e Derivada Local (%): Taxa temporal de variacao no ponto fixo 1;

e Derivada Convectiva (V - V): Taxa de mudanga de tempo devido ao movimento do
elemento fluido de um local para outro no campo de fluxo onde as propriedades de

fluxo sao espacialmente diferentes.

A Equagao 2.9 pode ser escrita também como a Equacao 2.10:

0 0 0
_E_+(V.v)¢ga_;b+ua—i+ua—§ (2.10)

A derivada substancial se aplica a qualquer variavel ¢ de campo de fluxo, por exemplo,

Dp DT D
oe> o ot 19k

2.5 Equacao Geral da Energia

O [5] declara sucintamente: “A energia ndo pode ser criada nem destruida; ela so

pode mudar na forma.” Este é o Principio de Conservagao de Energia, que estabelece que
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a quantidade total de energia em um sistema isolado nao varia, permanecendo constante.

A Primeira Lei da Termodinamica, é a declaracao da conservagao de energia para
sistemas termodinamicos. Aplicando a primeira lei para um modelo de fluxo, onde um

elemento fluido move-se com o fluxo tem-se a Equagao 2.11 [5], [22] e [83]:

Variagao Temporal da Fluxo Liquido Taxa de Trabalho Realizado
Energia = de Calor para + no Elemento Fluido Devido
no Elemento Fluido Dentro do Corpo as Forcas de Campo
e da Superficie (2.11)
ou
A = B + C

Os termos A, B e C serao abordados nos itens 2.5.1, 2.5.2 e 2.5.3, respectivamente.

2.5.1 Variacao Temporal da Energia no Elemento Fluido - A

O termo A, que corresponde & variagdo temporal da energia no elmento fluido, da

Equagao 2.11, pode ser escrito como [5]:

DE

Onde p representa a massa especifica do elemento infinitesimal (kg/m?) e p%, a taxa

de incremento da energia total utilizando a derivada total [83].
Com a Equagao 2.13 [5]:
V2
E=e+ — (2.13)
Tem-se a Equacao 2.14 [5]:

A= pB <e + V—Q) (2.14)

Sendo:



2.5 Equacgao Geral da Energia 35

e [: Energia total especifica do elemento fluido;

e ¢: Energia interna especifica do elemento fluido em movimento, devido ao agita-

mento das moléculas de forma aleatéria dentro do sistema;

2 . . . , ~ . .
° %: Energia cinética especifica de translagao do elemento fluido, devido ao seu

movimento.

2.5.2 Fluxo Liquido de Calor no Elemento — B

Nesta Secao sao tratados os efeitos de fontes de energia térmica sobre a energia total,

sendo eles [5]:

1 Aquecimento volumétrico, que pode ocorrer com um termo de fonte de energia,
sendo positivo se a energia térmica for gerada através da conversao de alguma outra

forma de energia; ou negativo, se a energia térmica for consumida;
2 Transferéncia de calor através de cada uma das superficies de controle, devido a

gradientes de temperatura, ou seja, a conducao total.

A massa do elemento fluido em movimento é p dx dy dz, assim, tem-se a Equagao

2.15 para a taxa de calor produzida por aquecimento volumétrico [5]:

Aquecimento Volumétrico do Elemento = pq dx dy dz (2.15)
Sendo:

e p: Massa especifica do elemento fluido (kg/m?);
e ¢: Taxa de produgao de calor por unidade de massa, W/kg;

e pg: Taxa de aquecimento volumétrico, W/m3.

A transferéncia de calor em uma determinada dire¢ao por unidade de area perpendi-
cular a diregao, é chamada de fluxo de calor nessa direcao. Aqui, ¢, é o fluxo de calor na
diregao x. Assim, o calor liquido transferido por conducao térmica na dire¢do x para o

elemento fluido é dado pela Equagao 2.16 [5]:

ox T

|:Qx - <Qx + Vi dx)] dy dz = 88% dx dy dz (2.16)
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Considerando-se a transferéncia de calor na direcoes y e z, obtém-se a Equacao 2.17

[5]:

- <% + Ody + aqz) dx dy dz (2.17)
2

O termo B da Equagao da variagao temporal da energia no elemento fluido, Equacao

2.11, é dado pela Equacdo 2.18, que corresponde a soma das Equagoes 2.15 e 2.17 [5]:

. (8& . 04, . 0i
B = [pq (8:17 + By + 82)} dx dy (2.18)

O fluxo de calor devido a condugao térmica, dado pela lei de Fourier da condugao de

calor, é proporcional ao gradiente de temperatura local, conforme as Equacoes 2.19 a 2.21

I5].

Gz = —k (ZZ) (2.19)
Gy = —Fk (2—5) (2.20)
G = —k ((Z—Z) (2.21)

Onde k ¢ a condutividade térmica [5].

Portanto, a Equagao 2.18 pode ser escrita como [5]:

.0 oT 0 oT 0 oT

2.5.3 Taxa de Trabalho no Elemento Fluido Devido as Forgas de
Campo e da Superficie C

As tensoes de cisalhamento presentes em um escoamento devem-se a viscosidade do

fluido [59] e sao devidas as for¢as de campo e da superficie.

2.5.3.1 Forgas Corporais

Segundo [5], as forcas corporais, f;, f, e f., sdo as forcas que atuam diretamente sobre
a massa volumétrica do elemento fluido. Essas forcas "atuam a distancia"e tém-se como

exemplos as forgas gravitacionais, elétricas e magnéticas.

A taxa de realizacao do trabalho por uma forga exercida sobre um corpo em movimento
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¢ igual ao produto da forca e o componente da velocidade na direcao da forca. Entao, a
taxa de trabalho realizada pela forca do corpo que atua no elemento fluido que se move

a uma velocidade V ¢ dada pela Equacao 2.23 [5]:

pf . V(dx dy dz) (2.23)

2.5.3.2 Forgas de Superficie

Forgas superficiais sao forcas que atuam diretamente na superficie do elemento fluido.

Elas séo devidos a apenas duas fontes [5]:

(a) as distribui¢oes de pressoes p normais as faces, imposta pelo fluido externo em

torno do elemento de fluido;

b) as distribuicoes de tensoes normais as faces 7,,, Ty, € T, € as de cisalhamento T,
xxs Tyy F74) ZYs
Tyz, Tuz, Teay Tyz € Toy atuando tangencialmente, "puxando"ou "empurrando'"na superficie

por meio de fricgao.

Observa-se que as forcas na direcao x positiva fazem um trabalho positivo e que as

forcas na dire¢ao = negativa fazem um trabalho negativo.

A taxa liquida de trabalho feita pela pressdo na diregao = ¢ dada por 2.24 [5]:

up — | up + Mdm dy dz = —M dzx dy dz (2.24)
ox ox

Da mesma forma, a taxa liquida de trabalho realizado pelas tensoes de cisalhamento

na dire¢ao = é dada pela Equagao 2.25 [5]:

KUTW + _8(15;%) dy) — UTyJJ:| dr dz = 3(1(;_;%) dz dy dz (2.25)

Quando consideram-se todas as forcas de superficie, a taxa liquida de trabalho no

elemento fluido em movimento devido a essas forgas ¢ estabelecida pela Equagao 2.26 [5]:

O(up) = O(uty,) O(utyy)  O(uTyy)
{_835_'— Ox * oy * 0z

} dx dy dz (2.26)

No total, a taxa liquida de trabalho realizado no elemento fluido em movimento é a
soma das coesoes de superficie nas diregoes x, y e z, bem como a for¢a do corpo contida.

Este é denotado por C' na Equagao 2.11 e é dado pela Equacao 2.27 [5]:
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_ (—Oup)  Owp)  O(wp) | O(uTwe)  O(utye)  O(uTss)

¢= ( ox dy 0z + ox * dy + 0z dz dy dz
O(vTyy)  O(vry,)  O(vTy)  O(wTy,)  O(v7y.)  O(vT.)

+ ( o + 3y + ER + o + 3y + 5, dr dy dz

+pf Vdz dy dz(2.27)

Substituindo A, B e C' na equagao 2.11 tem-se a Equagao 2.28:

Doy V2 Cpgr 2 (191) 4 2 (07 L 9 (97
"Dt 2 ) P 5r \"or dy \ Oy 0z \ 0z

O(up) d(vp)  O(wp) n O(uTpy) N 0)(utyy) n 0)(uTyz)

Ox dy 0z ox oy 0z
O(vTyy)  O(vTy) | O(vTy)  O(wry,)  O(wry.)  O(vT.)
* ox * oy * 0z * ox * dy * 0z
+pf V (2.28)

Para reescrever a Equacao 2.28 de forma que o lado esquerdo seja apenas escrito em
funcao da energia interna, multiplicando as equac¢oes do momento em uma direcao pela
sua correspondente componente de velocidade u, v e w [5]. Esta operagao resulta em um

resultado escalar, que apos somado deve ser subtraido da equacao da Energia total acima,

gerando a Equacgao 2.29:

&— '+£ k-a_T _|_£ kg_T _|_£ ka_T _ %+@+a_w+
T Or \ Ox dy ' Oy 0z \ 0z b or Oy 0z

Ou L Ow ou  Ov o Ovy ov p dwy L 0w L 00 g9
8z ' ™o Tyyﬁy Tayg, T Targy T T oy =y '

A equagao de energia, quando escrita na forma da Equacao 2.29, em termos de e

apenas, nao contém explicitamente a forga do corpo [5].

A Equacao 2.29 estd na forma nao-conservativa e sua manipulagao para a forma

conservativa é descrita a seguir. A partir da definicao da derivada substancial obtém-se a

Equagao 2.30:

De Oe

Py pat+pVVe (2.30)
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Chega-se entao na Equacgao 2.31:
d(pe) de  Op

= p— 2.31
T TT (2:31)
Reescrevendo a Equacao 2.31 na forma da Equacao 2.32:
0 0 0]
¢_ lpe) _ p (2.32)

Por =~ "ot ot

A partir da identidade vetorial relativa a divergéncia do produto de um escalar vezes
um vetor, tem-se a Equacao 2.34.
V.(peV) =eV.(pV) + pV.Ve (2.33)

Ou:

pV.Ve =V.(peV) —eV.(pV) (2.34)

Substituindo as Equacgoes 2.32 e 2.34 em 2.30:

% — 3(;:) —e {% + V.(pV)} + V.(peV) (2.35)

O segundo termo da Equacao 2.35 é a equacao da continuidade e equivale a zero,
assim escreve-se 2.36:

De  O(pe)

i = o + V.(peV) (2.36)

Substituindo a Equagao 2.36 no lado esquerdo da Equacao 2.29:

d(pe) .0 (0T o (,0T o (,0T ou Ov  Jw
g VeV =pit 5 (k8x> "oy (kay) i (k(92> P (ax oy Tz

T@—FT @—1—7 a—u—l—T @—1—7 @—1—7 @—l— 8_w+ 0_w+ gw (2.37)
Tox Yoy o Yor Yoy o Yoz Tozgy T v dy Sy ‘

Para um gas ideal, de = C,dT" e ¢, = cv para escoamento incompressivel. Assim,

tem-se a Equacao 2.38:

)
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I(pc,T) .0 oT 0 oT o (. 0T
5t + V.(pVe,T) —pq+ax k@x +8y k@y +8,z k@z

—p(VV)+d  (2.38)

Sendo &:

oo (20 (2 4 (29)] 4
M\ bz dy 0z

ov ou\' (0w oo\ (ou ow\] 2 [(ou o0 owy:
or 0Oy dy 0z Jz Ox 31 |\ o oy 0z

Na Secao 2.6, serao apresentadas as caracteristicas do escoamento estudado.

(2.39)

2.6 Caracteristicas do Escoamento Estudado

Estuda-se o escoamento que possui as seguintes caracteristicas:

— Temperatura em tq de 24 °C' ou 297,15 K;
— Temperatura em ¢ de 80 °C' ou 353,15 K;
— Pressao em ty de 1013, 25 mbar ou 101325 Pa;

— Pressao em t; de 1213,25 mbar ou 121325 Pa;

Velocidade de escoamento de 10 m/s.

Para o problema estudado, adotam-se as seguintes consideracoes:

Gaés ideal,;

Escoamento incompressivel (p = constante);
— Fluido nao viscoso (1 = 0);

— Forgas do corpo ( gravidade, eletromagnéticas) despreziveis.
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2.6.1 Gas Ideal

Para analisar se um gas comporta-se como um gas ideal, deve-se calcular a pressao e
temperatura reduzidas. Um gas real se aproxima do comportamento de gas ideal quando
Pirapaine << P. [81], [62]. Com as Equagoes 2.40 e 2.41 calculam-se os valores da tem-
peratura e pressao reduzidas, que sao as razoes entre as condig¢oes de fluxo e os pontos

criticos [81]:

P

P=_ 2.40
5 (240)
T

T =— 2.41
TC (241)

Onde:

® Piupaino: Pressao de trabalho, Pa;

e P.. Pressao critica, Pa;

e T.: Temperatura critica, K.

Para o ar, a temperatura critica é de 123,63 K e a pressao critica é de 3,78 M Pa,

j& para este trabalho consideram-se como condigoes iniciais uma temperatura de 24 °C' e

uma pressao de 101325 Pa. Portanto, através das Equagoes 2.42 e 2.43 calculam-se:

207,15 K
=220 08— 9y 2.42
123,63 K ! (2.42)
101325 P
© =002 (2.43)

"= 3.78x10° Pa

E para as condigoes finais, tém-se uma temperatura de 80 °C' e uma pressao de

121325 Pa. Assim, através das Equagoes 2.44 e 2.45 obtém-se:

353,15 K

=290 7 —9 2.44
" T 123,63 K 80 (244)
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121325 Pa

=20 T =(),032 2.45
3,78x10 Pa (24)

Com os resultados acima, verifica-se que Pirqpaine << P., assim é presumivel que a
equacao de estado do gas ideal seja uma boa aproximagao para relagao de estado para o
ar nestas condigoes. Percebe-se também, que T é maior que T, e que T esta no sentido

do comportamento do gés ideal [81].

Por fim, a lei dos gases perfeitos ¢ validada usando a fungao de compressibilidade Z
[62], que mensura o desvio em relagdo ao gas ideal [81]. Para um gas ideal, considera-
se Z = 1 para qualquer temperatura ou pressao. O fator de compressibilidade Z é

adimensional e é obtido utilizando a Equagao de estado dos gases ideais, Equacao 2.46
[81]:
7 =— (2.46)
Onde:

e p: Pressao do fluxo, Pa;

T: Temperatura, K;

R: Constante individual especifica do gas, J/(kg - K);

P,: Pressao reduzida, adimensional;

T).: Temperatura reduzida, adimensional.

Quando Z < 1, implica em um desvio negativo, ou seja o gis é mais compressivel que
o esperado para um gas ideal. Para o caso de Z > 1, incide em um desvio positivo, isso

significa que o gas é menos compressivel que o esperado para um gas ideal [82].

Através da Equagao 2.47 calcula-se a constante individual (especifica) do gas [56]:

(2.47)

<

gas

Onde:
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e R,: Constante universal dos gases, J/(kmol - K);

o M,ss: Massa molecular do gas; kg/kmol.

Para a condicao inicial do processo substitui-se a Equagao 2.47 na Equacao 2.46,
consideram-se p e Mgy tabelado na referéncia [42], temperatura de 24 °C' e pressao de

101325 Pa, assim calcula-se o valor de Z através da Equagao 2.48:

7= 101325 =1,02 (2.48)

(1,1614) (8314’5) (297,15)

28,97

Na condicao final do processo, calcula-se o valor de Z para uma temperatura de 80

°C' e uma pressao de 121325 Pa, pela Equagao 2.49:

12132
Z= 525 — 1,9 (2.49)

(0, 9950) (831475) (353,15)

28,97

120 N I N B B 1 T T T T T T T T T T 1

i | 5,00
7.00
| 10,0
. 7, =150
Parfect gas
1.00 . I 1 | . I . | !

Fator de compressibilidade, Z

10,0

Pressdo reduzida, Pr

Figura 2.1: Carta de Compressibilidade. Z = p/pRT.
Fonte: [62]
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2.6.2 Escoamento Incompressivel

Em diversos problemas e fen6menos na engenharia considera-se o fluxo incompressivel,
ou seja, os fluxos de gases, assim como os de liquidos, sao frequentemente incompressiveis

I62].

Considerando-se que o fluxo incompressivel ¢ aplicado a qualquer situacao onde as
mudancas na densidade de uma particula sdo despreziveis [62], pode-se escrever a Equagao

2.50:

1Dp
-—— =0 2.50
A partir da Equagao 2.51 de continuidade [5]:
Dp
— = —pV.V 2.51
e = PV (2.51)
Tem-se a Equagao 2.52 [62]:
-—— =-V.V= lim ——— 2.52
P Dt VMII?’LO VMR Dt ( )

Ou seja, a taxa de variacdo do volume de uma particula ¢ zero [62]. Onde Vi g € o

volume da regiao do material.

O numero de Mach ¢ uma unidade adimensional de medida de velocidade e define-se
como a razao da velocidade de um objeto em relagao a velocidade do som [36]. O fluxo
de gases em baixos ntumeros de Mach é essencialmente incompressivel. E para M < 0.3,
assume-se p constante [6]. Para o ntmero de Mach, M — 0, a velocidade de fluxo deve

ser pequena em relagao a velocidade do som [5].

Para determinar o nimero de Mach utiliza-se a Equagao 2.53 [36]:

(Y
M= - 2.53
; (253)

Onde:

e v: Velocidade do objeto, m/s ou km/h;
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e a: velocidade do som, m/s ou km/h.
Os regimes de fluxo s@o assim definidos [6]:

— M < 1: Fluxo subsonico;
— M = 1: Fluxo sonico;

— M > 1: Fluxo supersonico.

Para gases ideais, a velocidade do som ¢ dada pela Equacao 2.54 [36]:

a=vVkRT (2.54)

Onde:

e k: Razao entre calor especifico a pressao constante C), e o calor especifico a volume

constante C,, adimensional;
e R: Constante tipica do gas, J/(kg.K);

e T Temperatura absoluta, K.

Para a temperatura de 24 °C, e considerando k para o ar de 1.4, e sendo a constante
tipica do gas, R = 287 J/(kg.K),

a = /1.4(287)(24 + 273, 15)
a = 345,54 m/s (2.55)

Para a temperatura de 80 °C"

a = /1.4(287)(80 + 273, 15)
a = 376,69 m/s (2.56)

Substituindo os valores obtidos de a na Equagao 2.53:

10
\/z pu— =
345,54

0,03 (2.57)



2.7 Modelo de Distribuigao de Calor das Resisténcias 46

10
376,69

=0,03 (2.58)

Os valores obtidos para M foram abaixo de 0,3, assim considera-se o escoamento

incompressivel.

Retornando a Equagao da energia, equagao 2.38, para um escoamento incompressivel

p(VV) sera igual a 0, e de propriedades fisicas constantes, tem-se a Equagao 2.59 [83]:

oT 0 oT 0 oT 0 oT
gz T =pi+ 2 (#25) + £ (k& )y
[aﬁw] MY o (kax)+ay<’“ay) o: <k8z>+

(2.59)

O segundo termo do lado esquerdo da Equacao 2.59 é o termo advectivo da Equacao
da derivada total 2.10, assim, pode-se reescrever a variagao temporal da energia térmica

interna no elemento fluido, 2.59, como 2.60:

8_T— Y 8_T_|_ 6_T_|_ a_T +
Py =P P Yy Ty T Vs

0 or 0 oT 0 oT
o (k%) o (k:a—y) + 5 (k$> + @ (2.60)

2.6.3 Fluido Nao Viscoso

O fluido foi considerado nao viscoso, ao considerar que a superficie do cilindro uma
placa plana e o escoamento na faixa de transicao de laminar para turbulento. Assim,

desconsideram-se os termos viscosos da Equacao da Energia:

oT oT  OT
pcpg = pq — pc, + va—y + wg
o ( T\ o [ oT\ o ( T
R s L) L L (R 2,61
oz (k&c) dy (kay)+82 (kaz) (2.61)

2.7 Modelo de Distribuicao de Calor das Resisténcias

O termo fonte de geracao de energia pg na Equacao 2.61 pode ser descrito como a

taxa na qual a energia ¢ gerada por unidade de volume do meio (1W/m?) e é positivo se
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estd sendo gerada energia térmica no meio ou negativo se a energia térmica esta sendo
consumida [41]. Porém, como neste trabalho, adota-se a geometria bidimensional, sera
assumido o fluxo de calor para o termo fonte de geracao de energia, que corresponde a

taxa de transferéncia de calor por unidade de area (W/m?).

Neste estudo de caso, o fluxo térmico esta associado a conversao de energia elétrica em
energia térmica devido ao aquecimento das resisténcias elétricas, ocasionado pela corrente

elétrica atravessando as resisténcias elétricas no interior da estufa.

A taxa de calor gerada pela fonte tem diversos modelos propostos. Um deles que
considera que o fluxo térmico possui distribuicao normal, ou Gaussiana é um dos menos

complexos [50].

Pode-se escrever Equagao 2.62 , [28], [50]:

Ge = Go.e ) (2.62)
Onde:

e G.: Fluxo térmico em um ponto da estufa, W/m?;

e Go: Fluxo térmico maximo no centro da regiao aquecida, W/m?;

e c: Coeficiente de concentracao, m=2;

e r: Distancia radial desde o centro da fonte medida na superficie aquecida, m.

Quanto maior o valor de ¢, maior serd a concentracao da fonte de energia, e entao

menor sera o didmetro da regido aquecida [50].

A distancia radial r na Equacao 2.62 é a distancia medida do centro do arco até
algum ponto da estufa, conforme [26]. E para o problema estudado e é dada por 72 =
(T — TRes)? + (Y — Yres)?, sendo Tres € Ypes a posicao das resiténcias. Substituindo 7 na

Equagao 2.62 tem-se a Equagao 2.63:

q'e — q'o‘e{_C[(CC_Z'RES)2+(?/_Z/R&S)2}} (263)



Capitulo 3

Malhas Coincidentes com a Fron-
teira

O sistema de coordenadas ortogonais (cartesianas, cilindricas e esféricas) ¢ conhecido
por sua simplicidade, mas se o objetivo for resolver problemas reais de engenharia com
geometrias irregulares e complexas (0 que ocorre quase sempre), este sistema é muito
limitado pelas dificuldades de aplicacoes de condi¢oes de contorno ocasionadas pela tra-
balhosa determinacao dos comprimentos entre a fronteira e os pontos nodais do dominio
[53].

No inicio da década de 70, os pesquisadores do métodos de diferencas finitas deram
inicio ao emprego de coordenadas generalizadas — permitindo que a malha computacional
seja coincidente com a fronteira — sendo esta a maior contribuicao desta comunidade para

o tratamento de geometrias complexas [53].

A ideia principal do uso de coordenadas coincidentes com as fronteiras, também conhe-
cido como boundary-fitted coordinates, é a transformacao da malha irregular ou regular do
plano fisico no sistema cartesiano (z,y) para um plano regular computacional no sistema

generalizado (&,7n) [53].

Os principais motivos para o uso de discretizagao coincidente com a fronteira sao [53|:
1. Necessidade da solugao de problemas cada vez mais complexos, que geralmente,
apresentam dominios irregulares;

2. A complexidade nas solugoes de problemas que usam sistemas coordenados conven-

cionais, principalmente na aplicagao das condigoes de contorno;

3. Possibilidade de concentracao de malhas onde necessario, sendo possivel adapté-
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las de acordo com o problema fisico (malhas adaptativas), reduzindo o nimero de

malhas necessarias e o tempo de computacao;

4. Possibilita o desenvolvimento de metodologias que sao generalizadas.

Sao apresentadas na Secao 3.1 dois tipos de discretizacao para as malhas: estruturadas

e nao-estruturadas.

3.1 Malhas Estruturadas e Nao-Estruturadas

A discretizacgao coincidente com a fronteira nao exige a obtengao através de um sistema
de coordenadas. Mas, se feita desta forma, a discretizacao resultante é estruturada,
pois cada volume interno tem sempre o mesmo nimero de vizinhos e a numeragao dos
mesmos obedece a uma sequéncia natural, trazendo na prética muitos beneficios para a

implementagao do programa computacional [53].

Figura 3.1: Malha estruturada versus Malha Nao-Estruturada.
Fonte: Autor e [53]

Como percebe-se na Figura 3.1, malhas nao-estruturadas nao possuem uma lei de
formagao para numeracao dos volumes elementares, ocasionando diferentes ntimeros de

vizinhos para cada volume [54].

Malhas estruturadas sao topologicamente compativeis a uma grade cartesiana uni-
forme, dessa forma, as aproximagoes por diferencas finitas sao razoavelmente faceis de
implementar [48]. Enquanto em malhas nao-estruturadas, o método de elementos finitos

normalmente estao associados [63].
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3.1.1 Malhas Estruturadas versus Nao-Estruturadas

De acordo com [53], [54] e [75], a discretizagdo por malhas estruturadas e nao-
estruturadas possuem vantagens e desvantagens ao considerar a implementagao do pro-

grama computacional.

Vantagens da Malha Estruturada: Com a regra de ordenacao dos elementos, todas

as rotinas sao simplificadas; a matriz resultante tem diagonais fixas, portanto méto-

dos para matrizes com banda fixa (mais faceis de implementar) podem ser aplicados.

Desvantagem da Malha Estruturada: Nem sempre o emprego de malhas estrutura-

das pode ser realizado em geometrias complexas.

Vantagem da Malha Nao-Estruturada: Versatilidade, facilidade para adaptatividade

e muito mais aptas para discretizacao de geometrias irregulares. Em muitos casos,

apenas as malhas nao-estruturadas discretizam satisfatoriamente o dominio.

Desvantagens da Malha Nao-Estruturada: Dificuldade da ordenacao, o que ocasi-

ona matrizes nao diagonais; a variagao no tamanho da banda da matriz impossi-
bilita a aplicagao de muitos métodos de solucao de sistemas lineares; maior gasto

computacional.

3.2 Tipos de Mapeamento

As geometrias podem ser simplesmente, duplamente ou multiplamente conexas. A
geometria é duplamente conexa quando ha algum obstéculo na parte interior. E quando
h& mais de um obstéaculo no interior do dominio fisico, a geometria é considerada multi-

plamente conexa [60].

Um exemplo de geometria simplesmente conexa e seu plano transformado ¢ demons-
trado na Figura 3.2. As linhas radiais e concéntricas R, © foram denominadas & e n ainda
no dominio fisico para demonstragao, e em seguida representadas no plano referencial
(€,7m) [53]. Neste tipo de geometria, as condigoes de contorno do plano transformado sao

idénticas aos do plano fisico [53].

A geometria duplamente conexa pode ser mapeada em um bloco Gnico ou em mais
blocos. Quando o mapeamento ¢é realizado em um bloco Unico, ele ¢é realizado através

de um corte em uma linha £ ou 7 constante [53]. Realizando esse procedimento, o plano
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& by
"
A D
7:=R —
7,=R
f g
£=09, E=¢, &

Figura 3.2: Geometria Simplesmente Conexa
Fonte: [53]

computacional tera o dominio aberto e transformado em um retangulo [53]. A Figura 3.3

apresenta uma geometria duplamente conexa e seu mapeamento no plano computacional:

A
\ " .
L )
n= “! s ; . ] |..
I ]
I i
I |
[ I
I i
1] a1
TI - ']I ..... {."r —?A
il ot > - S
X 5 Ss E;

Figura 3.3: Mapeamento Geometria de Duplamente Conexa
Fonte: [53]

Para este tipo de mapeamento, é uma regra basica percorrer todas as fronteiras do
dominio fisico sem levantar o lapis do papel [53|, saindo de um ponto e chegando ao mesmo
ponto. No caso da Figura 3.3, tomando como ponto inicial o ponto A, percorre-se toda a
fronteira interna, passando por B e chegando ao ponto C. Neste momento, realiza-se um
corte ao longo de C'D, e entdo a fronteira externa é percorrida, passando pelo ponto E e

chegando ao ponto F. E por fim, voltando pelo corte ao longo de FA [53].

Os segmentos C'D e F'A, sao coincidentes e, nao sao fronteiras no dominio fisico,
mas apenas uma linha interna neste dominio. Desta forma, no plano computacional,
as fronteiras representadas pelos segmentos C'D e F'A possuem condi¢oes de contorno

periodicas. [53].
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A Figura 3.4 é apresentada para entendimento de como os pontos da grade [ e J dos

vetores de posicao podem ser selecionados para limites interno, externo e cortes:

m ﬁ Branch cut

/ J B (I,E /K;[I,J]
IE A{l,l] D(1,J)

"l C,.- (I!J]
L

| WEI,I}

W‘(LU
£ "'1 A o
.
\ld_#_ﬂ_._n__: (1,J)
r.
(1.0 U %)
D Outer boundary C:
J n n :
yi: H
1 ]
] i Ll-E L"E : Ij
TA Inner boundary B
(1.1 T (L1)

Figura 3.4: Geometria Duplamente Conexa
Fonte: [60]

Percebe-se que ao longo dos limites internos e externos, os vetores de posicao sao
mencionados como 7;; e 7133, respectivamente, para i = 1,2,...,I; enquanto os pseudo-
limites AD e BC aparecem com 74 j e 71; , respectivamente, para j = 1,2,...,J. Assim,
os pontos da grade I sao selecionados nos limites interno e externo, enquanto seleciona-se
J para os pseudo-limites BC' e AD. Como os pseudo-limites sao iguais, pode-se escrever
r; =1 paraj=1,2,...,J. E notavel também, que existem (J —2) linhas entre os limites

interno e externo [60].

3.3 Tratamento das Fronteiras Obtidas por Cortes

Quando o dominio é simplesmente conexo, cada face do dominio computacional cons-
titui uma fronteira no dominio fisico. Desta forma, as condi¢oes de contorno do dominio

computacional sao as do dominio fisico [53].

No caso de geometrias duplamente conexas, o dominio transformado possui frontei-

ras obtidas pelos cortes realizados, nao sendo portanto necessario aplicar condicoes de
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contorno nestas fronteiras [53|. As condigoes de contorno portanto, serdo apenas o com-

primento total interno e externo.

Na Figura 3.5, os cortes realizados pelos segmentos C'D e FA na Figura 3.3 sio

novamente apresentados para entendimento da discretizagao nestas fronteiras.

ni Fronteiras do dominio computacional
F / \ D
: N
F P eF
: !
: |
A C

"&

Figura 3.5: Tratamento das Fronteiras para Mapeamento com Corte
Fonte: [53]

Para a discretizagao ao longo dos contornos correspondentes ao corte, a expressao
de diferencas finitas em um lado de corte do ramo no dominio computacional, deve ser
idéntica ao outro lado do corte. Desta forma, para a discretizagao, deve haver continuidade
da funcao e de sua derivada ao longo do corte. Esse procedimento pode ser realizado com
a discretizagao em apenas um lado do corte, e em seguida a outra fronteira é definida
como igual a primeira [60]. Assim, para a Figura 3.5, é possivel realizar a discretizagao

através dos pontos P e E’, uma vez que £ = E’ [53].

3.4 Transformacao em Coordenadas Curvilineas Gene-
ralizadas

Conforme inicio do Capitulo 3, é possivel transformar um plano fisico no sistema
cartesiano (z,y) para um plano computacional no sistema generalizado (£,7). A Figura

3.6 representa um sistema de coordenadas curvilineas &, 7 referidas ao plano cartesiano.

As coordenadas curvilineas de um ponto estao relacionadas com as coordenadas car-

tesianas pelas Equagoes 3.1 e 3.1 [53]:
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dLn

dLé

x

Figura 3.6: Sistema de Coordenadas Curvilineas &, 7.
Fonte: Autor e [53]

Os diferenciais em cada eixo coordenado no plano transformado sao dados pelas Equa-

¢oes 3.3 e 3.4, [53], [75], [78]:

dg = &,z + &,y (33)

dn = nedx +nydy (3.4)
Pode-se escrever as Equacoes 3.3 e 3.4 na forma matricial conforme a Equagao 3.5:
d - d
dn e Ty | [dy

Ou, ainda, como a Equacao 3.6:

] =[] o] s
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Na Equacao 3.6, d” ¢ o diferencial no dominio transformado e d¥ no dominio fisico.

Ja os diferenciais no plano fisico sao apresentados nas Equagao 3.7 e 3.8:

dr = xed€ + x,dn (3.7)

dy = yed€ + y,dn (3.8)

Escrevendo as Equacoes 3.7 e 3.8 na forma matricial tem-se a Equagao 3.9:

=) &
dy Ye Ynl Ldn
Ou pode-se escrever a Equacao 3.9 na forma da Equacao 3.10:
] =[] [#] 310
Substituindo a Equagao 3.6 na Equagao 3.10 obtém-se a Equagao 3.11 [78]:
)= [ ] [ o
Entao, chega-se a Equagao 3.12:

4] = [B] (3.12)

Para calcular as métricas deve-se calcular a inversa de [B] e compara-la com [A] [75].

Sendo a matriz inversa de B dada pela Equagao 3.13 [8] e [18]:

1
 det[B]

[B]* adj|B] = [cof B]* (3.13)

det[B]

A matriz cofatora de B é dada pela Equacao 3.14, [75]:

Ty Tg
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Calculando a adjunta tem-se a Equagao 3.15:

Ap =

—T
& "] (3.15)
—Ye o Tg

Substituindo a Equagao 3.15 na Equagao 3.13, tem-se que a matriz [B]~! ¢ dada pela
Equacao 3.16:

Yn Ty

-1 _ TeYn—TnYe TeYn—TnYe
[B] b o (3.16)

- LeYn—TnlYe LeYn—TnlYe

Na Equacao 3.12, substituem-se [A] e [B] e obtém-se a Equacao 3.17 [53] e [78]:

Yn — Tn
[51’ gy] _ TeYn—TnYe TeYn—TnYe (317)

n n Ye T
z Y TeYn—TnYe TeYn—TnYe

Sendo J o Jacobiano da transformacao, dado pela Equagao 3.18:

J = det[A] = detl[ 5 (3.18)

Calculando pelo determinante de B, tem-se o Jacobiano da transformacao, dado pela

Equagao 3.19:
1

J=— (3.19)
LelYn — TnlYe

Comparando [A] com [B] da Equacao 3.17, tém-se as métricas apresentadas nas Equa-

goes 3.20 a 3.23 [53]:

Yn
& =Jyyy) = —"— 3.20
(Yn) —— (3.20)

—XT
& =J(—1,) = —"1— 3.21
y = J (=) PT— (3.21)

—Ye
Ne = J(—ye) = ————— 3.22
(—ve) P—— (3.22)

X

ny = J(wg) = ———— (3.23)

LeYn — TnYe
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As Equagoes 3.20 a 3.23 representam a transformacao do sistema de coordenadas

cartesiano (z,y) para o sistema de coordenadas curvilineas (&, n) [53].

A inversa da transformagao, do sistema de coordenadas curvilineas (£, n) para o

sistema de coordenadas cartesiano (z,y) é dada por [53]:

r =xz(§n); (3.24)
y=y(&n) (3.25)

Em [5], demonstra que quando o determinante do Jacobiano da transformagao é di-
ferente de zero, pode-se obter as fungoes inversas [12|. Para calcular as métricas de
transformagao das curvilineas para o cartesiano, calcula-se a inversa de [A] e compara-se
com a [B]. As métricas inversas, do plano (&, n) para o plano (z, y) sdo entao, dadas

pelas Equagoes 3.26 a 3.29:

ze=" (3.26)
v — —%y (3.27)
ZKZ_% (3.28)
%:% (3.29)

Onde J é o Jacobiano dado pela Equagao 3.19.

As coordenadas curvilineas contribuem para simplificar determinadas formulagoes de
problemas, porém, também exigem mecanismos para determinacao de medidas bésicas,
como comprimento e area. Por exemplo, nao pode-se determinar a distancia entre dois
pontos (&1, m1) e (&2, n2) estabelecidos por coordenadas curvilineas, a partir de uma simples

expressao algébrica [29]. Nas Segoes 3.5 e 3.6 serao apresentadas os comprimentos e areas
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no sistema de coordenadas curvilineas, respectivamente.

3.5 Comprimento ao Longo dos Eixos Coordenados

Maliska demonstrou que a distancia entre dois pontos ao longo de um eixo curvilineo,

por exemplo 7, admitindo-se que nao existe variagao na outra direcao, ou seja, £ constante,

pode-ser obtida através de distancias elementares em coordenadas cartesianas Ax,, Ay,
[75] e [19].

Considerando o comprimento dL¢ na Figura 3.7 e a Figura 3.8 com o comprimento

ampliado, pode-se calcular os comprimentos elementares Axg( BA) © Ayg( By, COMO apre-
sentado nas Equagoes 3.30 e 3.31, [53], [19], [75], [78].

ox ox
0 0

Admitindo-se que nao existe variagao ao longo de 1 obtém-se as Equagoes 3.32 e 3.33:

ox

a=Axegz= 8_§A§ (3.32)
)
b= Ayeps = a—‘ZAg (3.33)

Utilizando o teorema de Pitagoras, encontra-se dL§{ através da Equacao 3.34:

dLe =/ (Aaegy)® + (Ayegp)’ (3.34)

= () (2 (35
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Procedendo-se da mesma forma para encontrar ALn, os comprimentos elementares

A%@ e Aygw sao dados pelas Equacoes 3.36 e 3.37:

ox ox
0
d = Ay = 02/ N 5 Y ne (3.37)

Considerando-se que nao existe variagao ao longo do comprimento £ tém-se as Equa-
¢oes 3.38 e 3.39:

c=Aryzz = g—zAn (3.38)
)
d = Ay = 8-%&; (3.39)

Utilizando o teorema de Pitagoras, encontra-se dLn com as Equagoes 3.40 e 3.41:

AL, = \/ (Ayge)® + (Ayyge)’ (3.40)

dL, = \/<g—i>2 + (gf]) An (3.41)

Pode-se reescrever as Equacoes 3.40 e 3.41 e obtém-se as Equagoes 3.42 e 3.43:
dLe = \/(ye® +x?) 0 (3.42)

dLy =/ (yn* +2y°) 1) (3.43)

Sejam ! e 2% as coordenadas curvilineas definidas em funcao das coordenadas carte-

sianas = e y e que para ' = £ e 22 = 7. Os componentes do tensor métrico sao como a
Equagao 3.44 [66]:

Or Or 0Oy Oy
gij (!, 2?) = 52907 T Bai 5ad comi, j=1,2 (3.44)
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Figura 3.7: Comprimento e Area no Plano Fisico.
Fonte: Autor e [78]

Quando as superficies de coordenadas sao mutuamente perpendiculares em cada
ponto, o sistema ¢ denominado sistema de coordenadas curvilineas ortogonais [37] e deve

ser obedecida a Equagao 3.45 [66]:

gii = (¢, 22 2%) = Oparai # j 3.45
j

Neste caso, a terceira invariante do tensor métrico é dada pela Equacao 3.46 [66]:

g = det|gij| = g1192 (3.46)

Portanto, em sistemas ortogonais é essencial que termos mistos da forma z'2?, 2!

(1 # j) ndo aparegam na expressao para a distancia dL [37].

Na forma matricial, o tensor métrico é dado pela Equagao 3.47 [53]:

g1 912
9ij = [ ] (3.47)
921 G22
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X

Figura 3.8: Comprimento e Area no Plano Fisico Ampliado.
Fonte: Autor e |78]

E através da Equagao 3.44, tém-se as Equagoes 3.48 e 3.49 para gi1 e goo [53]:

Oz Ox 8y@

2 2
+ + A4
I 0€ 06 0 ¢ Te Tl (3.48)

Oxdx Oy oy 9 9
922= 550 T Gpay =L T (3.49)
Percebe-se que os comprimentos de dL¢ e dL,, obtidos nas Equacoes 3.42 e 3.43 origi-

nam os tensores métricos representados pelas Equagoes 3.50 e 3.51 [53]:

dLe = \/gu A8 (3.50)
dLy = /92281 (3.51)

Pelas Equagoes 3.50 e 3.51, percebe-se que um comprimento ao longo de um eixo

coordenado relaciona-se a apenas uma das componentes do tensor métrico [53].

O comprimento dL entre os pontos mais proximos (z,y) = (z!,2%) e (v +dz, y+dz)=
(x! + dat, y? + dy?) é expresso através do teorema de Pitdgoras. Para um elemento de
comprimento dL tem-se a Equacao 3.52 [53| e [66], com dL podendo ser funcao de £ e n

simultaneamente define-se a Equagao 3.52 [19]:



3.6 Areas no Sistema de Coordenadas Curvilineas 62

2 2
dL? = do® +dy’ =) > gyda'da’ (3.52)

j=1 i=1

Onde g;; na Equacao 3.52 ¢ dado pela Equagao 3.44.

Tem-se entao a Equacao 3.53:
AL = (/g8 + (Vg2 n)* (3.53)

Observa-se que a Equacao 3.53 nao contem componentes cruzados, g2 € go1, POis 0O

comprimento dL foi obtido para um sistema de coordenada ortogonal.

No item 3.6 serd demonstrado o calculo de areas no sistema de coordenadas curvilineas.

3.6 Areas no Sistema de Coordenadas Curvilineas

Pode-se obter as expressoes que possibilitam os calculos das areas no sistema de
coordenadas curvilineas [53]. Na Secdo 3.5 foram encontrados os comprimentos dL¢ e dL,

conforme as Equagoes 3.54 e 3.55, [53], [75], [78]:

dLe = [ (ye? +we?) 6 (3.54)

dL, = \/(y,® +2,2)An (3.55)
Escrevendo na forma vetorial as Equacoes 3.54 e 3.55, tém-se as Equagoes 3.56 e 3.57

[53]:

AL =2 NET +yeNET (3.56)

— — -
dL,=x,An1 +y,An j (3.57)
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— —
A area do paralelogramo na Figura 3.7 ¢ formada pelos vetores dL¢ e dL, e ¢ o

modulo do vetor resultante do produto vetorial dos mesmos [53].

Sendo entdo, o vetor resultante 45 dado pelas Equagoes 3.58 e 3.59 [53], |75]:

i ik
dS =dLe x dL, = |wAé yAE O (3.58)
reAE yeAE 0
_>
08 = K (xey, — 1) (AELD) (3.59)

Desta maneira, a area do paralelogramo é dada pela Equagoes 3.60:

dS = diS| = (weyn — wque) (AEAT) (3.60)

Reescrevendo a Equacao 3.60 obtém-se a Equagao 3.61:

dsS
Afﬁn = TelYn — Tnle

(3.61)

A érea obtida na Equagao 3.60 contém o inverso do Jacobiano (/) dado pela Equagao

3.19. Entao, substituindo-o na Equacgao 3.61 define-se a Equagao 3.62:

as 1
= — 3.62
NEAn T (362)

Ao utilizar valores unitarios para A§ e An, pratica frequente, o inverso do jacobiano

é igual ao valor da area do elemento no plano fisico conforme Equacgao 3.63:

s = (3.63)

1
J

Foi visto na Equacao 3.46 que, para sistema de coordenadas ortogonais, a terceira

invariante do tensor métrico é obtida pela Equacao 3.64:
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g = 911922 (3.64)

Pode-se reescrever 3.64 como a Equacao 3.65:

V9= Vv (3.65)

Substituindo g;; e goo obtidos nas Equacoes 3.48 e 3.49 na Equacao 3.64, tem-se a
Equacao 3.66:

VG = (e + 52/ (2 + 1,2) (3.66)

Considerando A{ e An unitérios, as Equacoes 3.42 e 3.43 para dL¢ e dL,, tornam-se
as Equagoes 3.67 e 3.68, 53], [75]:

dLe = £/ (ye* + x¢?) (3.67)

dLy =/ (yy® + xy°) (3.68)

Assim, substituindo dL¢ e dL, na Equacao 3.66 obtém-se a Equacao 3.69:

V9 = dL¢dL, (3.69)

Através da Figura 3.7, define-se que dS = dL¢dL,, e com isso determina-se a Equagao

3.70:

Vg =ds (3.70)
Na Equagao 3.62 desconsideram-se os termos A¢ e An, por serem normalmente uni-

tarios, e tem-se a Equagao 3.71:

ds = (3.71)

<=
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Substituindo a Equagao 3.71 na Equacao 3.70 obtém-se a Equagao 3.72:
1
VI = 5 (3.72)

A area do paralelogramo na Figura 3.7 foi obtida através da Equacao 3.62 e foi visto
que considerando-se A¢ e An unitarios o inverso do jacobiano é igual ao valor da area do
elemento no plano fisico [53]. Também foi demonstrado na Equagao 3.72 a relagao entre

o tensor métrico g e o jacobiano.

Os termos difusivos, convectivos e o termo fonte da equagao da energia térmica sao
grandezas vetoriais. Assim, faz-se necessirio saber determiné-los por um conjunto de
componentes vetoriais e o correspondente conjunto de vetores de base [12], associados ao
sistema de coordenadas curvilineas. Na Secao 3.7 serao apresentados os vetores de base

associados aos seus respectivos conjunto de componentes vetoriais.

3.7 Vetores de Base

E possivel representar um vetor em coordenadas curvilineas em dois grupos de vetores
de base: Em um grupo, os vetores de base sao tangentes aos eixos curvilineos e sao
chamados de vetores de base covariantes, enquanto no outro grupo os vetores de base sao
perpendiculares aos eixos curvilineos e sao chamados de vetores de base contravariantes
[12]. Uma componente de um vetor é um escalar multiplicado pelo vetor de base para
obter-se um comprimento. O importante é que o comprimento obtido deve ter o mesmo

valor para qualquer sistema de coordenadas [53].

A Figura 3.9 mostra estes vetores de base juntamente com o sistema cartesiano re-

tangular.

Nas subsecoes 3.7.1 e 3.7.2 serao apresentados os vetores de base covariantes e con-

travariantes, respectivamente.

3.7.1 Vetores de Base Covariantes

Os vetores de base covariantes - representados por e; - sao tangentes as linhas coor-

denadas [53]. A Figura 3.10 demonstra o vetor covariante e, tangente ao eixo &.
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Y

Figura 3.9: Vetores de base covariantes, contravariantes, cartesiano e unitario ao longo
da base covariante
Fonte: [53]

O vetor de base covariante tangente ao eixo £, é dado pela Equagao 3.73 [53], [75]:
e+ AE —rE) _or

e = Alggo At =% (3.73)
Sendo 7 dado pela Equacao 3.74:
7= i+ (3.74)

Substituindo o vetor 7 na Equacao 3.73, tem-se e representado pela Equacao 3.75
[53]:

dr—  Oy—

egza—gl—l—agj (3.75)

Repetindo os passos para um vetor tangente a direcao n, z,, ¢ dado pela Equagao 3.76
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[53]:

or—  Oy—

en:a—nl +a—77J

(3.76)

Reescrevendo as Equacoes 3.75 e 3.76 na forma matricial, tem-se a Equacao 3.77:

e x _1>
n Ty Yn] L)
Nas Equacoes 3.75 e 3.76 pode-se utilizar a coordenada z° para expressar de forma

genérica o vetor tangente a coordenada curvilinea, sendo ! = £ e 22 = 7. Assim, define-se

a Equagao 3.78:

(3.78)

Figura 3.10: Vetor de Base Covariante.
Fonte: [53]

Para determinar o vetor na dire¢ao tangente desejada, basta determinar as métricas

da transformagao inversa, através da matriz dada pela Equagao 3.77 [53].

3.7.2 Vetores de Base Contravariantes

A base contravariante tem seus vetores normais aos eixos curvilineos [12], como de-
monstrado na Figura 3.11 para e°. Os vetores sao dados pelas Equacgoes 3.79 e 3.80 [53],
[75]:
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o — 0

3 - VE = =

¢ ¢ oz ' OyJ (8:79)
on— on—

,r] —_ — —

e —Vn—axl +8yJ (3.80)

Ou, pode-se reescrever as Equagoes 3.79 e 3.80 na forma matricial conforme a Equacao

3.81:
_>
et - i
e’ Ne y] |
Através das Equacoes 3.79 e 3.80 pode-se utilizar a coordenada z° para expressar de

forma genérica o vetor normal a coordenada curvilinea, sendo ! = ¢ e 22 = 1. Entao

determina-se a Equacao 3.82:

; 0r'—  0r'—
¢ =i + 3y i (3.82)

As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam um sistema de coordenada nao-ortogonal e os seus

respectivos vetores de base covariantes e contravariantes.

Os vetores de base covariantes e contravariantes estao escritos em termos dos vetores
s - . ,
unitarios i e j nas Equagoes 3.78 e 3.82. Estes vetores unitarios também podem ser

expressos nas bases covariantes e contravariantes como as Equacoes 3.83 e 3.84:

S O 2. o
i = ; 9 G = ; 5l (3.83)

Q

7= a“ja—z agiéi (3.84)
=1 =1

1= 1=

Q
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Figura 3.11: Definicao de Vetores de Base Contravariante.
Fonte: Autor e [53]

O vetor unitario é dado pela Equagao 3.85:

u = ——¢ (3.85)

Onde g;; e g¥ sao representados pelas Equagoes 3.86 e 3.87:

gij = €;.€; (3.86)

g7 =e.e (3.87)

Através da Equagao 3.85 pode-se chegar na Equagao 3.88:

leil = /G (3.88)

O vetor u;, na Equacao 3.85, é unitario ao longo da base covariante e é obtido

dividindo-se o vetor e pelo seu modulo.
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Figura 3.12: Sistema de Coordenadas Nao-Ortogonal e Vetores de Base Covariante.
Fonte: Autor e [53]

13

Figura 3.13: Sistema de Coordenadas Nao-Ortogonal e Vetor de Base Contravariante.
Fonte: Autor e [53]

3.7.3 Representacao de Vetores no Sistema de Coordenadas Cur-
vilineas

Sendo V um vetor funcao do espago, ou seja, V= V(x,y, z), este vetor pode ser

representado pelas seguintes Equagoes, [53], no caso bidimensional:

V = Viug + Vaus (3.89)
V = Vie' + Vye? (3.90)
‘7 = Vlel + V2€2 (391)

Que dao origem, respectivamente, as componentes fisicas, covariantes e contravarian-
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tes [53], representados na Figura 3.14.

2

X

Figura 3.14: Componentes covariantes, contravariantes e fisicas.
Fonte: [53]

Através das Equagoes 3.78 e 3.82 obtém-se as expressoes de cada uma das componentes

representadas nos possiveis vetores de base:

ox dy
Vi= _8:1:1-% + _(%Z-Vy (3.93)
Ot ox’
Vie—V,+ —V, 3.94
ox * oy Y ( )

3.8 Geracao de Malhas no Sistema de Coordenadas
Curvilineas Generalizadas

A geracao de malhas pode ser realizada através de varios métodos automaticos dispo-
niveis na literatura [53]. Basicamente, eles podem ser divididos em dois grupos: algébricos
e diferenciais. Os algébricos - também conhecidos por métodos de interpolagao transfinito
[71] - utilizam-se de diferentes tipos de interpolac¢ao e tem como uma das caracteristicas a
rapidez [53|. Enquanto os métodos que utilizam-se de sistemas de equagoes diferenciais,
tem como vantagem serem mais globais, porém, apresentam as desvantagens de possuirem
maior tempo de computagao e envolverem um maior desenvolvimento matematico [53].

Entre os métodos de sistemas de equagoes diferenciais, pode-se citar as PDE’s parabdlicas,
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hiperbolicas e elipticas. As parabdlicas e hiperbélicas sao indicadas para dominios ilimi-
tados, enquanto as elipticas sao utilizadas em dominios fechados (podendo ser utilizadas

para grandes distancias através da obtencao de um dominio ficticio) [31].

O uso de equacoes diferenciais elipticas para geragao de malhas apresenta o beneficio
de possuir como solugoes fungoes harmoénicas que seguem o principio de o méximo e
minimo valor ocorrer nas fronteiras, assegurando que o jacobiano da transformacao nao
se anule no dominio. A unicidade das fungoes &(x,y) e n(z,y), ou seja, duas superficies
coordenadas de mesmo valor nunca se interceptarao - sendo esta uma condi¢ao obrigatoria

para malhas estruturadas - também sao garantidos pelo principio do maximo [53].

Neste trabalho sera utilizado o método de equacoes diferenciais elipticas e a seguir

serd demonstrado a transformagao do plano fisico (x, y) para o plano transformado (¢,
n).

O sistema gerador, com a inclusao de termos fontes, P e (), para permitir a concen-

tragao de linhas onde for requerido, tem a forma das Equagoes 3.95 e 3.96 [53]:

V¢ = P(¢,n) (3.95)
Vi =Q(&,n) (3.96)

As Equagoes 3.95 e 3.96 podem ser escritas como as Equagoes 3.97 e 3.98 [53]:

As coordenadas curvilineas de um ponto estao relacionadas com as coordenadas car-

tesianas pelas Equacoes 3.99 e 3.100 [53]:

§=E&(z,y); (3.99)
n=n(z,y); (3.100)

Utiliza-se a regra da cadeia para obter-se as expressoes para as derivadas de primeira
e segunda ordem de uma fungao genérica f, [75]. As derivadas de primeira ordem sdo

dadas pelas Equagoes 3.101 e 3.102, [53], [75], [78]:



3.8 Geragao de Malhas no Sistema de Coordenadas Curvilineas Generalizadas 73

of _0f 05 9f on

9c ~ ocor T onon (3.101)
o _9i%, ofn 510
Que podem ser escritas como as Equacoes 3.103 e 3.104 [53):
Jo = feo + ot (3.103)
fy = fe&y + fumy (3.104)

E as derivada parciais de f de segunda ordem em relacao a x e y sao apresentadas

como as Equagoes 3.105 e 3.106:

o (0f B o (ofo& Ofon
o (Of\ 0 (0f0¢  Ofon
oy (a—y) =3y (0_65_y+8_775_y> (3.106)

Que podem ser escritas como as Equagoes 3.107 e 3.108:

fro = (fe€a)a + ()2 (3.107)
fyy = (fe&y)y + (Famy)y (3.108)

Aplicando a regra da cadeia para a Equagao 3.107 obtém-se Equacao 3.109:

Jow = (fé)xfx + febaw + (fn):vn:v + folee (3.109)

Aplicando o Teorema de Schwarz na Equacao 3.109 obtém-se a Equacao 3.110:

Substituindo-se f, dada pela Equacao 3.107, obtém-se a Equacao 3.111:
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Aplicando a regra da cadeia novamente na Equacao 3.111, obtém-se 3.112:

facac = {[f§§(§$)2 + ffgac{éac] + [fnﬁnmgzv + fnnxégx]} + f{ga:a:
+{[f§17£3:773: + fﬁgmnnm] + [fm?(nm>2 + fnnmnnx]} + fnnxr (3112)

Para melhor visualizacao, escreve-se a Equacao 3.112 como 3.113:

Pf [Py (oe\®  of 0% oc| [ &f anoc  of &'y o¢]  of 0%
o7 %(8_) 9 020 0 +{anag%%+a_naxag£_ T 9¢ o2

[a2f gy f 9% an] [a?;t(@)Z of 9*n on|  af o (3113)

o¢om oz ox ot owonox| T o2 \ox ) T onowonox| T onox2

Os termos & e 7, derivados em relagao a eles mesmos, sao nulos. Desta forma, tem-se

3.114:

Of _ 6‘2f(8€)2+ O°f onog  Of 0%

ox? 082\ Ox ono€ dx 0x O Ox?
P00 P (' 01y _—
0E0n 0x dx  On? \ Oz on Ox2 '

Pode-se reescrever 3.114 como 3.115:

for = fee(€2)" + Freneba + febun + fenatle + Fon(02)” + Fiyllea (3.115)

Reorganizando 3.115 [53]:

fm@ = fffgl‘Q + fnnnwz + 2f£77§a:77m _l' ffgcca: + fnn:ca: (3116)

De forma analoga, obtém-se as expressoes para as derivadas de segunda ordem em

relagdo a y, como a Equagao 3.117 [53]:

fyy = f&f(fy)2 + fnnnyQ + 2fneyny + felyy + Funyy (3.117)

Na Equagao 3.116, deve-se fazer f = x e em seguida f = y e obtém-se as Equagoes

3.118 ¢ 3.119 [53):

—Ey = 26800 + Tylae (3.118)

Onde baseando-se nas Equacgoes 3.116, 3.118 e 3.119 definem-se as Equagoes 3.120 e
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3.121 [53):

By = ge(&0)? + Togie” + 22660, (3.120)
by = y55<€w)2 + ynnnmz + 2yn££z77z (3.121)

Na forma matricial, o sistema formado pelas Equacoes 3.118 e 3.119 é demonstrado

em 3.122 [53]:
Ye Yn| [Nz

De forma analoga para a Equagao 3.117 (f,,), faz-se f = v e f = y e obtém-se as

Equagoes 3.123 e 3.124 [53]:

Ey

3.122
B (3.122)

— By = by + Tty (3.123)

—Fy = ye&yy + Yntiyy (3.124)

Onde determinam-se as Equagoes 3.125 e 3.126 através das Equagoes 3.117, 3.123 e
3.124 [53]:

Ey = x§€(£y>2 + 1:7777773/2 + 2x£n£y77y (3.125)
Fy = yee (5@1)2 + 3/7777773,/2 + 2Yen&yny (3.126)

O sistema formado pelas Equagoes 3.123 e 3.124 é apresentado na Equacao 3.127 [53]:

Ye  Ynl [Myy
Considera-se a Equacao 3.12 e assim as solugoes dos sistemas dados pelas Equacoes

3.122 e 3.127 sao apresentadas nas Equacgoes 3.128 a 3.131:

Es

3.127
7, (3.127)
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§or = —(E1&e + F1Ey) (3.128)
New = —(E1ne + Finy) (3.129)
Eyy = —(Enls + 1€,) (3.130)
Ny = —(Eane + Fany) (3.131)

Substituindo-se as Equagoes 3.128 a 3.131 nas Equacoes 3.97 e 3.98 tém-se as Equagoes
3.132 e 3.133:

_(Eléa: + Flfy) - (E2§a: + F2§y) =P (3'132)
—(En. + Finy) — (Ean,e + Fany) = Q (3.133)

Rearranjando-se os termos das Equagoes 3.132 e 3.133, tém-se as Equacoes 3.134 e

3.135:
—(Er+ E2)6 — (i + B2)§, = P (3.134)

—(E1+ E)ne — (B + F2)n, = Q (3.135)

Pode-se reescrever as Equacgoes 3.134 e 3.135 como as Equacgoes 3.138 e 3.139, considerando-

se as relagoes dadas pelas Equagoes 3.136 e 3.137 [53]:

Ei+E,=E (3.136)
Fy+F2=F (3.137)
—E¢, — F¢, =P (3.138)
—En, — Fn, = Q (3.139)

Escrevendo-se o sistema acima formado pelas Equacoes 3.138 e 3.139 na forma ma-
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tricial, tem-se a Equagao 3.140:

E
F

-P
—Q

F”” S (3.140)

Nz My

Utilizando-se a Equacao 3.18 resolve-se o sistema dado na Equacao 3.140 e tém-se as

Equacoes 3.141 e 3.142:

E= w (3.141)

Substituindo-se F, F', F, F5, F| e F5 nas Equagoes 3.136 e 3.137, tém-se as Equagoes
3.143 e 3.144 [53]:

—Pny + Q¢
wee(€e)® + 2Ten€atln + xvm(nwf + zee (&) + Inn(ny)Q + 2x¢y&yny = % (3.143)
2 2 2 2 - Pn, — Q&
Yee(€a)™ + 2Yen&ane + Ynn(02)” + Yee(§y)™ + Ynn ()™ + 2yenymy = -7 (3.144)
Considerando-se as Equagoes 3.145 a 3.147 [53]:
a=&+&7 (3.145)
b=mn.>+mn,’> (3.146)
c=E&MNe + &My (3.147)

As Equagoes 3.143 e 3.144 sao reescritas como as Equagoes 3.148 e 3.149:

—P
axee + by, + 2cxey = %ng (3.148)
an B ng
Yee + by + 20Yen = —————— (3.149)

Utilizando-se as métricas de transformacao no lado direito das Equacoes 3.148 e 3.149,

e no lado esquerdo nos termos a, b e ¢, determinam-se as Equacgoes 3.150 e 3.151:

—JPzxe — JQx
e (Y + 1) J7 = 20y (YnYe + Ty6) T + 2y (E + 1) 7 = gJ ;

_ =Py — JQy,

Yee(p + 22)J* = 2yen (Ynye + Tye) J* + Yoy (g + 22)J* = 5 (3.151)

(3.150)
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As Equagoes 3.150 e 3.151 podem ser escritas como a Equacoes 3.153 e:

Pz + Q)

e (Y + 7) — 2eq (Ut + Tye) + g (g + 7F) + ———1 =0 (3.152)
Pye + Qy
Wee (i + ) = 2 (Y + Tye) + g (U + 78) + ——— =0 (3.153)
Considerando-se as Equagoes 3.154 a 3.156 [53]:
a =y -+ (3.154)
v =Yz + 1} (3.155)
5 = YnYe + TpTe¢ (3156)
obtém-se as Equagoes 3.157 e 3.158:
Pz + Qx
QZge + Yy — 20en + STQ" =0 (3.157)
Pye + Qy
Oy + Yy — 200y + — 5 =0 (3.158)

Os termos fontes P e (), Equacoes 3.159 e 3.160, permitem a concentracao de linhas
quando for necessério e existem diversas expressoes [53|. Uma delas esta no trabalho de
[79]:

—_n . _._Ci_i_m . N e _j2 _j2
P(&,n) = azsgn (€ — &)l ijsgn(f &)V E=E )T (3159)
j=1

1

-
I

M-

Q&) = = > aisgn(n — ;)" 1D N pisgn(e — g) BV EST T (3.160)
j=1

i=1

Na Equacgao 3.159 o primeiro termo tem o efeito de atrair as linhas com £ constantes
para as linhas com & = &;. De forma analoga, na Equagao 3.160 as linhas com 7 constantes
sao atraidas para as linhas com n = 7;. O segundo termo na Equagao 3.159 faz com que as
linhas constantes £ sejam atraidas para os pontos £ = (&;,7;), de forma analoga acontece

com o segundo termo na Equagao 3.160 [79].

Neste trabalho, nao sao utilizados termos fonte. Portanto, as Equagoes 3.157 e 3.158

assumem as formas das Equagoes 3.161 e 3.162:

aTge + YTy — 2By =0 (3.161)

WYee + Vimn — 2BYgy =0 (3.162)
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A solugao das Equagoes 3.161 e 3.162 fornecem os pontos (z, y) do novo sistema de
coordenadas, pois apresentam como variaveis dependentes as coordenadas (z, y) e como
independentes (£, n). Dessa forma, pode-se resolvé-las por métodos numéricos [53]. O
método escolhido para este trabalho foi o método de diferengas finitas. A discretizagao
das equagoes geradoras para as malhas via diferencas finitas sao apresentadas na Segao

3.9.

Os limites da malha dependem da geometria que esta sendo modelada, e sao realizadas

conforme ja apresentado na Secao 3.2.

3.9 Discretizagao das Equacoes Geradoras Via Método
das Diferencas Finitas

Para determinar x e y para pontos internos da malha, como P na Figura 3.15, as

Equacoes 3.161 e 3.162 foram resolvidas por diferengas finitas.

N4 oValores de x e y conhecidos

A B
n=M| "

<,
T=1 E=N §

Figura 3.15: Discretizacao da Malha.
Fonte: [53]

As Equagoes 3.161 e 3.162 podem ser reescritas para uma variavel genérica G = (z,y),

conforme a Equagao 3.163 [53]:

aGee + Gy — 28Ge, = 0 (3.163)
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Os termos explicitos na Equagao 3.163 possuem apenas derivadas de segunda ordem,
entao, para o ponto interno P da malha representada na Figura 3.15, utilizando diferencas

finitas centradas tém-se as Equacoes 3.164 a 3.166 [53]:

Git1) +Gio1; — 2Gy

Ge = (3.164)
Giji1+Gij1 —2Gy

Gnn _ Jj+ (A,';)z J (3165)

G, = Gisrjr1 + Gicrjm1 — Girrjo1 — Gicajn (3.166)

4AEAD

E as relacoes dadas pelas Equagoes 3.154 a 3.156 sao reescritas em diferencas finitas

centradas conforme as Equagoes 3.167 a 3.169 [53]:

X Jj+1 — Xij—l ? Y;J'Jrl — }/;J'*l ’
_ s P A e P 3167
@ ( 2An ) * 24n (3167
(X — Xiy : + Yirrg —Yi, i (3.168)
7= 2AE 2A¢ '

5= (Xi—l—l,j — Xi—l,j> <Xi,j+1 — Xz‘,j—l) n

2A¢& 2An
Yivr; =Y\ (Yign —Yijia
: : . : 1
+ < TAe o (3.169)

Substituindo os termos aproximados obtidos pelas Equagoes 3.164 a 3.166 na Equacao
3.163, lembrando-se que G = (x,y) e considerando-se A{ = An = 1, obtém-se as Equagoes
3.170 e 3.171, [75]:
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a(Xiv1j + Xic1j) + (X j + Xi 1)

1 2(a +7)
AKX+ Xicry — Xy — Xijo) (3.170)
4(a+7)
_ oV, —Yia) +9(Yijm —Yi,0)
Yi;j = *
2(a+7)
B+ Yiery — Yig — Yij1) (3.171)
4+ )

Onde:

e 2< i< nx—1;
e 2<j<ny—1
e nx: total de pontos no eixo x da malha;

e ny: total de pontos no eixo y da malha.

O método iterativo utilizado para a geracao da malha foi o Gauss-Seidel e as Equacoes

3.170 e 3.171 estao escritas no formato deste método [11].

A discretizagao dos pseudo-limites é realizada através da continuidade da derivada ao
longo do corte, como explicado na Secao 3.3. Desta forma, tém-se as Equacgoes 3.172 e

3.173, que representam o segmento DC' da Figura 3.3 na Secio 3.2.

X an— ]
pep— +2 L (3.172)
Y, Ynxf j
V= e +2 = (3.173)

Onde: 1 <5 < ny.

As expressoes de diferengas finitas devem ser idénticas nos pseudo-limites, assim,
pode-se escrever as Equacoes 3.174 e 3.175, responsaveis pelo segmento AF da Figura 3.3

na Secao 3.2.

Xnac,j - Xl,j (3174)
an,j = }/l,j (3175)
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Onde: 1 <7 < ny.

Para o critério de convergéncia adotado, utiliza-se da Raiz do Erro Quadratico Médio
(RMSE), dado pela Equagao 3.176 [61].

nr—1,ny—1

1 . 2 N 9
MSE = Xii— X Y, — Y, 1
RMS (nz —2) * (ny —2) z‘§2j:2 (| J al + 1Y J|) (3.176)

Onde Xw e f/;j sao as estimativas de X ; e Y; ;, respectivamente. Os termos |X” — Xi; |2
eV — Y;,j|2 sao o quadrado da norma L2, ou distancias euclidianas, entre a posicao ver-
dadeira e a estimada [61]. Neste trabalho, X; ; e Y; ; sdo os pontos calculados na iteracao
anterior. Enquanto )A(” e EA/” sao os novos pontos da malha calculados na tltima iteracao
que representam o dominio estudado. Desta forma, enquanto a Raiz do Erro Quadratico
Médio (RMSE) nao for menor que um valor pré-estabelecido, ou que néo seja atingido
o nimero méaximo de iteragoes, definidos no item 7.2, a malha continua sendo refinada

através das iteragoes.



Capitulo 4

Escoamento Bidimensional, Incom-
pressivel e Irrotacional

Neste Capitulo discorre-se sobre o escoamento, mais especificamente sobre o escoa-
mento bidimensional, incompressivel e irrotacional que sao temas considerados no desen-

volvimento deste trabalho.

4.1 Escoamento Irrotacional

A irrotacionalidade pode ser considerada para regides de um escoamento nas quais
as forgas viscosas sao despreziveis e podem ser definidos como escoamentos onde as par-
ticulas dos fluidos nao rodam (&J = 0). Na teoria do escoamento irrotacional, o campo
de velocidade pode ser definido pela funcao potencial ¢. A rotagao de uma particula em

notagao vetorial é dada pela Equagao 4.1, [32], [75]:

1 o

Portanto, para a condi¢ao de irrotacionalidade tem-se a Equacao 4.2 [32]:

VxV=0 (4.2)

Resultando na Equacao 4.3 [32]:

ov  Ou
- 7 4.
or 0Oy 0 (43)
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Pode-se reescrever a Equagao 4.1 por meio da vorticidade C_;, - uma medida da rotacao

de um elemento de fluido conforme ele se move no campo de escoamento [32]:

(=20=VxV (4.4)

A Equagao 4.2 é uma condicao para o potencial de velocidade que requer que a
vorticidade seja zero em todo o fluxo. O potencial de velocidade é muito 1til, pois pode-

se substituir os componentes da velocidade por ele [62].

4.2 Linhas de Corrente e Funcao de Corrente

As linhas de corrente podem ser definidas como aquelas em um campo de escoamento,
que, em um dado instante, sao tangentes a direcao do escoamento em cada ponto do
campo. Como as linhas de corrente sao tangentes ao vetor velocidade em cada ponto do
campo de escoamento, nao pode haver fluxo de matéria através delas, ou seja, nao ha

escoamento [32].

E pela condigao de serem paralelas aos vetores de velocidade, pode-se escrever para

um instante de tempo a Equagao 4.5 [32]:

t _ sto) 05

dx llinha de corrente U(l', y)

A solugao desta equagao serd y = y(x), com uma constante de integra¢ao indeter-
minada, cujo valor determina a linha de corrente particular [32]. Como mostra a Figura

4.1.

A funcéo de corrente (V) é uma defini¢ao formal das linhas de corrente, que permite
representar matematicamente os componentes de velocidade utilizando apenas uma fun-
¢ao. Para o caso bidimensional, as componentes u(z,y,t) e v(z,y,t) da velocidade do

escoamento incompressivel, sdo representadas pela funcao ¥(z,y,t) [32].

Ha mais de uma forma de definir a fungao de corrente e uma delas é através da
equagao da continuidade para um escoamento incompressivel. Assim, através da Equacgao

da continuidade, tem-se a Equagao 4.6 [32]:
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y = f(x)

Y A

V Linha de

v corrente
1

U
ay _v
de u

- T

Figura 4.1: Linha de corrente em duas dimensoes.
Fonte: [6]

Dp
L4V V=0 4.6
T TP (4.6)

Para um fluido incompressivel, a massa nao serd funcao das coordenadas espaciais e
nem do tempo. Assim tem-se a versao bidimensional da equacgao da continuidade, para

escoamento incompressivel e em coordenadas retangulares, dada pela Equagao 4.7 [32]:

ou Ov
%—i—@_y =0 (4.7)

Através da Equagao 4.5, ao longo de uma linha de corrente tem-se a Equagao 4.8 [32]:

udy — vdx =0 (4.8)

Se W existe, deve obedecer a relagao diferencial geral, conforme a Equagao 4.9 [62]:

AV = —dr + —dy (4.9)
)

Através das Equagoes. 4.7 e 4.9, tem-se que, ao longo de uma linha de corrente
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instantanea d¥ = 0, portanto ¥ é constante ao longo de longo de uma linha de corrente.

Assim, obtém-se linhas de corrente individuais pelos valores de suas func¢oes de corrente:
=012 ..[32]

Comparando as Equacgoes 4.8 e 4.9, chega-se a funcao de corrente definida pelas Equa-
¢oes 4.10 e 4.11 [32]:

ov

= 4.10
u=G (110
ov
= —— 4.11
V=g (4.11)
Substituindo as Equagoes 4.10 ¢ 4.11 na Equagao 4.7 [32]:
2 2
ou Ov 00 oV 0 (4.12)

%4_8_11_6%8?;_83/396:

A fungdo de corrente garante que qualquer func@o continua W(z,y,t) satisfaz au-
tomaticamente a equacao bidimensional da equacao da continuidade para escoamentos

incompressiveis [32].

MAY

Figura 4.2: Fungao de corrente em duas dimensoes.
Fonte: [6]

A Figura 4.2 ilustra as linhas de corrente y; e y», sendo que cada linha possui seus
respectivos valores para a funcao corrente que sao ¥y e Wy. A diferenca entre os valores
¥, e U, determina a vazao volumétrica entre as linhas de corrente y; e -, ou seja, a vazao

que passa por An [6].
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4.3 Funcao de Corrente e Potencial de Velocidade: Equa-
cao de Laplace

No caso de um escoamento bidimensional, incompressivel e irrotacional, pode-se subs-
tituir as expressoes para as componentes da velocidade, u e v, da funcao de corrente,
obtidas pelas Equacoes 4.10 e 4.11 na condicao de irrotacionalidade, na Equacao 4.3 e

obtem-se a Equacao 4.13:

— +— =V = (4.13)

Em um escoamento irrotacional, o campo de velocidade pode ser definido pelo po-
tencial ¢, e a teoria frequentemente o referencia como teoria do escoamento potencial. A

fungao potencial ¢ é definida pela Equagao 4.14 [32]:

V=-Vo (4.14)

A Equagao 4.14 garante que qualquer funcao escalar continua ¢(x,y, z, t) satisfaca a
condigao de irrotacionalidade dada pela Equagao 4.2, entao define-se a Equagao 4.15 [32]:
V x V = —VxV¢ = —rot(grad ¢) = 0 (4.15)

Na Equacao 4.15, utiliza-se o sinal de menos para que ¢ decresc¢a na direcao do escoa-

mento. Assim, pode-se escrever os componentes de velocidade u e v para um escoamento

bidimensional como nas Equagoes 4.16 e 4.17 [32]:

%
__9¢

Para um fluido incompressivel, a Equacao da continuidade assume as formas das
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Equagoes 4.18 e 4.19 [83]:

V.V =0 (4.18)
ou Ov
g + 8_y =0 (4.19)

Substituindo u e v dados pelas Equagoes 4.16 e 4.17 na Equacao da Continuidade
4.19 tem-se Equagao 4.20 [32]:

0? 0?
99 09 =0 (4.20)
ox?  0y?
As Equagoes 4.13 e 4.20 sao formas da equagao de Laplace das fungoes W e ¢, respec-
tivamente. Nesta forma qualquer uma destas equagoes representara um possivel campo

de escoamento bidimensional, incompressivel e irrotacional [32].

4.4 Solucao Geral do Potencial de Velocidade: Equacao
de Laplace

Deve-se obter as derivadas de segunda ordem presentes na Equacgao 4.20 para o sistema
de coordenadas curvilineas generalizadas. Assim, através das equagoes 3.101, 3.102, 3.105

e 3.106, obtém-se as Equagoes 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24:

06 _ 9005 000n

ox  0¢0x  Onox (421)

dp  0p 0§  0¢On

oy~ ag oy anay 422
o (9¢\ 0 (dpdE 9o
zﬂ%ﬁ‘%(%%*%%) (4:23)
d (96\ O (906 9o
5 (o) =3 (5o *5n5) (4:24)

Que podem ser reescritas como as Equacoes 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28:
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by = ey + D1y (4.26)
Grz = (0ebe)e + (PnNe)e (4.27)
Oyy = (966y)y + (Pn1y)y (4.28)

Aplicando a regra da cadeia e o Teorema de Schwarz para ¢,,, Equacao 4.27, obtém-se

a Equacao 4.30, [75]:

¢xw = (¢§)x€x + ¢§€x:c + (¢r])x77x + ¢n"7xx (429)

Na Equacao 4.30 substitui-se ¢,., dado pela Equagao 4.25, e aplica-se a regra da cadeia

novamente, com isso encontra-se a Equacao 4.32:

¢:ch = (¢££z + (bnnm)ﬁgz + (bﬁgzm + (¢££x + (bnnm)nnz + ¢nnxx (431)
¢azx = {[¢§§<£x)2 + ¢£€x§€x] + [¢77§77x€x + ¢nnm§€x]} + ¢€§:m
+{[¢§n€m77a: + gbf&cnnm] + [¢nn(77x)2 + Cbnnxnnx]} + OnNza (4.32)

Os termos £ e 7, derivados em relacao a eles mesmos, sao nulos. Desta forma, obtém-se

a Equagao 4.34:

¢ma: = gb{ﬁ (5:6)2 + ¢nfn$€m + ¢E€xaz + Qbfngacnac + ¢7m(771’)2 + ¢7777xa: (433)
¢xw - ¢§€£JZ2 + ¢777777:E2 + 29255775907790 + ¢E€wm + ¢nnm: (434)

De forma analoga, obtém-se a derivada segunda, ¢,,, dada pela Equacao 4.35:

Pyy = ¢£E£y2 + ¢7m77y2 + 20en&yly + Geyy + Onyy (4.35)

Somando-se as Equacoes 4.34 e 4.35 define-se o gradiente V2¢ = 0, dado pela Equacao
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4.20 e obtém-se a Equacao 4.37:

V2 = ¢uw + Py (4.36)
V2¢ - (9755551"2 + ¢7777771E2 + 2¢§77§90n90 + ¢£€xm + ¢77)
+<¢€£5y2 + (bnnnyQ + 2058y 1y + Peyy + OnlyyTaa) = 0 (4.37)

A Equacgao 4.37 pode ser reescrita como a Equagao 4.38:

V2¢ = ¢€§(€z2 + fyz) + ¢77?7(77J:2 + 77y2) + 2¢§n(€xnx + gyny)
+¢5(§xm + fyy) + an(nrz + nyy) =0 (438)

Considerando-se as Equacoes 3.97 e 3.98, percebe-se que os termos entre parénteses
no quarto e quinto termos da Equacao 4.38 sao equivalentes a P e (), termos fontes para

concentracao de linhas. Assim, pode-se reescrever a Equacao 4.38 como a Equagao 4.39:

V2 = dee(&” + &%) + b’ +my°) + 20y (Eante + Eymy) + 0P+ 6,Q =0 (4.39)

Como neste trabalho nao sao utilizados termos fontes para geracao da malha e VZ¢ = 0

é definido pela condicao de irrotacionalidade, obtém-se a Equagao 4.40:

V2¢ = ¢££(€x2 + £y2) + ¢nn(77x2 + 77y2) + 2¢§77<§x77x + gyny) =0 (4'40)

Utilizando as métricas da transformacao do sistema de coordenadas cartesianas (z,y)
para o sistema de coordenadas generalizadas (£, ) dadas pela Equagao 3.23, tém-se a

Equagao 4.41:

Gee(J7yy + J2ay) + 20¢, (=T yeyy — T weay) + Gy (J7yg + J72E) =0 (4.41)

A Equacgao 4.41 pode ser reescrita como a Equagao 4.43:

J? [QSEE(Z%% + 1327) + 20en (=Yeyy — Tey) + ¢nn(y§2 + x?)] =0 (4.42)
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Qbfﬁ(yg + x?;) + 20en(=Yeyy — zey) + ann(y? + l’g) =0 (4.43)

Utilizando o método das diferencgas finitas e considerando o = 1:37 + yﬁ, v = a:g + y? e

B = xexy + YeYy, obtém-se as Equacoes 4.44 a 4.49, 75]:

X1 — X1\ Y —Yii1\?

o= (HonzKun)'y (Ym Vi) (1.44)
Xit;— Xioas\ Yier; — Yicr;\”

Y= e (TR (4.45)

X’i+l 7 Xi*l 7 XZ J+1 = X’L 7j—1 K‘Fl J }/;;71 7 Y%j‘i’l - S/;'jfl
_ , ’ ’ , , , : =1 (446
p ( IAE 2 + IAE 27 (4.46)

Qi1 t Gic1j — 204

Pee = (AE)2 (4.47)
irj ij—1 — 204
4 = Pun +(¢A 4 O (4.48)
b = Pit1j+1 + ¢i—1,jé—llAgA¢;+1J—1 — fi1in (4.49)

Substituindo as Equagoes 4.44 a 4.49 na Equagao 4.43 e rearranjando os termos para
escrever a Equacao no formato Gauss-Seidel, tem-se a Equagao 4.50, [75], [11], que deter-

mina o potencial de velocidade:

bii = a(@it1,j + Gi-15) + V(Pige1 + dij1)
" 2(a+7)
/8(¢i+l,j+l + ¢i*l,jfl - ¢’H’l,jfl - ¢i*l,j+l)

- e (4.50)

A Equacao 4.50 pode ser reescrita para o método iterativo que foi utilizado, Successive

Over Relazation - (S.O.R), para acelerar o processo de convergéncia e entao chega-se a
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Equagao 4.51, [75], [11]:

(Pir1j + Gi1) + V(i1 + ﬁbm—l)]

Gij = (1 —w)ds; +w { 2(a + )

—w [5(¢i+1,j+1 T dic1j-1 = Pit1,j-1 — ¢i_l’j+l>] (4.51)

4(a+7)

Onde:

e 2< i< nxr—1,

2<j<ny—1;

nx: total de pontos da malha no eixo x;

ny: total de pontos da malha no eixo y;

e w: coeficiente de relaxacao.

4.4.1 Coeficiente de Relaxagao

O w é o coeficiente de relaxagao, que serve para avancar mais rapidamente a solucao.
De acordo [54], recomenda-se utilizar w entre 1.5 e 1.7 para avangar mais rapidamente,

enquanto valores menores do que 1.0 sub-relaxam a solucao.

Ja para |64], para a equagao de Laplace em um dominio retangular com condigdes de
contorno de Dirichlet, as teorias pioneiras de Young (1954) e Frankel (1950) definem uma

expressao para o w 6timo (wey). Primeiro, define-se o através da Equagao 4.52.

o= (cosz + 620052) (4.52)
p q

1152

Assim chega-se ao w,,; com a Equacao 4.53 [64].

2

Wopt = ———— 4.53
TR (4.53)

Onde:

e [3: relagao entre os espagamentos da malha, dado por i—f];
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e p: nimero de incrementos de A, definido como p = (N¢ — 1);
e ¢: nimero de incrementos de An, definido como ¢ = (N, — 1);
e N;: Total de pontos da malha no eixo &;

e N,: Total de pontos da malha no eixo 7.

Para este trabalho considera-se § =1, p = 136, ¢ = 29 entao tem-se w,,; = 1.121.

Ainda de acordo [64], utiliza-se a Equacao 4.53 para problemas com areas retangula-
res e com combinacgoes de condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann, o que permite
que um problema equivalente ao de Dirichlet tenha os contornos de Neumann identificado
como linhas de simetria em um problema de Dirichlet. Em geral, no entanto, para pro-
blemas elipticos mais complexos, nao ¢ possivel determinar w,,; antecipadamente. Nesses

casos, deve-se realizar um experimento numérico para identificar valores uteis de w.

4.5 Escoamento do Caso Estudado

Como a equacao de Laplace é uma equacao diferencial linear, o escoamento estudado
pode ser obtido pela superposicao de dois escoamentos: escoamento uniforme de veloci-
dade constante paralelo ao eixo x, que satisfaz a equacao da continuidade assim como
a condigao de irrotacionalidade [32] e um escoamento especifico, para a pertubagao pelo
cilindro retilineo com bordas circulares. Com isso, pode-se escrever a Equagao 4.54, [75],
que modela o escoamento potencial para o caso estudado. Para melhor entendimento, a
superposicao é representada pelas linhas de corrente na Figura 4.3, no entanto, é preciso

dizer que as linhas potenciais sao ortogonais as linhas de corrente.

¢Superposigéo = ¢ + Gl (454)

Sendo, @superposicao © potencial de velocidade total, ¢ o potencial de velocidade sobre

o cilindro, ¢, a velocidade de fluxo livre e x a direcao do escoamento.

Os componentes de velocidade u e v sao obtidos através da substituicao da Equacao
4.54 nas Equacoes 4.16 e 4.17, desconsiderando-se a influéncia do sinal negativo dentro

da estufa:
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'qoo X \II \Ijsuperposigéo

Figura 4.3: Linhas de Corrente para o Escoamento Nao Viscoso no Interior da Estufa em
um Determinado Instante de Tempo.
Fonte: Autor

. a¢superposigéo 8¢

“ or ox o (4.55)
a(bsuperposigéo a¢
v o o (4.56)

Assim, substituindo u e v na equagao 4.19, a equagao da continuidade é satisfeita:

9o 0%

4.5.1 Condigoes de Contorno do Potencial de Velocidade

Sao necessarias as condigoes de contorno em ¢ para a solucao do potencial de veloci-

dade na malha gerada.

4.5.1.1 Condigoes de Contorno para o Cilindro

Para um fluido nao viscoso, em uma superficie sélida, o fluxo deve ser tangente a
superficie, ou seja, o fluxo ndo pode entrar na superficie [75]. Assim, a tangéncia do fluxo
em uma superficie estacionaria requer que a componente da velocidade normal & superficie
seja zero [4], [70]. Este critério é referenciado como a condigao de tangéncia do fluxo ou

condigao de Neumann [2:
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V.i=0 (4.58)

Onde 7 é um vetor normal & superficie.

E as velocidades contravariantes envolvidas sao dadas por [17]:

Ue = u; + Ugy (459)
Ve = uny + vn, (4.60)

Para a condic¢ao de tangéncia do fluxo, tem-se portanto, V. = 0, [75].

Substituindo na Equacao 4.20 que modela o potencial de velocidade, a condicao de

contorno de tangéncia do fluxo torna-se [70:

_ 99 _

Vo = =0 (4.61)

Desta forma, substitui-se as Equagoes 4.55 e 4.56 na Equacao 4.61, [75]:

(% —- qoo> Mo + (%) n, =0 (4.62)

(QZ—? + nxg—;? + qoo) e + (éyg—f - nyg—?) ny =0 (4.63)
(éxnxg—? + nng—? + qoonx) + (gynyg—? + ”ng_:> =0 (4.64)
g—f(&;m« +&yy) + g—ﬁ(nﬁ +1,2) + qootle = 0 (4.65)
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9¢

0
a—n(%Q + ny2) = __¢<€xnx + gyny) — ooz (4'66)

23

06 1 96
- EEnd) <a_§(£xnx + &yny) + qoonx> (4.67)

Discretizando a Equacao 4.67 pelo método de diferencas finitas, utilizando-se diferen-

cas finitas avante em 7 e diferencas finitas centradas em &, [75]:

bi1 = bigt 20 (D11 = di1a)

(7]$2 + ny2) 2A§ (fx% + gyny> + Qoo (468)

Onde: 2 <i<nz —1.

4.5.1.2 Condigcao de Contorno para a Estufa
A condicao de contorno na fronteira superior é do tipo Dirichlet, pois sao extrapolacoes
dos resultados calculados no interior do dominio.

Para a fronteira superior, a condi¢cao de contorno é dada pela Equagao 4.69:
gbi,ny = ¢i,ny—1 (469)

Onde: 2 <i<nzx —1.

4.5.1.3 Condicoes de Contorno Peridédicas

Em casos de fronteiras de um dominio computacional em que se garantem algum tipo
de simetria ou periodicidade, a condi¢ao de contorno do tipo peridédica pode ser utilizada
[84]. Desta forma, as fronteiras esquerda e direita no dominio computacional obtidas por

corte possuem as variaveis de campo de escoamento idénticas.

E como visto nas Segoes 3.3 e 3.9, obtém-se o valor da condicao de contorno através
da funcao de interpolacao dos pontos vizinhos internos. Com isso, define-se a fronteira

esquerda pela Equacao 4.70:
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_ Pne-1j + P2

Prj = 5 (4.70)

Onde: 1 < j <nuz.

Como as fronteiras esquerda e direita sao idénticas, tem-se a Equagao 4.71 para a

fronteira direita:

(bn:p,j = (bl,j (471)

Onde: 1 < j < nx.

4.5.2 Solugao do Potencial de Velocidade no Interior da Malha

Para solucionar o potencial de velocidade nos pontos interiores da malha, utiliza-se
a equacao de Laplace, uma vez que a malha utilizada é eliptica. Assim, foi utilizada a
Equag@o 4.51, encontrada para o método Successive Ouver Relazation - (S.0.R) para a

equacao de Laplace. O coeficiente de relaxagao w foi definido 1.121 conforme o item 4.4.1.

4.6 Campo de Velocidade

O campo de velocidade é uma propriedade muito importante definida por um campo,

dado pela Equagao 4.72 [32]:

-

W =W(z,y,t) (4.72)

Como a velocidade é uma quantidade vetorial, necessitam-se de um modulo e uma
diregao para que esta seja descrita completamente. Consequentemente, o campo de velo-

cidade é um campo vetorial, conforme a Equacao 4.72 [32].

O vetor velocidade, W, também pode ser escrito em termos de duas componentes
escalares. Assim, substituem-se as componentes nas dire¢oes x e y por u e v, de acordo

com a Equagao 4.73 [32]:
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-

W =i+ vj (4.73)

Em geral, cada componente, u e v, serd uma fungao de z, y e t [32].

O W(x, y, t) indica a velocidade de uma particula fluida que esté passando através
do ponto x, y, no instante de tempo ¢, na percepcao euleriana. Ou seja, o ponto z, ,
nao é a posicao em curso de uma particula individual, mas um ponto observado dentro

do dominio. Por isso = e y s@o variaveis independentes [32].

Calcula-se o campo de velocidade através das componentes u e v definidas pelas
Equagoes 4.55 e 4.56. Sendo que as Equagoes 4.21, 4.22 determinam as derivadas do
potencial de velocidade sobre o cilindro em funcao de x e y. Ja os valores de ¢ sao
estabelecidos pela Equacao 4.51 em conjunto com suas condicoes de contorno dadas pelas
Equagoes 4.68 a 4.71. Com isso, geram-se as Equacoes 4.78 a 4.80 para as fronteiras

inferiores de u, v e W.

4.6.1 Solugao no Dominio para o Campo de Velocidades

A seguir apresentam-se as equagoes para a solucao do campo de velocidade para o

dominio :

4.6.1.1 Solugao do Campo de velocidades para o Cilindro e para Dominio
Interior da Malha

As solugoes do campo de velocidades, fronteira inferior - cilindro - e para o dominio
total interior da malha foram realizadas através de um tnico loop, através das Equagoes
4.78 a 4.80:

_ a(bsuperposigéo o % . %% %@
e T M Sl o M W M (4.74)

o astuperposi(;éo a¢ o aﬂsg i 8¢@

= — = =

oy Oy 0y Indy @7)
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0905 09 On
u_%%+%w+% (4.76)

_ 000¢ 09O
Uiy = (%ﬁiu)@ﬁ + (Bij1 — Gij)NT + goo (4.78)
Vij = (%ﬁi_u)@ + (Gija1 — Gij)nYy (4.79)

Wi,j = 1/ Ui,jQ + Ui’jQ (480)
Onde:
e 2< 1< nxr—1,
o 1 <j<ny—1
e nx: total de pontos da malha no eixo x;

e ny: total de pontos da malha no eixo y.

4.6.1.2 Solucgao do Campo de Velocidades para a Estufa

Para as fronteiras superiores de u, v e W, a solu¢cao do campo de velocidades é dada

pelas equacoes 4.81 a 4.83:

Ui ny = Uiny—1 (481)
Viny = Viny—1 (482)
Wi,ny = Winy—1 (483)
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Onde: 2 <i<nz—1.

4.6.1.3 Solugao do Campo de Velocidades para Fronteiras Periodicas

Neste caso, as fronteiras da esquerda e da direita sao denominadas peridédicas. Sendo

que as Equagoes 4.84 a 4.86 sao responsaveis pelas fronteiras da esquerda:

Ung—1,j 1 U2,

Uy,; = # (484)

V1 = % (4.85)
We1; + W,

W, = et + 2y (4.86)

Onde: 1 < j < ny.

Como as fronteiras da esquerda e da direita sao idénticas, tém-se as Equacgoes 4.87 a

4.89 que determinam as fronteiras da direita:

Upg,j = Ul (4.87)
Unz,j = V1,5 (488)
Wn:c,j - Wl,j (489)

Onde: 1 <5 <ny.



Capitulo 5

Equacao da Energia Transformada

5.1 Adimensionalizacao

Frequentemente, as equacoes dindmicas do fluido governante sao escritas na forma
nao dimensional [6]. A obtengdo de uma equagao adimensionalizada ocorre através da
divisao de cada termo por um conjunto de variaveis, afim de obter produtos com as
mesmas dimensoes para cada termo [84]. Quando a equagdo governante é escrita desta
forma, as variaveis de fluxo assumem valores entre limites estabelecidos, como 0 e 1 [64].
A adimensionalizagao da equagao da energia em termos da temperatura para o problema

estudado ¢ realizada a seguir.

Considerando-se o fluxo térmico ¢., visto no item 2.7 igual a S, pode-se reescrever a
equagao da energia como a equagao 5.1:

orT or orT T 0T
pCpE = —pCp <U% + Ua—y) +k (ﬁ + 8_y2> +5 (5.1)

Dada a Equacao da difusividade térmica, fornecida pela Equacao 2.6, pode-se rees-

crever a Equacao 5.1 como a Equagao 5.2:

oT oT or  k [(0°T n O0*T n S (5.2)
—=—U——V—+— | 5+ — .

ot Oz dy  pc, \ 0% Oy? PCp
Precisa-se selecionar as caracteristicas que descrevam o problema de fluxo [72]. No
caso deste estudo, estas caracteristicas serdo o comprimento da estufa (L), velocidade
de fluxo livre (V*°) (considerando o escoamento forgado, a velocidade do ventilador),

temperatura da parede da estufa (7°°) e energia gerada por unidade de area (Sp). As-

sim, os seguintes parametros adimensionais, definidos por uma estrela no sobrescrito, sao
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definidos pelas Equagoes 5.3:

T=T'T° t="L)/V>®, x=z"L, y=y'L;, S=5"S, (5.3)

u=u"V>® wv=0vV>®

Substituem-se as relagoes adimensionais dadas pela Equacao 5.3 e reescreve-se a Equa-

¢ao 5.2 como a Equacao 5.4:

ATT) AT ()
oL -V ey Y e
k [0(T*T~)  O(T*T=)] S*So

— 5.4

oo o@Dy T | T he, 54)

As caracteristicas sao constantes, assim, pode-se reescrever a Equacao 5.4 como a

Equagao 5.5:

TRVN 9T (TXV\ OT* | (T®V>\ 9T
L Jor "\ 1L Joar "\ 1L oy

N k T (9*T* N 0T N S*S (5.5)
pc, L2 \ 0x*? ~ Oy*? pCp '
Divide-se a Equagao 5.5 por (T>°V>°/L), tem-se a Equacao 5.6:
oT* LOT™ Lo ko1 0?1  9*T™ L S*Sy
= —U — U + I— P) + P} (56)
ot* Ox* dy*  pc, LV \ Oz* dy* Ve pe,

A Equagao 2.7, dada para o nimero de Reynolds, pode ser manipulada e reescrita

como a Equacao 5.7:

o,
R ="V
W
1 P
= 5.7
VL R (5:7)

Substitui-se a relacgao obtida pela Equacao 5.7 na Equacao 5.6 e tem-se a Equacao



5.2 Equacao da Energia Escrita nas Coordenadas Curvilineas Generalizadas 103

5.8:

or* or* or* k <82T* 82T*> L 5*Sy

= 5.8
ot oz* dy* * ¢p p Re \ Ox*? * Oy*? VeoT™ pe, (5:8)

O terceiro termo do lado direito da Equacao 5.8 contém o inverso do ntmero de

Prandtl, dado pela Equacao 2.8. Desta forma, tem-se a Equacgao 5.9:

(5.9)

or _ T o1 1 (T OT L 5S,
o Ox* oy*  R.Pr \ 0x**>  Oy*? VeoT= pe,

Na Equacao adimensionalizada dada pela Equagao 5.9 surgiram os nimeros adimen-
sionais de Reynolds e Prandtl. Isso é comum, como citado por [84] e é uma vantagem,
pois estes pardmetros caracteristicos podem ser manipulados independentemente [6], se

desejado.

5.2 Equacao da Energia Escrita nas Coordenadas Cur-
vilineas Generalizadas

E necessario escrever a Equacdo adimensionalizada, obtida pela Equacao 5.9 em co-
ordenadas curvilineas. A transformacao necessaria é dada pelas Equacoes 5.10, 5.11 e

5.12:

§=E&(x,y) (5.10)
n=mn(z,y) (5.11)
T=t (5.12)

Considerando-se a Equacao adimensionalizada, obtida na Equacao 5.9 obtém-se a

Equacao 5.13:

(5.13)

8_T__8_T_/08_T+ 1 82T+82T L9
ot ox oy  R.Pr \ 0z 0y
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A Equacgao 5.13 pode ser reescrita como a Equagao 5.14:

T, = —uly — vl +

As derivadas de primeira ordem, para os termos advectivos, sao obtidas por meio das

Equacgoes 3.101 e 3.102. Assim, tém-se as Equacgoes 5.15 e 5.16:
or 9T o5  oT dn

— ==+ = 1
0r 0 or | onox (5.15)
or oTo¢ 90T on
e il 1
oy~ ocoy anoy (5.16)
Que podem ser reescritas como as Equacgoes 5.17 e 5.18:
T, =T +1T)n, (5.17)
T, = Te&y + Tymy (5.18)

E as derivadas de segunda ordem para os termos difusivos sao obtidas por meio das

Equagoes 3.105 e 3.106. Assim, tém-se as Equacoes 5.19 e 5.20:

(%) -2 GEr+ms) (519

Que podem ser reescritas como as Equacgoes 5.21 e 5.22:
Tow = (Te&o)o + (T )o (5.21)
Tyy = (Te€y)y + (Tyny)y (5.22)

Aplicando a regra da cadeia e o Teorema de Schwarz para T, Equacao 5.21, obtém-se

a Equacao 5.24:

Tyr = (T£>:r£w + Tebzz + (Tn>xnx + TNee (5-23)

Substituindo-se T}, dada pela Equacao 5.17 e aplicando a regra da cadeia novamente,
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tem-se a Equacao 5.26:

Tpr = (Tégx + Tnna:)féac + nga:x + (Téfx + Tnnx)nnac + Tnnm (5-25)
Tpr = {[T€£(€w>2 + Tﬁémﬁér] + [Tnénxgr + Tnnwsgw]} + ngm
+{[T£nfw77w + Tgf}m%] + [Trm(nx)Q + Tnnwnnaz]} + Tyl (5-26)

Os termos € e 1, derivados em relacao a eles mesmos, sao nulos. Desta forma, obtém-se

a Equacao 5.28:

T:(:a: = TEE(&:E)Q + Tnénxgz + Tféuxcz: + T&nfr”x + Tnn(ﬁ:c)z + Tnnxz (527)
Tow = Teels® + Ty + 2T en&ante + Tl + Tyla (5.28)

De forma analoga, obtém-se a derivada segunda, 7;,, dada pela Equacao 5.29:

Ty = T£€§y2 + Tnnnyz + 2Ty &yny + Teyy + Ty (5.29)

Somando-se as Equacoes 5.28 e 5.29 define-se o gradiente V27T, dado pela Equacao
5.31:

VT = Ty + Ty, (5.30)
VZT = (T§££x2 + TrmnazQ + 2T§n€x77x + T{éxz + Tn)
+(T£§€y2 + Tnnny2 + 2T Syny + Teyy + Tnnyynm) (5.31)

A Equacao 5.31 pode ser reescrita como a Equagao 5.32:

V2T = Tee (€2 + €,%) + Ty (2% + 1,%) + 2T (Eate + E41y)
+Te(§aw + Eyy) + Ty (Mo + Myy) (5.32)

Considerando-se as Equagoes 3.97 e 3.98, percebe-se que os termos entre parénteses
no quarto e quinto termos da Equacao 5.32 sao equivalentes a P e (), termos fontes para

concentracao de linhas. Assim, pode-se reescrever a Equagao 5.32 como a Equacao 5.33:

VAT =Tee(&” + &) + Tyn(n” + %) + 2Teq(Eamia + &) + TP+ T,Q - (5.33)

Como neste trabalho nao sao utilizados termos fontes para geracao da malha, V2T

reduz-se a Equagao 5.34:
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VAT = Tee (&»’2 + 53/2) + Tnn(nm2 + 77y2) + 2T£n(§a:77x + fyny) (5-34)

Desta forma, substituindo-se as Equacoes 5.21, 5.22 e 5.34 na Equacao 5.13 obtém-se
a Equagao 5.35:

T, = —u(Tely + Tyme) — v(Te&y + Toymy)
"’O‘(Tf&fﬂcQ + 2Ty anle + Tnnng) + a(T§5€y2 + 2Ty yny + Tnn5y2> + 5 (5.35)

Reorganizando-se a Equacao 5.35, tem-se a Equagao 5.36:

T; = Te(—u&, — v€y) + Ty (—un. — vny) +
Q[T££(£w2 + €y2> + 2Ty (§eme + Eyny) + [Ty (77:1:2 + nyz)] + 5 (5.36)

Substituindo-se as métricas de transformacao, dadas pelas Equagoes 3.20 a 3.23 chega-

se a Equagao 5.37:

T, = Te[—uJy, + vz, + T)[uJye — vJaze] +
oTee[TPy,® + J22)?) + 2Ty [Tyn(—D)ye + (= )y Jae] + Tyl J?ye® + J2ae?] + S(5.37)
Reorganizando-se a Equagao 5.37, obtém-se a Equagao 5.38:
T, = Te[—udy, +vJa,| + T)ludye — vJxe] +
aTee[yy” + 2] + 02Ty * [ygye + Ty + oDy *[ye” + 2] + S (5.38)
Dividindo-se a Equagao 5.38 pelo Jacobiano J, tem-se a Equacao 5.39:

T, = Te[—uy, — vz, + T, [uye — vae] +
aTee J[y,? + 20°] + a2Ten J[yyye + ywe) + Ty I [ye® + 2] + S (5.39)
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5.3 Equacao Computacional da Energia em Coordena-
das Curvilineas Generalizadas

Para solucionar computacionalmente a Equacao da Energia, 5.14, em termos da tem-
peratura utilizou-se da primeira derivada com grau dois de aproximagao. Com isso,
diminui-se o erro de truncamento e melhora-se a acuracidade da derivada, consequente-
mente melhora-se o resultado geral. Nas bordas da malha utilizam-se derivadas avangadas

e nos demais pontos as derivadas centradas [64].

Para resolver as Equagoes 5.40 a 5.47 empregaram-se os valores de X e Y estabelecidos

pelas Equagoes 3.170 a 3.175.

0X Xiyrj — Xi1s
= == = : i 5.40
. ( 3 ) 2AE (540)
0X Xijo1 — Xij
= (=) == : 41

0X —3Xl] + 4Xi+1 i XH_Q]'
_ (90X _ =3X, : , 42
e (as)” 206 (542
0X —?)Xz] + 4.X; j+1 — X; 42
e ’ ’ 4
o ( on )zj 2An (5:43)
oY Yiprj — Yio1,
e = ) Tvmd .44
Ve (af)ij 288 (544
)4 Yijit1—Yij
— (Z) = T Tl 4
o < on )ij 2An (5.45)
oY —3Yi; +4Yii, — Yisa,
(&) =2 ’ ’ 4
= (3), A 240
)% =3Y5; +4Y5 01 — Yijio
(&) =2 ’ ’ 4
o < n )7,] 2An (5:47)

Primeiramente, calculam-se as Equacgoes 5.48 a 5.51, utilizando-se os valores das con-

digoes iniciais de T, estabelecidos para o problema.
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OT\ Ty — Ty
Te= | — = 4
5 (af)m- I8¢ 54)
oT Ty — Ty
! (377)” 2An (5:49)

oT 3T, 4+ AT — Ty
Te=|57) =— . z 5.50
‘ <3§ ) j 2AE (5.50)
T = 8_T _ _3Ti7j + 4Ti,j+1 - Ti,j+2 (5 51)
"\, 27 :

As Equacgoes 5.52 a 5.55 sao determinadas através das Equagoes 3.101 e 3.102, em

conjunto com as Equagoes 3.19 a 3.23.

oT oT oT
T, = or <8_§y77 - a—nys) (5.52)
oT oT oT
o*T oT, oT,
Too=35="7 ( """ By y€> (5.54)
o*T oT, T,

O termo fonte S, da Equacao da Energia, é definido pela Equacao 2.63. Ja R, é
dado pela Equagao 2.7 e Pr determinado pela Equacao 2.8. Por fim, calculam-se u e v

provenientes das Equacoes 4.78, 4.79, 4.81, 4.82, 4.84, 4.85, 4.87 e 4.88.

Por tanto, tém-se todos os elementos para resolver a Equacao 5.56, estabelecida pela

Equagao 5.14:

R, Pr
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E importante destacar que através do método iterativo Gauss-Seidel resolvem-se as

Equagoes 5.48 a 5.56.

O critério de convergéncia - para a temperatura ser considerada estacionaria - depende
da Raiz do Erro Quadratico Médio, Equagao 5.57, quando esta for menor ou igual & uma

tolerancia pré-estabelecida, definida no item 7.4.

nr—1lny—1
1 . 2 . 9
RMSE = T, =T ; T, =T, 5.57
(nr =2 (g =2 1:22;:2 (1T = Tyl + 1Ty = Tigl)  (5.57)

Sendo T e T, dados na Equacao 5.57, a temperatura calculada na iteragao anterior e
a temperatura calculada na tultima iteragao, para cada né. Desta forma, enquanto a Raiz
do Erro Quadratico Médio (RMSE) néo for menor que um valor pré-estabelecido, ou que
nao seja atingido o nimero méaximo de iteragoes, definidos no item 7.2, a temperatura

nao é considerada estacionéria.

5.3.1 Condicoes de Contorno da Temperatura

Os limites de qualquer problema de transferéncia de calor pertencente a um sistema
fisico sao sempre especificados por algumas condi¢oes, denominadas condi¢oes de contorno

[77]. As mais utilizadas s@o do tipo Dirichlet e tipo Von Neumann.

As condigoes de contorno do tipo Dirichlet ocorrem, de acordo com [77]|, quando os
valores das temperaturas sao conhecidos ao longo do tempo e segundo [58], nao ha difusao

de energia. Assim, especifica-se o valor de uma fungao [43] ou temperatura.

Ja quando as condic¢oes de contorno sao impostas através do gradiente de temperatura
nas fronteiras, estas sao conhecidas como condi¢oes de contorno do tipo Von Neumann
[77], ou seja, é uma condigao de contorno baseada em um funcao [58| e determinada pela

derivada normal desta fungao [43].

5.3.1.1 Condigoes de Contorno Periddicas

Para as condi¢oes de contorno periodicas, os pseudo-limites do corte da esquerda
(£ =0) e da direita (¢ = 1) da malha possuem os mesmos valores numéricos. Assim, para

definir o pseudo-limite do corte da esquerda determina-se a Equagao 5.58.
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Dy +They

T, = 5 (5.58)

Onde: 2 <i<nz—1.

E o pseudo-limite do corte da direita define-se pela Equacao 5.59, uma vez que os

pseudo-limites do corte da esquerda e da direita sao iguais.

Tnx,j — Tl (559)

7j

Onde: 2 <i<nz—1.

5.3.1.2 Condigoes de Contorno para o Cilindro

Foi aproximado que a temperatura na superficie do cilindro é igual a temperatura
do fluxo externo proximo. Neste caso, o gradiente de temperatura entre a superficie do
cilindro e o fluxo externo deve ser zero, o que leva a seguinte condi¢cao de contorno do

tipo Neumann, 5.60:

VT -7 =0 (5.60)

Considera-se 7 = 0 para a superficie do cilindro.

Portanto, de acordo com a Equagao 5.60, pode-se escrever a Equagao 5.61:

Tcilindro = Tﬂuxo (561)

A Equagao 5.62 apresenta a forma computacional da Equacao 5.61.

T =Tis (5.62)

Onde: 1 <i < nx.
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5.3.1.3 Condicao de Contorno para a Estufa

Para a parede da estufa - n = 1 - considera-se a condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet,
uma vez que considera-se a temperatura constante nas paredes da estufa. Assim, define-se

a Equacao 5.63:

Tostura = 24 °C (5.63)

No entanto, pela adimensionalizacao da equacao da energia, tem-se a Equacao 5.64:

24°C

e =L (5.64)

Testufa =

A Equacgao 5.64 possui como forma computacional a Equacao 5.65:

Tiny =1 (5.65)

Onde: 1 <1i < nxz.



Capitulo 6

Estrutura de Dados Adotada

A CFD é uma area de trabalho que beneficia-se de todos os progressos na arquitetura
do hardware dos computadores, em uma busca continua por melhor desempenho compu-
tacional. Sabe-se que para problemas de CFD complexos, uma parcela muito significativa

do tempo computacional ¢ gasto na solugao de sistemas lineares [74].

Na engenharia, assim como os sistemas lineares, diversos problemas sao resolvidos
computacionalmente e, para isso, fazem-se necessario a utilizagao de vetores e matrizes.
Portanto, quanto mais complexo ou denso sao os dados do problema, maior serao os ve-
tores e matrizes envolvidos. Por isso, a medida que estes vetores e matrizes aumentam,
maior seréd a capacidade de processamento exigida. Porém, mesmo como uma alta capaci-
dade de processamento disponivel, alguns problemas demoram dias para serem resolvidos,

principalmente devido ao grande volume de instrugoes executadas.

Consequentemente, ao solucionar sistemas lineares com codigo de programacao que
beneficia-se da vetorizagao, impacta-se substancialmente no custo computacional das so-
lugbes de CFD [74].

Neste Capitulo, analisam-se as operagoes com vetores e matrizes para estabelecer uma
maneira de estruturar os algoritmos, de forma que eles fornecam o melhor desempenho

temporal para o problema estudado neste trabalho.

6.1 Vetorizacao

De acordo com [16], um codigo vetorizado é aquele que trabalha diretamente com
os vetores ou matrizes envolvidos, sem a necessidade de operar individualmente cada

elemento do vetor ou da matriz. Ja [33|, define vetorizagdo como a capacidade de realizar
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uma operagao matematica em dois ou mais elementos ao mesmo tempo.

Deve-se considerar as arquiteturas avancadas de computadores que empregam con-
ceitos como pipelining e construcoes vetoriais. Com isso, ajusta-se o algoritmo para se
adequar a arquitetura do computador, obtendo assim um enorme aumento na velocidade
de execugao, sem sacrificar a precisao e nem a clareza do algoritmo. Esse ajuste, quando

feito, é conceitualmente simples e realizado no nivel do algoritmo [25].

Neste trabalho os algoritmos que realizam as simulagoes sao escritos em Matlab.
Dada a natureza cientifica da aplicagao o uso do Matlab permite processamentos com alta
velocidade, mas para isso, precisa-se organizar o armazenamento dos elementos em arrays.
Por definicao, no Matlab os elementos de um array sao armazenados sequencialmente por
coluna. A medida que se acessa elementos consecutivos em coluna de um array, o proximo
elemento é encontrado na posi¢ao subsequente. Quando o acesso aos elementos do array
sao referenciados por linhas, para acessar o proximo elemento de uma linha deve-se somar
o valor do ntimero de linhas ao valor atual do indice do array. Desta maneira, para chegar
até o proximo elemento de uma linha, é necessério percorrer parte da coluna atual e parte

da proxima coluna onde se encontra o proximo elemento, conforme Figura 6.1 [25].

LR S S S T

E i'lsj_él : ?:sj"'li ! 7:+1,j+1
S PR AU Y S

: i-1,7: YA ¢ 1+1,7

O ———&

S PR Y R S

: 2'1}.7‘:1 E 2,7-1, : ?2+1,7-1
e

N, Y

Figura 6.1: Diagrama de execuc¢ao em colunas.
Fonte: [51]

De modo geral, precisa-se detectar os lagos de repeticao que podem ser converti-
dos em instrucoes vetoriais, sendo que este processo de deteccao é seguido por todos os

compiladores vetoriais. O que difere um compilador de outro sao as peculiaridades de
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cada arquitetura vetorial [13]. Por esse motivo, deve-se escrever os codigos utilizando as

técnicas para conversao de lacos empregadas pela maioria dos compiladores vetoriais.

Em arquiteturas vetoriais as operagoes sao executadas em pipeline. Cada Unidade de
Processamento Central (do inglés Central Processing Unit, CPU) vetorial esta associada
a um tamanho de vetor especifico, que indica o niimero maximo de elementos que podem
ser inseridos no pipeline. Um compilador vetorizador identifica instrugoes de lacos de
repeticao que podem ser convertidas em instrugoes vetoriais. Quanto maior o niimero de
lacos convertidos em instrugoes vetoriais, maior serd o desempenho do programa sobre a

arquitetura [13].

Caracteristicas que permitem a vetorizacao [23], [33] e [51] :

1. Eliminar dependéncias entre os elementos que sao calculados;

2. Em lagos de repeticao encadeados, somente os lacos mais internos sao vetorizados,
por isso analisar a possibilidade de colocar dentro destes lagos os calculos que irao

processar o maior namero de dados;

3. Dentro dos lagos de repeticoes, colocar apenas instrugoes basicas, evitar rotinas

como call, if e go to;
4. Separar lagos de repetigoes encadeados;
5. Utilizar operacoes entre escalar e vetor;

6. Ao realizar operagoes com vetor e matriz ou matriz e matriz deve-se considerar a
arquitetura do computador, armazenando e acessando os dados através de colunas.

Além disso, a preferéncia é para operacoes triddicas.

6.2 Mapeamento 2D para 1D

A Figura 6.2 mostra uma malha que representa 9 volumes de controle. Um modo pra-
tico de ordenar esses volumes de controle é conforme mostrado na Figura 6.2, numerando-
se da esquerda para a direita e de baixo para cima, formando um tnico vetor conforme a
Figura 6.3. Trabalhar com um armazenamento tipo vetor, v(i), em vez de V' (i, ), ajuda
na implementacao das classes e dos objetos, no controle das variaveis e no entendimento

do programa [54].
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Figura 6.2: Diagrama 2D de V(i,j).
Fonte: Autor e [51]

v(1) v(2) v(3) v(4) v(5) v(6) v(7) v(8) v(9)

ij i+1, i+2, Lj+1 | i+1j+1 | i+2j+1 | ij+2 | i+1j+2 | i+2j+2

Figura 6.3: Diagrama 1D de v(i).
Fonte: Autor

Para converter uma malha mapeada em 2D para 1D, como as Figuras 6.2 e 6.3 res-

pectivamente, utiliza-se o Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Mapeamento 2D para 1D

1: forii=1:ny

2: forjj=1:nz

3: ij =nx* (i — 1)+ j7;

4: v(ij) = V(ii, jj); {% v(ij) vetor 1D}
5 end

6: end

6.3 Estrutura para Gerar Malha

Nesta Secao, apresenta-se o principal lago de repeticao iterativo para a geracao da
malha. Ao analisar o Algoritmo 2, verifica-se a aplicagdo dos conceitos que contribuem

para o aumento da velocidade de processamento. Dentre eles tém-se o acesso dos elementos
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da malha por coluna e utiliza¢ao de lago de repeticao implicito (da 15* & 18% linha).

Algoritmo 2 Laco Geragao da Malha

1: while erro(k) > tolerancia && k <= maximo de iteragdes)
erro(k) = 0;

Y

3 for j=2:nj—-1

4 fori=2:ni—1

5 i =137~ 1) = (X(i+1,5) = X(i = 1,1)* + ..

6: a(i—1,7—1)=((X(,j+1) — X(i,j —1))* +

7 bi—1,j—1)=(X(i+1,§)— X(i—1,5))*...

8 atemp=1/2x(a(i — 1,7 —1)+c(i — 1,5 —1))) ...
9 ytemp=1/(2*(a(i —1,j = 1) +c(i—1,j —1))) *...

10: erro(k) = erro(k) + (X (i, ) — xtemp)? + (Y (i, j) — ytemp)?;
11: X (i,7) = xztemp;  Y(i,7) = ytemp;

12: end

13:  end

14:  if (mod(k,10) == 0)

15: X(1,1:nj) =(X(2,1:nj)+X(ni—1,1:nj5))/2.0;

16: Y(1,1:nj)=(Y(2,1:nj)+Y(ni—1,1:nj))/2.0;

17: X(ni,1:nj) = X(1,1: nj);

18: Y(ni,1:nj) =Y (1,1 : nj);

19:  end

20: auz = sqrt(erro(k)/((ni — 2) x (nj — 2)));
21: k=k+1,

22: erro(k) = aux;

23: end

Equagao 3.168
Equacao 3.167
Equagao 3.169
Equacao 3.170
Equacgao 3.171
Equacao 3.176 (Somatorio)

Equacao 3.176

Fonte: [80]

6.4 Estrutura para Transferéncia de Calor

Para solucionar a transferéncia de calor, devido a sua complexidade, utilizam-se varios

Algoritmos. Assim, para ilustrar a estrutura de dados empregada apresentam-se os Algo-

ritmos 3 e 4, como exemplos. Neles identificam-se, novamente, técnicas que melhoram a

velocidade de processamento, tais como: utilizacao de variaveis escalares como memoria

temporéaria (em todas as variaveis do algoritmo 3, exceto para Vphi(i, j)), transformagao

de vetores 2D em 1D (lagos do algoritmo 4), acesso aos elementos da malha em colunas

(algoritmo 3) e separagao de lagos de repetigao que poderiam ser encadeados (algoritmo

1),
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Algoritmo 3 Laco Campo Velocidade
1: for j=2:(ny—1)
2. fori=2:(nzx—1)

3: xksi = ((AGi+1,75) — A(i — 1,5))/2);
L yhksi=((BG+1,9)~ Bl —1,))/2);
5: zeta = ((A(i,j+1) — A(i,j — 1))/2);
6 yeta=((Bli.j+ 1)~ Bli.j — 1))/2);
T alfa = ((zeta®) + (yeta?));
8: beta = ((zksi?) + (yksi?));
9: gama = ((zksi x xeta) + (yksi * yeta));
10 auxl = (Vphi(i + 1,7) + Vphi(i — 1,7));
11: auz2 = (Vphi(i,j+ 1) + Vphi(i,j — 1));
12: auzd = (Vphi(i + 1,5 + 1) + Vphi(i — 1,5 — 1) — Vphi(i + 1,j — 1) — Vphi(i — 1,5 +1));
13: auxd = ((al fa* auzl) + (beta* aux2))/(2* (al fa+ beta)) — ((gama* aux3) /(4 * (al fa+ beta)));
14: Vphi(i,j) = (1 — w) * (Vphi(i, j))) + (w * auzd);
15: end
16: end

Algoritmo 4 Lacgo Condi¢ao de Contorno
D=1, {% Esquerda}

1

2: for jj=2:ny—1

3 ij = (37 — 1) * nx +1ii;

4 ijl = (jj — 1) *nz + (i + 1);

5: ij2 = (55 — 1) *x nz + (nx — 1);

6 Qnew(ij) = (Qnew(ijl) + Qnew(ij2))/2.0;
7: end

8: i = nx; {% Direita}

9: for jj=2:ny—1

100 ij = (jj — 1) * nx + i3;

1: dijl=(jj— 1) xnr +2;

120 02 = (jj — 1) * nx + (ii — 1);

13: Qnew(ij) = (Qnew(ijl) + Qnew(ij2))/2.0;
14: end




Capitulo 7

Simulacao Numérica

Neste capitulo, apresentam-se os resultados das simulagoes computacionais realizadas

durante o desenvolvimento deste trabalho.

O software utilizado foi o MATLAB, que utiliza a linguagem conhecida como M-
codigo, ou simplesmente M [20]. A linguagem MATLAB é semelhante a uma linguagem
C++ moderna e é uma linguagem vetorial /matriz, o que torna a codifica¢do mais simples

do que linguagens mais antigas, como Fortran [34].

Os tempos computacionais para geragao da malha e solu¢cao do problema foram 25
minutos e 03hs:19min, respectivamente, utilizando Windows 10, sistema operacional de

64 bits, processador de 2,80 GHz e memoéria RAM de 8,00 GB.

O critério de convergéncia, tolerancia e residuo encontrados para a simulagao estao
descritos no item 7.4. Os graficos dos resultados estao adimensionalizados e os valores

para cada unidade adimensional sao descritos no item 7.4.

As simulagoes realizadas baseiam-se em um algoritmo que possui as etapas presentes

na Figura 7.1.

7.1 Dominio Definido

A Figura 7.2 mostra a geometria utilizada nas simulag¢oes e que origina-se da Figura

1.1.
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Definir o dominio.

Gerar malha.

Definir parame-
tros do problema.

Estabelecer as con-
digoes de contorno.

Calculo do campo
de velocidade.

Calculo da trans-
feréncia de calor.

CCCCE€C€

7.2 Malha Gerada

Plotar resultados.

Figura 7.1: Etapas do algoritmo de simulagao.
Fonte: [47] e Autor

O dominio definido para o sistema simulado possui uma geometria duplamente conexa

e para seu mapeamento computacional utiliza-se um tnico bloco.

O critério de convergéncia foi definido pela condi¢ao do erro menor que o valor esta-

belecido de 1.107% ou o enquanto o niimero maximo de 1600 iteracoes nao fosse atingido.

O erro foi calculado através da Raiz do Erro Quadratico Médio.

A Figura 7.3 ilustra o dominio fisico e suas fronteiras.

Ao realizar o mapeamento consideram-se as orientagdes apresentadas na Se¢ao 3.2.
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Estufa Resisténcias

O

Cilindro
Ventilador
X(m)
Figura 7.2: Geometria simulada da estufa.
Fonte: Autor
Fronteiras do Dominio Fisico
tar I Estufa H 7
1 D C
Cilindro
B
G
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X

Figura 7.3: Fronteiras do dominio fisico.
Fonte: Autor

Na Figura 7.4 tem-se o dominio computacional criado a partir do corte realizado entre

os segmentos KF' e JA, com isso obtém-se o dominio em um tnico bloco.

Baseando-se nas Figuras 7.3 e 7.4, define-se as condi¢oes de contorno da malha rela-

cionando o dominio fisico com o computacional.

A seguir as condi¢oes de contorno para 0 < (<1, n=0,1<i<nre0<60<m:
e AB: 1< X(i,1) < 3;

Y(i,1) = 0,4;
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Fronteiras do Dominio Computacional
I

j=nyC ! T T T
J 1 H G F _
Estufa (Superior)
i B i
§ Corte (Direita)
= i
Cilindro (Inferior)
il A B C D E |
| | | | |
i=1 i=nx

& (X(i,j), Y(i.))

Figura 7.4: Fronteiras do dominio computacional.
Fonte: Autor

e BC: X(i,1) = 3+0,2533sen(h);
Y(i,1) = 0,78 — 0, 38cos(0);
e CD: 1< X(i,1) < 3;
Y (i,1) =1, 16;
e DE: X(i,1) =1—0,2533sen(f);

Y (i, 1) = 0,78 4 0, 38cos(0).

Agora, tém-se as condigoes de contorno para 0 < ¢ < 1, n =1,1 <17 < nxe

0<o<m:
o FG: 0< X(i,ny) < 4,3;
Y (i,ny) = 0;
o GH: X(i,ny) = 4,3 +0,533sen();

Y (i,ny) = 0,8 — 0,8cos(f);

o HI: 0 < X(i,ny) <4,3;
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Y (i,ny) = 1,6;

o [J: X(i,ny) = —0,533sen(0);

Y (i,ny) = 0,8 + 0, 8cos(h).

Na sequéncia, determinam-se as condig¢oes de contorno periddicas, que sao baseadas

nos cortes EF e JA. Considerando E=1,0<n<1lel <5< ny, tém-se:

e EF: X(nz,j)=1-— (1_0)2+(0’4_0)2(j — 1)sen(68,2°);

ny—1

Y(nz,j)=0,4 — ¥ (I_O)Qt(0’4_0)2 (7 — 1)cos(68,2°);

ny—1

o JA: X(1,j) = X(nx,j);

Y(L) = Y(nx,).

A Figura 7.5 ilustra a malha desenvolvida nesta pesquisa.

Figura 7.5: Malha gerada pelo algoritmo.
Fonte: Autor

7.3 Definicao do Fator de Relaxamento

Como ja foi dito anteriormente, o fator de relaxamento possibilita que o sistema chegue

a uma solugao mais rdpidamente. Para isso, seu valor necessariamente precisa estar entre

1 < w < 2. Para encontrar um valor de w, conveniente para esté simulagao, e confirmar

o valor calculado na Subsecao 4.3 estabeleceu-se um erro de 3,123.107%.

Desta forma

alterava-se o valor de w e registrava-se niimero de iteracoes necesséarias para atingir o erro

estabelecido. Escolheu-se entao, o w que forneceu o menor nimero de iteragoes, w = 1,1

coincidindo com o valor calculado.
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Figura 7.6: Relacao entre o valor do relaxamento e nimero de iteracoes.
Fonte: Autor

7.4 Analise dos Resultados

A analise dos resultados consiste em interpretar os graficos e diagramas gerados através

das simulagoes.

O problema modelado é um problema transiente e inicialmente em ¢t = 0 a parede da
estufa esta em temperatura ambiente, 24°C, como mostrado no item 7.4.2. Quando ligadas
as resisténcias, a distribui¢ao de calor pela estufa passara do regime transiente, com passo
de tempo de 1.107%, ao regime permanente, quando a distribuicdo de temperatura for
considerada estacionaria. A temperatura serd considerada estacionaria quando atingida
a tolerancia do critério de convergéncia adotado, sendo esta definida como a diferenca
de temperatura entre um passo atual e o passo anterior para cada né menor que 1.1071°
- calculada através da Raiz do Erro Quadréatico Médio - ou o nimero maximo de 8400

iteracoes. O residuo encontrado foi de 0,00030549.

Os resultados das simulacoes estao adimensionalizados para a temperatura e veloci-
dade. Portanto, cada unidade do valor adimensionalizado da temperatura representa 24

°C', enquanto uma unidade para o valor adimensionalizado para a velocidade representa
10m/s.

7.4.1 Termo Fonte

Para avaliagao do termo fonte foi gerado um diagrama de isolinhas, Figura 7.7, uti-

lizando a Gaussiana, dada pela Equacao 2.62. Assim identifica-se o ponto maximo de
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energia térmica na regiao das resisténcias elétricas e percebe-se o decaimento desta ener-

gia a medida que se afasta das resisténcias.

Termo Fonte

1.5 r { { ' ' T 3.2
g - 1
= 0.5 1 28

U AN

0 1 2 3 4

X (m)

Figura 7.7: Isotérmicas para o Termo Fonte.
Fonte: Autor

7.4.2 Dominio Inicial

[lustra-se neste momento a temperatura inicial da estufa no ¢t = 0, Figura 7.8, ainda
com a fonte geradora de energia térmica desativada. Percebe-se que praticamente todo o
interior da estufa estda com temperatura fria, a 0 °C' , enquanto as bordas da estufa estao
com 24 °C', pois essa foi a condicao de contorno inicial aplicada para toda a superficie da

estufa.

Dominio: Temp. Inicial

11
3
109
2.5
10.8
2
10.7

y{m)

-0.5

-1.5

0 1 2 3 4
x(m)

Figura 7.8: Temperatura inicial da estufa.
Fonte: Autor
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7.4.3 Potencial de Velocidade

A Figura 7.9 mostra as isolinhas do potencial de velocidade (denominadas também
como linhas equipotenciais, ou seja, linhas de fun¢do potencial de velocidade constante)
e ao observar esta figura verifica-se que estas sao simétricas uma vez que a geometria
estudada também é simétrica. Como esperado, indica uma tendéncia da parte direita da
estufa em ter um potencial mais elevado do que o lado esquerdo, uma vez que o lado

esquerdo esta distante do ventilador.

Potencial

0.2

-0.2
-0.4
-0.6

Figura 7.9: Isolinhas do potencial de velocidade.
Fonte: Autor

7.4.4 Velocidade

Ao analisar a Figura 7.10 constata-se que o pontos de maior velocidade no fluido estao
localizados proximos as superficies dos quatro cantos do cilindro. E os pontos de menor

velocidade estao no centro das laterais do cilindro.

Velocidade
| N7
U.Z ‘ 2 // | \\ 0.5

x(m)

Figura 7.10: Linhas Equipotenciais para o Médulo da Velocidade.
Fonte: Autor
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7.4.5 Vetor Velocidade

Como a Figura 7.10, a Figura 7.11 mostra a variacao da velocidade no interior da

estufa, s6 que neste caso é através da variagao do tamanho do vetor.

Vetor velocidade

0 1 2 3 4
x(m)

Figura 7.11: Vetor velocidade.
Fonte: Autor

Através das Figuras 7.12 e 7.13 pode-se perceber dois pontos de estagnagao (pontos
no campo de escoamento nos quais a velocidade é identicamente zero [85]). No ponto de

estagnacao a esquerda, o fluido é separado, escoando pela base e sobre o cilindro.

Ja observando novamente a Figura 7.11, percebe-se que a montante o escoamento é
mais reto e uniforme, ja que os vetores encontram-se mais igualmente espagados, e também
de menor velocidade, pelo maior espacamento entre eles, desacelerando-se de seu valor de
fluxo livre até zero no ponto de estagnacdo [85]. Proximo as superficies dos cantos do
cilindro, o escoamento acelera rapidamente atingindo altas velocidades - pode-se observar

este fato pelo tamanho do vetor e pela diminuicao do espagamento entre eles.

Para reforgar o correto funcionamento do algoritmo, a Figura 7.11 teve duas partes
ampliadas que sao apresentadas nas Figuras 7.14 e 7.15. Através desta ampliagdao é possi-

vel perceber os detalhes das linhas do vetor velocidade e com isso constatar definitivamente
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Figura 7.12: Velocidade a montante no cilindro.
Fonte: Autor

o bom desempenho do algoritmo.
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Figura 7.13: Velocidade a jusante no cilindro.
Fonte: Autor

7.4.6 Temperatura de Solucao

Apo6s milhares de iteragoes e diversas simulagoes finalmente chega-se a temperatura
de solugao. Através da Figura 7.16 tem-se um mapa de calor da estufa apds atingir a

solugao.

7.4.6.1 Isolinhas de Temperatura

Percebe-se através da Figura 7.17 linhas solidas, estas linhas sao linhas de temperatura
constante, isto é, conectam pontos no campo de temperatura que tem o mesmo valor de

T [6] e sdo conhecidas como isotérmicas.

O maior adensamento das isolinhas indica maiores gradientes térmicos, e por conse-
guinte maiores taxas de trocas de calor [55], ou seja, linhas mais espacadas demonstram
uma mudanga gradual de temperatura, enquanto linhas mais proximas demonstram uma

rapida mudanga na temperatura [38].

Desta forma, percebe-se que ha maiores taxas de trocas de calor no lado direito da
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e L

Figura 7.14: Vetor velocidade na chegada do fluxo.
Fonte: Autor

estufa, onde localizam-se as resisténcias elétricas; e também nas bordas de toda a estufa
(desconsiderando-se o lado esquerdo), pois a condigao de contorno para a temperatura foi
considerada constante. Para o lado esquerdo da estufa nao ha grande adensamento de

linhas nas bordas, pois nestes pontos a temperatura nao variou significativamente.

7.4.6.2 Temperatura sobre o Cilindro

Na Figura 7.18 é possivel verificar a temperatura sobre a superficie do cilindro no
estado estacionario, considerando que esta é exatamente igual & temperatura do fluido
proximo, e assim constatar numericamente o seu desempenho. Percebe-se que a tempe-
ratura da superficie superior do cilindro é maior que a temperatura da superficie inferior.
A razao dessa distribuicao de calor assimétrica na superficie do cilindro se deve princi-
palmente pela localizagao da fonte de energia térmica, que esté acima do eixo central do
cilindro. Desta forma, se a fonte geradora estivesse localizada no ponto central do eixo y,
as curvas coincidiriam. A menor densidade do fluido ao ser aquecido nao contribui para
essa assimetria na distribui¢ao de temperatura, uma vez que a densidade foi considerada
constante. Verifica-se também que estas curvas se encontram em dois pontos, que sao as

bordas extremas do cilindro e possuem portanto a mesma temperatura.

7.4.7 Residuo do Calculo da Temperatura

Ao gerar a Figura 7.19, em que é simulado o logaritmo na base 10 do residuo para a

temperatura, nota-se que o residuo encontrado foi de 0,00030549. Desta forma, considera-
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Figura 7.15: Vetor velocidade na saida do fluxo.
Fonte: Autor

se que a distribuicao de calor atingiu o estado estacionario.
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Temperatura: Dominio Solucao

35
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Figura 7.16: Mapa de calor no interior da estufa.
Fonte: Autor

Iso Temperaturas
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Figura 7.17: Isotérmicas.
Fonte: Autor
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Figura 7.18: Temperatura sobre o cilindro.
Fonte: Autor

Convergéncia
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Figura 7.19: Log do Residuo do célculo da temperatura.
Fonte: Autor



Capitulo 8

Conclusao

Neste capitulo abordam-se as conclusoes do trabalho e as sugestoes para trabalhos

futuros baseados neste estudo.

8.1 Conclusoes

Com avanco tecnologico e o aumento da capacidade de processamento dos computa-
dores, cada vez mais aumenta-se a demanda por modelos e simulagoes computacionais,
seja para melhorar a compreensao de um fenémeno ou para simular futuros sistemas, antes
mesmos destes serem construidos. Diante disso, buscou-se através da presente pesquisa
simular o ciclo de aquecimento de uma estufa, com o objetivo de entender como o calor
se propaga ao longo do tempo em seu interior. Para isso, foi desenvolvido um modelo
numeérico para prever a transferéncia de temperatura em um escoamento bidimensional
por convecgao forcada, para prever a temperatura em uma estufa contendo uma fonte de

calor e um cilindro em seu interior.

Destacam-se alguns pontos importantes estabelecidos ou verificados no desenvolvi-

mento do trabalho:

e A incompressibilidade do fluido propiciou a obtencao da equagao de Laplace através
da equacao da continuidade, e assim obter o campo de velocidade pela teoria do
escoamento potencial, devido a irrotacionalidade do fluido por considera-lo nao vis-
coso. Para produzir um fluxo potencial que escoasse pela geometria, duas fungoes
de fluxo foram combinadas: o escoamento elementar uniforme paralelo ao eixo x e o
escoamento especifico para a superficie do cilindro retilineo com bordas circulares.

O escoamento potencial para longe do corpo foi realizado por substituicao dos com-
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ponentes u e v obtidos pela superposicao de escoamentos na equacao de Laplace.
Apo0s isso, foram realizadas as condig¢oes de contorno para o escoamento, sendo que
sobre o cilindro, foi aplicada a condicao de tangéncia de Neumann, para o fluxo
nao entrar na sua superficie e apenas contorné-lo. Para os outros contornos foram

aplicadas condic¢oes de contorno do tipo Dirichlet.

e Através da Figura 7.11, pode-se observar os pontos de estagnacao do fluido nas
bordas externas laterais, onde a velocidade é igual a zero, enquanto proximo aos

cantos do cilindro, a velocidade do fluido acelera-se.

e Através da Figura 7.17, percebeu-se maiores taxas de troca de calor do lado direito
do cilindro e nas bordas da estufa. No primeiro caso, pela regiao estar proxima das
resisténcias, e no segundo caso, pela parede da estufa ser considerada adiabética e

assim a condi¢ao de contorno da estufa ser mantida constante.

Entre as principais limitacoes do trabalho, estd a necessidade de simplificar algumas
geometrias e alguns parametros do fluido (compressibilidade e viscosidade), uma vez que

estes itens provocam um aumento no custo geral da simulagao.

Por fim, o desenvolvimento de um algoritmo para a simulagao mostrou-se viavel ape-
sar da complexidade. Assim, através de simulacoes pode-se, antecipadamente, prevenir
problemas que s6 seriam detectados durante o funcionamento, o que possibilita propor me-

lhorias no ciclo de aquecimento ou em alguma metodologia operacional pré-estabelecida.

8.2 Trabalhos Futuros

Ao final deste trabalho, visualizam-se algumas possibilidades de pesquisa:

e Um trabalho importante para o futuro, seria considerar os efeitos da convecgao e
conducao sobre o cilindro para todo o dominio, pois a solugao foi obtida considerando
que a temperatura sobre o cilindro ¢ exatamente igual & temperatura do fluido

proximo.

e Qutra sugestao seria considerar o fluido compressivel ou viscoso, pois assim, poderia-
se comparar os resultados obtidos neste estudo com os resultados deste novo trabalho
e desta forma, avaliar quais foram os custos e os beneficios de cada um deles. Sabe-
se que, ao considerar o fluido compressivel ou viscoso, estaria-se mais proximo da

realidade, mas o custo do equacionamento e o custo computacional seriam maiores.
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Porém, dependendo da aplicagao, as vantagens provenientes desta melhoria seriam

suficientes para contraporem-se aos custos gerados.

e Por dltimo, sugere-se a inclusao de linhas de concentracao de malha, o que nova-

mente geraria uma avaliacao de custo e beneficio.
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Algoritmo 5 - Geracao da Malha

1: while erro(k) > tolerancia && k <= maximo de iteragoes)
erro(k) = 0;

»

for j=2:nj-1
fori=2:ni—1

3
4
5 = )2
6: ali—1,j—1) = (X(i,j+1) — X(i,5 — 1))
7
8
9

+
24 ..

(
bi—1,j—1)=(X(i+1,5)— X(i—1,§))*...

atemp=1/2x(a(t — 1,5 —1)+c(i — 1,5 —1))) ...
ytemp=1/(2x* (a(i —1,j —1)+c(i — 1,5 —1))) * ...
10: erro(k) = erro(k) + (X (i,7) — xtemp)? + (Y (i, j) — ytemp)?;
11: X(i,j) = atemp; Y (i,7) = ytemp;
12: end
13:  end
14:  if (mod(k,10) == 0)
15: X(1,1:nj) = (X(2,1:nj) + X(ni — 1,1 : nj))/2.0;
16: Y(1,1:nj) = (Y(2,1:nj) +Y(ni — 1,1:nj))/2.0;
17: X(ni,1:nj)=X(1,1:nj);
18: Y(ni,1:nj) =Y (1,1: nj);
19:  end

20: aux = sqrt(erro(k)/((ni — 2) * (nj — 2)));
21: k=k+1;

22: erro(k) = aux;

23: end

Equacao 3.168
Equagao 3.167
Equagao 3.169
Equacao 3.170
Equacgao 3.171
Equagao 3.176 (Somatorio)

Equacao 3.176

Fonte: [80]
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Algoritmo 6 - Potencial de Velocidade (Contornos) ([¢] = functionContorno[q.., ¢))

for i=2:(nz—1) Fronteira INFERIOR (considerar j=1)
A; — A
€ = %ﬁm,cen‘nrada
Bii11— Bi_
y& = %,centrada

xn = A; 2 — Ai1,avancada

yn = B; 2 — B, 1,avancada
1

x€ x yn — xn x Y€

& = jacobxyn

jacob =

&y = —jacob * xn

Ny = —jacob * y&

Ny = jacob x x&

An Giv1,1 — Pi-1,1
¢i,1:¢i,z+ng+n5*[< B) * (& * N + Ey % My) + Qoo * M
end
for j=1:ny Fronteira DIREITA
¢nm,j = (bnx—l,j
end
for j=1:ny Fronteira ESQUERDA
P15 = P2,
end
for i=2:(nx—1) Fronteira SUPERIOR
¢i,ny = ¢i,ny—1
end
Coordenadas Peritdicas
for j=1:ny
nr—1,j + i
s = ¢ 1,;2 P2,
(b?, i + ¢nx71, j
¢m’j — %

end
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Algoritmo 7 - Potencial Velocidade ([¢] = functionSolver|q.., w, k, ¢|)

[¢] = functionContorno[q.., @] Chama Algoritmo 6

for j=2:(ny—1) Implementa Successive Over Relazation - (S.0.R)
for i=2:(nz—-1)

ot = Aigr; — Aicryj

SAE , centrada
y€E = %, centrada
xn = A”%f”_l, centrada
yn = B”%fzrl, centrada
a =z +yn’

B =g+ ye?

v =ax€xxn+yExyn
ax* (Gip1,j + Giz1,5) + B * (dijr1 + bij—1)

Gij=1—w)*d;; +wx 3@t B
o (Pit1,j+1 + Pim1,j-1 + Pit1,5-1 + Pi1,5+1) ’
4+ (a+p)
end
end

[¢] = functionContorno[g., ¢ Chama Algoritmo 6

+ ..
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Algoritmo 8 - Campo Velocidade (campo velocidadeDio[g.., k, ¢])

for j=1:(ny—1)
for i=2:(nz—1)

A — Ao

x€ = M’ETN, centrada
Bisiy— Bivy

Y€ = —HJQAQ“ L7 centrada

xrn = Ai,j+1 — Ai,j7 avan(;ada

yn = B; j4+1 — B, j,avancada
1
x€ x yn — wn * Y&
&x = jacob x yn

jacob =

&y = —jacob x xn

Ny = —jacob x y&

1y = jacob * x§

Git1j — Pi-1,
Ujj = Qoo + (HTflj) # 6 + (ijr1 — Pij) * N3
Git1j — Pi-1,
Vi = (HTEU) * &Y + (Bijr1 — dig) * NY;
speed; j = \Jui ; + 07
end
end
for j=2:(ny—1) Fronteira ESQUERDA

Ung,j = Unz—1,5
Unz,j = Unx—1,j5

speedpz,j = speedng—1,j

end

for j=1:(ny—1) Fronteira DIREITA
’U,l’j = UQ’]‘
V1,57 = V2,5

speedy,; = speeds ;

end

for i=2:(nz—1) Fronteira SUPERIOR
Ui ny = Uiny—1
Viny = Vi,ny—1
speed; ny = speed; ny—1

end
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Coordenadas Periédicas
for j=1:ny
Ul,j = Unz—1,5
V1,5 = Unz—1,j
speedy ; = speedpz_1 ;

end

for j=1:ny
Ung,j = U2,j
Una,j = V2,5

speedny,j = speeds ;

end
for j=1:ny
U2 T Ung—1,5
U=
by + Unz—1,5
vlv] - 9
speeds j + speedpe—1,;
speed ; = 5
end
for j=1:ny
U2 T Ung—1,5
Ungz,j = 2
V25 F+ Ung—15
Ung,j = 2
speeds j + speedyy—1,;
speedyz j =

2

end
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Algoritmo 9 - Dados Iniciais Transferéncia de calor

Encontra pontos que estao dentro do circulo que representa as resisténcias.
IndeXR - localizagao de todos os pontos, NIVPF - numero total de pontos.
[IndeX R, NIV PF] = functionInitCondit[|nz, ny, PpicX, PpicY, RadiusXY, z,y, X,Y]

Ay i — Ay
[x€] = -;-1,32#51,], centrada, ordem 2, Anderson 3.28, 3.29
Bit1,; — Bi—1,
[y€] = T’, centrada, ordem 2, Anderson 3.28, 3.29
Aijr1—Aij1
[xn] = W, centrada, ordem 2, Anderson 3.28, 3.29
Bij+1— Bij-1
[yn] = T, centrada, ordem 2, Anderson 3.28, 3.29
n
1
[jacob] = jacobiano

[2€] * [yn] — [y&] * [zn]

Valores iniciais para o termo fonte: - x=A 1d e y=B 1d; - PpicX e PpicY: centro das resisténcias

[s5] = siscp # e~ (([al=PpicX)=(e]PpicX) +([y]~ PpicY ) «(ly)~Ppicy )

Boundary Conditions on the boundaries

Esquerda x=0

QOZd2,2:ny71 + QOldnxfl,Znyfl
2

QOldl,Q:nyfl =

Direita x=1

QOld2,2:ny—1 + QOldnw—1,2:ny—1
2

Qoldpg 2:ny—1 =
Inferior y=0
Qold. 1 = Qold. »
Superior y=1
Qold. ny = Twall,
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Algoritmo 10 - Transferéncia de calor

functioninicioTransferenciaCalor Chama Algoritmo 9

for k = 1:kmax
[Vu, Vv, Veloc,V¢] = functionVelocityField [k, nx, ny, X, Y, Vo, Vu, Vv

for jj= l:iny
for ii= l:nx
ind = i +nx x (jj — 1)
VUUz(ind) = Vu(ii,jj), passa para 1D
VUUy(ind) = Vo(ii, jj),
end

end

Derivada primeira de segunda ordem.

T
[ur] = dif frDio2(phi,nxz,ny) = %
T
[us] = dif fsDio2(phi, nz,ny) - %
n
for ind = 1:nx*ny
T T T
uz(ind) = jacob(ind)  [ur(ind) * ys(ind) — us(ind)  yr(ind)] = ?Tx = jacob x ((?Tg *yn — 87 *y€)
T T
uy(ind) = jacob(ind) * [—ur(ind) * zs(ind) + us(ind) * zr(ind)] = g—y = jacob x (— 88{ * T+ 87 « 7€)
end
for ind = 1:nx*ny this is the Advection therm : ==> (u * gﬂ + U gi)
x Y

res0(ind) = VUUz(ind) * uzx(ind) + VUUy(ind) * uy(ind)
(8¢ )« or 0¢ OrT (8¢ o  0¢ O )« 8T

ar )" 9r Ty ey ~ \oc Tar T tor T

end

0 0 d¢p 0 oT
o (2,5, %, O, o

o Oy On 8y
UUx(ii, jj) = uz(ind)
UUy(ii, jj) = uy(ind)

Derivada segunda de segunda ordem, na dire¢ao x.

[ur] = dif frDio2(UUz,nx,ny) = 585 (aT)

; ; o (0T
[us] = dif fsDio2(UUx,nx,ny) = B (836)
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for ind = 1:nx*ny
Tes(md) = jacob(ind) * (ur(in s(ind) — us(ind) * yr(ind))

o () () )

end

lur] = dif frDio2(UUy, nz,ny) =

T
(8> %Derivada segunda de segunda ordem, na direcao y.
[us] = dif fsDio2(UUy, nx,ny) = ( >

for ind = 1:nx*ny

resl(ind) = jacob(ind) * (—ur(ind) * ys(ind) + us(ind) * yr(ind))

A 3T* + 2 (TN e
82 T N on\ay) "7

end

for ij = l:nx*ny
if (nodes(1,ij) # 1 && nodes(1,ij) # nx && nodes(2,ij) # 1 && nodes(2,ij) # ny) % evita bordas.

1 o*T  9*T

Auzl = 1.0/(Re * Pr) x (res(ij) + res1(ij)) = R * (w 4 37312)

Qnew(ij) = Qold(ij) + dt x (—res0(ij) + Auzl + SS(i7))

Qold(if) + dt * {( " %T s gT) b Azl + ssepx e~ (= PpicX)x([al=PpicX)+(ly]— Ppicy )+((s] - PpicY )
x Yy :
fracdif f = fracdif f + (Qnew(ij) — Qold(ij))?
end
end
Esquerda x=0 (Boundary Conditions on the boundaries)

Qner,Q:ny— 1+ Qnewnx—1,2:ny— 1
2

Qnewl,Q:ny—l =

Direita x—1

Qnew2,2:ny71 + Qnewnmfl,Q:nyfl
2

Qnewnz,&nyfl =
Inferior y=0
Qnew. 1 = Qnew. »
Superior y=1

Qnew. ny = Twall;
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% ’Enter the Resistence effect: Source term - for ind = 1:1 NIVPF
if (k <= 4000)
ind = 1; % Just one source point as B.C.
ik = IndeX R(ind);
SS(ik) = SSCp * exp(—alpha * ((x(ik) — PpicX) * (x(ik) — PpicX) + (y(ik) — PpicY) * (y(ik) — PpicY)));

end

phi(i, j) = Qnew(ij) Atualizagao
Qold(ij) = Qnew(ij)

change(k) = sqrt(fracdif f/((nx — 2) * (ny — 2)));
if change(k) < tolerance

break
end

end %loop principal

Fonte: Autor, [49], [35]
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