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Resumo

Os autovalores principais de um grafo sdo os autovalores de sua matriz de adjacéncia que
estao relacionados com a contagem de cadeias no grafo. Neste trabalho, apresentamos os
resultados mais conhecidos da literatura sobre tais autovalores. Além disso, investigamos
uma subclasse de grafos benzenoides e, como resultados originais, exibimos os espectros
destes grafos e expressamos a quantidade de seus autovalores principais em termos de sua
estrutura.

Palavras-chave: Matriz de adjacéncia. Autovalores principais. Grafos benzenoides.



Abstract

The main eigenvalues of a graph are the eigenvalues of its adjacency matrix, which are
related to the number of walks in the graph. In this work, we present the best-known
results in the literature on such eigenvalues. Furthermore, we investigate a subclass of
benzenoid graphs and, as original results, we display the espectra of these graphs and
express the quantity of their main eigenvalues in terms of their structure.

Keywords: Adjacency matrix. Main eigenvalues. Benzenoid graphs.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria dos Grafos é um ramo da matematica discreta que estuda as relagoes entre os
objetos de um determinado conjunto. Para tal, sao empregadas estruturas denominadas
grafos e comumente denotadas por G = (V| E), onde V é um conjunto nao vazio de
objetos, denominados vértices, e F¥ é um conjunto de pares nao ordenados dos elementos
de V', denominados arestas. Estruturas que podem ser representadas por grafos estao em
toda parte e muitos problemas de interesse pratico podem ser modelados por um grafo,
por exemplo relacoes entre estagoes de metro e os trilhos que as unem, relagoes de amizade
de pessoas numa rede social ou redes de abastecimento de dgua. Outra razdo do grande
interesse na Teoria de Grafos é porque redes complexas, em varios ramos da ciéncia e da
engenharia, tais como engenharia elétrica, rede de computadores e moléculas bioquimicas
podem ser modelados por grafos e suas propriedades podem ser obtidas por algoritmos

computacionais.

A representacao geométrica de um grafo é extremamente 1til para a sua visualizacao.
Entretanto, extrair propriedades topoldgicas ou estruturais de um grafo apenas por visu-
alizagao, de modo geral, é um trabalho inviavel. Porém, um grafo pode ser representado
algebricamente por uma matriz e dessa forma, varias operagoes e propriedades estruturais
do grafo podem ser realizadas. O ramo de pesquisa que dedica-se ao estudo de grafos via

representacao matricial denomina-se Teoria Espectral de Grafos.

O surgimento da Teoria Espectral de Grafos teve suas motivagoes nas dreas de Quimica
e Fisica. De acordo com Cvetkovi¢ e Gutman [7], o primeiro trabalho no qual autovalores
de um grafo aparecem, de forma implicita, é no artigo de Hiickel [28], datado em 1931 e
voltado para Quimica Quantica. Neste, Huckel propoe um modelo de representacao de
uma molécula de hidrocarboneto nao saturada por um grafo, no qual os niveis de energia

da molécula estariam relacionados com os autovalores deste.
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Embora a Teoria Espectral de Grafos tenha como marco inicial o trabalho de Huckel
em 1931, sua fundamentacgao tedrica teve inicio somente em 1957 com o artigo de Collatz
e Sinogowitz [5], consolidando-se com a tese de doutorado de Cvetkovié¢, em 1971. Desde
entao, varias representacoes matriciais de grafos foram propostas e muitos trabalhos re-
lacionados aos autovalores de matrizes associadas a grafos foram publicados em diversas
areas como Matematica, Fisica, Ciéncia da Computacao, Biologia, Ciéncias Sociais e

Economia.

Em 1971, Cvetkovi¢ [9] mostrou que certos autovalores da matriz de adjacéncia de
um grafo estao relacionados com a contagem de suas cadeias. Tais autovalores foram
denominados autovalores principais do grafo e correspondem ao principal objeto de estudo
deste trabalho. Em 1978, Cvetkovi¢ [6] caracterizou os grafos regulares como aqueles que
possuem exatamente um autovalor principal e propos o problema de caracterizagao de

grafos com exatamente s > 2 autovalores principais.

Nessa dissertagao, fazemos uma coletanea de resultados da literatura relacionados
ao conceito introduzido por Cvetkovi¢ e determinamos todos os autovalores principais
de uma classe de grafos quimicos, cujos elementos sao denominados faixas benzenoides.
O trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos resultados
basicos sobre Teoria de Matrizes, Teoria de Grafos e Teoria Espectral de Grafos que sao
necessarios para a compreensao dos capitulos seguintes. O Capitulo 3 contém uma revisao
sobre os principais resultados da literatura que tratam sobre autovalores principais de
grafos, em especial, resultados que tratam sobre grafos com exatamente dois autovalores
principais. No Capitulo 4, estudamos os grafos benzenoides e mostramos o espectro de
uma subclasse desses grafos. Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos as conclusoes e os

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceltos 1niciais

Neste capitulo, além de fixarmos algumas notagoes, sao revistos alguns resultados e
conceitos basicos sobre Teoria de Matrizes, Teoria de Grafos e Teoria Espectral de Grafos

que sao necessarios para a compreensao do texto.

2.1 Teoria de Matrizes

Nesta secao recordamos algumas definigoes e resultados basicos sobre matrizes reais.

Para mais detalhes e demonstragoes sugerimos [14], [16], [24], [29], [31] e [32].

Dados dois inteiros positivos n,m > 1, uma matriz A é uma aplicagao {1,2,...,n} x
{1,2,...,m} em R ou C. Neste trabalho consideramos apenas matrizes definidas sobre
o corpo dos nimeros reais cujos elementos (entradas) sao denotados por a;; para i €
{1,2,...,n} ej € {1,2,...,m}. Fixados i e j, a;; é o elemento na intersecdo da i-ésima

linha com a j-ésima coluna. Esta matriz é de ordem n x m e é representada por

a1 A12 ... Aim
G21 Q22 ... Q2m
A =
i ap1 Ap2 ... Apm |

Por simplicidade, indicamos A = [a;;| para designar a matriz A e seus elementos. Uma
matriz A é ndo negativa se a;; > 0 para i € {1,2,...,n} e j € {1,2,...,m}. No caso
em que n = m, A é denominado de matriz quadrada de ordem n. O conjunto de todas
matrizes de ordem n x m é denotado por M,,«,(R) ou, simplesmente, M, (R), quando
n = m. Se todos os elementos da matriz A sdo iguais a zeros, dizemos que A é a matriz

nula.
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Dado a matriz A = [a;;] onde 4,5 € {1,2,...,n}, as entradas do tipo a;; sdo ditas
entradas diagonais de A e o conjunto de todas as entradas diagonais é a diagonal principal
de A. J4 a diagonal secunddria da matriz A € M, (R) é formada pelos elementos a;;, onde
i+j=n+1 Dadosi,j€{1,2,...,n}, se para quaisquer i # j, a;; = 0, A é chamada
matriz diagonal. Uma matriz diagonal A com entradas diagonais constantes, ou seja,
a; = a € Rparai € {1,...,n} é chamada de matriz escalar. A matriz identidade
de ordem n, I,,, é uma matriz escalar em que a; = 1 para i € {1,...,n}. O trago de

A € M,,(R) é a soma das entradas de sua diagonal principal.

A matriz A é denominada de matriz coluna se possuir somente uma coluna e n linhas.
Enquanto uma matriz linha é a matriz com n colunas e uma linha. A matriz coluna e
matriz linha também sdo chamadas respectivamente de vetor coluna e vetor linha. Ao
longo do texto, J,«m, representa a matriz de ordem n X m cujas entradas sao iguais a 1 e

Jn € 0 vetor coluna cujas entradas sao iguais a 1.
As matrizes A = [a;;], B = [bij] € Mxm(R) s@o iguais se, e somente se, a;; =

bi; para i € {1,...,n} e j € {1,...,m}. Agora definiremos as operagoes elementares

entre matrizes e a operagao de matriz com os nimeros reais.

Definigao 2.1. Sejam A = [a;;| e B = [b;j] duas matrizes de ordem n x m. Definimos a
soma das matrizes A e B, que denotamos por A+ B, como sendo a matriz C = [¢;;], de

ordem n X m, onde cada elemento é definido da sequinte forma:
cij:al-j—i—bl-j; ’iE{l,...,n} (& ]E{l,,m}

por simplicidade, indicamos A4+B = [a;;+b;;] para denotar a soma das matrizes A e B. De

forma andlogo, definimos a diferenga das matrizes, que denotamos por A— B = [a;j — b;;].

Definigao 2.2. Sejam A = [a;;] uma matriz de ordem n x m e um escalar A € R. A

multiplicagio escalar de X por A é a matriz (A A) = [¢;5] cujas entradas sao dadas por
cj=May;, ie€{l,....n} e je{l,...,m}

Definigao 2.3. Sejam A uma matriz de ordem n X p e B uma matriz de ordem p X m.
O produto AB, nesta ordem, é a matriz C de ordem n X m cujas entradas sao definidas

por:

p
ey = aub; ie{l,....n} e je{l,...,m}.
k=1

isto €, o elemento c;; € o produto da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B. Assim,

podemos definir o produto AB somente quando o niumero de colunas de A € igual ao
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numero de linhas de B.

Considere A = [a;;] uma matriz de ordem n. A matriz A é uma matriz triangular
superior se os elementos abaixo da diagonal principal sao todos nulos, isto €, a;; = 0
para j < ¢. No caso em que os elementos acima da diagonal principal sao todos nulos,
isto é, a;; = 0 para j > i , dizemos que a matriz A = [a;;] de ordem n é uma matriz
triangular inferior. A matriz A = [a;;] é uma matriz tridiagonal se a;; = 0 sempre que
li —j| > 1. A matriz A de ordem n é invertivel ou nao singular se existe uma matriz
quadrada B € M, (R) tal que AB = BA = I. Neste caso, denotamos B por A7!. As
matrizes A e B de mesma ordem sao semelhantes se existir uma matriz invertivel P tal

que A = P7'BP.

Dado a matriz A de ordem n x m. A matriz AT é denominamos matriz transposta
de A = [a;;] quando a matriz AT é obtida trocando-se as linhas pela colunas de A, onde
AT ¢ de ordem m x n. Uma matriz quadrada de ordem n é matriz simétrica se AT = A,
é antissimétrica quando AT = —A e é ortogonal se AT = A7'. A matriz A de ordem
n é uma matriz de permutacao se cada linha e coluna possuem n — 1 elementos nulos e
um unico elemento igual a 1. A seguir enunciamos alguns resultados importantes sobre
operacoes entre matrizes. Para mais detalhes sobre as propriedades das operacoes de

matrizes, sugerimos as seguintes referéncias [24] e [31] .

A potenciacio de uma matriz quadrada A de ordem n determinado da seguinte formas:

AV=T, A= A A2 = AA e AM! = AAF k€N

A matriz A € M,,«,, ¢ chamada de matriz idempotente, se A2 = A. A matriz A de
ordem n é uma matriz nilpotente se existe um p € N e p é o menor inteiro positivo tal

que AP =0,.

Seja a matriz A de ordem n x m. A matriz obtida pela eliminacao de todos os
elementos de uma ou mais linhas (ou colunas) de A é chamado de submatriz de A. Uma
matriz de Vandermonde ¢ um matriz quadrada com a ordem maior ou igual a dois e que

tem a seguinte forma

1 1 1

1 1 1

Ty P Tn

_ 2 2 2
A= uxf x5 x5
S
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Dado uma matriz quadrada A, se existem uma matriz permutacdo P e matrizes

quadradas C' e D tais que
C X

0 D

PTAP =

9

dizemos que A é uma matriz redutivel. Caso contrario, a matriz A é denominado de matriz

irredutivel.

O posto de A € M, (R), denotado por rank(A), é o nimero de linhas (ou colunas)
linearmente independentes de A. O determinante de uma matriz A € M, (R) serd definido
de maneira recorrente, em relacdo a ordem da matriz, da seguinte maneira: Paran =1 e
n = 2, temos: det(A) = a1 e det(A) = ajjas — ajsas;, respectivamente. Agora, suponha
que o determinante esta definido sobre A € M, _;(R). Entao,

det(A) = Zn:(— 1) a;; det(A; ),

i=1
onde A; ; ¢ uma submatriz de A, sendo que a i-ésima linha e j-ésima coluna foram retira-
das. O termo (—1)""7 det(A; ;) é chamado cofator ou complemento algébrico do elemento
a;; da matriz A = [a;;]. Os resultados seguintes podem ser encontrados na seguinte

referéncia [31].

Teorema 2.1. Se A, B € M,,(R), entao det(AB) = det(A) det(B).
Corolario 2.1. Se A € M,,(R) € invertivel, entdo, det(A™) = det(A)~.
Corolario 2.2. A matriz A € M, (R) € invertivel se e somente se det(A) # 0.
Teorema 2.2. Se A é uma matriz de ordem n entdo det(AT) = det(A).

Teorema 2.3. Se A ¢ uma matriz diagonal, entao o determinante de A € o produto dos

elementos da diagonal principal.

Teorema 2.4. Se A é uma matriz triangular superior ou inferior, entao o determinante

de A € o produto dos elementos da diagonal principal.

Teorema 2.5. Se duas linhas ou duas colunas sao permutadas de uma matriz A de ordem
n, entdao o determinante da nova matriz € igual ao determinantes da matriz A, mas com

$1nais opostos.

Teorema 2.6. Se uma linha ou coluna de uma matriz A de ordem n for substituida
pela soma de seus elementos com os elementos correspondentes de outra linha ou coluna

de A multiplicados por uma constante real, gerando assim uma matriz B, logo temos
det(B) = det(A).
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O Teorema 2.7 sobre a matriz de Vandermonde e os préximos resultados podem ser

consultados em [24] e [31].
Teorema 2.7. Se A é uma matriz de Vandermonde de ordem n entdo det(A) = [1(x;—;),

onde1 <1< j<n.

Dada a matriz A € M, ,,(R), dizemos que A é uma matriz em blocos quando podemos

particionar linhas e colunas da seguinte forma:

onde a matriz A,g é de ordem m, X ng, com my +---+my; =meny +---+n, =n, isto
é, A,p € uma submatriz de A. As submatrizes A,3 de A sao chamadas blocos de A. A

matriz A é uma matriz quadrada em blocos quando:

(i) A é uma matriz quadrada:
(ii) Os blocos formam uma matriz quadrada;

(iii) O blocos diagonais sao matrizes quadradas.

Seja D € M, (R), D é uma matriz diagonal em blocos se os blocos nao diagonais sao

matrizes nulas. Denotamos a matriz diagonal em blocos da seguinte maneira:

Dy 0 0

0 Dy 0

D=| 0 0 0
00 D,, |

onde cada matriz D,, é de ordem n, X n, com > ! _;n, = n. A matriz quadrada em

blocos L € M, (R) é uma matriz triangular superior em blocos se os blocos abaixo da

diagonal principal sdo matrizes nulas e L € M, (R) é uma matriz triangular inferior em

blocos se os blocos acima da diagonal principal sao matrizes nulas. A seguir, apresentamos

resultados referentes ao determinante de matrizes em blocos.

A B
C

Proposicao 2.1. Seja P uma matriz em blocos da forma P = ou P =

A0

5 , sendo A e C matrizes quadradas. Entdo, det(P) = det(A) det(C),
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Proposicao 2.2. Se A e D sdo matrizes quadradas, entao

det (

As matrizes det(D—CA™' B) e det(A—BD™'C) sdo chamados de complementos de Schur
de AeD.

A B
C D

) det(A)det(D — CA™'B), quando A™" eziste;
det(D)det(A — BD™'C), quando D™ eziste.

Demonstracio. Se A™! existir, entao

A B
¢ D

A B
0 D-CA'B

I 0
CA™' I

Pela Proposicao 2.1, temos

det (

Para segunda féormula, se D~! existir, entao

é g ) = det(I?) det(A(D — CA™'B)) = det(A) det(D — CA™'B).

I BD™!
0 I

A B
¢ D

A—BD'C 0
C D |

Pela Proposicao 2.1, temos

A

det
C

Seja A € M, (R). Um escalar A € R é um autovalor de A se existe um vetor nao

b ) = det(1?)det(D(A — BD'C)) = det(D) det(A — BD™'C).

]

nulo v € M,,1(R) tal que Av = Av. Nesse caso, v é chamado autovetor de A associado
ao autovalor A. O polinomio caracteristico de A é o polinbmio monico definido por
p(z) = det(zl, — A) e suas raizes sdo exatamente os autovalores de A. O espectro de
A, denotado por Spec(A), é o multiconjunto de todos os autovalores da matriz A. O
raio espectral de A é o niimero real nao negativo p(A) = max{|A| |\ € Spec(A)}. O

autoespaco formado pelos autovetores associados a um autovalor A de A é denotado por
E(N).

A multiplicidade algébrica de um autovalor A de A € M,,(R), alg()), é o niimero de
vezes que A é raiz do polindmio caracteristico da matriz A. J& multiplicidade geométrica

de A, geo(A), é o niimero maximo de autovetores associados a A\ que sdo linearmente
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independentes. O autovalor A é denominado simples se alg(\) = 1. No caso de geo(\) =

alg(M), o autovalor \ é dito semissimples e sua multiplicidade é denotada por mg(\).

O teorema a seguir estabelece algumas propriedades sobre o raio espectral de uma

matriz simétirca A, p(A).

Teorema 2.8 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja A uma matriz simétrica de or-

dem n. Se A € nao negativa e irredutivel, entdo

(1) p(4) > 0;
(ii) p(A) é um autovalor de A;

(iii) Existe um n-vetor coluna positivo, v, tal que Av = p(A)v.

O préximo resultado refere-se aos autovalores e autovetores de algumas matrizes tri-

diagonais simétricas.

Teorema 2.9 (FIEDLER [14]). Seja A = [a;;] uma matriz tridiagonal e simétrica de
ordem n. Se a;; =0 sempre que |i — j| = 1 entdo os autovalores de A sao distintos. Além

disso, a primeira e a ultima coordenadas de todos os autovetores de A sao ndao nulas.

A seguir, apresentamos resultados referentes ao espectro de matrizes em blocos.

Proposigao 2.3 (NATH e PAUL [32]). Se A e B sao matrizes quadradas e P =

A B
B o4l entdo Spec(P) = Spec(A + B) U Spec(A — B).

B

Teorema 2.10 (NATH e PAUL [32]). Seja P = uma matriz em blocos de

ordem n, sendo A e C matrizes quadradas. Entao,
Spec(P) = Spec(A) | Spec(C).

Demonstragcao. Vamos encontrar o polinomio caracteristico de P. Pela Proposicao 2.1,

temos

zl, — A -B

r) =det(xl,— P) =
pr(z) ( ) 0  xl,—C

= det(zl, — A) det(x],, — C) = pa(z)pc(z)

Assim, pp(x) = 0 se e somente se pa(z) = 0 ou pc(z) = 0. Logo, o espectro de P é

multiconjuntos formado por autovalores de A ou B. O
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Teorema 2.11. Se A, B € M, (R) sdo semelhantes, entdo Spec(A) = Spec(B).

Demonstragio. Como A e B sao semelhantes, existe P € M, (R) tal que A = P'BP.

Assim,

]

A matriz A € M, (R) é diagonalizdvel se existe matriz P tal que D = P~'AP onde
D ¢é matriz diagonal. Os Teoremas 2.12, 2.13 e 2.14 apresentam resultados referentes a

matrizes diagonalizaveis.

Teorema 2.12. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao A € diagonalizdvel se

e somente se todos 0s autovalores de A sao semissimples.

Teorema 2.13. Uma matriz quadrada de ordem n é diagonalizdvel se e somente se tem

n autovetores linearmente independentes.

Teorema 2.14. Sejam B diagonalizivel com B = P~'DP e n € N. Entdo B" =
P=ipnp.

Teorema 2.15. Se A € M,,(R) é simétrica, entdo tr(A) =31, Ni(A).
Teorema 2.16. Se A € M,,(R) é simétrica, entio det(A) = TTi_, Ni(A).

O proéximo teorema apresenta uma decomposicao para as matrizes simétricas em fun-
¢ao do seu espectro, cuja demonstragao pode ser encontrada em [31].

Teorema 2.17 (Teorema da Decomposicao Espectral). Seja A uma matriz quadrada
de ordem n com m autovalores distintos Ay, A, ..., A\y. Se existe uma matriz ortogonal
P tal que PTAP ¢ uma matriz diagonal entdo existem matrizes Py, Py, ..., P,, tais que A
pode ser descrita como

A=MPi+ P+ -+ A\ P (2.1)

Para cada i € {1,2,...,m}, a matriz P; possui as sequintes propriedades:

(i) P? = P, = P! e P,P; = 0 para quaisquer i # j;
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(ii) P+ Py+---+ P, = I, onde I é matriz identidade;

(iii) P, = x;0] + Xppvh + -+ + x3q0% e {Xi1,...,X;q} ¢ uma base ortonormal para o

autoespaco \;;

(iv) P; é a matriz da projecao ortogonal de R™ sobre F()\;) com respeito a base ortonor-

mal canonica de R™.

Sendo que a expansao (2.1) é conhecida como decomposicao espectral de A e para cada

i€{1,2,...,m}, P; é designada de projeciao espectral associada a A.
Corolario 2.3. Toda matriz simétrica possui uma decomposicao espectral.

Corolario 2.4. Seja A uma matriz simétrica de ordem n com m autovalores distintos
A, Aoy ooy A Entao R™ decompéde-se como soma direta dos subespagos R" = Eg(A) @

Ec(X2) ® Eg(X3) @ -+ @ Eg(Mg).

2.2 Teoria de Grafos

Nesta secao, abordaremos os conceitos e resultados fundamentais sobre grafos. Para

mais detalhes sugerimos as seguintes referéncias [13], [16], [19], [23], [30] e [33].

Um grafo simples, simplesmente dito um grafo, é uma estrutura G = (V, E), onde V'
é um conjunto finito nao vazio, cujos elementos sdo denominados de vértices e o conjunto
E C {{v,u}|u # v, u,v € V}, onde os elementos sdo chamados de arestas. A nota-
¢ao adotada para dizer se uma aresta pertence ao grafo G é uwv € E, onde u,v € V.

Exemplificamos esta definicao na figura a seguir.
U7

U3 &

V2
Us

U1 Ug
Ug

Figura 2.1: Grafo com 8 vértices e 14 arestas.

A ordem de um grafo G = (V, E) é o namero de vértices de G, denotado por |V, e

o tamanho de G é a cardinalidade do conjunto de arestas, cujo a notagao |F|. Se o grafo
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(G nao possui arestas dizemos que G é um grafo vazio. No caso em que V' é um conjunto

unitario e £ = (), G é denominado de grafo trivial.

Seja o grafo G = (V| E) e u,v € V, diz que u é adjacente v se e = uv € E. Neste
caso, dizemos que e incide em u e em v. O vértice u € V é universal se é adjacente a
todos os outros vértices de V. O grafo complementar de G = (V, E), denotado por G, é o

grafo em que V(G) = V(@) e dois vértices que sao adjacentes em G, ndo sdao adjacentes

em (G. Veja o grafo GG e seu complementar exposto na Figura 2.2.

(%) V3 Vg V3

U1 Vg U1 Uy

Figura 2.2: Grafo G e o seu complementar G.

Dado um grafo G = (V| E), um subconjunto de vértices M C V é dito uma clique,
se dados dois vértices distintos de M, eles sao adjacentes em G. Por outro lado, um
subconjunto N C V ¢ dito estdvel se para quaisquer dois vértices distintos de N, eles nao
sao adjacentes em G. A wizinhanca aberta de um vértice v; € V é o conjunto definido
por Ng(v;) = {v; € V; v; e v; sdo adjacentes} e N¢[v;] = Ng(v;) U{v;} é denominado de
vizinhanga fechada. O grau de um vértice v; € V', denotado por d(v;), é a cardinalidade
de Ng(v;), ou seja, d(v;) = |Ng(v;)|. Os vértices pendentes sao os vértices com grau 1.
O minimo e o mdzimo de um grafo G sao indicados por §(G) = min{d(u;);u; € V} e
A(G) = maz{d(u;);u; € V'}, respectivamente. A sequéncia de graus de G, indicado por
dg, € uma n-upla cujas coordenadas, dadas em ordem nao crescente, correspondem aos
graus dos vértices de G. O Teorema 2.18 relaciona somatério dos graus dos vértices de

grafo G com tamanho de G.

Teorema 2.18. Seja G um grafo de ordem n e tamanho m entdo

n

i=1
Demonstragio. Para cada i € {1,...,n}, d(u;) é o nimero de arestas que incidem no
vértice u;. Como d(u;) conta cada aresta duas vezes, uma para cada vez que é incidente

a um vértice. O
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Corolario 2.5. O nimero de vértices com grau impar em todo grafo G = (V, E) é par.

Demonstracio. Sejam P o conjunto de todos os vértices de grau par, I o conjunto de
todos os vértices de grau impar e m o nimero de arestas de G, portanto, > cy d(v) =
>wep d(V) + X erd(v) = 2m. Logo, > crd(v) =2m — X cpd(v). Como 2m — 3, cpd(v)
é par e a soma das parcelas Impares é par somente se o nimero de parcelas for par.

Portanto, o nimero de elementos de I é par. O

Dados os grafos H = (V', E') e G = (V, E), dizemos que H é subgrafo de Gse V' CV
e I/ C E, neste caso, denotamos H C G. O subgrafo H é um subgrafo induzido de G,
se dois vértices de H, adjacentes em (G, sao necessariamente adjacentes em H. Quando
todos os vértices de um grafo G possuem grau r diz-se que G é reqular. O grafo G é
completo se todo vértice v € V é adjacente a todos os outros vértices. O grafo completo

de ordem n é denotado por K,. A Figura 2.3 ilustra exemplos de grafos completos.

V2 V2

. A\

V1 U1 U3 U1 v3 U1 U3

Figura 2.3: Grafos completos K, Ky, K3 e K.

O grafo G = (V, E) é designado de grafo split se o conjunto de vértices V' pode
ser particionado em dois conjuntos disjuntos, de modo que um deles ¢é clique e outro é
um conjunto estavel. O grafo split é completo, cuja notacao é dada por C'S(n,r), quando
todos os vértices de clique sao adjacentes a todos os vértices de estavel, sendo que n e r sdo
as ordens respectivamente dos conjuntos clique e estével. Sejam os grafos Gy = (V1, Ey)
e Gy = (Va, E3), onde V] e V; sdo disjuntos. O grafo G = (V,E), onde V =V UV, e
E = FE; U E5 é chamado uniao de G e G5 e indicado por G U Gbs.

Seja G = (V, F) um grafo. Uma cadeia em G é uma sequéncia de vértices (vy,va, . .., vx)
tal que w1 € F,onde 1 < i < k—1. A cadeia é fechada se v; = vy, caso contra-
rio a cadeia ¢ aberta. Uma cadeia simples é uma cadeia em que v; # v;, para quaisquer
i, €{1,2,...,k}. Um ciclo é uma cadeia simples e fechada. Por outro lado, um caminho

é uma cadeia simples e aberta.

Sejam G = (V, E)) um grafo e w = (vy,v9,...,v;) uma cadeia em G. O comprimento
de w é a quantidade de suas arestas. O vértice v; € V é um vértice interior de w se

i€{2,3,4,...,k—1}, caso contrario, dizemos v; é extremo. A distincia entre os vértices
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v;,v; € E, denotado por d(v;, v;), ¢ o comprimento do menor caminho com extremos v; e
v; em G. O maximo das distancias entre dois vértices quaisquer de G é chamado diametro
de G, que é denotado por diam(G).

Us

v v
4 U9 b %) U3

U1 V3 U1 Uy

Figura 2.4: Grafos conexo e grafo desconexo.

O grafo G ¢é conexo se o grafo possui somente um vértice ou se existe um caminho
entre quaisquer par de vértices em (. Caso contrario, G é dito desconero. Indicaremos
diam(G) = oo, quando o grafo G for desconexo. Um subgrafo conexo maximal de G
é chamado de componente conexa ou simplesmente componente de G. Um grafo G de
ordem n é denominado de ciclo quando G é regular de grau 2 e conexo, denotado por C),.

Exemplificamos tais grafos na Figura 2.5 a seguir.
Us

V2 V2 V3 Vg (%]

U1 V3 U1 Vg V1 (W)

Figura 2.5: Grafos C3, Cy e Cs.

Seja um grafo G = (V, E). Dizemos que G é um grafo roda, cuja notagao é W, se
possuir n + 1 vértices que sao obtidos acrescentando um vértice ao grafo ciclo C,, n > 3,
e este novo vértice é adjacente a todos os n vértices de C,,. A Figura 2.6 exibimos dois

grafos roda.

Uma particao de um conjunto nao vazio K é uma colecao P,, constituida por m € N
subconjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos de K cuja uniao ¢ K. Denominamos os
elementos de P, por células. O grafo G = (V, E) é k-partido se V pode ser dividido em
k € N subconjuntos disjuntos e cada k£ subconjuntos sao nao vazios e Y, Ys, ..., Y, sao os
subconjuntos denominados de particoes, nos quais nao hé arestas conectando vértices de

uma mesma parti¢do. Cuja a notagao é G = G(Y1,Ys,...,Ys). Quando k =2, o grafo G
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(% V2 U3

poN

U1 V3 U1 Uy

Figura 2.6: Grafos roda W, e Wj.

¢ denominado bipartido. Um grafo G é denominado de bipartido completo se cada vértice
do subconjunto Y; esta ligado a todos os vértices do subconjunto Y;. O grafo bipartido
completo que contenha m vértices no subconjunto Y; e n vértices no subconjunto Y5 é

denotado por K, ,. Na Figura 2.7, exibimos o grafo bipartido completo K3 4.

U2 U Uy

U7 us Ug Us

Figura 2.7: Grafo bipartido completo K3 4.

Os grafos G e H, sdo isomorfos se existe uma bijecao f : V(G) — V(H) tal que
quaisquer dois vértices u,v € V(G) sao adjacentes em G se e somente se f(u) e f(v) sdo
adjacentes em H, G ~ H é notacao para grafos isomorfos. Grafos isomorfos tém o mesmo

numero de vértices, arestas, ciclos e grau.

U3

U1
U1

V2 V3 V4 Us

V2 U2

Figura 2.8: Estrela Sy e S5.

Uma drvore é um grafo conexo que nao possui ciclos. Em particular, tais vértices
sao denominados folhas nas arvores. Uma arvore de ordem n, com n — 1 folhas e um
vértice de grau n — 1 é denominada estrela e é denotada por S,. A Figura 2.8 exibe as
estrelas Sy e S5. O grafo caminho P, é uma arvore de ordem maior ou igual a dois vértices
com exatamente dois vértices pendentes e os demais de grau dois. A Figura 2.9 ilustra o

caminho Fk.
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U2 V4 Ve Ug
U1 V3 Vs U7
Figura 2.9: Caminho Ps.

Um emparelhamento é um subgrafo de G = (V, E) no qual o conjunto de arestas
deste subgrafo nao existem duas arestas adjacentes de G. Um emparelhamento é perfeito
se todo vértice do grafo é incidente a apenas uma aresta do grafo. O emparelhamento
perfeito é a uniao de grafos Ky que sera denotado por tK5, onde t é a quantidade de grafos

K5 na uniado. A Figura 2.10 ilustra um emparelhamento perfeito de ordem 8.

V1 V3 U5 Ur Vg V11 V13 Uis

Vg2 Vg Vg Ug V19 V12 V14 Vig

Figura 2.10: Emparelhamento perfeito.

O grafo G é denominado de hiperoctaedro ou cocktail party, cuja a notacao é dado por
CP(n), se G é o grafo complementar de um emparelhamento perfeito. Na Figura 2.11

exibimos um hiperoctaedro C'P(3).

U3

(%1 Us

(%) Vg

V4

Figura 2.11: Grafo cocktail party.

2.3 Teoria Espectral de Grafos

A Teoria Espectral de Grafos aplica algebra linear para resolver problemas da Teoria

de Grafos. Esta secao tem como objetivo fazer uma introducao dos conceitos e resultados
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relacionados a Teoria Espectral de Grafos. Para maiores detalhes sugerimos a leitura das
seguintes referenciais: [2], [4], [6], [8], [11], [12], [16] e [18].

A matriz de adjacéncia de um grafo simples G = (V, E) com n vértices é a matriz

quadrada A = A(G) = [a;;] de ordem n cuja (i, j)-entrada é definida por

1, sev; e vj sao adjacentes;
CLZ'J' =
0, caso contrario.
Para ajudar na compreensdo, também podemos denotar as entradas de A(G) por [A(G)];;
ou [A(G)]v;, onde i,5 € {1,2,...,n} e v; e v; sdo vértices do grafo G. A matriz de
adjacéncia permite explicitar algumas propriedades de um grafo sem a necessidade de

utilizar sua representagao grafica para esta finalidade.

(%) U3

A(G) =

_ o = O
SO = O =
[ e R
O = O =

U1 V4

Figura 2.12: Matriz de adjacéncia.

A matriz A(G) é uma matriz real e simétrica e portanto, os seus autovalores sao reais,
denotado por X;, i € {1,2,3,...,n}, e dados em ordem nao crescente. Observe que o
traco da matriz adjacéncia é nulo, portanto, o somatorio de seus autovalores ¢ igual a
zero. A proposicao a seguir determina o grau dos vértices de grafo G em func¢ao da sua
matriz adjacéncia. As demonstragoes das Proposicoes 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8 podem ser

encontradas nas seguintes referéncias [2] e [18].

Proposicao 2.4. Dado um grafo G, a soma dos elementos de cada linha da sua matriz

de adjacéncia é igual ao grau do vértice correspondente.

O resultado seguinte exibe a relacdo entre as matrizes adjacéncias de um grafo G e G.

Proposicao 2.5. Se G € o grafo complementar do grafo G de ordem n entdo a sua matriz

de adjacéncia é A(G) = J —1— A(G), onde I é matriz identidade e J é matriz quadrada

cujo as entradas sao iguais a 1.

Demonstragio. Seja A(G) a matriz adjacéncia de G = (V, E). Como as entradas da
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matriz adjacéncia de G = (V, F) ¢ definido por

(v; e vj sdo adjacentes) A (v;v; € E);
caso contrario.
Note que a soma de A(G) + la;j + ;| = [ci;] é dado por
0, sei=y;
Cij =

1, caso contrario.

Logo, (A(G) + A(G)) + I = J, onde I é matriz identidade. Portanto, A(G) = J — I —
A(G). O

Dado um grafo G = (V, E), o polinémio caracteristico de G é o polindmio caracteristico
da matriz de adjacéncia de G, isto ¢, paq)(x) = det(A(G) — «I). As rafzes de paq)(x)
sao chamados autovalores de GG. O multiconjunto constituido pelos autovalores de G é
denominado espectro de G e é denotado por o(G). Dois grafos que tém o mesmo espectro
sao chamados de grafos coespectrais e o maior autovalor de G é denominado de indice
do grafo G, cuja a notagdo é ind(G). O grafo G da Figura 2.12 tem como polinémio
caracterfstico dado por paq)(z) = 2%(2? — 4), 0(A(G)) = {-2,0,0,2} e ind(G) = 2. A
Proposicao 2.6 mostra como encontrar os coeficientes do polindomio caracteristico de um

grafo G a partir do tamanho e niimero de ciclos de G.

Proposicao 2.6. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices de m arestas e sejam ay, as, . . ., ay,

0s coeficientes do polindmio caracteristico de A(G).

pa) (@) = 2" + a1x" !+ apx" T+ -+ a1+ ay,

Entao, ay =0, as = —m e a3 = —2t, onde t é o numero de ciclos de comprimento 3 em
G.
Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam ay,as,...,a, 0s

coeficientes do polindmio caracteristico de A(G). Por [24], a soma dos menores principais
de A(G) com i linhas e i colunas ¢ igual a (—1)%a;, para cada i € {1,2,...,s}. Como
todos os elementos da diagonal de A(G) sao iguais a 0, todos os menores principais de

A(G) com 1 linha e 1 coluna sdo iguais a 0. Portanto, a; = 0. Como A(G) é simétrica,
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qualquer menor principal de A(G) com 2 linhas e 2 colunas é

0 0
00

01
10

=0 ou

Note que o menor nao nulo corresponde a submatriz no qual temos um par de vértices
adjacentes, ou seja, para cada par deste, temos um menor principal igual a —1. Assim,
(—1)%ay = (—1)|E(G)] = —m. Agora, analisaremos os possiveis menores principais de

A(G), sao eles:

010 011 011
100(=0,1100|=0e |10 1]|=2
000 1 00 110

Note que a tnica possibilidade nao nula corresponde a submatriz no qual temos trés

vértices mutuamente adjacentes, ou seja, para cada ciclo de comprimento 3 temos um

3

menor principal igual a 2. Portanto, (—1)%ag = 2t implica que az = 2t, onde ¢ é o nimero

de ciclos de comprimento 3 em G. O
(%) U3
01 11
1 011
AR =17 1 ¢
1 110
(%1 (W)

Figura 2.13: Matriz de adjacéncia A(Kjy).

O grafo completo K} ilustrado na Figura 2.13 tem 6 arestas e 2 ciclos de comprimento
3. Aplicando a Proposi¢ao 2.6, K, tem como polindmio caracteristico pa(x,)(z) = —
62% — 8z — 3. A Proposicdo 2.7 determina o ntimero de cadeias de um grafo G = (V, E)

em funcao da cardinalidade de V.

Proposicao 2.7. Dado um grafo G, o numero de cadeias de comprimento | ligando o

vértice v; ao vértice v; em G é dado pela (i, j)-ésima entrada da matriz A(G)'.

Demonstragio. Provaremos por indugao sobre [. Para [ = 1, é imediato, pois se existe um
cadeia de comprimento [ = 1 ligando o vértice v; ao v; em G, entdo a (i, j)—ésima entrada
de A(G) é igual a 1. Esta cadeia é tnica e é dada pela aresta v;v;. Agora, suponha que o
resultado vale para um certo [ = k. Note que o nimero de cadeias de comprimento k + 1

ligando o vértice v; ao vértice v; em G é o mesmo nimero de cadeias de comprimento k
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ligando o vértice v; a algum vértice v, adjacente ao vértice v; em G. Assim, o nimero de

cadeias é dado por

S AG) ) = }i[A(G)'MA(G)]M — (A,

vpv; EE(G)

Portanto, o nimero de cadeias de comprimento £ + 1 ligando o vértice v; ao vértice v; em

G é igual a (i, j)—ésima entrada de A(G)*, [A(G)*];;. O
() U3
Us
U1 N

Figura 2.14: O grafo Gs.

Seja o grafo G5 da Figura 2.14, o nimero de cadeias de comprimento 4 entre quaisquer

dois vértices de (G5 é dado pela seguinte matriz

25 24 26 26 18
24 25 26 26 18
A(Go)' = |26 26 34 33 17
26 26 33 34 17
18 18 17 17 14

Proposicao 2.8. Se v é um vértice de um grafo G entao o numero de cadeias de com-

primento 2 que comega no vértice i é a soma dos graus dos seus vizinhos, isto €, da(i) =

Os proximos resultados permite obter o nimero de cadeias fechados de um grafo G

em funcao dos seus autovalores.

Teorema 2.19. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam Ay, g, ..., A, auto-

valores de A(G). Se Ty é o niumero de cadeias fechadas de comprimento k em G entao,
Ty, = tr(AF) = 30 Ak

Demonstragio. Como A é uma matriz simétrica, entdo A é diagonalizada. Note que o
numero de cadeias fechadas de comprimento k£ em G é determinado a partir do traco de
A(G)*. Pelo Teorema 2.14 temos A* = QT D*Q, onde @ é uma matriz ortogonal e D é

uma matriz diagonal cujos elementos sao os autovalores de A. Assim,
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Mas, ¢;; qji = ,onde 7,7 € {1,2,3,...,n}.

0, caso contrario.

Logo,
tr(A) =33 N (a5 ai)
i=1 j=1
=3 M1
i=1
SN
i=1
[
Corolario 2.6. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam Ay, Aa, ..., A\, 08
autovalores de A(G). Entdo,
(i) Ty = tr(A(G)?) = 0 \? = 2m;
(ii) Se G é r-regular, Ty = tr(A(G)?) = S0, A2 = 2m = rn.
Demonstragio. Primeiro vamos provar o item (i). Seja matriz adjacéncia A = [a;;] do

grafo G = (V,E), onde a; = 0, a;; = 0 ou 1 para i # je 1,5 € {1,2,...,n} . Agora
considere A? = [¢;;] € M, tal que ¢;; = YF_; azpax; para i,j € {1,...,n}. Em particular,
Ci = Yop_japar; para @ € {1,...,n}. Como A é uma matriz simétrica, entdo c¢; =
Sy Qiglgi = Sp_q aipaiy = Sp_qaz para i € {1,...,n}. Note que tr(A4%) =" ¢y =

LRk = YR ai, pois, a?j =a;;=0e a?j =a;; = 1lparai,je{l,2,...,n}.
Mas, pela Proposicao 2.4 temos que Y}_; a;, = d(v;), onde d(v;) é grau do vértice v; € V.
Assim, tr(A?) =30 S0 ag = Y, d(v;) e pelos Teorema 2.18 e Teorema 2.19 podemos
que afirmar que Ty = tr(A(G)?) = ! A2 = 2m.
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Agora vamos provar o item (7). Por hipdtese G = (V, E) é r-regular, isto é, d(v;) =r
para qualquer v; € V. Pelo item () do Corolario 2.6 temos Ty = tr(A(G)?) = S8 A\ = 2m.
Mas, pelo Teorema 2.18 podemos afirmar Y7 ; d(v;) = rn = 2m, onde v; € V. Logo,
Ty = tr(A(G)?) = X0, A2 = 2m = rn. O

Corolario 2.7. Seja G um grafo com n vértices e m arestas e sejam A1, Ay autovalores
de A(GQ). Entio, Ty = tr(A(G)?) = 6t, onde t € o nimero de ciclos de comprimento trés

em G.

U3 Uy

V2

Us

U1 Ve

Figura 2.15: Grafo 3-regular.

Podemos verificar o Teorema 2.19 e o Corolario 2.6 para o grafo G da Figura 2.15,

como as matrizes A(G) e A(G)? sido representados respectivamente por

0110 0 1] 311 2 2 0
101010 13120 2
A(G):110100SA(G)2:1130227
001011 2 20311
010101 2021 31
100 1 1 0 0221 1 3

e, os seus autovalores sdo o(A(G)) = {-3,0,0,0,0,3}. Logo,
(1) Ty =38, N\ =3+ (=3) = 0;
(ii) tr(A(G)?) =18 e Ty = (3)2 + (—3)* = 18;
(iii) 2m =2 x 9 =18 = Ty;
(iv) rn=3x6=18 =Ts.
A Proposic¢ao 2.8 mostra que o polindmio caracteristico da unido dos grafos é igual

ao produto dos polinémios caracteristicos de cada grafo da unido. A demonstracao da

Proposicao 2.9 e do Corolario 2.8 podem ser encontradas nas seguintes referéncias [2] e [4].

Proposicao 2.9. Se o grafo G é a uniao de dois grafos G1 e Gy entao pg(\) = pa, (N)pa, (N).
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Corolario 2.8. Se GG1, ..., G, sao as componentes conexas de um grafo G = G1U---UG,
entao pa(N) = pa, (AN)pa,(N) - .. pa,. (A).
As Proposigoes 2.10, 2.11 e 2.12 mostram a relagdo entre um grafo regular G e seus

autovalores.

Proposicao 2.10. Seja G um grafo regular de grau r, entao k é um autovalor de G.

Demonstragio. Seja o vetor coluna j = [1 1...1]7. Como a soma das entradas de cada
linha da matriz de adjacéncia A(G) de G é k, o grau de cada vértice, temos que Ay = k.

Portanto, k£ é um autovalor de G. O

Proposigao 2.11. Seja G um grafo regular de grau r, entao para todos os autovalores \

de G temos que [N < r.

Proposicao 2.12. Seja G um reqular grafo k-reqular com n wvértices e autovalores k,
Ao, A, ...y An. Entdo os autovalores de G sGon —k —1,—1 — X, =1 — Ag,...,—1 — \,,

respectivamente, associados aos mesmos autovetores de G.

Demonstragio. Seja {7, va,...,v,} uma base ortogonal de autovetores de A(G) associ-

ados, respectivamente, aos autovalores k, g, ..., \,. Como A(G)j = kj e pela Proposi-

¢ao 2.5 temos que A(G) = J — I — A(G). Entao
AG)y=(J—-T-A(G))y=(n—k—1);

e portanto, 7 é autovetor de G associado ao autovalor n — k — 1. Além disso, para cada

1, 2 <1 <n,

de onde segue que v; é autovetor de G associado ao autovalor —1 — \;. ]

Considere o grafo G da Figura 2.15. Como pg(\) = A% —9\* e os autovalores \; = 3,
A =0, A3=0, A =0, Ay =0e \¢g = —3. Pela Proposicao 2.12, obtemos os seguintes
autovalores do complementar deste grafo que sdo: Ay =n—k—1=2 Xy = —1 -\, = 2,
M=—1-d =1L =—1-X o=-1A=—1-N3=—ledg=—1-N\_y = —1.

Para averiguar o resultado anteriormente, podemos recorrer a matriz de adjacéncia do
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complementar do grafo G que é dada por

001010
000101
AG) =T—1-a@=| "0 LY
010001
101000
01010 0

O polinémio caracteristico do complementar G é dado por
pa(N) = (V) —6(N)* — 4(N)? +9(N)? + 12X + 4,

sendo que seus autovalores sdo: Ay =2, da =2, \g=—1, Ay =—1, \s = —1le lg = —1.

Os préximos resultados relacionam os grafos conexos e desconexos com seus os auto-

valores e autovetores.

Teorema 2.20 (CVETKOVIC [12]). Um grafo G é conexzo se e somente se o indice
de G € um autovalor simples, cujo autovetor correspondente possui todas as coordenadas

positivas.

Corolario 2.9 (CVETKOVIC [12]). Seja G um grafo desconezo. O indice de G possui

um autovetor correspondente com coordenadas ndo negativas.

Demonstragio. Seja G um grafo desconexo com indice A\ (G). Pelo Corolédrio 2.8, A\ (G)
¢ um autovalor de uma componente C' de G. Pelo Teorema 2.20, existe um autovetor
u de C com todas as coordenadas positivas associado a A\ (G). O vetor v que possui as
mesmas coordenadas de u nas entradas correspondentes aos vértices de C' e coordenadas
nulas em caso contrario, ¢ um autovetor de G associado a A(G). Logo, o indice de G

possui um autovetor com todas as entradas nao negativas. O

Proposicao 2.13 (CVETKOVIC [12]). Um grafo G possui um tunico autovalor se e

somente se G € um grafo sem arestas.

Demonstragio. Seja G um grafo de ordem n e matriz de adjacéncia A. Suponha que G

possui um unico autovalor A, associado ao autovetor v. Pelo Coroléario 2.19, temos
T =tr(A) =n\=0.
Pelo item (i) do Corolario 2.6, temos que

A2 =2m=0.
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Logo, m = 0.

Reciprocamente, suponha que GG é um grafo sem arestas. Neste caso, sua matriz de

adjacéncia possui todas entradas nulas. Logo, A = 0 é o tnico autovalor de G. O

O Teorema 2.21 afirma que os grafos bipartidos possuem espectro simétrico em relagao

a origem. Além disso, cada autovalor e seu simétrico tém a mesma multiplicidade.

Teorema 2.21 (CVETKOVIC [12]). Se G é um grafo bipartido e A é um autovalor

de G, entao —\ é um autovalor de G com a mesma multiplicidade.

Demonstra¢io. Dado G = (V, E) um grafo bipartido cujo conjunto de vértices de G é
particionado em dois subconjuntos Vi e Vo, com |Vi| = ny, |Vo| = np e Vi NV, = 0.

Se primeiro rotulamos os vértices de V; e depois os de V5, obtemos a seguinte matriz

adjacéncia
01y xn B
AG) =] " :
BT Onanl

onde B ¢é matriz n; X ng. Seja A um autovalor de G associado ao autovetor x =
[T1 ..o Tpy Y1 - Yny) T Assim,

hn T

T
[ Aoy oAz Ay My | =AGx= B [BT ] (22)
yn2 -Tng

Vamos agora mostrar, que —\ é o autovalor de (G, exibindo um dos seus autovetores

associados. Dado o vetor X = [21 ... Tn, — Y1 ... — Un,), da equacdo em (4.2),
Y Z1
AG)x = |B BT
—Yn, Ty
T
= { —Axy = ATp, Y1 - Uny
= —Xx"

Logo, —A é um autovalor de A(G).

Além disso, para o autovetor x = [x1 ... Tp, Y1 ... Yn,]? com algum y; # 0, obtemos
um autovetor X = [r1 ... T,, — Y1 ... — Yn,)? linearmente independente, garantindo

que os autovalores A e —\ possuem mesma multiplicidade. Se existirem autovetores da
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forma x = [x1 ... Ty, Y1 ... Yn,)? com y; = 0 para todo i, estes devem ser autovetores

associados ao autovalor igual a zero. O]

Proposi¢ao 2.14 (CVETKOVIC [12]). Se G ¢ um grafo conezo, entio A(G) tem, no

minimo, diam(G) + 1 autovalores distintos.

Demonstracao. Seja G um grafo conexo de ordem n e sejam Ai, A9, ..., \; os distintos
autovalores de A(G). Sabemos que a matriz de adjacéncia de um grafo simples é uma

matriz simétrica e real, portanto o seu polindbmio minimo tem grau k, isto ¢
(A(G) — ML)A(G) — AaL) . (A(G) — MiI) = 0.

Com isto concluimos que A(G)* é uma combinacdo linear de I,,, A(G), A(G)?, ..., A(G)*1.
Suponhamos agora que k < diam(G) e tomemos u e v dois vértices de G tais que
d(u,v) = k. Como d(v,u) = k, o ntmero de cadeias de comprimento menor que k entre
v e u ¢ nulo, entdo, pela Proposicio 2.7, [A(G)],. = 0, para todo i € {0,1,...,k—1}, 0
que é uma contradicio, pois A(G)¥ é combinacdo linear de I,,, A(G), A(G)?, ..., A(G)FL.
Portanto, k > diam(G) + 1. O

U3 U7 V11
(%) Us (%)

U1 Ve V10
V4 Ug V12

G

Figura 2.16: diam(G) + 1 =7, G possui 12 autovalores distintos

Se G é o grafo sem arestas com n vértices entao Pg(A) = A" e, portanto, temos que o
espectro de G é 0 com multiplicidade n. As Proposicoes seguintes mostram os espectros
dos grafos completos e bipartidos completos. As demonstragoes da Proposicao 2.15 e da

Proposicao 2.16 podem ser encontrados nas seguintes referéncias [2] e [4].

Proposicao 2.15. Seja G um grafo completo K,,, entdo, os autovalores de K, sao A\ =

n—1eX =—1 com as respectivas multiplicidades 1 e n — 1.

Proposigao 2.16. O espectro de um grafo bipartido completo K, ,, é {X,0,0,...,0,—\},
sendo que A = \/mn.

Dado G um grafo com n vértices, sejam v; e v; vértices distintos de G. Dizemos
que v; e vj sao vértices gémeos quando Ng(v;) — {v;} = Ng(v;) — {v;}, o que implica
d(v;) = d(v;).
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Seja G = (V, E') um grafo com n vértices. Como dj (i) é o nimero de cadeias do grafo
G de comprimento k que comegam no vértice i e para todo i € V', temos que do(i) = 1,
di(i) = d(7) e dr11(i) = Yjeng ) dr(j) para todo inteiro & > 0. A matriz cadeia de um
grafo G = (V, E)) de ordem igual a n é a matriz W = [w;;] € M, (R) tal que w;; = d;_1 (7).
De acordo com a Proposicao 2.7, a matriz cadeia de um grafo G pode ser escrita da

seguinte maneira:
W(G) = {]AJA2] A"_lj].

Exemplo 2.1. A matriz cadeia do grafo G, exibido na Figura 2.16, é dada a sequir:

1 2 4 9 20 47 109 258 607 1438 3399 8053
1 2 4 9 20 47 109 258 607 1438 3399 8053
1 2 5 11 27 62 149 349 831 1961 4654 11012
1 2 5 11 27 62 149 349 831 1961 4654 11012
1 3 7 18 42 102 240 573 1354 3216 7613 18054
W(G) = 1 3 7 18 42 102 240 573 1354 3216 7613 18054 (2.3)
1 2 6 13 33 76 184 432 1031 2436 5787 13702
1 2 6 13 33 76 184 432 1031 2436 5787 13702
1 3 6 15 34 82 192 458 1082 2571 6089 14447
1 3 6 15 34 82 192 458 1082 2571 6089 14447
11 3 6 156 34 82 192 458 1082 2571 6089
|1 1 3 6 15 34 82 192 458 1082 2571 6089 |

Para explicar a construgao da matriz cadeia do grafo G (Figura 2.17), vamos analisar
as entradas wey € w3z de G. As cadeias de comprimento 1 que comecam no vértice vy SGo:
Va1 € VoU3, temos que woe = di(2) = 2. Jd as cadeias de comprimento 2 que comegam no

vértice vy $G0: V3VaV3, U3V, V35U, UsUsVg € UsUsVr, consequentemente, wss = do(3) = 5.

Uma parti¢ao equilibrada m = {V1,Va, ..., Vi} de G = (V, E') é uma partigao de V' com
a seguinte propriedade: dadas duas células, V; e V; de 7, existe uma constante g;;, tal que
cada vértice v € V; tem exatamente ¢;; vizinhos em V. A matriz Q(7) = [¢;;] € Mg(R) é

denominada matriz quociente de G com respeito a particao .

Teorema 2.22 (SCHWENK [35]). Seja G um grafo com uma particio equilibrada
7 = {V,Vo,...,Vik}. Dado i € {1,2,...,r}, os vértices da célula V; possuem grau
dii + 24— dir.

Todo grafo GG possui pelo menos uma particao equilibrada, suas células sao subcon-
juntos unitarios de vértices disjuntos dois a dois. Denominamos tal particao de particao

equilibrada simples. Tlustramos na figura a seguir tal definigao.
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U3 U7 V11
UQ( ji jgi js
U1 Vg V10 V14
V4 Us V12

Figura 2.17: Particao equilibrada = = {1}, 5, V5, V) }.

Uma parti¢ao equilibrada para o grafo exibido na Figura 2.17 é 7 = {Vi, V5, V3, V,},
onde Vi = {vy,va, 013,014}, Vo = {v3, 04,011,012}, V3 = {vs, 06,09, 010} € Vi = {v7,vs}.
Comodi; =1,dia=1,di3 =0,diy =0,do1 =1,daa =0, dog =1, dog =0, dg; =0,

dzo =1,d33=1,d3s =1,dsyy =0, dyos =0, dyz3 = 2 e dyy = 0, cuja matriz quociente de 7 é

0

0
Q(m) = )
0

N = = O

11
10
01
0 0

O Teorema 2.23 estabelece que o(G/m) C 0(G), onde G/m é o grafo quociente G em

relagao a particao .

Teorema 2.23 (FINCK e SACHS [15]). Se w € uma particio equilibrada de um grafo
G, entao o polinomio caracteristico da matriz de adjacéncia do grafo quociente G /m divide

o polinomio caracteristico de G.



Capitulo 3

Autovalores principais

Neste capitulo, abordaremos o tema autovalores principais e demonstraremos os prin-
cipais teoremas relacionados a este assunto. Foram utilizadas no desenvolvimento deste

capitulo as seguintes referéncias [9], [10], [11], [16], [22], [25], [26], [27] e [34] .

3.1 Resultados iniciais

Sejam A1, Ao, ..., A, os autovalores distintos de um grafo G de ordem n e seja P; a
projegao ortogonal de R" sobre o autoespago F/(\;) com respeito a base canonica de R™.

Pelo Corolario 2.3, a matriz de adjacéncia A de G possui a decomposicao espectral
A:/\1P1+)\2P2++/\mpm

Dado i € {1,2,...,m}, se {Xj1,...,X;q,} ¢ uma base ortonormal para FE()\;) entdo P, =
Z?;l Xigxg; e as matrizes Py, Ps, ..., P, sdo simétricas, idempotentes e mutuamente orto-

gonais. Assim, A¥ = (A\)*P + (X\)* Py + -+ + (\n)*P,, para k > 0. Entdo,

m

7T AR =3 () Pl (3.1)

=1

onde 7 é o n-vetor coluna com todas as coordenadas iguais a 1.

Pela equacao 3.1, o nimero de cadeias de comprimento k no grafo G depende dos
autovalores \; tais que ||P||> # 0, onde 7 € {1,2,...,m}. Em vista disto, Cvetkovi¢ [9]
definiu um autovalor principal de G' como um autovalor \; para o qual ||Py||* # 0, ou
seja, A é um autovalor principal de G se existe um autovetor x associado a A que nao é
ortogonal a 3. Caso contrario, dizemos que A é um autovalor nao principal de G. Note que

na contagem dos autovalores principais de um grafo sao considerados somente aqueles que
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sao distintos. O subconjunto do Spec(G) formado pelos autovalores principais distintos
de G é chamado espectro principal de G e denotado por MainSpec(G). Dado um grafo G
com n autovalores principais, chamamos de polinomio caracteristico principal de G como
sendo o polindbmio moénico cujas raizes sao os autovalores principais de G, definido da
seguinte maneira

n
M(G,x) = H(x —N) =a" — o™ — " — = o — Cpy,
i=1

onde ¢, € R para todo p € {0,1,...,n — 1}.

A Proposicao 3.1 afirma que o maior autovalor de um grafo G pertence ao espectro

principal de G.
Proposi¢ao 3.1 (CVETKOVIC [9]). O indice de um grafo G pertence a MainSpec(G).

Demonstragio. Se G é um grafo conexo entao pelo Teorema 2.20 temos que o autovetor
vy correspondente ao indice A\; nao é ortogonal a j, pois, o autovetor v; possui todas as
suas coordenadas positivas. Logo, o indice de todo grafo conexo é um autovalor principal.
No caso do grafo GG ser desconexo, basta observar que seu espectro pode ser determinado

pela uniao dos espectros de suas componentes conexas. O

O préximo resultado afirma que os grafos regulares sao os tnicos grafos em que o seu

espectro principal é conjunto unitario.

Teorema 3.1 (CVETKOVIC [11]). Um grafo ¢ regular se e somente se possui um

unico autovalor principal.

Demonstragao. Seja G um grafo de ordem n que possui k autovalores distintos. O con-
junto dos autovalores distintos de G é {1, Ao, ..., Ax} tal que A\; é o indice de G. Pela

Proposigao 2.10 temos que o G é regular se e somente se j € Fg(A;). Entao,
7 € (Ba(A2) ® Ec(Xs) ® -+ ® Eg(\))™

Portanto, o grafo G é regular se e somente se possui um tnico autovalor principal. O]

A Figura 3.1 mostra o grafo bipartido completo K3 3. Como K33 é um grafo regular
de grau 3, podemos aplicar o Teorema 3.1 para determinar o nimero de autovalores

principais de K3 3. Assim, o grafo K33 tem apenas um autovalor principal.

Proposi¢ao 3.2 (CVETKOVIC [11]). Se G é um grafo com n autovalores principais

n—1 __ n—2 __

distintos entao os coeficientes ¢, de M(G,z) = I} (x — \i) = 2" — cox ax

rt = Cp_oT — Cp_1 SGO numeros inteiros, para todo p € {0,1,...,n — 1}.
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U3
V2 Uy

(%1 Vg Vs

Figura 3.1: Grafo Kj 3.

HAGOS [22], em seu artigo, mostrou que existe uma relagdo entre o niimero de auto-
valores principais e o posto da matriz cadeia de um grafo G. Este fato, sera aplicado no

proximo capitulo para encontrar o espectro principal dos grafos benzenoides.

Teorema 3.2 (HAGOS [22]). O posto da matriz cadeia de um grafo G é igual ao

numero de seus autovalores principais.

Demonstragdo. Sejam xq,Xo, .. .,X,, autovetores ortonormais correspondentes aos auto-

valores principais Aj, A, ..., A, de G tais que j7x; > 0 (: = 1,...,m). Podemos entdo

expressar j como uma combinagdo linear 7 = Y, ¢;x;. Para j > 0 temos que A7) =
™ N x;. Assim, Span(y, Ay, A%, ..., A" 1) C Span(xy,Xa, . .., Xm) e o rank(W(G)) <

m.

Para terminar a demonstracdo, vamos mostrar que rank(W (G)) > m provando que
9, Ay, ..., A" 19 sdo vetores linearmente independentes. Seja ci, ..., c,, constantes e supo-
nha que 37, A"ty = 0. Tomando o produto escalar desta equagao com x;,i = 1,...,m,

e notando que 77x; # 0, obtemos,
Yot =0, i=1,....,m. (3.2)
=1

Como os autovalores principais sdo distintos, a matriz m x m de coeficientes com (i, 1)

entrada igual a A\I™! é uma matriz de Vandermonde néo singular. Assim, a equacio (3.2)

implica ¢ = 0 para [ = 1,...,m. Portanto, 7, Aj,..., A™ !y sdo vetores linearmente
independentes. O
(%) V3 (1
U1 Us

Figura 3.2: Grafo bipartido.
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Considere o grafo bipartido G(Y7,Ys) da Figura 3.2, onde Y} = {vy,v3,v4} € Yo =
{v1,v5}. Queremos determinar o nimero de autovalores principais de G(Y7,Y2). Sejam a

matriz cadeia W (G(Y1,Y2)) e a matriz equivalente Sg(y, y;) representadas respectivamente

por
(1123 6 | (11 2 3 6]

1236 9 01133

W(G(YL,Y))=]12 4 6 12| € Sevamn=]0 0 1 0 3
1123 6 00000

(1236 9 | 10000 0|

Logo, o posto da matriz cadeia de G(Y1,Y5) é igual a 3. Do Teorema 3.2, o grafo

G(Y1,Y2) possui trés autovalores principais.

Lema 3.1 (HAGOS [22]). Se A1, Mg, ..., A\, s@o os autovalores principais de G e P =
(A= N\I), entdo Py, = 0.

Demonstracao. Para i =1,..., m temos X; o autovetor correspondente ao autovalor prin-

cipal A\;. Podemos escrever 7, como uma combinacao linear 3, = >.7", ¢;x;. Entao,

P = (ﬁ (A=) )qu,

P]n:<ﬁA A) )m (ﬁA A) >cmxm

(A=) )(A )1 ! ¥ om <m11(A A,J)) (A = AnD)%om

”ijA M) ) (it — Awxa) + -+ e [ ] 1<A—Am1)> OoXem — A Xem)
) Tt em (ﬁ‘[ (A—)\m])> (o — Aon)Xom

k=1

Pjn = Cl[<)\1 — )\m> e ()\1 — )\1)])(1 + e+ Cm[()\m — >\m) c. ()\1 — )\mDXm

P]n = c10x1 + -+ + ¢ 0xpm

P, =0.

O]

A Proposicao 3.3, o Teorema 3.4 e o Corolario 3.1 estabelecem relagoes entre o espectro

principal do grafo G e de seu grafo complementar G.
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Proposi¢ao 3.3 (CVETKOVIC [10]). Um grafo G e o seu complementar G possuem

0 mesmo numero de autovalores principais.

Teorema 3.3 (CVETKOVIC [10]). Se A é um autovalor principal de um grafo G entdo

—1 — X\ é um autovalor ndo principal de G.

Corolario 3.1 (HAGOS [22]). Se A é um autovalor simples e principal de um grafo G

entdo —1 — X\ ndo pertence ao espectro do complementar de G.

O préximo resultado pode ser encontrado nas seguintes referéncias bibliograficas [10]
e [22].

Teorema 3.4. Seja G um grafo de ordem n e A € o(G). As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) o autovalor A é ndo principal ou A é principal com multiplicidade maior do que 1;
(ii) existe um autovetor v de G associado a \ tal que j'v = 0;

(iii) —1 — X pertence a o(G).

Demonstragio. Seja o grafo G = (V, E), onde |V| = n, e A um autovalor de G.

(i) = (ii): Se A\ é um autovalor ndo principal entdo pela definigdo de autovalores prin-
cipais temos que o item (iz) é verdadeiro. No caso do A ser um autovalor principal que
possui multiplicidade algébrica maior do que um entao existem ao menos dois autove-
tores linearmente independentes associados a A, digamos, v; e vo. No caso de um dos
autovetores vy ou vg ser ortogonal ao vetor j entdo obtemos o resultado esperado. Em

7’ . T / ’ . 7/
caso contrario, o vetor vz = vy — Eng’igvz, que também é um autovetor de A visto que é

combinagao linear de vy e vo. Assim,

v Tv
JTV3 _ jT <V1 . (JT 1)V2> :jTVI . ( 1)(jTV2> —0.
(7v2) Va

Logo, o vetor vz é ortogonal ao vetor 7, provando o item (7).

T

(ii) = (441): Seja X\ o autovetor vy tal que 37v; = 0. Como A(G) = J — I — A(G) segue

que Jvi = (A(G) + A(G) + I)vi = A(G)v1 + A(G)vy + vy = A(G)vy + Avy + vy =

A(G)vi + (1 4+ A)vy . Mas, Jvy = 0, entdo A(G)vy = (=1 — A\)vy. Portanto, —1 — X é

um autovalor de G.

(i17) = (i): Se —1— X é um autovalor do grafo G entao, pelo Corolério 3.1, A é autovalor
nao principal de G ou \ é autovalor principal com multiplicidade algébrica maior do que
1.
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]

Proposigao 3.4 (ROWLINSON ([34]). Se os autovalores principais de G sdo A e —\

entdo G ¢ um grafo bipartido e A\ € o seu indice.

3.2 Grafos com exatamente k autovalores principais

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da literatura relacionado a dois auto-
valores principais e a 2-cadeia (a,b)-linear de um grafo. Para maiores detalhes sugeri-

mos [1,3,17,22,26,27,34,36] e suas referéncias.

O Teorema 3.5 fornece um critério que permite determinar quando o grafo G possui

exatamente dois autovalores principais.

Teorema 3.5 (HAGOS [22]). Sejam u e v dois vértices de um grafo G com graus
diferentes d(u) e d(v), respectivamente. Se S(x) denota a soma dos graus dos vértices

adjacentes a x,

Sw-Se) ,_ dw)S() — dws(w)
d(u) — d(v) d(u) — d(v) ’

entio G tem exatamente dois autovalores principais se e somente se A%2) —aAy+by = 0.

Demonstragio. Suponha que A%)—aAj+by=0. Assim, A%) = aAj+(—b)j com a,b € R.
Logo o conjunto {7, Ay, A%y} é linearmente dependente. A partir do Teorema 3.2 podemos
afirmar que rank(W(G)) < 2. Assim, o rank(W(G)) = 1 ou rank(W(G)) = 2. Por
hipotese u, v sao vértices de um grafo G com d(u) # d(v). Logo, G nao é um grafo regular

e, portanto, do Teorema 3.2, G possui dois autovalores principais.

Por outro lado, se G' tem exatamente dois autovalores principais, A; e Ao, do Lema 3.1

temos

2
—0 < <HA M);—o
& [(A=MIA-X1)])=0
<~ j — (/\1 + /\Q)A] + /\1/\2] =0.

Como as componentes dos vetores A%) e Ay sdo S(w) e d(w), para w variando em

V(G), para qualquer par de vértices u e v com graus diferentes, obtemos

S(U) — ()\1 + Ag)d(U) -+ /\1)\2 = O; (33)
S(U) — ()\1 + )\Q)d(’l)) + )\1)\2 = 0. (34)
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Subtraindo a equagao (3.4) da equagao (3.3), obtemos

_ S
AL+ A = d(u) = d(v (3.5)
Das equagoes (3.3) e (3.5), obtemos
A = d(u) “ZEZ) — 5 ((5))) — S(u)
_ d(v)S(u) — d(u)S(v)
d(u) —d(v)
o que completa a demonstracgao. O

Corolario 3.2 (HAGOS [22]). Se G é um grafo com exatamente dois autovalores prin-

cipais, A1 e Aa, entao

__ a+Va?—4b __ a—Va?—4b
)\1 — 5 € )\2 —
= 5 =

onde a e b sdo dados no Teorema 3.5.

Demonstracao. Seja G um grafo com exatamente dois autovalores principais, digamos \;

e Xo. Do Teorema 3.5, a = A\{ + Xy e b = A Ag. Logo, A\; e Ay s@o as raizes da equacao

2?2 — ax + b = 0 e, portanto, obtemos o resultado. O
U3
(%) U1 V4
Us

Figura 3.3: Estrela Ss.

Dado o grafo da Figura 3.3. O grafo estrela S5 tem exatamente dois autovalores
principais. De fato, pelo Teorema 3.5, temos que

_ S(v) = S(vs)  4—-4 0 e be d(vs)S(v1) — d(vy)S(vs) _4-16 _ 12

— d(’U1) — d(?}5) C4—1 d(vl) _ d(v5) i_-1 3 = —4.

Logo, A%y — 47 = 0 e portanto, S5 tem apenas dois autovalores principais. A partir do

Corolario 3.2, temos

PR — Va2 — b
)\1:a+;:2 e AQZ%:—Q.

Os autovalores de S5 sao Ay =2 e Ay = —2.
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Teorema 3.6 (HAGOS [22]). Sejam A\, A, ..., A\ 05 autovalores principais de G.
Parai=1,...,m, seja ;=1 sem=1¢ P, =[[]L, ;,,(A— \I) caso contrdrio. Entdo
Py/ 1P|l € um autovetor unitdrio correspondente a A;.

Demonstragio. Fixemos i € {1,2,...,s}. Pelo Lema 3.1, (A — N\;I)P;y = 0. S6 temos
que mostrar que P;j # 0. Como P,y é uma combinagao linear dos vetores linearmente
independentes 7, Ay, ..., A1y e G possui exatamente m autovalores principais temos que

pelo menos um dos coeficientes na combinacao linear é diferente de zero. O

Dado um grafo G com exatamente dois autovalores principais, o Teorema 3.7 permite

encontrar os autovetores associados a estes autovalores.

Teorema 3.7 (HAGOS [22]). Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Se G tem

exatamente dois autovalores principais Ay e Ay entdo

da — A2 da — M\

vy = e vy =

\/()\1 - )\2)(2771 - TL)\Q) ’ \/()\2 - )\1)(2m - 71/\1)7

sao autovetores normalizados associados a Ay e Ao, respectivamente, sendo que dg € o

vetor dos graus do grafo G.

Demonstracio. Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Suponhamos que G possua
exatamente dois autovalores principais A; e Ay. Do Teorema 3.6, Pj = (A—XyI)je Pyy =
(A — 1)y sao autovetores associados aos autovalores principais A; e Ao, respectivamente.
Por outro lado, Ay = dg, entao podemos reescrever esses autovetores como Py) = dg— Aa)

e Py =dg— M.

A norma de Py é ||Py|| = /(Piy)T Pry. Temos:

(Pu) Py = 7" (A= X)) (A= o)y
(Pi))" Py = 7" (A(A — AaD)g — Aa(A — XaD)y).

Como APyj = A\ Pyj segue que A(A — A1)y = A (A — Ao1)y. Deste modo,

[Pl = a7 (A = AaD)g — Aa(A — AoD)y)
1Pl = /O = AaD)sT(A = AaI)y).

T Ay — N A T, — dg—X2)
Por outro lado, j' Ay = ¥ ,cv d(i) = 2m e 3' 7 = n. Portanto, v, R R e——w é

um autovetor associado a A;.

dg—XM1y
V (A2=21)(2m—nA1)
Ao. ]

De modo analogo, mostramos que vy = ¢ um autovetor associado a
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Considere o grafo G = (V, E), dizemos que G é uma 2-cadeia (a,b)-linear se existem

a,b € Q tais que dy(v) = ad(v) 4+ b para todo vértice v € V.

V2 U4 (%3 V10 V12
Us Ug

U1 Vs U7 Vg V11

Figura 3.4: G é um grafo 2-cadeia (3, —2)-linear.

O grafo G = (V, E) da Figura 3.4 é um grafo 2-cadeia (3, —2)-linear, pois dy(v) =
3d(v) — 2 para Vv € V, lembrando que da(v5) = X ,eng(vs) (V) = d(ve) +d(v7) =242 =
3.2 —2=4, dy(vs) = da(v7) = da(vg) =3.2—2=4 e dy(vy) = da(v2) = da(v3) = da(v4) =
da(vg) = da(v1p) = da(v11) = do(v12) =3.1 -2 = 1.

O Teorema 3.8 mostra a relagao entre autovalores principais e o grafo 2-cadeia (3, —2)-

linear.

Teorema 3.8 (HOU e TIAN [26]). Un grafo G = (V, E) tem exatamente dois au-
tovalores principais se e somente se existem a e b racionais tais que G € um grafo 2-

. . s . . . . . ~ /a2
cadeia (a,b)-linear. Além disso, os dois autovalores principais de G sao Ay = %ﬂb €
)\2 _ a—Va?44b

5
Demonstragcio. Suponhamos que G possua exatamente dois autovalores principais distin-
tos A1 e Ay. Pelo Teorema 3.5, existem tnicos a e b nao simultaneamente nulos tais que
A%y — aAj— by = 0. Assim, YveNg Av) — ad(u) — b = 0 para todo u € V, ou seja,
dy(u) = ad(u) + b para todo u € V. Logo, G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear. Agora,
suponhamos que G seja um grafo 2-cadeia (a, b)-linear, onde a e b sdo racionais. Temos
dz(u) = ad(u) + b para todo u € V. Pela Proposicao 2.8, ad(u) +b = X ,cn,,, d(v) para

todo u € V', ou seja,

> d(v) —ad(u) —b=0 paratodou € V.

UENG(u)

Desse modo,
A%y —aAy)—b)=0, (3.6)

e, portanto, o posto da matriz cadeia de G é menor ou igual a 2. Do Teorema 3.2, G
possui no maximo dois autovalores principais. Como nao é um grafo regular segue que

(G possui exatamente dois autovalores principais. Sejam A; e Ay os autovalores principais
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distintos de G. Do Lema 3.1, temos
A2j — ()\1 + )\Q)Aj + ()\1)\2)j =0. (37)

Igualando as equagoes (3.6) e (3.7), obtemos {a — (A + A2) A7+ {0+ (A A2)}y = 0. Pelo
Teorema 3.1, o posto da matriz cadeia de G é 2. Assim, as colunas 7 e Ay de W sao

linearmente independentes e, portanto, Ay + Ay = a e A\ Ay = —b. O

Proposigao 3.5 (HOU e TIAN [26]). Se G ¢é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear entao a

e b sao inteiros.

Demonstrag¢io. Por hipdtese G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear, entdo, G tem dois au-
tovalores principais, A; e Ag. Pela Proposigao 3.2, M(G,z) = (x — A\1)(x — Ag) é um

polindémio inteiro e, portanto, a e b devem ser nimeros inteiros. O

Teorema 3.9 (HOU e TIAN [26]). Se G é um grafo conexo 2-cadeia (a,b)-linear entdo

a € um numero inteiro nao negativo.

Demonstragio. Como grafo G é um grafo 2-cadeia (a,b)-linear segue, do Teorema 3.8,
que o grafo G possui dois autovalores principais distintos A; > Ay tais que a = A1 + Ao
e —b = A\ \y. O Teorema 3.5 garante que a é um nimero inteiro. Basta somente provar
que a > 0. Da Proposicao 3.1 temos que \; é o indice de GG. Pelo Teorema 2.8 e como G

é um grafo conexo segue que A\; > |\y|. Portanto, a > 0. O

Proposicao 3.6 (HOU e TIAN [26]). Seja G = (V,E) um grafo conexo 2-cadeia
(a,b)-linear. Se d(u) =1 para algum u € V' entdo d(v) = a + b para todo v € Ng(u).

Demonstragio. Seja G = (V, E) um grafo conexo 2-cadeia (a, b)-linear. Se d(u) = 1 para
algum u € V entdo da(u) = ad(u) +b = a+b. Como o vértice u possui um tnico vizinho,
v, e dy(u) = X peng(w) d(v). Logo, d(v) = a+b. O

O Teorema seguinte diz que a cardinalidade do espectro principal é igual ao posto da

matriz cadeia de @), onde @) é matriz quociente de uma partigao equilibrada = (G).

Teorema 3.10 (HUANG [27]). Sejam 7(G) e Q uma particio equilibrada de um grafo
G e a matriz quociente de G com respeito a w(G), respectivamente. Entao o nimero de

autovalores principais de G € igual ao posto da matriz W(Q).



Capitulo 4

Aplicacao em Grafos Quimicos

4.1 Grafos Benzenoides

Os hidrocarbonetos benzenoides formam uma importante classe da quimica orga-
nica e que possui diversas aplicagoes, principalmente como matéria-prima para fabricacao
de uma variedades de produtos. Os hidrocarbonetos benzenoides sao bastante utiliza-
dos como solvente, devido a sua capacidade de dissolver uma diversidade de substancias
organicas. Além disso, os hidrocarbonetos benzenoides estao presentes em varios medica-

mentos, resinas e outros produtos quimicos.

Segundo [20], no ano de 1825 foi descoberto o composto basico dos hidrocarbonetos
benzenoides, denominado benzeno. O benzeno é um composto que possui seis atomos de
carbono, ligados entre si com duplas ligacoes alternadas, formando um hexagono e tendo
ligado a cada um deles um atomo de hidrogénio, ou seja, sua formula molecular é dada

por CgHg. A Figura 4.1 exibe a molécula do benzeno.

Figura 4.1: Molécula de Benzeno.
Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/quimica/benzeno.htm

A modelagem das moléculas (organica ou inorgénica) utilizando a Teoria dos Grafos,

onde os vértices representam atomos e arestas as ligagoes quimicas entre atomos, é de-
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nominado de grafo quimico. De acordo com Gutman [20], existem algumas maneiras de
representar as moléculas quimicas utilizando a Teoria de Grafos, dentre dessas maneiras

temos a skeleton graph e a complete graph.

Na modelagem skeleton graph para moléculas organicas considera os atomos de carbo-
nos como vértices e as ligagoes (simples, duplas e triplas) representam apenas uma aresta.
Nesta modelagem sdo desconsiderados todos os atomos que nao seja o atomo de carbono.
Note que na modelagem skeleton graph o grafo que representa a molécula organica é um
grafo simples. Na Figura 4.2 temos o grafo quimico da molécula de benzeno (Figura 4.1)

aplicando a modelagem skeleton graph.

Figura 4.2: Grafo quimico da molécula de benzeno.

De acordo com [20], os grafos benzenoides sao redes obtidas pelo arranjo de hexdgonos
regulares congruentes no plano de modo que dois hexagonos sao disjuntos ou possuem uma

aresta em comum. Na Figura 4.3 temos alguns exemplos de grafos benzenoides.

e S

Figura 4.3: Grafos benzenoides.

Denominam-se arestas internas dos grafos benzenoides as arestas compartilhadas
por dois hexdgonos. As arestas externas sao arestas que pertencentes a um tnico he-
xagono. Na Figura 4.4 temos como arestas internas V; = {wvsvg} e arestas externas

Ve = {U1U67 U1V2, V23, U3y, VU4Us5, UsV10, V10V9, VU8, VU7, 0706}-
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% V4
U1 U3 Us

Vg Ug V10
% (%)

Figura 4.4: Faixa benzenoide F.

Chamamos de perimetro de grafo benzenoide como sendo um ciclo formado pelas
arestas externas. Por fim, vértices externos sao os vértices do perimetro, enquanto vértices
internos sao todos os vértices que nao sao externos. A Proposicdo a seguir permite
determinar o nimero de vértices e arestas de um grafo benzenoide em fun¢do do niimero

de hexagonos.

Proposigao 4.1 (GUTMAN [21]). Seja G um grafo benzenoide de ordem n com m
arestas. Se h é o numero de hexdgonos de G, n; € o numero de vértices internos de G,

ng € ng o numero de vértices de grau dois e trés em G, respectivamente, entao
(i) n=4h+2—n;
(ii) m =5h+1—ny;
(iii) my = 2h +4 — ny;
(iv) ng =2h —2.
Na Figura 4.3 temos alguns exemplos de subclasses de grafos benzenoides e dentre es-
sas subclasses, foi selecionada uma subclasse para estudo. Especificamente, nosso objetivo

nas secoes seguintes é determinar o espectro e espectro principal destes grafos. Considere

a subclasse de grafos benzenoides definida da seguinte maneira

F = {F} | (h = ndmero de hexdgonos) A (h > 1)}.

Y

Figura 4.5: Faixas benzenoides.

Os elementos de F sao denominados faizas benzenoide. O grafo Fj, € F, para h > 0, é

um grafo bipartido e nao possui nenhum vértice interno. O grau maximo de uma faixa
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benzenoide ¢é igual a 3 e o grau minimo ¢ igual a 2, sendo que vértices ligados por arestas
internas tém grau maximo. Por outro lado, vértices ligados por arestas externas tém grau

minimo.

V12 V13 V14

Us Ve U7

Figura 4.6: Faixa benzenoide Fj.

Proposicao 4.2 (GUTMAN [21]). Seja F}, € F de ordem n, tamanho m e com h
hexdgonos. Entao, n =4h+2 e m = 5h + 1.

Demonstragio. Pelo Teorema 4.1, como Fj € F nao possui vértices internos segue que
n=4h+2—n;=(4h+2)—0=4h+2em=>5h+1—n; = (bh+1)—0=>5h+ 1, onde

n; € o numero de vértices internos. Portanto, n = 4h+ 2 e m = 5h + 1. O

4.2 Espectro

Para que possamos analisar o espectro da classe F temos que primeiramente escolher
uma rotulagdo o grafo Fj, € F. Como o espectro ¢ invariante, isto ¢, independente da
rotulagao feita para o grafo Fj, € F sempre encontramos o mesmo espectro para o grafo
Fy. Isto quer dizer que, se alterarmos a rotulagao apresentada na Figura 4.7, teremos o
mesmo multiconjunto de autovalores. Denotaremos a primeira rotulagao utilizada de Fj,

por Ly, onde h > 2, a qual apresentamos na Figura 4.7.

U3h+3 U3h+4 U3h+5 V4h+2
U3h+ U3h+2
Uh Vh+1

Uh+2 Uh+3 Uh+4 V2h+1

Figura 4.7: Rotulacao L; de F} € F.

A Proposicao 4.3 apresenta a matriz de adjacéncia para uma Faixa benzenoide com

rotulacao L.
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tulacao Ly entdo a matriz de
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As Figuras 4.8 e 4.9 exibem os grafos F3 e Fy com a rotulag

matrizes de adjacéncia.
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Figura 4.8: Grafo F3 com a rotulag
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Figura 4.9: Grafo F; com a rotulagao L.

A Proposicao 4.4 explicita o espectro de algumas subclasses de matrizes tridiagonais.

A partir dessa proposicao podemos demonstrar o Lema 4.1.
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Proposicao 4.4 (LOSONCZI [29]). Considere a sequinte matriz tridiagonal de ordem

b—a ¢ 0 0
a b ¢ 0
T, =
0 a b c
| 0 a b-p]

(i) Se a = 8 =+/ac # 0, entéoa(Tn):{b+2\/ﬁcos(j§>;1§j§n}.

) L . _ a ™ N <
(ii) Sea—ﬂ—O,entaoa(Tn)—{b—i—Zc\ﬁcos(n_i_l),lgjgn}.

Lema 4.1. Seja C a submatriz de A(F},), definida na Proposicio 4.3. Se Ej 1 = CCT €
M1 (R) e Z;, = CTC € My(R), entdo

0(En1) = {2+ 2cos (%) ;1 <G <h+ 1} e o(Zy) = {2+ 2cos (75) ;1 < j < h}.

Demonstragdo. De fato, basta notar que as matrizes Fj 1 e Z; tém a forma da matriz
dada na Proposicao 4.4, coma=c=1e b= 2. Para Fj, | tem-se a = =1 e para Zj,
a=p=0. O

O Teorema 4.1 determina o espectro de F},, para cada Fj, € F.

Teorema 4.1. Para cada inteiro positivo h, o espectro do grafo Fj, € F € dado por

1 )T 1 Yis ]
o(Fy) = {—1,1,2 (I:I:\/9+8008 (hil)) 5 (—1:|: \/9+8COS (hj—i—1>) 1< < h}

Demonstragdo. Inicialmente, note que a matriz A(F},), definida na Proposi¢ao 4.3, tem a

forma

On+1 C(h+1)><h:| o N — [ I O(h+1)><h] '

Onx (ht1) On

ke
A(Fp) = ,onde M =

N M

CI?XUHrl) O

Da Proposicao 2.3, o espectro de A(F}) é a unido dos espectros das matrizes

Inyi Cogyxn

R1:M+N:{ e Ro=M—N =

— It C(h+1)><h]

C’;:fx(hﬂ) Op, Cf:fx(hﬂ) On
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Sejam Ej,; = CCT € M, 1(R) e Z;, = CTC € M (R). Do Lema 4.1, det(Z;) # 0

e da Proposigao 2.2, det(R;) = (—1)"det(Z,) e det(Ry) = (—1)"*!det(Z,). Portanto,
= 0 nao é autovalor para R; e nem para Ry. Aplicando a Proposicao 2.2 e visto
que o determinante de uma matriz simétrica corresponde ao produto de seus autovalores

(Proposicao 2.16), para « # 0, obtemos:

— I -C
pr,(z) = det {(CE T) it (h“)Xh]
_Chx(h+1) zly

1
= 2"det {(a: — U1 — —FEpn
T

1
= = det [x(z — 1)1 — Epyq]

h+1

= —Ha:—m—,u] (4.2)

onde p1; = 2 + 2 cos ( 1 <5 <h+1, éum autovalor de E}1, pelo Lema 4.1. Como

),
x # 0, da equagao (4.2), temos:

J(Rl):{l,;<1i\/9+8<zos<h‘zrl)> ;1§j§h}.

Agora, vamos mostrar para o o(Rs). Aplicando as Proposigoes 2.2 e 2.16, para = # 0,

obtemos:

Pr,(x) = det

—(z = 1)1 _O(h+1)><h:|
_Ci?x(h+1) Iy

1
= zdet [—(ac — D Ipy1 — Eh+1:|
x

1
= 2 det [—x(x — 1)Ipr1 — Eptq]
h+1

= - H :z2—|—x—u]-), (43)

onde pj = 2+ 2cos (h+1) 1 <5 <h+1, éum autovalor de Ej 1, pelo Lema 4.1.

Como z # 0 segue da equagao (4.3) que

Jm )
-1+ —_ 1< i<h}.
< \/94—8005<h+1)>7 <5< }

N

o(Ry) = {—1,
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Aplicando o Teorema 4.1, obtemos o espectro da Faixa benzenoide da Figura 4.8:
(F3) 111 1£4/9+8 <j7r> L 1+4/9+8 (jﬂ) 1<45<3
= — — cos | —— —| = cos | ——) | ; .
o\l' s L9 2 0s i +1 ) 9 S h +1 LS ) >

4.3 Espectro Principal

Os autovalores principais, como ja discutido no texto, contribuem para a contagem
do niimero de cadeias de comprimento k£ em um grafo. Em 1978, Cvetkovi¢ propds o
problema de caracterizacao dos grafos com exatamente s > 1 autovalores principais. Tal

caracterizagdo permanece em aberto para muitas classes de grafos.

Para que possamos determinar o espectro principal da classe F temos que utilizar uma
nova rotulagao para Fj € F, que serd denotada por Lo. Essa mudanca na rotulacao foi
necessdria, devido ao fato da matriz cadeia da matriz quociente (obtida a partir da matriz
de adjacéncia obtida na Proposigao 4.3) assumir uma forma muito complexa quando é
utilizado a rotulagao L. Na Figura 4.10 apresentamos a rotulacao Lo de Fj, € F. Em
seguida, exemplificamos na Figura 4.11 as Faixas benzenoides F3 e Fy com a rotulagao
L.

Vah—1

V4h—3
Vah+1
Vah+2

Vah—2

Uy Ug V12 V4h
Figura 4.10: Rotulagao Ly de F}j, € F.
U3 U7 V11 U3 U7 V11 V15

(1 Ug V12 V4 Ug V12 V16

Figura 4.11: Grafos F3 e F; com a rotulagdo Lo, respectivamente.
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Depois que fixamos a rotulagdo para determinar o espectro principal de Fj; € F,

apresentamos na Defini¢do 4.1 uma particao para Fj,.

Defini¢ao 4.1. Dado h > 1, seja Fj, = (V, E) € F com a rotulagio L. Definimos uma
particio 7(Fy) = {Vi,Va, .., Vas1} por

Uy U{vant1, Vanto}, sei=1;
v Ug U Wo, se 1= 2;
' UiUWl’,Q, S€3§Z§h,
Uh+1, S@i:h‘i‘l,
onde U; = {v9i—1,v9;} e W, = {vgp—2j-1,Van—2j} sdo subconjuntos de V para todo

ie{l,2,...,h+1} eje{0,1,...,h —2}.
Lema 4.2. Para h > 1, a parti¢io w(F}),) da Definicio 4.1 é uma particao equilibrada de

Fy,.

Demonstragio. Considere a rotulacao da Figura 4.10. Para averiguar se uma particao
7(F},) é equilibrada basta considerar duas células V; e V; e mostrar que existe uma cons-

tante ¢;; entre a célula V; e V;. Vamos analisar os seguintes casos:
Se ¢ = 1 e para qualquer v € V; temos
, sei=7;
@y =191, sej=2
0, caso contrario.
Se i = 2 e para qualquer v € V; temos
1, sej=1;
Q=19 1, sej=3;
0, caso contrario.
Se h for par e V; € n(F},) com ¢ = h 4+ 1. Para qualquer v € V; temos
1, sej=h+1;
Gh+1j = 2, sej=h;

0, caso contrario.
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Se h for impar e V; € w(F},) com i = h + 1. Para qualquer v € V; temos

2, sej=h;
dn+1,j =
0, caso contrario.

Seke{l,2,3,....,.h—2} eV, en(F,) comiec{3,...,h}. Para qualquer v € V; temos
1, se(i=2k+1)A(j=2k)A(i#h+1);

1, se(i=2k+1)A(j=2k+2)AN(GE#h+1)

qi; =

(

(
1, se (i =j) A (j € mpar);
1, se((=2k+2)A(j=2k+1)AN(GE#h+1)
(

1, se(1=2k+2)A(j=2k+3)AN (i #h+1)

0, caso contrario.

]

Por exemplo, de acordo com a Definicdo 4.1, uma particao para a Faixa benzenoide

Fy é determinada da seguinte maneira:

Uy U{vig,vis}, sei =1,
Uy U Wy, se i =2;
Vi=<¢ UsUW, se 1 = 3;
Us U Wy, se 1 = 4;
Us, se 1 =05.

Assim,
{Ul, Ug} U {’017,1}18}, se 1= ].7

{vs,v4} U{vis, 016}, sei=2;

Vi=1q {uvs,v6} U{viz,v14}, sei=3;
{v7,v8} U{vir, 012}, sei=4;
{Ug, UlO}; se 1 = 5,

isto é, Vi = {v1, v, v17, v18}, Vo = {3, v4,v15,v16}, Vs = {vs, v6, V13, v14}, Vi = {v7, 08,011, V12 }
e Vs = {vg,v10}. Pelo Lema 4.2, w(Fy) = {V1, Vs, V3, Vy, V5} é uma partigdo equilibrada
para Fj.
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1 10
A matriz quociente de 7(F}), @Qn € My 41(R), é definida por Q2 = |1 0 1| e para
0 2 1
h > 3 ¢é dada, recursivamente, por:
11 0 0
1010 Qn[{h}, {h}]
Q3 = € Qh = ' T ) (44)
01 11 P S
0020

onde Qp_1[{h},{h}] € M;_1(R) é obtida de Q,_; excluindo-se a linha h e a coluna h;
a 1 17 se (Z,]):(h—l,l),

2 1—a 0, caso contrario.

S:

_1\h—1
] com a = %; P =[p;;] € M(n-1)2(R) tal que p;; = {

Novamente, considerando o grafo Fj utilizamos a expressao (4.4) para encontrar as

matrizes em blocos que compdem a matriz quociente ()4. Como Q4 = Q?’[{i}T’ (4] i:
11 0 0
e Q3 = (1) (1) 1 (1) , sendo que as matrizes Q3[{4},{4}], P, PT e S sdao dados por
0 0 2 0
0 0 -
Qs[{4}, {4}] = { =10 0|, Pl = 001]65’:{01].P0r—
1000 2 1
tanto,
(110 0 0
1 0100
Qi= |0 1 1 1 0f.
00101
000 21

Seja h > 3, a matriz cadeia da matriz quociente ), associada a partigao equilibrada m(F},)

é dada por
Wi=W@Q=1[ Qu Q% ... QY| EMra®). (4.5)

Por exemplo, para as faixas benzenoides F5 e Fj suas respectivas matrizes quocientes sao
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Q> e Q3 dadas por:

1 2 4 9
1 2 4
1 2 5 11
Wo=11 2 5 e Wi=
1 3 7 18
1 37
1 2 6 14

Observagao 4.1. Para h > 4, o termo geral da matriz cadeia Wy, = [w;;] € definido por:

1, ej=1;
wy(j—1) + Wa(j-1)s ( =1)AN2<j<h+1)
Wi—1)(j—1) T Wigj—1) + Wiign)(j—1),  s€ (i € impar) A (2 < j < h+1);

wiy = { DG TG se (i € par) A (25 < h+1);
2wp(j-1) + Whrt1)(j-1)> se (i=h+1)A (@ éimpar) AN (h<j<h+1);
Wh(j—1) + Wh=1)(j—1) + Wh=2)(j=1)> S€ (i =h+1)A(i é impar) A (2<j<h—1);
Wh(j—1) + W(h-2)(j-1)> se(i=h+1)A(@ épar)N(2<j<h-—1);
2wp(j-1), se(i=h+1)A(@ épar)\N(h<j<h+1).

Exemplo 4.1. Vamos mostrar a matriz cadeia para a faixa benzenoide Fy:

1 w11 + Wa1 W1z + Waz w13 + Wa3 W14 + Wag 12 4 9

1 w1 + way w1z + W2 w13 + wa3 w14 + W34 12 5 11

Wi= |1 wo +w3i +wag wo+ w3z +wis W3+ w3z +wyz wWog+wsg +way| = |1 3 7 18
1 w31 + ws1 w32 + Ws2 w33 + Ws3 w34 + Wsyq 1 2 6 14

11 2wy + ws1 Wa2 + Ws2 W43 + Ws3 Waq + Ws4a 13 7 19

Lema 4.3. Para h > 3, considere a matriz cadeia W), = [w;;]. Dado o inteiro j tal que
1<j5<h—1, temos:

Wy; = w(i+2)j, 0nd€j S 1 S h—1.
Demonstra¢io. Para h = 3, temos que j < i < 2, entdo, i € {1,2}. No caso de i = 1

temos que j = 1. Logo, wy; = 1 = ws. Ja para i = 2 temos que j € {1,2}. Logo,
wWwor = 1 = wy1 € wae = 2 = wye. O que mostra que a equagao do Lema 4.3 é verdadeiro.
Agora, suponhamos que a equagao do Lema 4.3 é véalida para h. Devido a hipotese
de inducao, basta verificar que w;; = wW(i42);, onde j < i < (h+1) —1 = h. Para
ie{l,...,
somente provar o caso que i = (h+1)—1=h. Sej=1ei=htemos: wy = 1= W(h42)1-

Sei=nhforpare2 < j<h—1 temos

h—1} temos pela hipétese de indugdo que w;; = w(;42);. Neste caso temos que

Whj = W(h-1)(j-1) T Wht1)(j-1) € W(h+2); = Wht1)(j-1) T Wh-1)(-1)-

20
27
43
37
47
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Assim,
W(h+2)j — Whj = Wh-1)(j-1) T W(ht1)(j-1) — W(ht1)(-1) — W(h-1)(j~1)
W(h+2)j — Whj = 0.

Portanto, w,19); = wy;. Agora se i = h for impar e 2 < j < h — 1 temos

Whj = W(h-1)(j—1) T Wh(j-1) T Wht1)(j-1) € W(h42)j = Wh(j—1) T W(h-1)(-1) T Wht1)(j-1)-
Assim,

W(ht2)j — Whj = Wh(j-1) T Wh-1)(j-1) T Wht1)(j-1) — Wh-1)(-1) — Wh(j-1) — Wht+1)(j-1)
W(ht2); — Why = 0.

Portanto, w,12); = wy;. Entao wi; = w(itg); para j <t < h —1. O
Lema 4.4. Para h > 3, considere a matriz cadeia W), = [w;;]. Temos:

() wisr; —wi-n; =1, 2<j <k

h+4 / )
“5=, se h ¢é par;

(i) Wht1)(ht1) — Wh-1)(ht1) =
%, se h é impar.

Demonstrag¢io. Primeiro serd demonstrado o item (i) através de indugdo sobre h. Para
h = 3, temos: w3y — w2 = 1 € wyz — woeg = 1, 0 que mostra que a equagao do Lema 4.4
é verdadeira. Agora, suponhamos que a equacao do Lema 4.4 é valida para h. Devido
a hipétese de indugao, basta verificar que w(,12)(h+1) — Whh+1) = 1. Vamos analisar os

seguintes casos:
Se h + 2 é impar entao

W(ht2)(ht1) = 2WhiDh T Wht2)h € Wh(htl) = Wh-1)h T Whh + W(nt1)h-
Assim,

W(h42)(h+1) — Wh(h+1) = 2W(hi1)h T Wiht2)h — Wh—1)h — Whh — W(ht1)h
W(h42)(h+1) — Wh(h+1) = [W(ht1)h — Wh—1)h) + [W(ht2)n — Wha)-
Mas pela hipétese de inducao temos que w,41)n — Wi—1)n = 1. A partir do Lema 4.3

podemos afirmar que w42y, = Whh., pois, j <i < (h+1) —1 = h. Logo,

W(h42)(h+1) — Wh(he) = 1 +0=1.
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Se agora h + 2 é par entao

W(ht2)(ht1) = 2W(ht1)h € Wh(ht1) = Wh-1)h T W(ht1)h-

Assim,

W(h42)(h+1) — Wh(h+1) = 2w(h+1)h — Wh-1)h — Wh4+1)h = W(h4+1)h — W(h-1)h-

Mas pela hipoétese de inducao temos que w41y, — wn—1)n = 1. Logo,

W(h42)(h+1) — Wh(ht1) = 1.
Entao W(i41)7 — W(-1)j = ]_, 2 S] < h.

Por dltimo vou provar o item (i) também através de indugao sobre h. Para h = 3
temos que wyy —woy = 14 — 11 =3 = %, 0 que mostra que esta equacao ¢ verdadeira.

Agora, suponhamos que a equagao do item (ii) é valida para h. Devido a hipétese de

W, se (h+1) é par;
inducao basta verificar que w42)(h+2) — Wh(ht2) = (he1)is
2

, se (h+1) é impar.
Vamos analisar os seguintes casos:

Se h + 2 é par entao
W(ht2)(h4+2) = 2W(hil)(ht1) € Wh(h+2) = Wh-1)(h+1) T W(ht1)(ht1)-
Assim,

W(h42)(h+2) — Wh(h+2) = 2W(h41)(h+1) — Wh—1)(h+1) — W(h41)(h+1)

W(h42)(h+2) — Wh(h+2) = W(h+1)(h+1) — W(h—1)(h+1)-

Mas pela hipétese de inducao temos wy41y(h41) — Wih—1)(h+1) = %, onde h é par. Logo,

h+4
W(h+2)(h+2) — Wh(h+2) = T

(h+1)+3
W(h4-2)(h+2) — Wh(h+2) = 9

Portanto, W((h+1)+1)((h+1)+1) — Wh((h+1)+1) é impar. Se h+2 é impar entao

W(h+2)(h+2) = 2w(h+1)(h+1) + Wh+2)(h+1) € Wh(h+2) = W(h—1)(h+1) T Wh(h+1) T W(h+1)(h+1)-
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Assim,

W(h+2)(h+2) — Wh(h+2) = 2w(h+1)(h+1) T Wh42)(h+1) = W(h—1)(h+1) — Wh(h+1) — W(h+1)(h+1)

W(h+2)(h+2) = Wh(h+2) = W(h+1)(h+1) T W(h+2)(h+1) — W(h—1)(h+1) — Wh(h+1)-

Mas pela hipotese de inducao temos wp1)(h+1) = Wh—1)(h+1) = %, onde h é impar. Logo,
h+ 4
W(h+2)(h+2) ~ Wh(ht2) = —5— + [W(ht2)(h1) — Wh(nt1))-

Mas pelo item(i) temos que W42)(h+1) — Wh(h+1) = 1 para j = h +1

h+3
W(h+2)(h+2) ~ Whih+2) = —5 +1
h+5
W(h42)(h+2) — Wh(h+2) = 9
(h+1)+4
W(h42)(h+2) — Wh(h+2) = 9
Portanto, w(h+1)+1)((h+1)+1) = Wh((h+1)+1) € Par. [

Os testes computacionais foram realizados no servidor do site do Colab, com uma
memoria principal de 8 GB e um processador de 64-bits. Além disso, foram realizados
testes no notebook da marca Positivo, com um processador Intel Dual Core de 64-bits,
meméria RAM de 4 GB, sistema operacional Windows e armazenamento de 128 GB.
Os cédigos dos testes, desenvolvidos na linguagem de programacao Python, estao no
apéndice deste trabalho. Através dos testes computacionais, podemos averiguar a matriz
adjacéncia, matriz quociente, matriz cadeia e o determinante da matriz cadeia das faixas

de benzenodides.

Na Tabela 4.1 temos o nimero maximo de hexagonos em funcao do tipo de arquitetura
de processador e quantidade de memoéria RAM. Como dito no paragrafo anterior, os testes
computacionais foram feitos numa arquitetura de processador de 64 bits e memorias de 4
GB e 8 GB. Estas limitagoes com relacao a quantidade de hexagonos, se deve basicamente
a quantidade de memoéria RAM e também a quantidade de digitos dos elementos da
matriz cadeia. A equacdo (4.6) exibe as operagoes elementares sobre a matriz cadeia e a

Figura 4.12 mostra o c6digo em Python correspondente a essas operagoes elementares.

Arquitetura (bits) | Meméria RAM (GB) | Ntimero de hexagonos
64 4 21
64 8 38

Tabela 4.1: Ntumero maximo de hexagonos.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Uma das tentativas encontrada para demonstrar o Teorema 4.2 foi escalonar a matriz

cadeia W),. A matriz equivalente obtida é uma matriz triangular superior, Sj.

Seja a matriz cadeia W), h > 3, aplicamos as seguintes operacoes sobre as linhas de
Wh € Mh+1<R):

12 Parte : Lh+37i — Lh+37i — Lh+17i> onde 2 < < h. (46)

Matriz resultante: Wy, = [wi;] € Mjp11(R).

12 caso: wj, =0 = L; <> Ljy1;
22 Parte : onde 1 <4 < h.
22 caso: ’LU;Z 7& 0 = Li+1 < Li+1 — L.

Matriz resultante: Sy, = [sij] € Mp41(R).

O escalonamento da matriz cadeia aplicando as operagoes elementares definida na equa-
¢ao (4.6), permite fazer a seguinte afirmacao: “O ntimero de autovalores principais de

uma Faixa benzenoide com ntimero de hexagono h > 3, ¢ igual a h ou h + 17

# primeira parte da operacoes com linhas
for i in range(-(numHexagono) ,-1):
print (£"{WGR} L{-1 * i+1}<-L{-1 * i+1}-L{-1 % i-1}")
WGR[-1 * i] = WGR[-1 * i] - WGR[-1 = i-2]
print ("")
# seguda parte da operacoes com linhas
for 1i in range (numHexagono):
if li<=numHexagono+1:
if WGRI[1li,lil==
print (£"{WGR} L{li+1}<->L{1li+1+1}")
WGR[[1i, 1i+1]1] = WGR[[1li+1, 1i]ll
cont_linhas_pulada += 1
else:
print (£"{WGR} L{1i+2}<-L{1i+2}-L{li+1}")
WGR[1i+1] = WGR[1i+1] - WGR[1l1i]

Figura 4.12: Coédigo em Python das operagdes elementares em W,.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Exemplo 4.2. Aplicando as operagoes elementares sobre a matriz cadeia Wy temos:

Wy =

Ezxemplificamos a sequir mais matrizes resultantes:

Wi

We

DWW NN o O O = N o O = O N o O W NN Lo N W NN

W NN W N W NN

4

(= S = W = S = N Ot 1 O~

(= JEN BN~ NEEPN B BN

ECEIN- PN B NS TS S

9
11
18
14
19

11
18

= W O N O

== NN O ©

9
11
18
14
19
14

11
18
14
19
14
19

20
27
33
37
47

20
27
33
10
4

20
7
23
10
4

20
23
7

4

20
27
33
37
47
38

20
27
33
37
47
38
47

Ls <+ Ls— L3
L3+ L3 — L
Lo < Lg

Ls <+ Ls— Ly

94

47
63
107
90
122
94
123

47
63
107
90
122

110
154
260
229
306
245
311

12

1

12

12

S5

SO O O O O =

Sg =

Sy =

SO O O O o o =

o O O O = N

o O O O O = N

S O O = W o

S O O O = W

S O = N O © S O O = N o OO =N o O = NN S NW NN

O O O~ N O ©

O R R W [ NS SURN S BT S o = ot

SO O = W e

9
11
18
14

1

11

S = N O ©

47
60
16
11

20
27
33
37
4

23

110
150
44
31
15

L4<—L4—L2

L2<—L2—L1

L4(—L4—L3
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- - 1 2 4 9 20 47 110 264
1 2 5 11 27 63 154 370
0 1 3 9 23 60 150 379
1 3 7 18 43 107 260 643
0 0 1 2 7 16 44 106
1 2 6 14 37 90 229 566
00 0 1 3 11 31 90
Wr= |1 3 7 19 47 122 306 780 >~ Sr=
00 0 0 1 4 15 47
1 2 6 14 38 94 245 617
00 00 0O 1 5 22
1 3 7 19 47 123 311 802
00 00 0 O 4
1 2 6 14 38 94 246 622
L . 0000 0 0 0 1]
[1 2 5 11 27 63 154 370 634 ] [1 2 4 9 20 47 110 264 634]
1 2 5 11 27 63 154 370 907 0 1 3 9 23 60 150 379 945
1 3 7 18 43 107 260 643 1579 0 0 1 2 7 16 44 106 273
1 2 6 14 37 90 229 566 1423 0 0 0 1 3 11 31 90 243
Ws= |1 3 7 19 47 122 306 780 1963 ~ Ss=10 0 0 0 1 4 15 47 141
1 2 6 14 38 94 245 617 1582 00 00 O 1 5 22 78
1 3 7 19 47 123 311 802 2041 00 00 0 0 1 4 18
1 2 6 14 38 94 246 622 1605 00 00 0 0 O 1 5
[1 3 7 19 47 123 311 803 2047 0000 0 0 0 0 1]
[1 2 5 11 27 63 154 370 634 1541 [1 2 4 9 20 47 110 264 634 1541]
1 2 5 11 27 63 154 370 907 2213 0 1 3 9 23 60 150 379 945 2368
1 3 7 18 43 107 260 643 1579 3909 0 0 1 2 7 16 44 106 273 672
1 2 6 14 37 90 229 566 1423 3542 0 0 0 1 3 11 31 90 243 657
- 1 3 7 19 47 122 306 780 1963 4968 ~ g 0 0 0 0 1 4 15 47 141 402
9 = = 9 =
1 2 6 14 38 94 245 617 1582 4004 00 00 0 1 5 22 78 260
1 3 7 19 47 123 311 802 2041 5228 00 00 0 0 1 4 18 60
1 2 6 14 38 94 246 622 1605 4088 00 00 0 0 O 1 5 24
1 3 7 19 47 123 311 803 2047 5258 00 00 0 0 O 0 1
1 2 6 14 38 94 246 622 1606 4094 | 0 000 0 0 0 0 0 ]

Observagoes 4.1. Para h > 3, considere a faiza F} e sua respectiva matriz cadeia
Wy, definida em (4.5). Apds a aplicagao das operagoes elementares descritas em (4.6),

observamos as sequintes propriedades sobre as matrizes Wy e Sp:

1 2 4 _—
1 2 5 *  *
01 3 *  *

(i) Dos Lemas 4.3 e 4.4, temos que a matriz W}, é da forma ;
00 1 * K
* *
00 0 * |

) . , . . . Sh—1 Chxa

h S On =
(ii) A matriz Sy, € uma matriz em bloco definida da segquinte forma: S , onde

O1xn a

a € R;

0, seh=1(mod 4),
(7ii) De acordo com o algoritmo da Figura 4.12, | det(W},)| =
1, caso contrdrio.
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Lema 4.5. Considere a matriz cadeia Wy, = W(Qp) e h > 3, entdo

) — det(Wy[{h+ 1}, {h}]) + L2 det(Wy,_1), se h é par;
det(W,) =
— det(Wy[{h+ 1}, {n}]) + @2 det(Wy,_1), se h é impar.

Demonstracio. Para h > 3, considere a matriz cadeia W},, onde h > 3. Vamos definir a

seguinte matriz linha R € M (r11)(R) que serd dado por

R = [(Wns1)1—wWh-1)1) (Whe1)2=0h-1)2) -+ (Wht1)(h) = Wh=1)(h)) (W(h41)(h+1) = W(h—1)(h+1))]

Pelos Lemas 4.3 e 4.4 podemos afirmar que wg,41); — wp—-1); = 0 para 1 < 7 < h —1,
M se (h+1) é par;
W(h+1)(h) = Wh—1)(h) = 1 € Wht1)(ht1) — Wh—1)(h+1) = b

3=, se (h+1) ¢é impar.

w;;, sei€{l,... h};

’

Seja W, = [wy;] € Mgy (R) definido por wy; =

J
vy, caso contrario.

Como det(W),) = det(W,) e aplicando a expansio de Laplace sobre a linha i = h + 1

. /
da matriz W), temos

h+1 o .
det(Wy,) = 3 ( (=)™ wp, ), det(Wal{h + 1}, {j}).
=1
Mas wzhﬂ)j =0 paraj€ {l,...,h— 1}, entao
det(W),) = [(=1) " wp,qy, det(Wi {41}, AP+ 1) P FOTOF D w40y det(Wa[{ht13, {h+13)].

Observe que Wi,[{h + 1},{h + 1}] = W},_;. Assim,
det(Wh) = det(W,,) = [= det(Wa[{h + 1}, {BID] + [(wni1)ns1) = win-1ynen) det(Wyo1)].

Logo,

. —det(Wy[{h+ 1}, {h}]) + "2 det(W),_1), se h é par;
det Wh =
—det(Wy[{h+ 1}, {h}]) + "2 det(W),_1), se h é fmpar.

O
O Teorema 4.2 determina a quantidade de autovalores principais em funcao do ntimero

de hexagonos de Fj, € F.

Teorema 4.2. O numero de autovalores principais de F, € F ¢é igual h, quando

h = 1(mod 4) e € igual a h+ 1 nos demais casos.
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Demonstragio. Sejam Fy, € F e Wy € Mu41)(R), onde h > 3. Se h # 4q + 1, pelo
item (iii) da Observagao 4.1 temos que o det(W},) # 0. Logo, o posto(W},) = h+ 1. Do
Teorema 3.10, o nimero de autovalores principais de F}, € F é igual h + 1. No caso de
h = 4q + 1, pelo item (iii) da Observagao 4.1, temos que det(W}) = 0. Do Lema 4.5,
temos

det(Wiygr2) = (2¢ + 3) det(Wygy1) — det(Wagi2[{4q + 3}, {4q + 2}]).

Como det(Wigy2) # 0 e det(Wygi1) = 0, segue que det(Way,io[{4q + 3}, {4q + 2}]) # 0.
Logo, posto(W},) = h. Do Teorema 3.10, o niimero de autovalores principais de F}, € F é

igual a h.



Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusao

Neste trabalho, pesquisamos as propriedades espectrais para uma determinada classe
de grafos quimicos. Inicialmente, modelamos as moléculas de hidrocarbonetos de benze-
noides aplicando a modelagem skeleton graph. A partir dessa modelagem obtivermos uma
subclasse de grafos quimicos para estudos denominados de faixas benzenoides. Essa sub-
classe diferencia das demais subclasses dos grafos benzenoides com relacao a quantidade
de vértices internos, sendo que as faixas benzenoides nao possuem nenhum vértice interno.
Na primeira etapa da pesquisa determinarmos expressoes explicitas para os autovalores
de F},, para cada h > 2 de F},. Para encontrar o espectro das faixas benzenoides tivermos
que escolher uma rotulacao, que denominamos de L, para F}, onde h > 2. Depois que
estabelecemos a rotulagao para as faixas benzenoides, mostramos a matriz adjacéncia de
F, € F. Com a matriz adjacéncia definida e aplicando as Proposicoes 2.16, 2.2 e 2.3 e
o Lema 4.1 podemos demonstrar o Teorema 4.1, que determina o espectro de Fj, h > 2.
A 1ltima etapa do trabalho apresentamos as possiveis quantidades de autovalores prin-
cipais em tal subclasse de grafos benzenoides. Para chegar neste resultado foi necessario
designar outra rotulagdao, chamada Lo, para F},, onde h > 2. A partir da rotulacao Lo,
podemos estabelecer uma particdo equilibrada para as faixas benzenoides e determinar a
matriz quociente com relacao a essa particdo e a matriz cadeia da matriz quociente de
Fy, € F, para h > 2. Por meio dos testes computacionais, desenvolvido na linguagem de
programacao python, foi possivel fazer uma anélise da matriz cadeia da matriz quociente
dessa subclasse de grafos benzenoides. Além disso, obtivermos resultados importantes
sobre essa matriz que permitiu determinar o nimero de autovalores principais das faixas

benzenoides.
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5.2 Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento da dissertacao foi notada a imensa variedade de linhas
de estudos a seguir. Como sugestoes para trabalhos futuros, expandir esta analise para
outras subclasses de grafos benzenoides com ntmero de vértices internos maior do que
zero, investigar as energias dessas subclasses de grafos e também pesquisar o espectro

para esta subclasse de grafos benzenoides aplicando a modelagem complete graph.
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Apéndice

# importacao de bibliotecas
import igraph as ig

import matplotlib.pyplot as plt
import math

import numpy as np
numHexagono = 41 # alteracoes do numero de hexagono

# Variaveis de inicializacoes

numArestasTotal = 5% numHexagono +1
h = numHexagono

numArestasExternas = 4*numHexagono+2
numArestasInternos = numHexagono-1

listaArestasLigadas =[]

contVertices = 0
listl = []

v =[]

P = [1]

for e in range(l,numArestasExternas):
listaArestaslLigadas.append([contVertices,contVertices+1])
contVertices += 1
listaArestasLigadas.append([listaArestasLigadas [0] [0],
listaArestasLigadas[len(listaArestasLigadas) -1][1]1])
for i in range(l,numArestasInternos+1):
if i == numArestasIntermnos:
k =0
alee
k = (3+2*numArestasInternos+5)+2x(i-1)

listaArestasLigadas.append ([5+(numArestasInternos -1)*2-2x(i-1), k])

#conversao dos vertices
def conversaoVerticesRotulacao(v):
for i in range (4xh+2):
if(i == v):
return listl[il
def conversaoVertices(v):
for i,vs in enumerate(listl):
if(vs == v):
return i
# transformacao de rotulacoes

def converterRotulacao (h):
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n =1

global 1listl

for i in range (4xh+2):
if i ==

0:
listl.append (5)

elif i == 5.
listl.append (6)
elif i == 1:
listl.append (i)
elif i == 2:
listl.append (3)
elif i == 3:
listl.append (4)
elif i == 4:

listl.append (2)
else:
listl.append (-1)
for p in range(h-1):
n+=1
for a in range (4*(numHexagono)+2):
if a != 1 or a != 3 or a != 4 or a != 2 or a !=5 or a
if a == 2*%n+1 and a !=5:
listi[a] = 4*n-2
elif a == 2xn+2:
listi[a] = 4*n
elif a == 2xn+3:
listi[a] = 4*n+2
elif a == 2xn+4:
listi[a] = 4*n+1
elif a == 2xn+b:
listi[a] = 4*n-1

elif a == 2*n+6:

s = -1

p =1

for valor in enumerate(listl[::-1]):
ni = len(listl)+s
if (valor [1] !'= -1):

break;
listl[ni] = 2xp +5
s -=1
p t= 1

g.vs["rotulacao"] = listl
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return g.vs["rotulacao"]

# particao equilibrada no grafo benzenoicos
def U(i):
return{2*i-1,2*i}
def W(i):
return{4*xh-2*xi-1,4*xh-2%i}
print (f"Particao equilibrada para o caso h = {h} e:")
for i in range(1,h+2):
u = U(i)
if (i==1):
w = W(i-1)
V.append (u.union (w))
elif (i==2):
V.append (u.union ({4*xh+1, 4xh+2}))
elif i == h+1:
V.append (u)
else:
w = W(i-2)
V.append (u.union (w))
print (£"V_{i} = {V[i-11}")
P.append (list (V[i-1]))

# Desenho do grafo benzenoico e sem a numeracao da rotulacao para
particao equilibrada

g = ig.Graph(n=4*(numHexagono)+2, edges=listaArestasLigadas)

novoRotulo = converterRotulacao (h)

layout = g.layout ("kk")

fig, ax = plt.subplots ()

ig.plot(g, layout=layout, target=ax,vertex_size=0.06,vertex_label_angle=
math.radians (-150) ,edge_width=1,bbox=(1000,1000) ,edge_color=[’red’],
vertex_color=[’blue’] ,novoRotulo_color=[’yellow’] ,vertex_shape="
circle")

plt.show ()

#matriz adjacente

matAdj = g.get_adjacency ()

# matriz quociente
MC = np.zeros((len(P),len(P)), dtype = int) # MC matriz quociente
for i in range(len(P)):

p = conversaoVertices (P[i] [0])

vs_x = g.neighbors (p)
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for vx in vs_x:
for j in range(len(P)):
if g.vs[vx][’rotulacao’] in P[j]:
MC[il[j] += 1

print (f"Matriz quociente para o caso M_{h}")
#A matriz cadeia de um grafo benzenoico
WG = [] # matriz cadeia

MCW = MC
len (MCW)

tam
e = np.ones (tam)
for i in range(tam):
if i==0:
WG.insert (i,e)
continue

elif i==

m np.dot (MCW,e)

else:

m np.dot (MCW, k)
k = m
WG.insert (i, m)
print (f"A matriz cadeia W(G) para o caso h = {h}")
WG = np.array(WG,dtype=int) .transpose ()
wG[[o, 111 = wG([[1, 0]]

WG

# operacoes com linhas sobre a matriz cadeia
WGR = np.array(WG) #converter uma lista num tipo numpy
cont_linhas_pulada = O

# primeira parte da operacoes com linhas

PEing (P secoooscoooosoososososoosoooosooooooooooooooosoonoos oSS

for i in range (-(numHexagono) ,-1):
print (£"{WGR} L{-1 * i+1}<-L{-1 * i+1}-L{-1 * i-1}")
WGR[-1 * il = WGR[-1 * i] - WGR[-1 * i-2]
print ("")
#seguda parte da operacoes com linhas
for 1i in range (numHexagono):
if li<=numHexagono+1:
if WGR[1i,lil==
print (£"{WGR} L{li+1}<->L{li+1+1}")
WGR[[1i, 1i+1]] = WGR[[1i+1, 1i]]

cont_linhas_pulada += 1
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else:
print (£"{WGR} L{1i+2}<-L{1i+2}-L{li+1}")
WGR[1i+1] = WGR[1i+1] - WGR[1i]
print ("")

#resultado da parte da matrz cadeia
print (f"Para W({numHexagonol}) temos a matriz cadeia igual a:")

print (WGR)

# Determinante da matriz cadeia
elementoDiagonal = 1
for i in range (WGR.shape [0]):
for j in range (WGR.shape [0]):
if i==j:
elementoDiagonal *= WGRI[i, j]
print (£"0 det (W({numHexagono})) = { (-1)**cont_linhas_pulada *

elementoDiagonall}")

with open("grafoBezenoides.txt", "a") as arq:

arq.write(f"\n Para h
N\n")

arq.write(f"\n Para h = {h} temos a matriz quociente: \n{MC}\n")

{h} temos a matriz adjacencia: \n{matAdj

arq.write(f"\n Para h = {h} temos a matriz cadeia: \n{WG}\n")
arq.write(f"\n Para h = {h} temos a matriz triangular superior da
matriz cadeia: \n{WGR}\n")
arq.write(f"\n Para h = {h} temos o determinante da matriz cadeia
\n{(-1) **cont_linhas_pulada * elementoDiagonall}\n")

ARG . TEABR (7 \@ —ccccccococosccsosocssoososssossonoosnoossnoos n")



