Universidade Federal Fluminense

JESSICA MOURA DA FONSECA

Novas Formulacoes em Diferencas Finitas para
a Equacao da Difusao-Conveccao com

Conveccao Dominante

VOLTA REDONDA
2025



JESSICA MOURA DA FONSECA

Novas Formulacoes em Diferencas Finitas para
a Equacao da Difusao-Conveccao com
Conveccao Dominante

Dissertacao apresentada ao Programa de
Poés-graduagao em Modelagem Computacio-
nal em Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal Fluminense, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Mo-
delagem Computacional em Ciéncia e Tec-
nologia. Area de Concentracdo: Modelagem
Computacional.

Orientador:

Gustavo Benitez Alvarez

Coorientador:

Cleyton Senior Stampa

UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE

VOLTA REDONDA
2025



Ficha catalogréafica automatica - SDC/BEM
Gerada com informacdes fornecidas pelo autor

F676n

Fonseca, Jessica Mura da

Novas Formul agbes em Di ferengcas Finitas para a Equacao
da Di fusédo- Convecgdo com Conveccdo Domi nante / Jessica
Moura da Fonseca. - 2025.

139 f.: il.

Oientador: Gustavo Benitez Alvarez.

Coori entador: O eyton Senior Stanpa.

Di ssertacdo (nestrado)-Universidade Federal Flunm nense,
Escol a de Engenharia Industrial e Metal irgica de Volta
Redonda, Volta Redonda, 2025.

1. Método de Diferencas Finitas. 2. Equacdo da Difusao-
Convecg¢do. 3. Convecc¢do Domi nante. 4. Equacdes

Diferenciais Parciais. 5. Producdo intelectual. |. Alvarez,
Gustavo Benitez, orientador. |l. Stanpa, Ceyton Senior,
coorientador. II11. Universidade Federal Flum nense. Escola de

Engenharia Industrial e Metal Grgica de Volta Redonda. |V.
Titul o.

CDD - XXX

Bibliotecério responséavel: Debora do Nascimento - CRB7/6368




Novas Formulacoes em Diferencas Finitas para a Equacgao da
Difusao-Convecgao com Convecgao Dominante

Jéssica Moura da Fonseca

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-graduacao em Modelagem Computacio-
nal em Ciéncia e Tecnologia da Universidade
Federal Fluminense, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Mo-
delagem Computacional em Ciéncia e Tec-
nologia. Area de Concentracio: Modelagem

Computacional.

Aprovada por:

Documento assinado digitalmente

“b GUSTAVO BENITEZ ALVAREZ
g Data: 10/01/2025 06:45:41-0300

Verifique em https://fvalidar.iti.gov.br

™ .o A ™ R N a] .
PrOf GUStaV Documento assinado digitalmente ,jT‘UFF (Orlentador)

“b CLEYTON SENIOR STAMPA
g Data: 14/01/2025 13:45:51-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Documento assinado digitalmente Prof. Cleyton Senior Stampa, D.Sc. / UFF (Coorientador)

“b TIAGO ARAUJO NEVES
g Data: 13/01/2025 06:43:13-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Documento assinado digitalmente

‘lb VANESSA DA SILVA GARCIA Prof. Tiago Araﬁjo Neves, D.Sc. / MCCT-UFF
g Data: 10/01/2025 09:41:08-0300
Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof®. Vanessa da Silva Garcia, D.Sc. /| MCCT-UFF

“b WELTON ALVES DE MENEZES
g Data: 13/01/2025 09:09:07-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof. Welton Alves de Menezes, D.Sc. / UFF

Documento assinado digitalmente
“b ISAMARA LANDIM NUNES ARAUJO
g Data: 13/01/2025 10:17:22-0300

Verifiaue em nEps/idar i govbr Prof?. Isamara Landim Nunes Aratjo, D.Sc. / UFF

Documento assinado digitalmente

ub JEFERSON OSMAR DE ALMEIDA
g Data: 13/01/2025 19:24:48-0300

Verifique em https://fvalidar.iti.gov.br

Pesq. Jeferson Osmar de Almeida, D.Sc. / COPPE-UFRJ

Volta Redonda, Janeiro de 2025.



Resumo

A Equacao da Difusao-Convecgao é uma Equagao Diferencial Parcial que descreve
o comportamento de sistemas fisicos sujeitos aos processos de difusao e convecgao, re-
sultando do acoplamento dessas duas equacoes fundamentais. Esta dissertacao aborda
a resolucao numérica de problemas de difusao-convecgao com conveccao dominante, um
desafio significativo em simulagoes numéricas de escoamentos de fluidos e no transporte
de calor e massa. Quando a convecgao prevalece sobre a difusao, as solugbes numéricas
enfrentam dificuldades devido a presenca de camadas limite, regioes onde ocorrem mu-
dancas abruptas na solugao. A aplicacao de métodos tradicionais, como os de elementos
finitos e diferencas finitas, frequentemente resulta em oscilagoes indesejadas e baixa pre-
cisao, a menos que sejam utilizadas malhas altamente refinadas, o que eleva os custos
computacionais. Neste contexto, o objetivo principal desta pesquisa foi desenvolver e
implementar novos esquemas de diferencas finitas, visando aumentar a precisao e a esta-
bilidade dos métodos sem a necessidade de refinamentos excessivos de malha. Para isso,
foram analisados esquemas numéricos existentes e introduzidas modificagoes e a criacao
de novos esquemas inéditos na tentativa de superar limitacoes conhecidas, como insta-
bilidades e oscilagoes indesejadas. Os novos métodos foram primeiramente validados em
problemas unidimensionais de difusao-convecc¢ao, em esténcil de trés pontos, onde alguns
esquemas apresentaram solugoes estaveis, superando métodos tradicionais em precisao,
como os Métodos de Diferencas Finitas Centradas e Upwind. Ainda em 1D, foram mos-
tradas as aproximacoes de cada método para as derivadas primeiras e derivadas segundas
para anélises de desempenho. Posteriormente, os esquemas foram adaptados e testados
em problemas bidimensionais, agora em esténcil de cinco pontos, com foco na avaliacao
do comportamento em situagoes mais complexas. Entre os métodos propostos, apenas
um dos esquemas destacou-se por oferecer melhores resultados em precisao e estabilidade,
enquanto outros métodos mostraram oscilagoes indesejadas, indicando a necessidade de
ajustes adicionais ou ainda, da criacao de novos esquemas. A pesquisa conclui que os es-
quemas propostos representam um avanc¢o na modelagem numérica da equacao de difusao-
convecgao, proporcionando alternativas eficientes e estaveis para a resolugao desse tipo de
problema.



Abstract

The Convection-Diffusion Equation is a Partial Differential Equation that describes
the behavior of physical systems subjected to the processes of diffusion and convection,
resulting from the coupling of these two fundamental equations. This dissertation addres-
ses the numerical solution of convection-diffusion problems with dominant convection, a
significant challenge in numerical simulations of fluid flow and heat and mass transfer.
When convection prevails over diffusion, numerical solutions face difficulties due to the
presence of boundary layers, regions where abrupt changes in the solution occur. The ap-
plication of traditional methods, such as finite elements and finite differences, often results
in undesired oscillations and low accuracy, unless highly refined meshes are used, which
increases computational costs. In this context, the main objective of this research was
to develop and implement new finite difference schemes, aiming to improve the accuracy
and stability of the methods without the need for excessive mesh refinements. For this,
existing numerical schemes were analyzed, and modifications and the creation of novel
schemes were introduced in an attempt to overcome known limitations, such as instabili-
ties and undesired oscillations. The new methods were first validated in one-dimensional
convection-diffusion problems, using a three-point stencil, where some schemes presented
stable solutions, surpassing traditional methods in terms of accuracy, such as Central and
Upwind Finite Difference Methods. In 1D, the approximations of each method for the
first and second derivatives were also shown for performance analysis. Subsequently, the
schemes were adapted and tested in two-dimensional problems, now using a five-point
stencil, with a focus on evaluating their behavior in more complex situations. Among the
proposed methods, only one of the schemes stood out by offering better results in terms
of accuracy and stability, while other methods exhibited undesired oscillations, indicating
the need for further adjustments or even the creation of new schemes. The research con-
cludes that the proposed schemes represent an advancement in the numerical modeling
of the convection-diffusion equation, providing efficient and stable alternatives for solving
this type of problem.
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3.1 Caso Unidimensional 19
fonte.
e Método de Diferengas Finitas Centradas Classico (CC):
Este é o esquema classico onde a derivada primeira é aproximada por:
du 1
— o~ —(Upsy — U;_4). 3.2
M s o U = Vi) 32
E o esténcil final é dado por:
D v 2D D
<_ﬁ_ﬁ) Ui 1+(h2>Ui+<—h2+ h) i1 = fi. (3.3)
e Método de Diferengas Finitas Upwind:
Aproximacao para a derivada primeira retardada:
du 1
—(U; = Ui 3.4
S (Ui = Ui) (3.4)
Aproximacao para a derivada primeira adiantada:
du 1
~ — Uz - Uz . 3.5
A (35
Assim, a equacao final do esténcil utilizando a aproximacao retardada é:
D v 2D w D
(_ﬁ - E) Ui-1 + (h2 h) Ui + < h2> i1 = [ (3.6)
E a equagao final do esténcil utilizando a aproximacao adiantada é:
D 2D v D
—— | Ui ———- U — ; - 3.7
(i) v (G =7 vt (o 5 ) v =5 &0
e Novo Esquema 1 (NE-1):
Este esquema utilizou a aproximagao:
du 1
— =~ —(U;_1 — 4U; 1) .
dr 2h(Ul 1 Ul + 3UZ+1) (3 8)
Assim, a equacao final do esténcil é:
D 2D v D 3v
—— U — —— U — f - 3.9
(i) v (=) v (o) om0 oo

e Novo Esquema 2 (NE-2):
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Aproximacao para a derivada primeira:

duNl

T~ g (Uit = Wi+ 3Up). (3.10)

A equacao final do esténcil é:

D v 2D v D 3v
<_ﬁ_ﬂ) Uz 1+ <ﬁ_%> Ul—i‘ (—m‘i‘ﬁ) i+1 — fz' (311)

e Novo Esquema 3 (NE-3):
Aproximacao para derivada primeira:

du 1

Assim, a equacao final do esténcil é:
D 3v 2D v D v
=z Sl I A (e . 1
( - 4h)UH+(h2+ h)Uz+< h2+4h) 1= fi (3.13)

e Novo Esquema 4 (NE-4):

Aproximacao para derivada primeira:

du 1 vh vh vh
o ((ap ) oo () o (i) o) o

A equacao final do esténcil é:

D v [ —vh
(Bl

2D v? D v [—vh
+(W+E)U+( h_—i_%(ﬁ_’_l)) i+1 — fz- (315)

e Novo Esquema 5 (NE-5):

Aproximacao para derivada primeira:

d 1

Equagao final do esténcil:

D v 2D D 3
= U - . 1
( 3 8h)Uzl+(h2+4h)U+( h2+8h) i1 = fi (3.17)

e Novo Esquema 6 (NE-6):
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Assim, a equacao do esténcil com aproximagao retardada é:

D () D

2D 2D U1 D D
(_h_g - h—z + h_ hy> Uij+ ( h2) Uit (—h—z) i1 = fij- (3.40)

E a equacao do esténcil com aproximacao adiantada é:

D) D 2D 2D u v
-2\ u 1+( )U21-+(————————)Ui,+
(h; - h2 g h2 o hz o h, hy)

D D v
+ (_ﬁ + h ) Ui+1,j (_ﬁ =+ h_z) i,j+1 — fzy (341)

Y

e Novo Esquema 1 (NE-1-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relagao a x e y:

ou 1

3_1; ~ ﬁ(Ui*I,j - 4U7,,j + 3Ui+1,j)7 (342)

ou 1

8_y ~ ﬁ(Ui’j_l — 4Ui’j + 3Ui7j+1). (343)
Y

Assim, a equacao final do esténcil é:

D (%) D 2D 2/(}1 2D 2/(]2
=+ 2\ U+ ——= Ui+ = -2+ = -2\ Uy
( h§+2hy) ’Jﬁ( h2+2h) 1’j+(h§ hx+h§ hy) Al

D 3’01 D 37}2
+ <_h_§ + %) Ui+1,j (—h—Z + 2_hy) 1,5+1 — fzy (344)

e Novo Esquema 2 (NE-2-2D):
Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1

EEiam (=Uic1j —2Uij + 3Uiy1 ). (3.45)

ou 1

8_y A E(—Um,l —2U;; + 3U; j11). (3.46)
y

A equacao final do esténcil é:
D (%] D (%] 2D V1 2D (%)
( 2 4hy>Uj 1+( h2+4hx)U 1’j+(h§ oh, | B2 2hy> Al

D 3y D 3vs
+ <_ﬁ + 4hz) Uit (_h_§ + E) ij+1 = fij- (3.47)

Y



3.2 Caso Bidimensional 25

e Novo Esquema 3 (NE-3-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

8u~ 1

% ~ (—3UZ‘_17]‘ +2U;; + Ui+1,j)- (348)
ou 1
TR —(=3Uij1 + 2Ui; + Uiji1)- (3.49)

Assim, a equacao final do esténcil é:

D 3uv, D 3u 2D o 2D Vs

D D V2
+ <—F + 4h ) Ui+1,j (—h—3 + 4_]%) ,j+1 — fz] (350)

e Novo Esquema 4 (NE-4-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1 v1hy vh vh,
oz 2h, (( 2D ) Uimrg + (D) Uig + ( 2D ) U”“) (3:51)
ou 1 Ughy ’U2h Uth
(2 e () 0 () u).
A equacao final do esténcil é:
D V2 UQh D U1 Ulhx
_= -2 1 f _ 1 Ay
(= Gi) (55 =) ) v (i K%) (55 )] o
2D v} 2D v D Uiy
i T O f 1 oy
(h%+2D+h2+2D Ui, + “ ) Ui+

D r

e Novo Esquema 5 (NE-5-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1
or = g (Ui + 20 + Ui ). (3.54)
u 1
T~ (=5Ui oy +2Us; + 3Us ). (3.55)

Oy  8hy
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(ny) o" U(JZ'Z, y])
N S A YA 3.65
ulvj ay ( )
Para calcular o ETL em duas dimensoes utiliza-se as equagoes:
h2 3x h dx h
UZ+1]—u”+u h—l—u )2+u53)6+ Ej)%—l—(?(hs) (3.66)
2 3
_ a0, el @l an bt 5
Ui*l,j = 'LLI'J — ui,j h + uzj ? — ui,j E +u Z] 24 + O(h ) (367)
(1 2 h 3 h3 4y) h
Usjir =t +ul P+ ul? 5+ u;jy)E +ul™ = 5 o). (3.68)
_ ay ool eph® ey bt 5
Ui,jfl = U5 — um h + uz’,j 9 uz] 6 +u zy 24 + O(h ) (369)
Assim, foram obtidos os seguintes resultados:
e Método Diferencas Finitas Centradas Classico (CC-2D):
(3 ) (3y)y 1,2 1147 (4y) 2
viw; ;0 +veuy )b .. +u; 7 )Dh
Tij = o g 7 L i) +O(h?). (3.70)
6 12
e Método Diferencas Finitas Upwind (2D):
Retardado:
(v1u; ( v) 4 U2u2(2]y)>h (vluz(-?jx) + vzul(.iy))Dm
Ti,j = — + -
2 6
D™ +ul"n? (0™ + vpul)p?
- L - O(hh). 3.71
Adiantado:
(vluﬁx) + vzu?j’))h (vlu( ) 4 vy u; 3y )Dh2
Ti,j = : : +
2 6
W™ ™ Dh2 (0rul? 4 vl
- - O(hh). 3.72
D + o +O(h7) (3.72)
e Novo Esquema 1 (NE-1-2D):
(3 ) (3y) 2
viw; 0 +veuy )b
Tig = (v1u; (22 )—l—v u(Qy))h—l—( & 5 ) +
(4z) (4y) 2 (4z) (4y)\7.3
—(u; "+, )Dh* + (nu, ;" + veu, )b
+ ( 2,7 2,7 ) ( 1 7,7 2 7,7 ) +O(h4) (373)

12
















































































































































