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Resumo

A Equacao da Difusao-Convecgao é uma Equagao Diferencial Parcial que descreve
o comportamento de sistemas fisicos sujeitos aos processos de difusao e convecgao, re-
sultando do acoplamento dessas duas equacoes fundamentais. Esta dissertacao aborda
a resolucao numérica de problemas de difusao-convecgao com conveccao dominante, um
desafio significativo em simulagoes numéricas de escoamentos de fluidos e no transporte
de calor e massa. Quando a convecgao prevalece sobre a difusao, as solugbes numéricas
enfrentam dificuldades devido a presenca de camadas limite, regioes onde ocorrem mu-
dancas abruptas na solugao. A aplicacao de métodos tradicionais, como os de elementos
finitos e diferencas finitas, frequentemente resulta em oscilagoes indesejadas e baixa pre-
cisao, a menos que sejam utilizadas malhas altamente refinadas, o que eleva os custos
computacionais. Neste contexto, o objetivo principal desta pesquisa foi desenvolver e
implementar novos esquemas de diferencas finitas, visando aumentar a precisao e a esta-
bilidade dos métodos sem a necessidade de refinamentos excessivos de malha. Para isso,
foram analisados esquemas numéricos existentes e introduzidas modificagoes e a criacao
de novos esquemas inéditos na tentativa de superar limitacoes conhecidas, como insta-
bilidades e oscilagoes indesejadas. Os novos métodos foram primeiramente validados em
problemas unidimensionais de difusao-convecc¢ao, em esténcil de trés pontos, onde alguns
esquemas apresentaram solugoes estaveis, superando métodos tradicionais em precisao,
como os Métodos de Diferencas Finitas Centradas e Upwind. Ainda em 1D, foram mos-
tradas as aproximacoes de cada método para as derivadas primeiras e derivadas segundas
para anélises de desempenho. Posteriormente, os esquemas foram adaptados e testados
em problemas bidimensionais, agora em esténcil de cinco pontos, com foco na avaliacao
do comportamento em situagoes mais complexas. Entre os métodos propostos, apenas
um dos esquemas destacou-se por oferecer melhores resultados em precisao e estabilidade,
enquanto outros métodos mostraram oscilagoes indesejadas, indicando a necessidade de
ajustes adicionais ou ainda, da criacao de novos esquemas. A pesquisa conclui que os es-
quemas propostos representam um avanc¢o na modelagem numérica da equacao de difusao-
convecgao, proporcionando alternativas eficientes e estaveis para a resolugao desse tipo de
problema.



Abstract

The Convection-Diffusion Equation is a Partial Differential Equation that describes
the behavior of physical systems subjected to the processes of diffusion and convection,
resulting from the coupling of these two fundamental equations. This dissertation addres-
ses the numerical solution of convection-diffusion problems with dominant convection, a
significant challenge in numerical simulations of fluid flow and heat and mass transfer.
When convection prevails over diffusion, numerical solutions face difficulties due to the
presence of boundary layers, regions where abrupt changes in the solution occur. The ap-
plication of traditional methods, such as finite elements and finite differences, often results
in undesired oscillations and low accuracy, unless highly refined meshes are used, which
increases computational costs. In this context, the main objective of this research was
to develop and implement new finite difference schemes, aiming to improve the accuracy
and stability of the methods without the need for excessive mesh refinements. For this,
existing numerical schemes were analyzed, and modifications and the creation of novel
schemes were introduced in an attempt to overcome known limitations, such as instabili-
ties and undesired oscillations. The new methods were first validated in one-dimensional
convection-diffusion problems, using a three-point stencil, where some schemes presented
stable solutions, surpassing traditional methods in terms of accuracy, such as Central and
Upwind Finite Difference Methods. In 1D, the approximations of each method for the
first and second derivatives were also shown for performance analysis. Subsequently, the
schemes were adapted and tested in two-dimensional problems, now using a five-point
stencil, with a focus on evaluating their behavior in more complex situations. Among the
proposed methods, only one of the schemes stood out by offering better results in terms
of accuracy and stability, while other methods exhibited undesired oscillations, indicating
the need for further adjustments or even the creation of new schemes. The research con-
cludes that the proposed schemes represent an advancement in the numerical modeling
of the convection-diffusion equation, providing efficient and stable alternatives for solving
this type of problem.
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Capitulo 1

Introducao

A Equagao da Difusao-Convecgao é uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) ampla-
mente utilizada para descrever fendmenos fisicos que envolvem simultaneamente os pro-
cessos de difusao e conveccao. Esse modelo matemaético resulta do acoplamento de duas
equagoes fundamentais e é aplicado em diversas areas da engenharia e das ciéncias, como
na modelagem de escoamentos de fluidos, transferéncia de calor e transporte de massa

[21, 7, 13]. Na sua forma estacionaria, a equagao é dada por:

=—DAu+v-Vu em Q,
d (1.1)

u=g em 0f),

onde u representa a varidvel de interesse (como temperatura ou concentragdo), D é o
coeficiente de difusividade, v é o campo de velocidade, f é o termo fonte, g representa as

condicoes de contorno e €2 denota o dominio computacional.

Problemas dominados pela convecgao, como escoamentos em alta velocidade e trans-
porte em reatores quimicos ou processos de transferéncia de calor forcada, sao notoria-
mente desafiadores devido & presenca de camadas limite. Essas regioes, caracterizadas
por variagoes abruptas na solugao, impoem dificuldades significativas a estabilidade e a
precisao de métodos numeéricos classicos, como os Métodos de Diferengas Finitas e de

Elementos Finitos.

A aplicacao desses métodos em suas formulacoes tradicionais frequentemente resulta
em oscilagoes numéricas indesejadas e baixa precisao, especialmente na auséncia de malhas
altamente refinadas, que acarretam elevados custos computacionais |22, 19, 12]. Para
superar essas limitagoes, diversas abordagens tém sido propostas tanto no ambito de

Elementos Finitos quanto em Diferencas Finitas.
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No contexto de Elementos Finitos, estratégias como formulacoes Galerkin desconti-
nuas e métodos hibridos que combinam formulagoes continuas e descontinuas tém sido
exploradas para mitigar instabilidades em problemas de convec¢ao-difusao [10, 9]. Embora
tais abordagens tenham apresentado avancgos notaveis, sao frequentemente associadas a

maior complexidade de implementagao.

Por outro lado, os Métodos de Diferencas Finitas permanecem amplamente utilizados
devido & sua simplicidade, eficiéncia e facilidade de aplicacao em malhas estruturadas.
Nesse contexto, esforgos significativos tém sido direcionados ao desenvolvimento de es-
quemas de alta ordem e estratégias hibridas, visando aprimorar a precisao e estabilidade
desses métodos |14, 5, 24, 11, 16].

Nesta dissertacao, o foco recai sobre o desenvolvimento de novos esquemas de diferen-
cas finitas voltados a solucao numérica da Equacao da Difusao-Conveccao em situagoes
onde a convecgao ¢ o fendmeno predominante. O objetivo é aprimorar a precisao e esta-
bilidade dos métodos numéricos, reduzindo a necessidade de refinamentos excessivos de

malha e, consequentemente, os custos computacionais.

Para tal, esquemas existentes foram analisados criticamente, introduzindo-se modifi-
cagoes e propondo-se novos métodos capazes de mitigar oscilagoes e instabilidades observa-
das em abordagens convencionais. Os métodos desenvolvidos foram validados inicialmente
em problemas unidimensionais, empregando esténceis de trés pontos, e posteriormente

adaptados para problemas bidimensionais, utilizando esténceis de cinco pontos.

Resultados comparativos com métodos cléssicos, como Diferencas Finitas Centradas
e Upwind, evidenciam os ganhos obtidos em termos de precisao e estabilidade em dife-
rentes cenérios. Entretanto, algumas limitagoes ainda foram identificadas, indicando a

necessidade de ajustes adicionais e o potencial para futuros aprimoramentos.

A dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2, apresenta-se uma
fundamentagao tedrica sobre a Equacao da Difusao-Conveccao e os Métodos de Diferencas
Finitas. O Capitulo 3 descreve os novos esquemas numeéricos desenvolvidos. O Capitulo 4
traz a analise detalhada dos resultados obtidos. Por fim, no Capitulo 5, sao apresentadas

as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

2.1 Equacao Difusiva-Convectiva

A Equacao da Difusao-Conveccao desempenha um papel crucial em muitos fendémenos
de engenharia e fisica, pois é usada para modelar e resolver problemas de transporte
em diversas areas, como poluicao do ar e de lencois freaticos, fluxo em reservatorios de
petroleo, modelagem de semicondutores, entre outras aplicagoes [7]. A equagao é descrita
por:

ou

a%—TJ’-Vu:V-(DV)u%—f, (2.1)

ou

ou ou ou

em que u se trata de uma quantidade fisica de interesse, ¥ é um campo vetorial, D

representa viscosidade ou difusividade e f é uma fonte dentro do dominio estipulado.

A solugado da equagao (2.1) é uma funcdo u(x,y,t) que varia conforme o tempo em
um dominio 2 C R?, com  aberto e limitado, no qual o contorno I' é suave e definido
[10].

Quando % = 0, diz-se que a Equagao da Difusao-Convecgao é estacionéria e depende
somente de suas varidveis espaciais. A partir disso, a equacao (2.1) pode ser reescrita

como abaixo, sendo identificada como uma equacao diferencial parcial eliptica [13, 7].

—DAu+v-Vu=f. (2.3)
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Em muitos problemas de difusao-conveccao, o coeficiente de conveccao é significati-
vamente maior que o de difusao, caracterizando problemas dominados por conveccao ou
singularmente perturbados. Esta relagao entre os coeficientes é descrita pelo namero de
Péclet, que é definido como a razao entre os termos de transporte convectivo e difusivo

[20, 7]. Matematicamente, o namero de Péclet em uma dimensao (Pe) ¢ dado por:

vh
Pe=— 2.4
o= (2.4)

onde h é o espacamento da malha. Para Pe >> 1, a convecgao domina sobre a difusao,

enquanto para Pe << 1, a difusao é mais significativa.

Em duas dimensoes, tem-se o Pe,, Pe, e o Pe, respectivamente representados abaixo

pelas equagoes (2.5) a (2.7).

Ulhx
Pe, = ) 2.
e 5D (2.5)
_ U2hy
Pe, 5D (2.6)

2 2
\/ Ui +vsh
Pe= Y212 2.7
5D (2.7)

Em relacao as solugoes desta equacao, o capitulo 4 traz algumas solugoes exatas para
o caso de uma dimensao. Ja para duas dimensoes, h& poucas solugoes exatas gerais, tudo

dependera da geometria, coeficientes e condigoes de contorno [3].

As solugoes numéricas desses problemas enfrentam sérias dificuldades devido & pre-
senca de camadas limite, que sao pequenas regioes caracterizadas por variacoes abruptas
nas derivadas da solucao. Essas camadas tornam os métodos tradicionais de Elemen-
tos Finitos ou Diferengas Finitas inadequados para esses problemas, pois podem gerar

oscilagoes espurias e baixa precisao [22, 19, 12].

Para mitigar esses problemas, é necessario introduzir malhas refinadas nas regioes
onde as camadas limite estao presentes, utilizando estratégias de refinamento de malha
adaptativo. No entanto, essa abordagem deve ser implementada com cautela para evitar

a propagacao de erros para areas onde o refinamento nao é necesséario, o que poderia

acarretar custos computacionais excessivos [18, 4, 17].

Assim, o desenvolvimento de métodos numéricos que minimizem as oscilagoes espt-
rias e a suavizacgao excessiva tem se tornado um objetivo central. Esses métodos devem

considerar tanto a robustez quanto o custo computacional, especialmente ao lidar com os
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grandes sistemas lineares que surgem de problemas fisicos complexos [14, 5, 15].

2.2 Meétodo de Diferencas Finitas

O Método de Diferengas Finitas ¢ uma técnica amplamente utilizada para a discre-
tizacao de problemas continuos. FEle envolve a definicao das variaveis de interesse em
pontos discretos distribuidos ao longo de uma malha que cobre o dominio da equacao.
Fundamentado no Teorema de Taylor, o método aproxima as derivadas e os termos de
uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) por meio de séries de poténcias, resultando em
um esquema de Diferencgas Finitas que fornece uma solugdo numérica aproximada [19, 22|.
A precisao dessa aproximacao depende da ordem das séries de Taylor e da resolucao da
malha, de modo que uma malha mais refinada pode melhorar a precisao, embora com um

aumento no custo computacional.

Neste processo, a regiao da EDP é mapeada por meio de uma malha discreta, onde a
variavel dependente é aproximada a partir dos valores de solucao em pontos vizinhos. As
derivadas parciais da EDP sao entao estimadas utilizando o Teorema de Taylor, resultando
em um sistema de equagoes que pode ser resolvido numericamente [20, 14]. Esse proce-
dimento converte o problema continuo em um sistema de equacoes lineares, fornecendo a

solugao aproximada da EDP.

Uma das principais vantagens do Método de Diferengas Finitas é a sua simplicidade
tanto conceitual quanto pratica, o que o torna particularmente eficiente para dominios
de geometria simples, como retangulos. Quando malhas uniformes sao empregadas, as
matrizes geradas apresentam uma estrutura esparsa, facilitando a solugao do sistema
linear [26, 25, 4]. Em casos que envolvem geometria mais complexa, o método pode ser
aprimorado com técnicas de adaptacao de malha, permitindo alcancar alta precisao sem

impor um custo computacional elevado [4, 17].

Em relagao a aproximacao das derivadas, as fungoes no Método de Diferencas Finitas
utilizam o polindémio de Taylor para interpolar a funcao u em torno de um ponto arbi-
trario x. A partir dessa interpolacao, sao obtidas aproximagcoes para as derivadas, que
dao origem a diferentes esquemas de discretizacao, cada um com suas caracteristicas de

precisao |14, 25].

Seja uma funcao u : 2 C R — R pertencente a C'*° sendo €2 o dominio, x um ponto
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no interior de tal dominio e o ponto = + h € €):

h2 h3 hnfl
. / me N me N n—1 n
w(x + h) = u(z) +u'(z)h +u"(x) T (z) i +tu (x)—(n_ 0 +O(h"™). (2.8)
Para um ponto x — h € Q:
(0~ ) = ul@) — w@h+ () e @) 1w @) o, (29)
u(z =u(z) —u(z u'(z) 57 —u"(w)5; u $(n—1)‘ . (2.

onde
u™ (z + 0,h)h"

n!

O(h") =

com 0 <6, <1VneN (2.10)

Desconsiderando o termo O(h") e truncando o lado direito, obtém-se uma aproxima-

¢ao para u(z + h) com erro igual a O(h™).

Em diferengas finitas, deve-se conhecer o valor u nos pontos da malha e substituir as
derivadas parciais da EDP para resolver por aproximacao nestes pontos. Tomando-se a

equagao (2.8) e isolando a primeira derivada, tem-se:

/ o u<I + h) B U(JT) h " h2 "
u'(z) = h — 5 (x)—yu () —.... (2.11)

Admitindo-se erro de truncamento com precisao de primeira ordem, tem-se

x+h)—u(x)
h

u

u'(z) = ( + O(h). (2.12)
A equacgao (2.12) é chamada de aproximagao adiantada ou avangada (forward) de
primeira ordem para derivada primeira. De maneira analoga e utilizando a equagao (2.9),
é possivel obter o esquema para a expressao chamada de retardada ou atrasada (backward).

u(x) —u(x — h)
h

u'(z) =

+ O(h). (2.13)

Os erros de truncamento para ambos os esquemas sao representados por O(h) sendo
de primeira ordem. Ha ainda mais um esquema bastante utilizado, que possui erro de
segunda ordem, ou seja O(h?), sendo mais preciso que os anteriores. E chamado de

aproximacao centrada (centered), obtido através da subtragao e posterior manipulagao

das equacoes (2.8) e (2.9).

;o u(x4h) —u(x —h) 5
u(z) = 57 + O(h7). (2.14)
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O dominio ¢é representado de forma particionada, onde analisa-se a solucao de forma
pontual. Dé-se o nome para cada ponto do dominio de n6 e a distancia entre eles sera
chamada de h. Para facilitar a escrita, pode-se reescrever as aproximagoes para as primei-
ras derivadas obtidas acima com indices convenientes, assim, u(z + h) pode ser reescrito
como U1, u(z — h) pode ser reescrito como U;_; e ainda, u(x) pode ser reescrito como

U;. Assim, desprezando o erro de truncamento, pode-se escrever:

Figura 2.1: Malha unidimensional [8|.

Adiantada:

Z—Z ~ —U”lh_ Ui (2.15)
Retardada:

Z—Z Nl _hU"‘l. (2.16)
Centrada:

du Y~ Ui (2.17)

der 2k

As derivadas de segunda ordem também podem ser aproximadas utilizando as relagoes
obtidas de forma analoga as utilizadas para obter as formulagoes das derivadas de primeira
ordem. Porém, neste caso, truncam-se as equagoes (2.8) e (2.9) ap6s o termo que contém
a segunda derivada e, em seguida, somam-se termo a termo. Resultando nas seguintes

aproximacoes para as segundas derivadas:

Adiantada: dg_u N Ui — 2U;q + Upps (2.18)
A2 h? ' |

Retardada: dg_u N U, —2U; 1 +U; (2.19)
A2 h? ' |

Centrada: dg_u N U1 — 2U; + U;_4 (2.20)
A2 h? ' |

Para o caso bidimensional utiliza-se o raciocinio analogo, porém dessa vez serao utili-
zados quatro vizinhos, ao invés de apenas dois, como no caso unidimensional. Nesse caso
tem-se uma funcio u(x,y) com u : 2 C R? — R pertencente a C*, sendo = e y pontos

interiores ao dominio Q2 com (z + hy) e (y + hy):
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h2
u(@ + heyy) = ulz,y) + o' (@, y)he + 0" (2,y) 57 + O(h3). (2.21)
h2
wx — hy,y) = u(z,y) —u'(x,y)he + u”(x)Q—T + O(h3). (2.22)
h2
u(x,y + hy) = u(z,y) +u'(x,y)hy +u’(2, y)Q—‘Z,/ +O(hy). (2.23)
h2
u(z,y — hy) = u(x,y) —u'(x,y)h, + u”(x)Q—g" + O(hz). (2.24)

Através de manipulagoes nas equagoes (2.21) e (2.24) chega-se nas aproximagoes das
derivadas de primeira e segunda ordem em duas dimensoes. Nesse contexto, o dominio é
representado por dois indices, i e j. E importante observar que esta sendo considerada
uma malha uniforme, onde os espagamentos entre os nés em x e y sao iguais a h, e h,,

respectivamente.

he &3 he

I
I
I
|
|
i+l
|
|
|
I
I

|
I
I
I
. |
z—l,g,
I
I
1
1
|

Figura 2.2: Malha bidimensional [8|.

Entao, para a primeira derivada, sao obtidas as seguintes aproximacoes:

Adiantadas:
% N Umh—m—Ug ' (2.25)
g_Z N Ug%y—lfg ' (2.26)
Retardadas:
% N % . (2.27)
Ou Ui = Uij1. (2.28)

dy - hy,
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Centradas:
ou Uit j Uiflj
T 2.29
ox 2h, ( )
ou UijJrl - Uijfl
— T 2.30
oy 2h, ( )
Para as segundas derivadas:
Adiantadas: ,
0“u Uij—2U1~+1j+Ui+2j
~ : = 2.31
ox? (hsz)? (2.31)
Pu Uy —2Uij +Uijio
~ 2 - SR 2.32
y? (hy)2 ( )
Retardadas: ,
0°u Uij—2Ui_1j+Ui—2j
~ — : = 2.
Ox? (hs)? (2.33)
82u Uij — 2Uij_1 + Uij_g
~ — : == 2.34
dy? (hy)2 ( )
Centradas: )
Pu Uppry —2U;; + Uimy
~ ’ : = 2.
0x? (hy)? (2.35)
82u - Ui,j—i—l — 2Ui7j + Ui,j—l (2 36)
dy? (hy)z ‘

O esquema conhecido como Upwind é caracterizado pelo uso de uma aproximagcao

avancada ou atrasada de primeira ordem para o termo convectivo, e uma aproximagao

centrada de segunda ordem para o termo difusivo. Este método é aplicavel tanto a pro-

blemas unidimensionais quanto bidimensionais. Ao empregar o esquema Upwind, ocorre

a introducao de falsa dispersao numérica, o que resulta em solucoes aproximadas com

maior suavizagao |7|.



Capitulo 3

Novos Esquemas em Diferencas Fi-
nitas

Os novos esquemas desenvolvidos nesta dissertacao foram desenvolvidos de maneira
semelhante ao utilizado em [8], motivados pela intencao de gerar esquemas linearmente
independentes (LI), com o objetivo de estabelecer uma base para o método denominado
Método Completo, conforme descrito também em [8, 2, 1|. Esses esquemas podem ser
interpretados como médias no entorno do ponto i, seguindo a logica de aproximacoes

locais para a resolu¢ao numérica das equagoes envolvidas.

A formulacao dos métodos contempla a obtencao de aproximagoes para a derivada
primeira, enquanto para a derivada segunda foi empregado o esquema de diferencas fi-
nitas centrado de segunda ordem. No caso bidimensional, foram realizadas adaptacoes
especificas para ampliar a aplicabilidade dos métodos originalmente desenvolvidos para

problemas unidimensionais.

3.1 Caso Unidimensional

3.1.1 Novos Esquemas de Diferencas Finitas

A forma do esténcil em uma dimenséo ¢ escrito como na equagao (3.1), que caracteriza

uma equagcao matricial da forma MU = F.
AUZ;l + BUZ + CUZ'+1 - fi; (31)

onde A sao os elementos da diagonal inferior, C' sao os elementos da diagonal superior, B

representa os elementos da diagonal principal da matriz M, e F' representa o vetor termo
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fonte.
e Método de Diferengas Finitas Centradas Classico (CC):
Este é o esquema classico onde a derivada primeira é aproximada por:
du 1
— o~ —(Upsy — U;_4). 3.2
M s o U = Vi) 32
E o esténcil final é dado por:
D v 2D D
<_ﬁ_ﬁ) Ui 1+(h2>Ui+<—h2+ h) i1 = fi. (3.3)
e Método de Diferengas Finitas Upwind:
Aproximacao para a derivada primeira retardada:
du 1
—(U; = Ui 3.4
S (Ui = Ui) (3.4)
Aproximacao para a derivada primeira adiantada:
du 1
~ — Uz - Uz . 3.5
A (35
Assim, a equacao final do esténcil utilizando a aproximacao retardada é:
D v 2D w D
(_ﬁ - E) Ui-1 + (h2 h) Ui + < h2> i1 = [ (3.6)
E a equagao final do esténcil utilizando a aproximacao adiantada é:
D 2D v D
—— | Ui ———- U — ; - 3.7
(i) v (G =7 vt (o 5 ) v =5 &0
e Novo Esquema 1 (NE-1):
Este esquema utilizou a aproximagao:
du 1
— =~ —(U;_1 — 4U; 1) .
dr 2h(Ul 1 Ul + 3UZ+1) (3 8)
Assim, a equacao final do esténcil é:
D 2D v D 3v
—— U — —— U — f - 3.9
(i) v (=) v (o) om0 oo

e Novo Esquema 2 (NE-2):
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Aproximacao para a derivada primeira:

duNl

T~ g (Uit = Wi+ 3Up). (3.10)

A equacao final do esténcil é:

D v 2D v D 3v
<_ﬁ_ﬂ) Uz 1+ <ﬁ_%> Ul—i‘ (—m‘i‘ﬁ) i+1 — fz' (311)

e Novo Esquema 3 (NE-3):
Aproximacao para derivada primeira:

du 1

Assim, a equacao final do esténcil é:
D 3v 2D v D v
=z Sl I A (e . 1
( - 4h)UH+(h2+ h)Uz+< h2+4h) 1= fi (3.13)

e Novo Esquema 4 (NE-4):

Aproximacao para derivada primeira:

du 1 vh vh vh
o ((ap ) oo () o (i) o) o

A equacao final do esténcil é:

D v [ —vh
(Bl

2D v? D v [—vh
+(W+E)U+( h_—i_%(ﬁ_’_l)) i+1 — fz- (315)

e Novo Esquema 5 (NE-5):

Aproximacao para derivada primeira:

d 1

Equagao final do esténcil:

D v 2D D 3
= U - . 1
( 3 8h)Uzl+(h2+4h)U+( h2+8h) i1 = fi (3.17)

e Novo Esquema 6 (NE-6):
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Aproximacao da primeira derivada:

du 1
% ~ % ((a — 1)Ui_1 - QOZUZ + ((I + 1)Uz+1) . (318)

Portanto, a equacao final do esténcil é:

D v
<—ﬁ + ﬁ(@ — 1)) Ui_1+

2D v D v
o= = . =4 1 L f 1
+<h2 + h)U,+ ( h2+2h(a+ )> Uil = fi, (3.19)

onde, o ¢é representado pela equacao (3.20) e Pe pela equacdo (2.4), citada no

capitulo 2.

(14 Pe) — e*P¢[2 4 *P¢(Pe — 1)]
‘- Pe[l + €2P€(€2Pe _ 2)] : (320)

Este esquema utiliza o como o parametro livre. Este, é escolhido de forma que a
solugao numeérica seja nodalmente exata para o problema com camada limite externa
a direita. Esta é uma estratégia comumente usada nos chamados Optimal Upwind

or Optimal Weighted Upwind Methods |6, 23].

3.1.2 EFErro de Truncamento Local

O Calculo de Erro de Truncamento Local é feito ao substituir o U; por valores da
solugao exata u(x;) na equagao (3.1), discretizada. Para calcular o ETL em uma dimensao,
utilizou-se as equagoes (3.21) e (3.22) e ainda, considerou-se u(z;) = u; com o intuito de

simplificacao da escrita.

h? h? h*

Uirq = u(x) + uD(z)h + u® (m)? +u® (x)g + u® (x)ﬂ + O(h%). (3.21)
h? h3 ht

Ui_1 = u(z) — uD(z)h + u?® (SL’)E —u® (x)g + u(4)(x)ﬂ + O(h?). (3.22)

Assim, foram obtidos os seguintes resultados:

e Método Diferencgas Finitas Centradas Classico:

(3)h2 (4)Dh2
= ”u%6 _ L S+ O(), (3.23)

e Método Diferencgas Finitas Upwind:
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Retardado:
On  ou®h2 uDDh2 @3
PP S S -2 O(h%) (3.24)
2 6 12 24
Adiantado:
2) (3)72 1) ry7,2 473
vu, " h  vu,"h u;, 'Dh vu; ' h
= i i % i h4 2
T 6 12 21 o) (3.25)
e Novo Esquema 1 (NE-1):
Dh2 wlY(—D + vh)h?
7 =vuPh + v (=D +vh) + O(h%). (3.26)
6 12
e Novo Esquema 2 (NE-2):
(2) (37,2 (4) Hyp2 (4)7,3
vu, h  vu,"h u;, 'Dh vu; ' h
L= J — U O(hY). 3.27
" 2 o T ag oW (3:27)
e Novo Esquema 3 (NE-3):
(2) (3)p,2 2 3
vu;, h  vu"h 4) Dhr*  vh 4
;= —— : —— h 2
T, +—% u; ( 5 48>+O( ) (3.28)
e Novo Esquema 4 (NE-4):
2ulPn2 ouPp? (4) Dh?>  v?h?
= i Wl —=— h® 3.29
§ 77> B R < 12 D ) + o) (3.29)
e Novo Esquema 5 (NE-5):
v, + vu | (DB ok’ +0(nY) (3.30)
i 6 1 2 48
e Novo Esquema 6 (NE-6):
(2) (3) g2 2 3
avu, h vu;"h ) Dh*  avh 4
L= — 7 7 _ , . 1
T, 5 T 5 u; ( ETH 24>+(9(h) (3.31)

onde « é descrito pela equagao (3.20).



3.2 Caso Bidimensional

23

3.2 Caso Bidimensional

3.2.1 Novos Esquemas de

Diferencas Finitas

O Caso Bidimensional é feito de forma analoga ao Caso Unidimensional, porém, utiliza

um esténcil de cinco pontos. A equagao do esténcil é dada pela equagao (3.32).

AU j1 4+ BU;_1; + CU; j + DUjy1; + EU; j11 = fij-

e Método de Diferengas Finitas Centradas Classico (CC-2D):

(3.32)

Neste esquema classico, temos as equagoes (3.33) e (3.34) como aproximagoes para

as derivadas primeiras em relagao a x e y.

ou 1
% ~ %(Ui.’.l,j — Ui—l,j)' (333)
Ju 1
a = Q_hy(Ui,j—H —Uij-1). (3.34)
E o esténcil final é dado por:
D Vo D U1
= 2 \U, = LU,
(g ) o (g oo
2D 2D D v D v
<ﬁ + ﬁ) Um‘ + (_ﬁ + ﬁ) Ui+1,j + (—ﬁ + 2_hy> Ui,j+1 = fi,j. (3.35)
T Yy T T Y
e Método de Diferengas Finitas Upwind (2D):
Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y retardado:
ou 1
—x—(U;; —U;_15). 3.36
Se (U= Vi) (3.36)
ou 1
—~—(U;; —U; ,;_ 3.37
8y hy( 5 5] 1) ( )
Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a x e y adiantado:
ou 1
o h—(Ung Ui,j>~ (3.38)
ou 1
_— = _(Ui,j—i—l Ui’j). (339)
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Assim, a equacao do esténcil com aproximagao retardada é:

D () D

2D 2D U1 D D
(_h_g - h—z + h_ hy> Uij+ ( h2) Uit (—h—z) i1 = fij- (3.40)

E a equacao do esténcil com aproximacao adiantada é:

D) D 2D 2D u v
-2\ u 1+( )U21-+(————————)Ui,+
(h; - h2 g h2 o hz o h, hy)

D D v
+ (_ﬁ + h ) Ui+1,j (_ﬁ =+ h_z) i,j+1 — fzy (341)

Y

e Novo Esquema 1 (NE-1-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relagao a x e y:

ou 1

3_1; ~ ﬁ(Ui*I,j - 4U7,,j + 3Ui+1,j)7 (342)

ou 1

8_y ~ ﬁ(Ui’j_l — 4Ui’j + 3Ui7j+1). (343)
Y

Assim, a equacao final do esténcil é:

D (%) D 2D 2/(}1 2D 2/(]2
=+ 2\ U+ ——= Ui+ = -2+ = -2\ Uy
( h§+2hy) ’Jﬁ( h2+2h) 1’j+(h§ hx+h§ hy) Al

D 3’01 D 37}2
+ <_h_§ + %) Ui+1,j (—h—Z + 2_hy) 1,5+1 — fzy (344)

e Novo Esquema 2 (NE-2-2D):
Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1

EEiam (=Uic1j —2Uij + 3Uiy1 ). (3.45)

ou 1

8_y A E(—Um,l —2U;; + 3U; j11). (3.46)
y

A equacao final do esténcil é:
D (%] D (%] 2D V1 2D (%)
( 2 4hy>Uj 1+( h2+4hx)U 1’j+(h§ oh, | B2 2hy> Al

D 3y D 3vs
+ <_ﬁ + 4hz) Uit (_h_§ + E) ij+1 = fij- (3.47)

Y
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e Novo Esquema 3 (NE-3-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

8u~ 1

% ~ (—3UZ‘_17]‘ +2U;; + Ui+1,j)- (348)
ou 1
TR —(=3Uij1 + 2Ui; + Uiji1)- (3.49)

Assim, a equacao final do esténcil é:

D 3uv, D 3u 2D o 2D Vs

D D V2
+ <—F + 4h ) Ui+1,j (—h—3 + 4_]%) ,j+1 — fz] (350)

e Novo Esquema 4 (NE-4-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1 v1hy vh vh,
oz 2h, (( 2D ) Uimrg + (D) Uig + ( 2D ) U”“) (3:51)
ou 1 Ughy ’U2h Uth
(2 e () 0 () u).
A equacao final do esténcil é:
D V2 UQh D U1 Ulhx
_= -2 1 f _ 1 Ay
(= Gi) (55 =) ) v (i K%) (55 )] o
2D v} 2D v D Uiy
i T O f 1 oy
(h%+2D+h2+2D Ui, + “ ) Ui+

D r

e Novo Esquema 5 (NE-5-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1
or = g (Ui + 20 + Ui ). (3.54)
u 1
T~ (=5Ui oy +2Us; + 3Us ). (3.55)

Oy  8hy
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A equacao final do esténcil é:

D 5’02 D 51)1 2D U1 2D ()
222\, = Uy it R E | 5 A
( n2 8hy) g ( B 8hm) Ly <hg T T T 4hy) it

D 3"01) D 3,
. <__ NELR TN (—— i —) e = (3.56)
h2 ' 8h, P\ hz o 8h,) Y v

e Novo Esquema 6 (NE-6-2D):

Aproximacao para as derivadas primeiras em relacao a = e y:

ou 1
a_q; ~ oh ((OAm — 1)Ui—1,j — (20@) Ui,j + (Oér + 1>Ui+1,j>- (357)
ou 1

a_y ~ %«ay — 1)Ui,j71 — (206:[/) Ui,j + (Oéy + 1)Ui,j+1)- (358)

Assim, a equagao final do esténcil é:

D (%) D
—— — -1 i - -1 L
( w3 7 0= 0] (= + [ om0 vt
2D wvia, 2D vy D
72 73 Ui,j — 1 Uii1.:
(hi e R h ) ’J+( nz " [2h (0w + )D A

+(—§+[Qh <%+1>D =1 (3.59)

onde, Pe, e Pe, sao representados pelas equagdes (3.60) e (3.61) e o, e ay sdo

representados pelas equagoes (3.62) e (3.63).

Ulhx
Pe, = . 3.60
€ = 5p (3.60)
’Uth
Pe, = . 3.61
€y 2D ( )
(L4 Pey) =P+ P (Pe, — 1)) (3.6
x P@x[l + e2Pex (62Pez _ 2)] ’
o = (14 Pe,) — e*'v[2 + e2Pev(Pe, — 1)] (3.63)
v Pe,[1+ e2Pes(e2Pey — )] '

3.2.2 FErro de Truncamento Local

O Calculo do ETL em duas dimensoes ¢ feito de forma analoga ao célculo de uma
dimensao. Para uma notacdo mais simplificada, utiliza-se u(z;,y;) = u;; e ainda, as
notagoes abaixo:

(ne) _ O"u(2i, y5)

(3.64)
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(ny) o" U(JZ'Z, y])
N S A YA 3.65
ulvj ay ( )
Para calcular o ETL em duas dimensoes utiliza-se as equagoes:
h2 3x h dx h
UZ+1]—u”+u h—l—u )2+u53)6+ Ej)%—l—(?(hs) (3.66)
2 3
_ a0, el @l an bt 5
Ui*l,j = 'LLI'J — ui,j h + uzj ? — ui,j E +u Z] 24 + O(h ) (367)
(1 2 h 3 h3 4y) h
Usjir =t +ul P+ ul? 5+ u;jy)E +ul™ = 5 o). (3.68)
_ ay ool eph® ey bt 5
Ui,jfl = U5 — um h + uz’,j 9 uz] 6 +u zy 24 + O(h ) (369)
Assim, foram obtidos os seguintes resultados:
e Método Diferencas Finitas Centradas Classico (CC-2D):
(3 ) (3y)y 1,2 1147 (4y) 2
viw; ;0 +veuy )b .. +u; 7 )Dh
Tij = o g 7 L i) +O(h?). (3.70)
6 12
e Método Diferencas Finitas Upwind (2D):
Retardado:
(v1u; ( v) 4 U2u2(2]y)>h (vluz(-?jx) + vzul(.iy))Dm
Ti,j = — + -
2 6
D™ +ul"n? (0™ + vpul)p?
- L - O(hh). 3.71
Adiantado:
(vluﬁx) + vzu?j’))h (vlu( ) 4 vy u; 3y )Dh2
Ti,j = : : +
2 6
W™ ™ Dh2 (0rul? 4 vl
- - O(hh). 3.72
D + o +O(h7) (3.72)
e Novo Esquema 1 (NE-1-2D):
(3 ) (3y) 2
viw; 0 +veuy )b
Tig = (v1u; (22 )—l—v u(Qy))h—l—( & 5 ) +
(4z) (4y) 2 (4z) (4y)\7.3
—(u; "+, )Dh* + (nu, ;" + veu, )b
+ ( 2,7 2,7 ) ( 1 7,7 2 7,7 ) +O(h4) (373)

12
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e Novo Esquema 2 (NE-2-2D):
o (vlufjm) + vgugi?”))h (vlug?jm) + Ugugi?’))hz B
o 4 6
(4z) (4y) 2 ( x) (4y)
u, . +u; . )Dh v ;0 + o )b
G 12’] ) - ( " ) +O(hh). (3.74)
e Novo Esquema 3 (NE-3-2D):
(vy2 ( %) 4y u(Qy))h (vy2 ( %) 4y u(3y))h2
E 4 " 6
(ug’ x) (4y )Dh2 (v ( %) 4y u(4y))h3
L 12 I + O(h%). (3.75)
e Novo Esquema 4 (NE-4-2D):
2x 3z 3
o (v%ufj ) 4 v2u( y))h2 N (vlu;j ) 4 v2u§j’))h2_
" 4D 6
4z 4 4x 4
(gt uwi)DR (@ +oduiOh s (3.76)
12 48D . .
e Novo Esquema 5 (NE-5-2D):
(vy2 ( ) 4 Vs u( y))h (vy2 ( %) 4o u(3y))h2
T g 6 -
(s +ul)Dh? (ol + voul)h?
b 12 o o o + O(hY). (3.77)
e Novo Esquema 6 (NE-6-2D):
(ozxvlu( ") 4 Qg u( y))h (v ( x) +v u(gy))h
Ti,j = — + -
2 6
(4z) (4y) 2 (4z) (4 N\13
w, . +u; - )Dh QU1 5+ QU i )
_( J i) +( ! yUatiy ) + O(hY), (3.78)

12 24

onde «, e o, s@o descritos pelas equagoes (3.62) e (3.63).



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Este capitulo apresenta os resultados numeéricos obtidos pela aplicacao dos métodos em
problemas unidimensionais e bidimensionais. A anélise dos resultados tem como objetivo
avaliar o desempenho dos métodos em termos de precisao, estabilidade e comportamento

sob diferentes condigoes de contorno e configuragoes de malha.

No contexto unidimensional, sao apresentados graficos comparativos que ilustram o
desempenho dos métodos em relagao as solugoes exatas e as aproximacgoes para as deri-
vadas de primeira e segunda ordem. Ja no caso bidimensional, os graficos demonstram
o comportamento dos métodos em cenarios mais complexos, destacando a influéncia de
malhas bidimensionais e condig¢oes de contorno sobre os resultados. Essa anélise permite

verificar a robustez dos métodos diante de desafios computacionais mais significativos.

Para a implementagao computacional dos esquemas numeéricos, foi utilizado o software
MATLAB® executado em um sistema operacional Linux Mint 21.2 Victoria, uma distri-
buicao baseada no Ubuntu 22.04 LTS, configurada com o kernel Linux 5.15 e o ambiente
grafico Cinnamon 5.8.4. As simulagoes numéricas foram realizadas em um computador
com especificagoes técnicas que garantem o desempenho necessério para os experimentos
propostos: processador Intel Core i7-8565U com 4 ntcleos e 8 threads (clock base de 1.8
GHz e méaximo de 4.6 GHz), 16 GB de memoria RAM DDRA4, um disco de estado solido
A-Data SUS810NS38 de 128 GB e um disco rigido Western Digital de 1 TB.

4.1 Resultados Unidimensionais

Nesta secao sao ilustrados os resultados em uma dimensao da Equacao Difusiva-

Convectiva descrita pela equagao (4.1), com as condigoes de contorno das equagoes (4.2)
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e (4.3) obtidos através dos Novos Esquemas mencionados no capitulo anterior e eles sdo
comparados com o Método de Diferencas Finitas Centrado Classico e com a solucao exata

de cada uma das solucoes.

v du
—D@ o= f(x) z €]0,1]. (4.1)
u(0) =« (4.2)
u(l) = B. (4.3)

4.1.1 Solugao Exata Suave Parabola

A Solucao Exata Suave para a Equacao Difusiva-Convectiva que resulta em uma
paréabola pode ser expressa pela equagao (4.4), acompanhada da fonte expressa na equa-
cao (4.5), coeficiente difusivo D = 1072 e velocidade ¥ = 1. Para comparagoes, foram
testados casos em que h = 0.1, h = 0.04 e h = 0.02. Esses valores geram, respectivamente,

Pe=5 Pe=2e Pe=1.

u(0) =1, (4.4)
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Figura 4.1: Solugoes: v =1, D =1072, h=0.1 ¢ Pe = 5.

A figura 4.1 utiliza h = 0.1 e tem Pe = 5. A figura 4.1(a) mostra o resultado com
todos os métodos, e nas imagens seguintes sao apresentados os métodos de forma separada
para uma melhor visualiza¢ao. Na figura 4.1(b), pode-se observar que o método CC esta
bem préximo da solugao exata, enquanto o método NE-1 se mostra o mais distante. Na
figura 4.1(c), os dois métodos exibidos apresentam resultados parecidos e proximos da
solugdo. Ja na figura 4.1(d), o método NE-5 é uma boa aproximagcdo para a solugao
exata, enquanto NE-4 é o método que mais se afasta da solugao. Assim, voltando para
a figura 4.1(a), pode-se notar que CC entrega o resultado mais proximo, enquanto NE-4

fornece a estimativa mais distante da solucao exata.
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Figura 4.2: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.2 faz o primeiro refinamento da malha, utilizando h = 0.04 e tem Pe = 2. A

figura 4.2(a) mostra o resultado com todos os métodos, o que ja é possivel notar a melhora

de resultados, e nas imagens seguintes sao apresentados os métodos de forma separada

para uma melhor visualiza¢ao. Na figura 4.2(b), pode-se observar que o método CC esta

bem préximo da solucao exata, e mesmo com o refinamento, o método NE-1 continua se

mostrando mais distante. Na figura 4.2(c), os dois métodos exibidos que ja apresentavam

resultados parecidos e proximos da solugao, agora mostram um resultado ainda melhor.

Ja na figura 4.2(d), houve melhora em todos os métodos, até mesmo no NE-4 que se

mostrava o método mais distante. Assim, voltando para a figura 4.2(a), pode-se concluir

que como esperado, o refinamento da malha trouxe uma melhora significativa para todos

os resultados, porém, nota-se que o método NE-1 nao melhorou tanto quanto os outros e

agora se mostra o mais distante.
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Figura 4.3: Solucoes: v =1, D =10"2, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.3 traz o ultimo refinamento, utilizando A = 0.02 e tem Pe = 1. Nela, a
figura 4.3(a) mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens seguintes sdo apre-
sentados os métodos de forma separada para uma melhor visualizagao. Na figura 4.3(b),
pode-se observar que mesmo em um refinamento maior, o método NE-1 se mostra osci-
lante. Nas figuras 4.3(c) e 4.3(d) todos os métodos ja apresentam resultados proximos a
solugao exata. Voltando para a figura 4.3(a), nota-se que o refinamento trouxe o resultado

esperado, de que todos os métodos conseguem boas aproximagoes.

e Aproximacoes das Derivadas Primeiras
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Figura 4.4: Solugoes: v =1, D =1072, h=0.1 ¢ Pe = 5.

A figura 4.4 mostra a aproximacao da primeira derivada utilizando A = 0.1 e tem
Pe = 5. A figura 4.4(a) mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens seguin-
tes sao apresentados os métodos de forma separada para uma melhor visualizagao. Na
figura 4.4(b), pode-se observar que dentre os métodos, a aproximacgao do método CC é
a mais proxima da derivada exata. Na figura 4.4(c), o método NE-2 apresenta maiores
oscilagoes. Ja na figura 4.4(d), nota-se que os métodos possuem aproximagoes parecidas
entre si. Assim, voltando para a figura 4.4(a), pode-se concluir que a aproximagao mais

oscilante é o NE-2, enquanto a solu¢ao mais proxima é a do CC.
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A figura 4.5 mostra o resultado considerando o primeiro refinamento de malha com a

Derivada Primeira
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Figura 4.5: Solugoes: v =1, D =10"2, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

aproximagao da primeira derivada utilizando h = 0.04 e tem Pe = 2. Nela, a figura 4.5(a)

mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens seguintes sao apresentados os mé-

todos de forma separada para uma melhor visualizagdo. Pode-se notar nas figuras 4.5(b)

e 4.5(d) que como esperado pelo refinamento, houve melhora na aproximagao de todos

os métodos mostrados, ja na figura 4.5(c) é possivel perceber que o método NE-2 trouxe

maiores oscilagoes apesar do refinamento de malha. Assim, voltando para a figura 4.5(a),

pode-se concluir que a aproximagao mais oscilante é o NE-2, no qual houve uma piora no

resultado com este valor de malha, enquanto a solucao mais proxima é a do CC.
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Figura 4.6: Solugoes: v =1, D =10"2, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.6 mostra o resultado considerando o ultimo refinamento de malha com a

aproximagcao da primeira derivada utilizando h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.6(a)

mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens seguintes sao apresentados os

métodos de forma separada para melhor visualizagdo. Pode-se notar nas figuras 4.6(b)

a 4.6(d) que como esperado pelo refinamento, houve melhora na aproximagao de todos

os métodos mostrados, até mesmo nas oscilagoes indesejadas apresentadas por NE-2 no

refinamento anterior. Assim, voltando para a figura 4.6(a), pode-se concluir que o refina-

mento teve o resultado esperado por todos os métodos, e as pequenas oscilagoes notadas

no inicio ou final do grafico de um método ou outro, se referem ao contorno.

e Aproximacgoes para Derivadas Segundas
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Figura 4.7: Solugoes: v =1, D =10"2 h=0.1 ¢ Pe = 5.

A figura 4.7 mostra a aproximagao da segunda derivada utilizando h = 0.1 e tem

Pe = 5. A figura 4.7(a) mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens seguintes

sao apresentados os métodos de forma separada para melhor visualizagao. Pode-se notar

na figura 4.7(b) que CC faz uma aproximagao visualmente proxima a derivada segunda

exata. Na figura 4.7(c) percebe-se que ambos os métodos apresentam oscilagoes, mas,

dentre eles, NE-2 traz mais oscilagbes. Ja na figura 4.7(d) vé-se que o NE-6 consegue

apresentar uma aproximagcao sem oscilagoes em seu interior e sua oscilagao no fim, é

devido a questoes do contorno e que NE-4, apesar de nao resultar em oscilagoes em seu

interior, se mantém mais distante da derivada segunda exata ao longo de todo seu grafico.

Assim, voltando para a figura 4.7(a), pode-se concluir que a derivada segunda em uma

malha grosseira como neste caso, traz aproximacoes bastante oscilantes entre os métodos,

e, CC é o método em que a aproximacao apresenta menor erro.
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Figura 4.8: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.8 mostra o primeiro refinamento de malha para a aproximacao da segunda
derivada utilizando h = 0.04 e tem Pe = 2. Nela, a figura 4.8(a) mostra o resultado com
todos os métodos, e nas figuras que a seguem sao apresentados os métodos de forma sepa-
rada para melhor visualizagao. Como esperado pelo refinamento da malha, ocorre melhora
nos métodos que pode ser vista nas figuras 4.8(b) e 4.8(d). Na figura 4.8(c) percebe-se que
NE-2 gerou mais oscilagoes em seu meio. Assim, voltando para a figura 4.8(a), pode-se
concluir que com excecao do NE-2, ocorre o esperado em todos os métodos, que é a me-
lhora em seus resultados e que CC possui a aproximacao com menor distancia da solugao

exata.
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Figura 4.9: Solugoes: v =1, D =10"2, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.9 mostra a aproximacao da segunda derivada utilizando A = 0.02 e tem
Pe = 1. Nela, a figura 4.9(a) mostra o resultado com todos os métodos, e nas imagens se-
guintes sao apresentados os métodos de forma separada para melhor visualizacao. Ainda
na imagem mencionada, ¢ notavel que houve a melhora esperada em todos os métodos
como consequéncia do refinamento. E valido lembrar que os resultados mais significati-
vos para o trabalho sao as aproximagoes no meio do grafico, no qual os métodos estao

adequados neste refinamento. Nas figuras 4.9(b) a 4.9(d) vé-se a melhora mencionada.

4.1.2 Solugao Exata Suave Seno

A Solucgao Exata Suave para a Equacao Difusiva-Convectiva que resulta em um seno
pode ser expressa pela equagao (4.6), acompanhada da fonte presente na equagao (4.7),
coeficiente difusivo D = 1072 e velocidade ¥ = 1. Para comparacoes, foram testados

casos em que h = 0.1, h = 0.04 e h = 0.02. Esses valores geram, respectivamente, Pe = 5,
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Pe=2¢ Pe=1.

f(z) = w[Dmsin (rx) + v cos (7). (4.7)
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Figura 4.10: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.10 mostra os resultados dos métodos com h = 0.1 e tem Pe = 5. Nela, a
figura 4.10(a) mostra o resultado com todos os métodos, e nas figuras que a seguem sao
apresentados os métodos de forma separada para melhor visualizagdo. Na figura 4.10(b)
¢ visivel que CC ja mostra uma proximidade com a solu¢ao exata mesmo nesta malha

mais grosseira, enquanto NE-1 mostra uma distancia maior. Na figura 4.10(c) ambos os
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métodos apresentados sao razoaveis. Na figura 4.10(d) nota-se que NE-4 é o método mais
distante e com oscilagoes e NE-5 apresenta um resultado satisfatorio para uma malha
grossa. Assim, voltando para a figura 4.10(a), conclui-se que o método mais proximo da
solucao exata é o CC e o método mais distante é o NE-4, com NE-5 apresentando um

resultado aceitavel.
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Figura 4.11: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.11 apresenta os resultados dos métodos no primeiro refinamento da malha,
com h = 0.04 e tem Pe = 2. Nela, a figura 4.11(a) mostra o resultado com todos os
métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos de maneira separada para
melhor visualizacao. A melhora dos resultados ocorre como esperado e pode ser vista nas
figuras 4.11(b) e 4.11(d). Na figura 4.11(c) nota-se a oscilagao em NE-2, que ja vinha
ocorrendo nesta malha nos outros casos. Assim, voltando para a figura 4.11(a), pode-
se concluir que além da oscilacao de NE-2, tem-se que CC se mantém como o método
mais préoximo da solucao exata e que NE-1 e Ne-4 se mantém como os métodos com

aproximacoes mais distantes.
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Figura 4.12: Solugoes: v =1, D = 1072, h=0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.12 apresenta o tltimo refinamento de malha, com h = 0.02 e tem Pe = 1.
Nela, a figura 4.12(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras
seguintes os métodos sao exibidos de maneira separada para garantir uma visualizagao
mais favoravel. A melhora dos resultados ocorre como esperado pelo refinamento da malha
e pode ser vista nas figuras 4.12(b) a 4.12(d). Assim, voltando para a figura 4.12(a), chega-
se a conclusao de que apenas NE-1 ainda se mantém consideravelmente distante quando
comparado aos outros métodos e a oscilagao em NE-2 vista na malha anterior, nao ocorre

mais.

e Aproximacgoes das Derivadas Primeiras
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A figura 4.13 traz as aproximagoes da derivada primeira dos métodos, com h = 0.1

e tem Pe = 5. A figura 4.13(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e

nas figuras seguintes os métodos sao exibidos de maneira separada para garantir uma

visualizacao mais favoravel. Este caso, mesmo na malha mais grosseira, ja mostra um bom

resultado em todos os métodos e isso pode ser visto detalhadamente nas figuras 4.13(b)

a 4.13(d). Assim, voltando para a figura 4.13(a), conclui-se que apenas os métodos NE-1

e NE-2 se mostram mais diferenciados em relagao aos outros e mesmo assim, vale lembrar

que o contorno nao da para ser aproximado corretamente através dos métodos e que o

que interessa aqui, sao os resultados do meio, ou seja, do interior.
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Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.14 contém o primeiro refinamento de malha para as aproximacoes da de-

rivada primeira dos métodos, com h = 0.04 e tem Pe = 2. A figura 4.14(a), mostra o

resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos de

maneira separada para garantir uma visualizacao mais favoravel. Este caso traz o resul-

tado do primeiro refinamento de malha muito proximo visualmente da malha mais gros-

seira e pode ser visto nas figuras 4.14(b) a 4.14(d). Assim, voltando para a figura 4.14(a),

conclui-se que os resultados estao como esperados e sem muitas mudancas em relagao a

malha anterior, e ainda, como visto até aqui, ha a oscilacao em NE-2 neste valor de malha.
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Figura 4.15: Solugoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.15 apresenta o tultimo refinamento de malha para as aproximacoes da

derivada primeira dos métodos, com h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.15(a), assim

como nos casos anteriores, mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras

seguintes os métodos sao exibidos de maneira separada para garantir uma visualizacao

mais favoravel. E notério a partir das figuras 4.15(b) a 4.15(d) que o refinamento traz

uma pequena melhora, mas que na aproximacao da primeira derivada em todas as malhas

nao trazem diferencas muito grandes. Ainda pode-se dizer que nessa malha nao ha as

oscilagoes em NE-2.

e Aproximacgoes das Derivadas Segundas
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A figura 4.16 traz os resultados da segunda derivada com h = 0.1 e tem Pe = 5.

A figura 4.16(a), assim como nos casos anteriores, mostra o resultado com todos os meé-

todos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos de maneira separada. Na

figura 4.16(b) percebe-se que CC é o método que mais se aproxima da derivada segunda

exata, enquanto NE-1 se mantém em grande parte distante do resultado exato. Na fi-

gura 4.16(c) NE-2 se mostra bem oscilante enquanto NE-3 apresenta poucas oscilagoes.

Na figura 4.16(d) nota-se que NE-6 é o que apresenta menos oscilagoes, enquanto NE-4

se mostra distante da derivada exata. Assim, voltando para a figura 4.16(a), conclui-se

que o método mais oscilante é o NE-2 e o mais préximo da derivada exata é o CC.



4.1 Resultados Unidimensionais

47

Derivada Segunda

NE-1 —e—NE-4
—e—NE-2 —=—NE-5T
—+—NE-3 ——NE-6

——Solucao Exata
100 i

—— Upwind

Derivada Segunda
100 T T T

——Solugdo Exata
—&—NE-2
——NE-3

50

-50

100 L L L L

120

Derivada Segunda

——Solugdo Exata
100 ——cc 1
—— Upwind
80 b NE-1
60 | g
40 g
20 1
0 M
20 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(b)
Derivada Segunda
60 T T T T
——Solugdo Exata
50 }|—©—NE-4
—&—NE-5
20 —e—NE-6
30 g
20 1
10 1
ON
-10 t +
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
(d)

Figura 4.17: Solucgoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.17 traz os resultados do primeiro refinamento de malha para a segunda

derivada com h = 0.04 e tem Pe = 2. A figura 4.17(a), assim como nos casos anteriores,

mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao

exibidos de maneira separada. Como esperado pelo refinamento, houve a melhora nas

oscilagoes e nas distancias vistas no caso anterior nos métodos NE-1, NE-3, NE-4, NE-5 e

NE-6. Esta melhora pode ser vista, respectivamente nas figuras 4.17(b) a 4.17(d). Porém,

NE-2 aumenta suas oscilagoes, como notado em todos os casos em que se usa h = 0.04.
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Figura 4.18: Solucgoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.18 traz os resultados do ultimo refinamento de malha para a segunda
derivada com h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.18(a), mostra o resultado com todos
os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Como
esperado pelo refinamento, houve a melhora nas oscilagoes e esta melhora pode ser vista
nas figuras 4.18(b) a 4.18(d). Porém, é notoério que NE-2 ainda apresenta oscilagoes em

seu fim, mesmo com a malha ainda mais refinada.

4.1.3 Solugao Exata com Camada Limite Externa

4.1.3.1 Camada Limite Externa a Direita

A Solugao Exata com Camada Limite Externa & Direita pode ser expressa pela equa-
cao (4.8), com fonte nula, coeficiente difusivo D = 1072 e velocidade ¥ = 1. Para
comparagoes, foram testados casos em que h = 0.1, h = 0.04 e h = 0.02. Esses valores

geram, respectivamente, Pe = 5, Pe = 2 ¢ Pe = 1. Esta solugao ¢ usada para escolher o
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parametro « utilizado no NE-6.

(4.8)
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Figura 4.19: Solugoes: v =1, D =1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.19 apresenta os resultados para a Camada Limite Externa a Direita, com
h =0.1etem Pe=5. A figura 4.19(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos
e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Este caso tem um resultado
muito interessante, ja na figura 4.19(b) é mostrado que NE-1 é um método que ficou
bem distante da solucao exata, CC que € um método comumente usado apresenta muitas
oscilagoes com esta malha, enquanto Upwind, como esperado pela literatura, apresenta

um 6timo desempenho com esta malha grosseira. Na figura 4.19(c) vé-se que NE-2 ficou
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bem distante da solucao exata e ainda apresenta oscilagoes em seu resultado, enquanto
NE-3 teve um desempenho muito bom e bem melhor que o comumente usado CC. E na
figura 4.19(d) hé o resultado muito proximo da solucdo exata através de NE-6, o resultado
mais distante de NE-4 e algumas oscilagoes por NE-5, porém, oscilando menos que CC e
mais que NE-3. Entao, conclui-se que neste caso, ha como melhores resultados o NE-6,

que é o destaque deste caso, em seguida Upwind e NE-3 e os piores resultados sao NE-2
e NE-1.
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Figura 4.20: Solugoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.20 mostra os resultados para o primeiro refinamento de malha, com h = 0.04
e tem Pe = 2. A figura 4.20(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas
figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Como esperado, o refinamento de
malha trouxe uma melhora nas oscilagoes de CC e manteve Upwind com uma aproximagao
perto da solucao exata, porém, este primeiro refinamento nao foi de grande ajuda para
NE-1, que se manteve distante da solucao exata, tais fatos podem ser observados na

figura 4.20(b). Na figura 4.20(c), nota-se as oscilagoes de NE-2 e a melhora em NE-
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3, tornando-o uma 6tima aproximagao da solucao exata. Ja na figura 4.20(d), NE-4 se
aproxima um pouco da solugao exata, NE-5 diminui suas oscilagoes e NE-6 se mantém
parecido com a solucao exata. Assim, conclui-se que para esta malha, os métodos que

fazem as melhores aproximacoes, sao, respectivamente, NE-6, NE-3 e Upwind.
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Figura 4.21: Solugoes: v =1, D = 1072, h=0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.21 mostra os resultados para o tltimo refinamento de malha, com h = 0.02
e tem Pe = 1. A figura 4.21(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e
nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Como esperado, o refinamento
melhorou CC e Upwind, mas ainda nao é uma boa malha para NE-1, que continua dis-
tante da soluc@o exata, como pode ser visto na figura 4.21(b). Na figura 4.21(c), nota-se
que comparada a malha anterior, houve diminui¢ao considerével nas oscilagoes de NE-2,
enquanto NE-3 continua uma boa aproximacao e tem seu resultado melhorado pelo refina-
mento. Ja na figura 4.21(d), os trés métodos apresentam resultados bem satisfatorios pelo
refinamento, com NE-4 estando um pouco distante e NE-6 se mantendo muito proximo da

solucao exata. Assim, conclui-se entao, que NE-6 se mantém como melhor método, ape-
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sar de agora outros serem satisfatorios também, e NE-1 se mantém como método menos

adequado.

e Aproximacgoes das Derivadas Primeiras
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Figura 4.22: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.22 apresenta os resultados das aproximagoes dos métodos para a primeira
derivada, com passo h = 0.1 e Pe = 5. Na figura 4.22(a), sao exibidos os resultados
combinados de todos os métodos. De maneira geral, os métodos produziram aproximacoes
semelhantes, com destaque para o desempenho de NE-1, que, apesar de apresentar um
desvio significativo na solugao exata, apresenta uma melhoria notavel na aproximacao da
derivada primeira. Contudo, algumas oscila¢gbes podem ser observadas, como mostrado
na figura 4.22(b). Ja na figura 4.22(c), o método NE-2 apresenta oscilagdes, enquanto na
figura 4.22(d), os trés métodos exibem resultados visualmente proximos entre si.Pode-se
concluir que, no geral, os métodos apresentaram resultados consideravelmente proximos

entre si, indicando consisténcia no comportamento das aproximagoes.
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Figura 4.23: Solugoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.23 mostra os resultados das aproximagoes dos métodos para a primeira
derivada, em seu primeiro refinamento de malha, com h = 0.04 e tem Pe = 2. A fi-
gura 4.23(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os
métodos sao exibidos separados. Na figura 4.23(b), vé-se que ha algumas oscilagoes em
CC. Na figura 4.23(c), nota-se as oscilagbes em NE-2 que sdo comuns com este espaga-
mento de malha. Ja na figura 4.23(d), os métodos apresentam resultados proximos uns
dos outros. Lembrando que os pontos de contorno nao sao devidamente aproximados pe-
los métodos, conclui-se que com esta malha, a maioria dos métodos apresentam resultados

proximos e satisfatorios.
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Figura 4.24: Solugoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.
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A figura 4.24 apresenta os resultados obtidos no tltimo refinamento da malha para

as aproximagoes da primeira derivada, com passo h = 0.02 e Pe = 1. Na figura 4.24(a),

sao exibidos os resultados consolidados de todos os métodos, enquanto nas figuras sub-

sequentes, os métodos sao apresentados separados. Observa-se, na figura 4.24(b), que o

refinamento proporciona uma melhoria geral no desempenho de todos os métodos, con-

forme esperado. A figura 4.24(c) evidencia uma redugao significativa nas oscilagoes do

método NE-2. Por fim, na figura 4.24(d), os métodos demonstram resultados ainda mais

proximos entre si, refletindo a eficacia do refinamento aplicado. Conclui-se que este refi-

namento melhora a precisao geral dos resultados, como previsto, embora o método NE-2

continue apresentando oscilacoes.

e Aproximacoes das Derivadas Segundas
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A figura 4.25 mostra os resultados para as aproximagoes da segunda derivada, com
h = 0.1 e tem Pe = 5. A figura 4.25(a), mostra o resultado com todos os métodos
juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Na figura 4.25(b), nota-
se, que ha pequenas oscilagoes em CC, enquanto Upwind e NE-1 apresentam resultados
parecidos. Na figura 4.25(c), mostra algumas pequenas oscilagoes em NE-2 e um bom
desempenho de NE-3. Ja na figura 4.25(d), os métodos apresentam boas aproximagoes
mesmo nesta malha mais grosseira. Nota-se que os resultados para a segunda derivada sao

bem parecidos com os resultados da primeira derivada e conclui-se que em sua maioria,

Figura 4.25: Solugoes:

v=1 D=10"2 h=0.1e Pe=>5.

os métodos conseguem boas aproximagoes nesta malha grosseira.
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Figura 4.26: Solucgoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.
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A figura 4.26 mostra os resultados do primeiro refinamento de malha para as aproxima-

¢oes dos métodos para a primeira derivada, com h = 0.04 e tem Pe = 2. A figura 4.26(a),

mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exi-

bidos separados. Na figura 4.26(b), nota-se algumas oscilagoes em CC. Na figura 4.26(c),

tem-se as oscilagoes em NE-2 que sao comuns com este espacamento de malha. Ja na

figura 4.26(d), os métodos apresentam resultados proximos uns dos outros e considerados

satisfatorios.

Conclui-se que com este espacamento de malha, a maioria dos métodos

apresentam resultados proximos e satisfatorios. Além disso, também se aproximam dos

resultados desta malha para as aproximacoes da primeira derivada.
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Figura 4.27: Solugoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.27 mostra os resultados do tltimo refinamento de malha com as aproxi-
magoes da segunda derivada, com h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.27(a), mostra o
resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos
separados. Como esperado pelo tltimo refinamento, na figura 4.27(b), nota-se a melhora
no desempenho de todos os métodos. Na figura 4.27(c), ha a melhora nas oscilagoes de
NE-2 e os outros métodos também se aproximam mais da segunda derivada exata. Ja
na figura 4.27(d), os métodos apresentam resultados proximos uns dos outros e ainda
mais proximo da segunda derivada exata, como consequéncia do refinamento. Conclui-se,
entao, que este refinamento traz resultados ainda mais adequados, e, como esperado, ape-
nas NE-2 se destaca como um método que ainda apresenta oscilacoes. Este caso também

apresenta resultados parecidos com h = 0.02 da derivada primeira.
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4.1.3.2 Camada Limite Externa a Esquerda

A Solucao Exata com Camada Limite Externa a Esquerda pode ser expressa pela
equagao (4.9), com fonte nula, coeficiente difusivo D = 1072 e velocidade ¥ = 1. Para
comparagoes, foram testados casos em que h = 0.1, h = 0.04 e h = 0.02. Esses valores

geram, respectivamente, Pe =5, Pe =2 e Pe = 1.
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Figura 4.28: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.28 mostra os resultados para as aproximacoes da solugao exata com h = 0.1
e tem Pe = 5. A figura 4.28(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas

figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Na figura 4.28(b), nota-se que Upwind
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apresenta uma boa aproximagao e suavizada, como esperado e CC apresenta oscilagoes
na solugao. Na figura 4.28(c), NE-2 apresenta uma aproximagao razoavel, enquanto NE-
3 apresenta muitas oscilagoes com uma distancia consideravel da solugao exata. J& na
figura 4.28(d), vé-se que NE-5 apresenta muitas oscilagoes e assim como NE-3, apresenta
uma distancia da solucao exata, enquanto NE-6 apresenta uma aproximacao bem proxima
da solugao exata. Assim, pode-se concluir que NE-6, Upwind e NE-2 sao métodos com

aproximacoes melhores, enquanto NE-3 e NE-5 sao as aproximagcoes mais oscilantes e

distantes.
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Figura 4.29: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.29 mostra os resultados do primeiro refinamento de malha para as aproxi-
magoes da solugao exata com h = 0.04 e tem Pe = 2. A figura 4.29(a), mostra o resultado
com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados.
Como esperado, o refinamento da malha trouxe varias melhorias, na figura 4.29(b), ¢
possivel perceber a melhora consideravel nas oscilacoes de CC, mesmo que nao tenham

sumido completamente. Na figura 4.29(c), NE-2 se mantém como uma boa aproximagao
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e melhora, enquanto em NE-3 ha o aumento de oscilagoes. Ja na figura 4.29(d), nota-se
que ha também uma grande melhora em NE-5, pois agora ele estd com a aproximacao
mais proxima da solugao exata, apesar de ainda apresentar oscilacoes. Assim, pode-se
concluir que, no geral, os métodos menos satisfatorios mesmo com refinamento de malha,

sao NE-3 e NE-5.
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Figura 4.30: Solucoes: v =1, D = 1072, h =0.02 e Pe = 1.

A figura 4.30 mostra os resultados do tltimo refinamento de malha para as apro-
ximagoes da solu¢do exata com h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.30(a), mostra o
resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos
separados. Como esperado, o ultimo refinamento da malha melhorou todos os métodos,
na figura 4.30(b), é possivel perceber que ndao ha mais oscilagdes em CC. Na figura 4.30(c),
NE-2 se torna uma aproximacao ainda melhor, enquanto em NE-3 h& a diminuicao con-
sideravel de oscilagoes. Ja na figura 4.30(d), vé-se que em NE-5 também melhorou consi-
deravelmente as oscilagoes. Sendo assim, apesar de NE-3 e NE-5 terem apenas algumas

oscilagoes, houve melhora em todos os métodos.
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e Aproximacgoes das Derivadas Primeiras
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Figura 4.31: Solucgoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.31 mostra os resultados da derivada primeira com h = 0.1 e tem Pe = 5. A
figura 4.31(a), mostra o resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os
métodos sdo exibidos separados. Na figura 4.31(b), nota-se que os resultados de Upwind
e NE-1 sao parecidos e CC apresenta algumas oscilagoes. Na figura 4.31(c), NE-3 tem
algumas oscilagoes enquanto NE-2 aparenta entregar uma boa aproximacao. Ja na fi-
gura 4.31(d), vé-se que NE-4 e NE-6 sao resultados proximos e NE-5 apresenta oscilagoes.
Entao, conclui-se que os métodos apresentam aproximacoes proximas uns dos outros e

NE-5 se destaca como o método mais oscilante.
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Figura 4.32: Solugoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.32 mostra os resultados do primeiro refinamento de malha para as apro-

ximagoes da derivada primeira, com h = 0.04 e tem Pe = 2. A figura 4.32(a), mostra o

resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos

separados. Como esperado, pelo refinamento da malha, h& melhora nas aproximacoes dos

métodos, na figura 4.32(b), vé-se a diminui¢do nas oscilagoes de CC. Na figura 4.32(c),

NE-3 tem um aumento nas oscilagoes. Ja na figura 4.32(d), nota-se que também ha

melhora nas oscilagoes de NE-5. Assim, o refinamento melhora os métodos, mas, este es-

pacamento de malha em especifico traz oscilagoes para NE-3, que acaba sendo o método

menos satisfatéorio neste caso.
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Figura 4.33: Solucgoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.33 mostra os resultados do tltimo refinamento de malha para as aproxi-

magoes da derivada primeira, com h = 0.02 e tem Pe = 1. A figura 4.33(a), mostra o

resultado com todos os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos

separados. Como esperado para este tltimo refinamento, hd melhora em todos os resul-

tados, reduzindo ou até mesmo eliminando as oscilagdes, como em CC, na figura 4.33(b)

em NE-3, na figura 4.33(c), e em NE-5 na figura 4.33(d).

traz resultados satisfatéorios em sua maioria.

e Aproximacoes das Derivadas Segundas

Este espacamento de malha
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Figura 4.34: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.34 mostra os resultados das aproximagoes dos métodos para a segunda
derivada, com h = 0.1 e tem Pe = 5. A figura 4.34(a), mostra o resultado com todos
os métodos juntos e nas figuras seguintes os métodos sao exibidos separados. Na fi-
gura 4.34(b) vé-se algumas oscilagdes em CC e resultados parecidos para Upwind e NE-1.
Na figura 4.34(c) também pode-se notar poucas oscilagoes em NE-3. Ja na figura 4.34(d)
ha consideraveis oscilagoes em NE-5. Conclui-se que grande parte dos métodos ja de-
monstram resultados adequados e NE-5 precisa de refinamento de malha para ser mais

satisfatorio.
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Figura 4.35: Solucoes: v =1, D =10"2 h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.35 apresenta os resultados do primeiro refinamento de malha para as apro-

ximagoes da derivada primeira, com h = 0.04 e Pe = 2. Na figura 4.35(a), sdo exibidos

os resultados de todos os métodos em conjunto, enquanto nas subsequentes os métodos

sao mostrados separadamente. Como esperado, devido ao refinamento da malha, had uma

melhoria nas aproximagoes. Na figura 4.35(b), observa-se uma reducao nas oscilagoes no

método de CC. Ja na figura 4.35(c), o método NE-3 apresenta um aumento nas oscilagoes.

Na figura 4.35(d), verifica-se uma melhoria também nas oscilagoes do método NE-5. Por-

tanto, o refinamento de malha proporciona melhorias nos métodos, embora, neste caso

especifico, o espacamento adotado introduza oscilagoes no NE-3, tornando-o o método

menos satisfatorio neste caso. Os resultados obtidos também se assemelham ao resultado

da derivada primeira associado a este espacamento de malha.
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Figura 4.36: Solucgoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.36 apresenta os resultados do tltimo refinamento de malha para as aproxi-
magoes da derivada primeira, com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.36(a) exibe o resultado
com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao
mostrados separadamente. Como esperado pelo refinamento final, ha uma melhora signi-
ficativa em todos os resultados, com a reducao ou até mesmo eliminacao das oscilacoes,
como observado no método CC na figura 4.36(b), no método NE-3 na figura 4.36(c) e no
método NE-5 na figura 4.36(d). Este espagamento de malha apresenta, em sua maioria,
resultados satisfatorios e também traz resultados aproximados aos do mesmo espacamento

para a derivada primeira.

4.1.4 Solugao Exata com Camada Limite Interna

A Solugao Exata com Camada Limite Interna pode ser expressa pela equagao (4.10),

com fonte expressa pela equagao (4.11), coeficiente difusivo D = 1072 e velocidade ¥ = 1.
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Para comparacoes, foram testados casos em que h = 0.1, h = 0.04 e h = 0.02. Esses

valores geram, respectivamente, Pe =5, Pe =2 e¢ Pe = 1.

w@) = 5
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u(l) = ST
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Figura 4.37: Solugoes: v =1, D =102, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.37 apresenta os resultados das aproximagoes com h = 0.1 e Pe = 5. A
figura 4.37(a) exibe o resultado com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras
subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Na figura 4.37(b), nota-se que

nenhum dos métodos estd com a aproximacao perto o suficiente da solucao exata, CC
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apresenta muitas oscilagoes e todos os métodos estao distantes. Na figura 4.37(c) mantém-

se que os métodos estao oscilantes e distantes e isto também pode ser observado na

figura 4.37(d).

método faz aproximacao satisfatoria nesta malha mais grosseira.

Logo, para este caso, é necessario refinamento de malha, pois nenhum
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Figura 4.38: Solugoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.

A figura 4.38 apresenta os resultados do primeiro refinamento para aproximagoes com
h = 0.04 ¢ Pe = 2. A figura 4.38(a) exibe o resultado com todos os métodos combina-
dos, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Como
esperado, os resultados comecam a melhorar com este primeiro refinamento de malha, na
figura 4.38(b), nota-se que os métodos oscilam menos e estao menos distantes da solugao
exata, porém, com resultados insatisfatorios. Na figura 4.38(c) NE-2 apresenta muitas
oscilagoes, enquanto NE-3 apresenta uma melhora consideravel em sua aproximacao. Ja
na figura 4.38(d), ha uma boa melhora em todos os métodos, apesar de nao estarem
tao proximos da solucao exata, ji demonstram melhora considerével. Logo, para este

caso, ainda se faz necessario um novo refinamento para se ter melhores resultados, mas,
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contudo, este espagcamento de malha ja comeca a apresentar aproximacoes bem melhores

comparados a malha mais grosseira.
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Figura 4.39: Solucgoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.39 apresenta os resultados do ultimo refinamento para as aproximagoes,
com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.39(a) exibe o resultado com todos os métodos
combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente.
Os resultados com este refinamento de malha, como esperado, sao os melhores para as
solugoes, na figura 4.39(b), nota-se que os métodos estao bem proximos entre si, apenas
com NE-1 ainda um pouco mais distante dos outros. Na figura 4.39(c) NE-2 apresenta
uma pequena oscila¢ao, enquanto NE-3 faz uma boa aproximacgao da solugao exata. Ja
na figura 4.39(d), as aproximagoes estao melhores, trazendo resultados bem proximos da
solucao exata. Assim, pode-se concluir que para este caso, a malha mais refinada se faz

necessaria para a qualidade das aproximagoes, que nao sao satisfatorias nas malhas mais

grosseiras.
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e Aproximacgoes das Derivadas
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A figura 4.40 apresenta os resultados para as aproximagoes da derivada primeira com

h = 0.1e Pe = 5. A figura 4.40(a) exibe o resultado com todos os métodos combi-

nados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Na

figura 4.40(b), percebe-se que CC apresenta muitas oscilagoes em sua aproximacgao e NE-1

apresenta o melhor resultado. Na figura 4.40(c) NE-2 apresenta oscilagoes consideraveis e

NE-3 apresenta poucas oscilagdes. Ja na figura 4.40(d), NE-4 apresenta uma aproximagao

satisfatoria ja nesta malha mais grosseira, NE-5 e NE-6 trazem aproximagcoes com poucas

oscilagoes, com resultados razoaveis. Conclui-se dentre todos os métodos, que a melhor

aproximacao ¢ a apresentada por NE-4, NE-1 e NE-6 apresentam resultados aceitéveis, e

as menos satisfatorias sao as apresentadas por CC e NE-2.
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Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.41 apresenta os resultados para o primeiro refinamento de malha nas apro-

ximagoes da derivada primeira com h = 0.04 e Pe = 2. A figura 4.41(a) exibe o resultado
com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao
mostrados separadamente. Diferente do esperado, o refinamento de malha nao melhorou

as aproximagoes em relagao ao resultado anterior, na figura 4.41(b), percebe-se que os

métodos estao mais distantes da derivada primeira exata, até mesmo no NE-1, que an-

teriormente demonstrava ser uma boa aproximagao. Na figura 4.41(c) NE-2 apresenta

muitas oscilagoes. Ja na figura 4.41(d), os métodos também seguiram o mesmo padrao,

de distanciamento e de algumas oscilagoes. Conclui-se que este refinamento nao ajudou

os métodos em suas aproximagoes.
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A figura 4.42 apresenta os resultados para o tltimo refinamento de malha nas aproxi-
magoes da derivada primeira com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.42(a) exibe o resultado
com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao
mostrados separadamente. Este caso ja traz um resultado mais préoximo do esperado para
um refinamento de malha, na figura 4.42(b), percebe-se que os métodos estdao mais pro-
ximos da derivada exata, com poucas oscilagoes em NE-1. Na figura 4.42(c) NE-2 tem
diminuigao nas oscila¢oes e NE-3 apresenta aproximagao satisfatoria. Ja na figura 4.42(d),
os métodos melhoraram e estao bem proximos entre si e da derivada exata. Conclui-se
que com este refinamento de malha, os métodos melhoraram e apenas NE-1 e NE-2 ainda

apresentam mais oscilagoes que o esperado.

Derivada Primeira

——Solugdo Exata
—»—CC

-10

—— Upwind
NE-1
—&—NE-2
—o—NE-3
—o—NE-4
NE-5
—e—NE-6
0.2 0.4 0.6 0.8
X
(a)
Derivada Primeira
——Solugdo Exata
—&—NE-2
——NE-3
! V
0.2 0.4 0.6 0.8

X

()

-10

60

Derivada Primeira

50

40

20 1

10

——Solugdo Exata
——CC
—— Upwind

NE-1

40

o —

Derivada Primeira
T T

30 1

——Solugdo Exata
—e—NE-4

NE-5
—e—NE-6

Figura 4.42: Solucgoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

e Aproximacoes das Derivadas Segundas
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Figura 4.43: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.43 apresenta os resultados para as aproximagoes da derivada segunda, com

h = 0.1 e Pe = 5. A figura 4.43(a) exibe o resultado com todos os métodos combina-

dos, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Na

figura 4.43(b), nota-se que os resultados estao oscilando consideravelmente, com destaque

para CC como o mais oscilante. Na figura 4.43(c) ambos os métodos estdao bem oscilan-

tes. Ja na figura 4.43(d), o NE-4 é a excecdo, pois, apresenta menos oscilagoes que os

demais métodos. Entao, conclui-se que as aproximacgoes com esta malha mais grosseira

nao possui resultados satisfatorios, sendo necessario realizar um refinamento.
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A figura 4.44 apresenta os resultados para o primeiro refinamento de malha para as
aproximagoes da derivada segunda, com h = 0.04 e Pe = 2. A figura 4.44(a) exibe

o resultado com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os
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Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

métodos sao mostrados separadamente. O refinamento da malha, como esperado, trouxe

melhorias para os métodos, na figura 4.44(b), nota-se a maior proximidade dos métodos
com a derivada segunda exata e a diminuicao de oscilagoes. Na figura 4.44(c) ha o aumento
de oscilagoes em NE-2 e a melhora na aproximagao de NE-3. E na figura 4.44(d), os

métodos também melhoraram as aproximagcoes. Logo, conclui-se que o refinamento foi de

grande ajuda na melhora dos resultados, que antes estavam distantes e bem oscilantes.
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Figura 4.45: Solugoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.45 apresenta os resultados para o ultimo refinamento de malha para as
aproximagoes da derivada segunda, com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.45(a) exibe
o resultado com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os
métodos sao mostrados separadamente. Na figura 4.45(b), percebe-se que o refinamento
final nao ajudou como esperado, visto que apesar da redugao nas oscilagoes, o resultado
visto no meio se mostra mais distante da derivada segunda exata. Na figura 4.45(c) ha
diminui¢ao de oscilagoes em NE-2, mas o resultado no interior, ou seja, na regiao central
do grafico, também se mostra distante, como nos métodos mencionados anteriormente. J4a
na figura 4.45(d), apesar de um certo distanciamento no interior, os métodos se mostram
mais proximos da derivada exata e sem a presenca de oscilagoes, sendo métodos com
aproximacoes mais aceitaveis para este caso, com destaque para NE-4, que se mostra o
mais proximo da derivada exata. Assim, pode-se concluir que o método mais satisfatério

neste refinamento foi NE-4, e como métodos aceitaveis tem-se NE-5, NE-6, NE-3 e Upwind.
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4.1.5 Solucao Exata Proposta por LeVeque

A Solucao Exata que LeVeque propoe em [20] para a Equagao Difusiva-Convectiva

¢ expressa pela equagao (4.12), acompanhada da fonte f(x) = —1, coeficiente difusivo

D = 1072 e velocidade ¥ = 1. Para comparacoes, foram testados casos em que h = 0.1,

h =0.04 e h = 0.02. Esses valores geram, respectivamente, Pe =5, Pe =2 e Pe = 1.
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Figura 4.46: Solucoes: v =1, D = 1072, h=0.1 e Pe = 5.

A figura 4.46 apresenta os resultados das aproximacoes dos métodos com h = 0.1 e

Pe = 5. A figura 4.46(a) exibe o resultado com todos os métodos combinados, enquanto

nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Na figura 4.46(b),
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percebe-se que NE-1 se mostra bem distante da solucao exata, CC apresenta muitas
oscilagoes e Upwind faz uma aproximacao bem satisfatoria. Na figura 4.46(c) NE-2 se
mostra distante do resultado exato e com oscilagoes, enquanto NE-3 se mostra com boa
aproximagao. Ja na figura 4.46(d), NE-4 esta distante, NE-5 apresenta poucas oscilagoes
e o destaque é para NE-6, que mostra sua aproximacao muito proxima da solugao exata.
Logo, conclui-se que no geral, o melhor método é o NE-6, com boas aproximagcoes de

Upwind e NE-3, enquanto os resultados menos satisfatorios sao de NE-2 e NE-1.

Solugdes Solugdes
3 T & T 3 T T & T
Solugéo Exata
25 —»—CC
2.5 k|—e—Upwind
2r S, 1 NE-1
15 1
Solugéo Exata
] 1¢ —»—CC
—#— Upwind
05 | NE-1
—&—NE-2
of —4—NE-3
—o—NE-4
-0.5 F NE-5
—e—NE-6
1 L L L T 05 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a) (b)
Solugdes Solugdes
3 T & T 3 T & T
25
25
2 -
o 2F o)
15}
1.5 F E Solugéo Exata
Soluco Exata 1 —o—NE-4
—=—NE-2 NE-5
——NE-3 —e—NE-6
1 L L L T 05 L L L T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(c) (d)
Figura 4.47: Solugoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.47 apresenta os resultados do primeiro refinamento de malha para as apro-
ximagoes dos métodos com h = 0.04 e Pe = 2. A figura 4.47(a) exibe o resultado com
todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mos-
trados separadamente. Na figura 4.47(b), percebe-se, como esperado pelo refinamento,
a melhora de Upwind e das oscilagoes de CC, porém, NE-1 continua afastado da solu-
¢ao exata. Na figura 4.47(c) NE-2 apresenta maiores oscilagdes, enquanto NE-3 agora

se mostra muito proximo da solugao exata. Ja na figura 4.47(d), NE-4 se aproxima da
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solucao exata, NE-5 diminui as oscilagoes e NE-6 se mantém muito proximo da solugao
exata. Logo, conclui-se que apesar da melhora obtida pelo refinamento da malha, NE-1
e NE-2 ainda se mantém distantes e com muitas oscilagoes, enquanto os outros métodos

obtiveram melhoras consideraveis.
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Figura 4.48: Solucoes: v =1, D = 1072, h =0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.48 apresenta os resultados do ultimo refinamento de malha para as aproxi-
magoes dos métodos com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.48(a) exibe o resultado com todos
os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados se-
paradamente. Como esperado pela malha mais refinada, os métodos em sua maioria,
apresentam resultados bem melhores e menos oscilantes. Na figura 4.48(b), nota-se a
melhora de CC e Upwind, porém, NE-1 se mantém distante. Na figura 4.48(c) NE-2 di-
minui suas oscila¢oes e NE-3 continua com sua boa aproximacao. Ja na figura 4.48(d), os
métodos descritos melhoram e apresentam 6timas aproximagoes. Logo, pode-se concluir o

mesmo que na malha anterior, apesar das melhorias pelo refinamento, NE-1 e NE-2 ainda

sao os resultados menos satisfatorios.



4.1 Resultados Unidimensionais

79

e Aproximacgoes das Derivadas Primeiras

120

T T T T 120 T T T T
Solugédo Exata Solugéo Exata
100 p|—*—CccC 100 p|——¢ccC
—— Upwind —e— Upwind
NE-1 NE-1
80 NE-2 80
—+—NE-3
60 [|—e—NE-4 60 |
] NE-5 =]
40 f|—e—NE-6 40 F
20 20
0 5= — 07" p—t—
20 L L L L 20 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(a) (b)
Derivada Primeira Derivada Primeira
120 T T T T 120 T T T T
Solugédo Exata Solugéo Exata
100 p|—=—NE-2 —6—NE-4
—+—NE-3 100 | NE-5
50 b —o—NE-6
80 |
60
o) D 60
40
40
20 |
0 i — 20
20 L L L L 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(c) (d)

Derivada Primeira

Derivada Primeira

Figura 4.49: Solugoes:

v=1,D=10"2 h=0.1¢ Pe=5.

A figura 4.49 mostra os resultados para aproximacoes da derivada primeira, com

h =0.1 e Pe=5. A figura 4.49(a) exibe o resultado com todos os métodos combinados,

enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Nota-se

nestes resultados, que os métodos estao proximos entre si. Os pontos mais notorios sao as

pequenas oscilagoes de CC na figura 4.49(b), de NE-2 nas figura 4.49(c) e na figura 4.49(d)

todos estao proximos e sem oscilagoes.
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Figura 4.50: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 e Pe = 2.
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A figura 4.50 mostra os resultados para aproximagoes da derivada primeira em seu

primeiro refinamento de malha, com h = 0.04 ¢ Pe = 2. A figura 4.50(a) exibe o resultado

com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao

mostrados separadamente. Como consequéncia do refinamento de malha, ha melhora em

quase todos os métodos, que pode ser vista nas figuras 4.50(b) e 4.50(d), e apenas NE-2

que aumenta as oscilagoes, que podem ser vistas na figura 4.50(c). Assim, o refinamento

melhora os resultados com excegao de NE-2.
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Figura 4.51: Solugoes: v =1, D = 1072, h=0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.51 mostra os resultados para o ultimo refinamento de malha da derivada
primeira, com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.51(a) exibe o resultado com todos os métodos
combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente.
Nota-se nestes resultados, como esperado pelo refinamento de malha, que todos todos os
resultados parecem melhores e com menos oscila¢oes. Tais melhorias podem ser notadas
nas figuras 4.51(b) a 4.51(d). Assim, conclui-se que esta malha apresenta bons resultados

para os métodos, como esperado.

e Aproximacoes das Derivadas Segundas
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Figura 4.52: Solucoes: v =1, D =10"2, h =0.1 ¢ Pe = 5.

A figura 4.52 mostra os resultados para aproximagoes da derivada segunda, com h =
0.1 e Pe = 5. A figura 4.52(a) exibe o resultado com todos os métodos combinados,
enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente. Nota-se
nestes resultados, que os métodos estao proximos entre si e se parecem com os resultados
obtidos por esta mesma malha na derivada primeira. Os pontos mais notérios sao as
pequenas oscilagoes de CC na figura 4.52(b), de NE-2 na figura 4.52(c) e na figura 4.52(d)

os métodos estao bem proximos uns dos outros e sem oscilagoes indesejadas.
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Figura 4.53: Solucoes: v =1, D = 1072, h = 0.04 ¢ Pe = 2.

A figura 4.53 mostra os resultados para o primeiro refinamento de malha na aproxi-
magao da derivada segunda, com h = 0.04 e Pe = 2. A figura 4.53(a) exibe o resultado
com todos os métodos combinados, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao
mostrados separadamente. O refinamento de malha traz melhora em quase todos os mé-
todos, que pode ser vista nas figuras 4.53(b) e 4.53(d), e apenas NE-2 que aumenta as
oscilagoes, que podem ser observadas na figura 4.53(c). Assim, o refinamento melhora os
resultados com excecao de NE-2 e este caso também obtém resultados parecidos com os

obtidos na mesma malha na derivada primeira.
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Figura 4.54: Solugoes: v =1, D = 1072, h=0.02 ¢ Pe = 1.

A figura 4.54 mostra os resultados para o ultimo refinamento de malha da derivada
segunda, com h = 0.02 e Pe = 1. A figura 4.54(a) exibe o resultado com todos os
métodos, enquanto nas figuras subsequentes os métodos sao mostrados separadamente.
Percebe-se nestes resultados, como esperado pelo refinamento de malha, que todos todos
os resultados parecem melhores e com menos oscilagoes. Tais melhorias podem ser notadas
nas figuras 4.54(b) a 4.54(d). Assim, conclui-se que esta malha apresenta bons resultados
para os métodos, como esperado, e que os resultados obtidos também se aproximam dos

resultados de mesma malha na derivada primeira.

4.1.6 Sintese dos Resultados Unidimensionais

Nos casos unidimensionais, foram analisadas solu¢oes exatas suaves e com camadas
limites, com o objetivo de testar a suavizacao excessiva e a estabilidade dos métodos

numéricos implementados. De forma geral, os métodos se comportaram conforme o es-
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perado, apresentando melhoria no desempenho a medida que o refinamento da malha
foi realizado. Os resultados variaram entre os diferentes métodos aplicados, refletindo as

particularidades de cada abordagem diante dos problemas testados.

O método NE-2 chamou atencao por ter apresentado oscila¢goes maiores com o para-
metro de malha A = 0.04 nas aproximacoes das derivadas primeira e segunda. Porém,
para entender os motivos de tal feito, seria necessario realizar uma anélise de estabilidade
mais detalhada, o que ainda nao foi feito nesta dissertagao, ficando para trabalhos futu-
ros. O método NE-6 se destacou na maioria dos exemplos, demonstrando nao apenas bom
funcionamento, mas também alta precisao e consisténcia. Esse desempenho consistente
torna o método NE-6 uma excelente op¢ao para futuros aprimoramentos, sugerindo que
ele possa ser mais aprofundado e explorado em trabalhos subsequentes, com o potencial de
superar limitagoes encontradas em outros métodos e expandir suas aplicacoes em cenarios

mais complexos.

4.2 Resultados Bidimensionais

Nos problemas bidimensionais, os cenarios foram especialmente configurados com base
nas condigoes de contorno e nos parametros, como o campo de velocidades e o coeficiente
de difusividade. Isso permitiu a criacao de situagoes onde a conveccao é o fendémeno

predominante, ocasionando a presenca de oscilacoes esptrias na solugao.

Para lidar com esses desafios, métodos especificos e refinamentos de malha podem ser
implementados a fim de minimizar as oscilagoes espurias e obter solugoes mais precisas.
Além disso, é importante considerar o impacto dessas oscilagoes nos resultados finais,
principalmente em problemas com camadas limites pronunciadas ou caracteristicas de

convecgao marcadas. Os casos utilizados aqui também aparecem em [13, 7].

Na tentativa de buscar melhores resultados, foram implementados em duas dimensoes
os esquemas utilizados em uma dimensao. Porém, os resultados nao foram satisfatorios

conforme o esperado e, por isso, somente os resultados do método NE-6 é apresentado.

4.2.1 Caso Teste

O primeiro resultado obtido visou validar os codigos desenvolvidos ao aplicar condi-
¢ao de contorno em um plano inclinado partindo do eixo y, conforme descrito na equa-

¢ao (4.13), em conjunto com o campo de velocidade ¥ = (1,0) e uma malha quadrada de
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120 x 20].
(U(LL‘,O):I'VQS €1]0,1]
<U(a:,l):a:VJU €10, 1] (4.13)
U(,y) =0V x €]0,1]
ULy =1Y2 €]o1]

Figura 4.55: Solugao: D = 1073, v = (1,0), Pe = 2,63 - 10, Pe, = 2,63 -10, Pe, =0 e
malha de [20 x 20].



4.2 Resultados Bidimensionais 87

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.56: Solugao: D = 1073, v = (1,0), Pe = 2,63 - 10, Pe, = 2,63 -10, Pe, =0 e
malha de [20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.57: Solugao: D = 1073, v = (1,0), Pe = 2,63 - 10, Pe, = 2,63 - 10, Pe, = 0, e
malha de [20 x 20].

Dessa forma, sabendo que a solucao para o plano inclinado deve permanecer inalterada
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com variacoes de malha ou coeficiente de difusividade, pelas figuras 4.55 a 4.57, conclui-se
que as solugoes numeéricas obtidas sao adequadas. Assim, os codigos criados podem ser
empregados para analisar a EDP difusivo-convectiva em outros cenérios bidimensionais,

utilizando condigoes de contorno de Dirichlet.

4.2.2 Caso 1l

Este caso tem como condigao de contorno a equagao (4.14) e foram utilizados campo
de velocidade ¥ = (1,1), uma malha quadrada de [20 x 20] e para verificar a influéncia de

modificacoes no coeficiente difusivos, foram utilizados D = 107!, D =103 e D = 107°,

U(xz,0) =0V z €]0,0.2],
U(xz,0)=10(x —0.2) V2 € [0.2,0.3],
U(x,0) =1V z €]0.3,1],

(4.14)

)
)
)
r,1)=0V a2 €]0,1]
)
)

Figura 4.58: Solugao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72 - 1072, Pe, = 2,63 - 1072
Pe, =2,63- 1072 e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.59: Solucao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72 - 1072 Pe, = 2,63 - 1072,
Pe, =2,63-107% e malha de [20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.60: Solugao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72 - 1072, Pe, = 2,63 - 1072,
Pe, =2,63-107% e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

u(x, y)

Figura 4.61: Solugao: D = 1073, v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
e malha de [20 x 20].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.62: Solugao: D = 1073, v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
¢ malha de [20 x 20].



4.2 Resultados Bidimensionais

91

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.63: Solugao: D = 1073 v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
e malha de [20 x 20].

Solugdo da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

u(x, y)

Figura 4.64: Solugao: D = 1079 v = (1,1), Pe = 3,72 - 10% Pe, = 2,63 - 10*, Pe,
2,63 - 10* e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.65: Solugao: D = 1075 v = (1,1), Pe = 3,72 - 10*, Pe, = 2,63 - 10*, Pe, =
2,63 - 10* e malha de [20 x 20].

Solucdo da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.66: Solugao: D = 107% v = (1,1), Pe = 3,72 - 10*, Pe, = 2,63 - 10*, Pe, =
2,63 - 10" e malha de [20 x 20].

Os resultados obtidos pelas figuras 4.58 a 4.60, mostram que, com D = 107!, a
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difusao é dominante entre os fenémenos de difusao e convecgao, proporcionando solucoes

numeéricas satisfatorias e semelhantes nos trés métodos.

No entanto, a medida que D diminui, ocorre uma maior predominéancia da convecgao,
a figura 4.61 com D = 1073 oscilagdes comecam a aparecer em grande parte da solucao.
Na figura 4.64, onde D = 1075, essa condicao é ainda mais perceptivel, que revela a regiao

de camada limite com oscilagoes acentuadas.

Por outro lado, o Método de Diferencas Finitas Upwind e o NE-6, forneceram solugoes
sem oscilagoes para todos os valores de D analisados, nao s6 para D = 1, mas também
para D = 1073, como mostrado pelas figuras 4.62 e 4.63, e para D = 10~°, mostrado

pelas figuras 4.65 e 4.66, tornando-os para este caso, escolhas mais adequadas que o CC.

4.2.3 Caso 11

Este caso tem como condigao de contorno a equagdo (4.15) e foram utilizados campo
de velocidade ¥ = (1, 1), uma malha quadrada de [20 x 20] e para verificar a influéncia de

modificacdes no coeficiente difusivos, foram utilizados D = 107!, D =102 e D = 1076.

U(z,0)=0Y z €]0,0.2],

U(z,0)=10(z — 0.2) V= € [0.2,0.3],

U(z,0) =1V z €]0.3,1], (@.15)
Ulz,1) =0V x €]0,1]

U(0,y) =0V y €]0,1]

\UL,y)=0Vy €]0,1]
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.67: Solucao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72 - 1072 Pe, = 2,63 - 1072,
Pe, =2,63-107% e malha de [20 x 20].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.68: Solugao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72 - 1072, Pe, = 2,63 - 1072
Pe, =2,63-1072 e malha de [20 x 20].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.69: Solugao: D = 107!, v = (1,1), Pe = 3,72-107% Pe, = 2,63 - 1072,
Pe, =2,63-107% e malha de [20 x 20].

Solugdo da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

u(x, y)

Figura 4.70: Solugdo: D = 103, v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.71: Solugao: D = 1073, v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
e malha de [20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.72: Solugao: D =107, v = (1,1), Pe = 3,72-10, Pe, = 2,63-10, Pe, = 2,63-10
e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

500

u(x. y)

Figura 4.73: Solugao: D = 1075 v = (1,1), Pe = 3,72 - 10*, Pe, = 2,63 - 10*, Pe, =
2,63 - 10* e malha de [20 x 20].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

SO
0 0%0%
N

3

0.2

Figura 4.74: Solugao: D = 1075 v = (1,1), Pe = 3,72 - 10*, Pe, = 2,63 - 10*, Pe, =
2,63 - 10* e malha de [20 x 20].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

u(x, y)

Figura 4.75: Solugao: D = 1075 v = (1,1), Pe = 3,72 - 10*, Pe, = 2,63 - 10*, Pe, =
2,63 - 10* e malha de [20 x 20].

Para o Caso II, as consideragoes sao semelhantes as do Caso I, quando D = 1, as
solucoes numéricas sao satisfatorias e semelhantes nos trés métodos, como vé-se nas figu-
ras 4.67 a 4.69. A diminuicao do coeficiente difusivo D resulta em um cenario dominado
pela convecgao, causando oscilagoes indesejadas no Método de Diferengas Finitas Cen-
tradas, como mostrado nas figuras 4.70 e 4.73, onde essas oscilagoes produzem solugoes
insatisfatorias. Em contraste, o Método de Diferencas Finitas Upwind e o NE-6 mantive-
ram solugoes livres de oscilagdes para os cenarios testados, como mostram as figura 4.71),
figuras 4.72, 4.74 e 4.75.

4.2.4 Caso III

Este caso tem como condigao de contorno a equagao (4.16) e foram utilizados campo
de velocidade ¥ = (1,0), um termo fonte f = 1, coeficiente de difusividade D = 1072 e

para verificar as alteragoes pelo refinamento da malha, foram utilizadas malhas quadradas
de [20 x 20] e de [60 x 60].
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u(x, y)

Uz,0) =0V z €]0,1],
U(r,1)=0Vz €]0,1] (4.16)
U(0,y) =0y €]0,1]
ULy)=0Yy €]0,1]

Solugdo da Equacgao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.76: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de

20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.77: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.78: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
120 x 20].
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Solugao da Equacgao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.79: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107!, Pe, =8,5-107, Pe, =0 e
malha de [60 x 60].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.80: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107", Pe, =8,5-107", Pe, =0 e
malha de [60 x 60].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6
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Figura 4.81: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107, Pe, =8,5-107", Pe, =0 e
malha de [60 x 60].

Os resultados apresentados pelo Método de Diferengas Finitas Centradas mostraram
oscilagoes espirias, como na figura 4.76. No entanto, ao refinar a malha houve uma
redugao significativa dessas oscilagoes, aproximando-se do resultado desejado. Na malha

de [60 x 60], da figura 4.79 nao foram observadas oscila¢oes nas solugoes.

O Método Upwind e o NE-6 mostraram resultados mais suavizados em ambas as
malhas, porém, na malha mais grosseira, de [20 x 20|, nota-se que a figura 4.78, referente
ao NE-6, mostra que houve menos suavizacao do que o Método Upwind nas mesmas
condigoes, descrito na figura 4.77. Na malha de [60 x 60] em relagao ao Upwind e NE-6,
mostrado respectivamente pelas figuras 4.80 e 4.81 também nao sao observadas oscilagoes
nas solugoes. Assim, os métodos Upwind e NE-6 forneceram resultados mais precisos e

sem oscilacoes indesejadas.

4.2.5 Caso IV

Este caso tem como condigao de contorno a equagao (4.18), e foram utilizados campo
de velocidade circular ¥ = (y, —x), coeficientes de difusividade D = 107!, D = 1073
e D = 107% uma malha quadrada de [60 x 60] e foi acrescentada a fonte descrita na

equagao (4.17).
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1
Flz,y) = Ae BlE—05+w=0572 4 _— = B 5 0= 0.0001. (4.17)

(4.18)

Solugao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.82: Solugao: D = 107!, v = (y,—x), Pe = 1,2-107!, Pe, = 8-1072, Pe, =
—8-1072 e malha de [60 x 60].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.83: Solugao: D = 107!, v = (y,—x), Pe = 1,2-107", Pe, = 8 -1072, Pe, =
—8-107% e malha de [60 x 60].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.84: Solugao: D = 107!, v = (y,—xz), Pe = 1,2- 107!, Pe, = 81072, Pe, =
—8-1072 e malha de [60 x 60].
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Solugao da Equacgao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico
60

=

%

=
Figura 4.85: Solugao: D =102, v = (y,—xz), Pe = 1,2- 10, Pe, = 8,47, Pe, = —8,4T e
malha de [60 x 60].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

u(x, y)

Figura 4.86: Solugao: D =107%, v = (y, —x), Pe = 1,210, Pe, = 8,47, Pe, = —8,47 e
malha de [60 x 60].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

40

u(x, y)

Figura 4.87: Solucao: D = 1073, v

(y,—x), Pe =1,2-10, Pe, = 8,47, Pe, = —8,47 e
malha de [60 x 60].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

3000

Figura 4.88: Solucao: D = 1079, v
—8,47 - 10* e malha de [60 x 60].

(y,—x), Pe = 1,2-10%, Pe,

= 8,47 - 10%, Pe,
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

40

u(x, y)

Figura 4.89: Solugdao: D = 1075 v = (y, —x), Pe = 1,2 - 10%, Pe, = 8,47 - 10*, Pe, =
—8,47 - 10* e malha de [60 x 60].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

40

u(x, y)

Figura 4.90: Solucao: D = 1076, v
—8,47 - 10* e malha de [60 x 60].

(y,—x), Pe = 1,2-10%, Pe, = 8,47 - 10%, Pe,

Quando D = 107!, as solucoes numéricas sao satisfatorias e se aproximam nos trés
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métodos, como mostram as figuras 4.82 a 4.84. A medida que o coeficiente difusivo é
reduzido, o problema passa a ser cada vez mais dominado pelo fenémeno convectivo,
resultando em uma maior concentracao de U na direcao do campo de velocidade circular
imposto. Observa-se, através da figura 4.85, que, para D = 1073, o Método de Diferencas
Finitas Centradas apresenta algumas oscilacoes nao desejadas, enquanto para D = 1079,
como mostra a figura 4.88, a solugao esté repleta de oscilagoes, em linha com o que é
esperado conforme a literatura especializada. O Método Upwind e o NE-6 apresentaram

resultados sem oscilagoes, conforme mostram as figuras 4.86, 4.87, 4.89 e 4.90.

4.2.6 CasoV

Este caso tem como condigao de contorno a equagao (4.20), fonte Gaussiana descrita
pela equagao (4.19), coeficiente difusivo D = 1072, campo de velocidade ¥ = (1,0) e para

comparagao, foram utilizadas malhas [20 x 20] e [60 x 60].

1
fla,y) = Ae BlE=05°+u-05] = g -~ = p— 5 0= 0.005. (4.19)

4

(z,0)
Jun =09z el 120,
U0,y) =0y €]0,1]

Ul,y)=0Vy €]0,1]
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.91: Solugao: D = 1072, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
[20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.92: Solugao: D = 1072, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
120 x 20].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

u(x, y)

Figura 4.93: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

\ TR
\\\\\\\\Rm\‘t\

/IM"\\\\\\\\\\\\\\\\\\m

u(x, y)

Figura 4.94: Solugdao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107, Pe, =8,5-107", Pe, =0 e
malha de [60 x 60].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind

5
4 ) l;"“‘iﬁ\‘t‘“\\\\\\\“:‘
AT

=3 £
X (M
= 2

1

0.

Figura 4.95: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107!, Pe, =8,5-107, Pe, =0 e
malha de [60 x 60].

Solucdo da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

5
4 ,:“i\'\\\\\“_\“ -
0"\\\\\\\\\\\\\“‘“\\_\
Vi \\\\\\\\\\
53 J I
Z2
1
0 Tl
1

Figura 4.96: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe =8,5-107", Pe, =8,5-107", Pe, =0 e
malha de [60 x 60].

Neste caso, nota-se que na malha mais grosseira, o Método de Diferencas Finitas



4.2 Resultados Bidimensionais 112

Centrado Classico apresenta oscilagoes, como mostrado na figura 4.91, precisando ser
refinado, como na figura 4.94. Enquanto o Método Upwind e o NE-6 apresentam solugoes
suavizadas em ambas as malhas, como pode ser visto nas figuras 4.92, 4.93, 4.95 e 4.96,

com o NE-6 suavizando um pouco menos que o Upwind.

4.2.7 Caso VI

Para este caso, foram feitas pequenas modificagoes dos dois casos anteriores, ele tem
como condicao de contorno a equagao (4.22), fonte Gaussiana descrita pela equagao (4.21),
coeficiente difusivo D = 1072, velocidade ¥ = (1,0) e para comparagao, foram utilizadas

malhas [20 x 20] e [60 x 60].

1
flz,y) = Ae BlE-08+w=05% 4 — _—  p— o 0= 0.0001. (4.21)

U(x,0)=0VYx €]0,1],
Uz, 1) =0V 2 €]0,1] (4.22)
U(,y) =0Yy €]0,1]
U(lLy)=0vYy €]0,1]
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

0.15

u(x, y)

Figura 4.97: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
[20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind
0.15

0.1

u(x, y)

0.05

= o

Figura 4.98: Solugao: D = 1072, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
120 x 20].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

0.15

0.1

u(x, y)

0.05

Figura 4.99: Solugao: D =102, v = (1,0), Pe = 2,63, Pe, = 2,63, Pe, = 0 e malha de
20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.100: Solugao: D = 1072 v = (1,0), Pe = 8,5-107%, Pe, = 8,5-107!, Pe, =0
e malha de [60 x 60].

114
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind

u(x, y)

Figura 4.101: Solugao: D = 1072 v = (1,0), Pe =8,5- 107!, Pe, =8,5-107%, Pe, =0
e malha de [60 x 60].

Solucdo da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

20

u(x, y)

Figura 4.102: Solugdo: D = 1072 v = (1,0), Pe = 8,5-107%, Pe, = 8,5-107", Pe, =0
e malha de [60 x 60].

Observa-se que a presenca de uma funcao Gaussiana com um gradiente mais acentuado
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perto de seu centro tende a gerar oscilagoes espiirias nos resultados obtidos pelo Método de
Diferencas Finitas Centradas. Essas oscilagoes, apresentadas na figura 4.97, sao evidentes
especialmente nas proximidades da condi¢ao de contorno oposta a direcao do campo de
velocidade, bem como nas regioes proximas ao pico da curva. No entanto, ao refinarmos
a malha, como na figura 4.100, notamos que as oscilagoes desaparecem. Por outro lado, o
Método de Diferencas Finitas Upwind e o NE-6 produzem soluc¢oes sem oscilagoes espurias
para ambos os tamanhos de malha, como visto nas figuras 4.98, 4.99, 4.101 e 4.102, embora

o Método Upwind suavize ainda mais os resultados que o NE-6.

4.2.8 Caso VII

Este caso tem como condigao de contorno a equagao (4.23) e foram utilizados campo
de velocidade ¥ = (y, —x), fonte nula, coeficiente difusivo D = 1072 e para comparagoes,

malhas quadradas de [20 x 20] e [60 x 60].

(

U(x,0)=0Yz € [0,1],
Ulx,1)=1Vz € [0,1],
U(l,y)=0Vy € [0,1],
) U(0,y) =0V y € [0,0.6], (4.23)
UO,y) =y —0.6%y € [0.6,0.65],
U(0,y) = 18(y — 0.65) + 0.05 ¥ y € [0.65,0.70],
U0,y) = (y —0.70) + 0.95 YV y € [0.70,0.75],
U(0,y) =1V y € [0.75,1].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.103: Solucao: D = 1072, v
malha de [20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind
—-
LT
NG i
." A
| ] ] 7 /77T
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3 zz: 1
%7
X 0.8 170 Y

Figura 4.104: Solucao: D = 1072, v
malha de [20 x 20].

(y,—x), Pe = 3,72, Pe, = 2,63, Pe, =

—2,63 e
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NE-6

-
-4-.-
T e e
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=
- W

0.6 0.8 0

X

Figura 4.105: Solugdo: D = 1072, v = (y,—x), Pe = 3,72, Pe, = 2,63, Pe, = —2,63 e
malha de [20 x 20].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

Figura 4.106: Solugao: D = 1072, v = (y,—x), Pe = 1,2, Pe, = 8,5-107%, Pe, =
—8,5- 107! e malha de [60 x 60].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: Upwind

(=]
[es] —
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=
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0.4 0.6

0.8 0 Y
X 1

Figura 4.107: Solugdo: D = 1072, v = (y,—xz), Pe = 1,2, Pe,
—8,5-107! e malha de [60 x 60].

NE-6

i,
!’!f,;’,?/;,;t/ff;

/
i

Figura 4.108: Solucao: D = 1072, v
—8,5- 107! e malha de [60 x 60].

(ya _l')a Pe = 1727 Pe, = 875 ’ 10_17 P€y

Na malha mais grosseira deste caso, o Centrado Classico apresenta oscilagdes, como
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visto na figura 4.103 sendo necessario o refinamento da malha para um melhor resultado,
como mostra a figura 4.106. O Método Upwind e o NE-6 apresentam resultados suavizados
em ambas as malhas, como visto nas figuras 4.104, 4.105, 4.107 e 4.108, porém, o NE-6

suaviza menos seus resultados, podendo estar entre o CC e o Upwind.

4.2.9 Caso VIII

No dltimo problema analisado para o caso bidimensional, foi selecionado um cenéa-
rio sem camadas limite na solugdo. Para isso, definiu-se um dominio de (—0.5 < z <
0.5,—0.5 < y < 0.5), com um campo de velocidades definido por ¥ = (—y, z) e condi¢ao

de contorno zero em todo o dominio. O coeficiente difusivo foi fixado em D = 10719,

Além disso, uma condicao interna foi estabelecida pela fungao seno f(0,y) = sin(27y)
para todos os valores de y € [—0.5,0]. Foram utilizadas malhas quadradas de [20 x 20] e

de [60 x 60] para esta anélise.

Solugdo da Equagao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico

u(x, y)

Figura 4.109: Solugao: D = 107 v = (—y,x), Pe = 1,77 - 10%, Pe, = —1,25 - 108,
Pe, =1,25-10% e malha de [20 x 20].
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Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

Figura 4.110: Solugao: D = 10719 v = (—y,z), Pe = 1,77 - 108, Pe, = —1,25 - 108,
Pe, =1,25-10% e malha de [20 x 20)].

Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6

Figura 4.111: Solugao: D = 107 v = (—y,x), Pe = 1,77 - 10%, Pe, = —1,25 - 108,
Pe, =1,25-10% e malha de [20 x 20].



4.2 Resultados Bidimensionais 122

Solugao da Equacgao Difusiva-Convectiva: Centrado Classico
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u(x, y)

Figura 4.112: Solucdo: D = 1071° v = (—y,2), Pe = 5,9 - 107, Pe,

— 417107,
Pe, =4,17-107 e malha de [60 x 60)].

Solugao da Equagao Difusiva-Convectiva: Upwind

I .
\8:\‘ \R\ \

00" “
‘ ”’" 5

Figura 4.113: Solucdo: D = 1071° v = (—y,2), Pe = 5,9 - 107, Pe,

= —4,17- 107,
Pe, =4,17-107 e malha de [60 x 60)].
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Solucao da Equacao Difusiva-Convectiva: NE-6
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Figura 4.114: Solucdo: D = 1071° v = (—y,2), Pe = 5,9 - 107, Pe, = —4,17 - 107,
Pe, =4,17-107 e malha de [60 x 60)].

Neste problema, as solugoes geradas pelo Método de Diferencas Finitas Upwind e
pelo NE-6 exibiram dispersao numeérica significativa, que pode ser visto nas figuras 4.110
e 4.111, evidenciada pela presenca de um degrau proximo a condicao interna imposta.
Através das figuras 4.113 e 4.114 observa-se que, embora o refinamento da malha diminua

a diferenca percebida na regiao de y € [—0.5, 0], o degrau nao é completamente eliminado.

Por outro lado, através das figuras 4.109 e 4.112, observa-se que as solugoes obtidas
pelo Método de Diferencas Finitas Centradas foram coerentes com as expectativas, sem a
presencga do degrau mencionado. Isso ocorre devido a tendéncia do Método de Diferencas
Finitas Upwind em suavizar as solucoes, o que, neste caso, resultou em uma diferenca

significativa em relagao ao resultado esperado.

4.2.10 Sintese dos Resultados Bidimensionais

Os casos bidimensionais possuem seus resultados apresentados apenas pelos méto-
dos classicos, Centrado (CC) e Upwind, além do NE-6. A escolha do NE-6 para a analise
deve-se ao fato de este novo método ter apresentado o melhor desempenho, ou pelo menos
desempenho aceitavel, justificando sua inclusao neste trabalho. Os métodos CC e Upwind

demonstraram resultados consistentes com a literatura, comportando-se conforme o espe-
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rado em termos de precisao e estabilidade.

Por outro lado, o método NE-6, embora tenha apresentado dispersao numérica no
Caso VIII, mostrou-se promissor em termos de estabilidade e precisao nos demais casos
analisados. Esse comportamento positivo confirma também que se mantém o bom desem-
penho observado no contexto unidimensional. Tal resultado pode ser explicado pelo fato
de o NE-6 ser uma generalizacao dos demais esquemas numéricos propostos, contendo-os
como casos particulares. Em particular, a escolha de valores especificos para o parametro

a no NE-6 permite a obtencao dos outros novos esquemas.

4.3 Analise do Custo Temporal

Para garantir uma analise consistente do desempenho dos coédigos implementados,
foi utilizado o recurso de cronometragem do MATLAB® por meio dos comandos tic e
toc. Esses comandos permitem mensurar o tempo de execucao de trechos especificos do
codigo, registrando o intervalo de tempo, em segundos, entre o inicio (tic) e o final (toc)

da execucao.

4.3.1 Unidimensional

Nos casos dos problemas unidimensionais, devido & simplicidade, os tempos de exe-
cucao individuais sao extremamente curtos, o que dificulta uma anélise precisa do de-
sempenho. Para contornar essa limitacao, optou-se por executar o codigo 10.000 vezes
consecutivas, acumulando os tempos de cada execugao. Com isso, foi possivel calcular a
soma total do tempo de processamento dessas 10.000 repeti¢oes, permitindo uma apro-
ximagao mais robusta e confiavel do custo computacional associado ao método numérico
implementado. Essa abordagem minimiza flutuagoes aleatérias nos tempos de execugao

e possibilita uma anélise mais precisa da eficiéncia do algoritmo.

A figura 4.115 apresenta os resultados obtidos por meio da implementacao descrita.
Essa figura esta dividida em todos os casos discutidos na segao 4.1. Na figura 4.115(a), esta
ilustrado o caso da Solu¢do Suave Parabola; na figura 4.115(b), o caso da Solugao Suave
Seno; na figura 4.115(c), o caso da Camada Limite Externa a Direita; na figura 4.115(d),
o caso da Camada Limite Externa a Esquerda; na figura 4.115(e), o caso da Camada

Limite Interna; e, por fim, na figura 4.115(f), o caso da Solu¢do Proposta por LeVeque.
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NE2 NE3, > E-
Métodos Métodos

Parémetros da malha (1) Parémetros da malha (1)
- =01 - 004 k=002 - =01 G- 0.04 - k=002

(a) (b)

c uPW NE-1 NE2 NE3 ; NE-
Métodos Métodos

Parametros da malha (k) Parametros da malha (1)
- h=01 . =004 - =002 - =01 - =004 - =002

() (d)

Métodos Métodos

Parametros da malha (k) Parametros da malha (1)
- h=01 . =004 . =002 - =01 - =004 =002

(e) (f)

Figura 4.115: Soma dos tempos em uma dimensao.

Os resultados apresentados na figura 4.115 evidenciam que os métodos implementados
seguem a teoria de que o tempo computacional aumenta conforme a malha é refinada. Esse
comportamento é esperado, uma vez que a redugao do parametro h implica um aumento no
ntmero de pontos discretizados e, consequentemente, no niimero de operagoes necessarias
para resolver o problema. Observa-se, entretanto, que cada caso analisado apresenta uma
variacao especifica no desempenho dos métodos, com um método se destacando como o

mais rapido ou o mais lento dependendo do problema em questao.
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Além disso, a analise nao permite afirmar categoricamente que um método é consisten-
temente o mais eficiente em todos os cenarios, tampouco que um tinico método é sempre o
menos eficiente. Por exemplo, em casos com solugoes suaves, o comportamento dos méto-
dos pode diferir significativamente daquele observado em problemas envolvendo camadas
limites. Este comportamento reforca a importancia de considerar tanto as caracteristicas
da solucao quanto a configuracao da malha ao selecionar o método mais adequado para
uma determinada aplicagao. De maneira geral, os resultados ressaltam a complexidade
da anélise de desempenho dos métodos numéricos em diferentes contextos, destacando a

necessidade de avaliagoes especificas para cada tipo de problema e configuracao de malha.

4.3.2 Bidimensional

Nos casos bidimensionais, devido & maior complexidade computacional, os tempos de
execugao sao significativamente maiores em comparagao com os problemas unidimensio-
nais. Para garantir uma anéalise robusta do desempenho, optou-se por executar o cédigo
10.000 vezes consecutivas e acumular os tempos de cada execugao, tanto para os casos
unidimensionais quanto para os casos bidimensionais. A soma dos tempos foi utilizada
para aproximar o custo computacional associado ao método numérico implementado. No
entanto, em duas dimensoes, devido a maior variacao nos tempos, foi escolhida a repre-
sentacao do logaritmo da soma dos tempos, o que facilita a visualizagao e comparagao

dos resultados.

A figura 4.116 apresenta os resultados obtidos por meio da implementagao descrita.
Essa figura esta dividida em todos os casos discutidos na se¢ao 4.2. Na figura 4.116(a),
estéd ilustrado o Caso I; na figura 4.116(b), o Caso II; na figura 4.116(c), o Caso III; na
figura 4.116(d), o Caso IV; na figura 4.116(e), o Caso V; na figura 4.116(f), o Caso VI,
na figura 4.116(g), o Caso VII; e, por fim, na figura 4.116(h), o Caso VIIL
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Upwind
Métodos

Parametros da malha (1)
;=005 . = 0.025 k= 0017

Upwind
Métodos

Parémetros da malha (1)
. k=005 . ;= 0.025 = 0017

Upwind
Métodos

Parametros da malha (1)
. ;=005 . = 0025 . h=0017

Upwind
Métodos

Parémetros da malha (1)
k=005 . ;= 0.025 b= 0017

Upwind
Métodos

Parametros da malha (1)
. =005 . = 0.025 . h=0017

()

Upwind
Métodos

Parémetros da malha (1)
. k=005 . ;= 0.025 b= 0017

(f)
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Métodos

Parametros da malha (1)
. =005 . = 0.025 . h=0017

()

Upwind
Métodos

Parametros da malha (1)
;=005 . ;= 0.025 b= 0017

(h)

Figura 4.116: Log da soma dos tempos em duas dimensoes.
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A figura 4.116 mostra que os casos bidimensionais, os métodos seguem a teoria de
que o tempo computacional aumenta com o refinamento da malha, refletindo a maior
complexidade associada a resolu¢ao numérica em duas dimensoes. Em comparagao com
os problemas unidimensionais, a transicao para duas dimensoes exige maior capacidade
computacional, dada a maior quantidade de pontos na malha e a interagao entre as varia-
veis nos dois eixos espaciais. As figuras mostram que o Método Centrado Classico (CC)
apresenta tempos ligeiramente superiores, o que pode ser atribuido ao custo adicional
de sua formulacao, especialmente em contextos mais complexos, onde a necessidade de
garantir uma solugao simétrica e conservativa leva a um maior niimero de céalculos. J& o
método Upwind, por sua natureza dissipativa, exige menos calculos, pois prioriza infor-
macoes unilaterais, resultando em menor custo computacional. O método NE-6, por sua

vez, segue com resultados préoximos aos do Upwind.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Nesta dissertacao, foram apresentados os principais resultados da pesquisa que bus-
cou aumentar a eficiéncia e superar as dificuldades de precisao e estabilidade na resolucao
de problemas de difusao-convecgao, evitando a necessidade de grandes refinamentos de
malha. O objetivo central foi propor novos esquemas de diferencas finitas para a equagao
de difusao-convecgao com conveccao dominante, alcancado por meio do estudo e aprimo-

ramento de esquemas existentes para o desenvolvimento de novos esquemas originais.

Nos resultados em uma dimensao, foi possivel identificar esquemas que se mostraram
eficazes em malhas mais grosseiras, tanto na solug¢ao do problema, quanto nas aproxima-
¢oes das derivadas primeira e segunda, como é o caso do NE-6 na maioria dos exemplos,
no qual conseguiu apresentar um resultado mais preciso que os métodos classicos CC e
Upwind. Tal fato demonstra um avanco significativo em direcao a formulagao de esquemas
mais estaveis e precisos. Portanto, esses resultados contribuem para o estudo e aplicagao
da equacao difusiva-convectiva, uma vez que os esquemas aqui propostos sao inéditos e

apresentam grande potencial.

Apesar das contribuicoes, esta pesquisa também enfrentou algumas limitagoes, especi-
almente em relacao a adaptacao dos métodos para duas dimensoes, onde apenas o esquema,
NE-6 apresentou resultados satisfatorios comparados aos outros métodos desenvolvidos.
Esse desafio pode ser explorado em pesquisas futuras, que poderao investigar combina-
¢oes entre os diferentes esquemas, buscando resultados ainda mais estaveis e proximos da

solugao exata.

Por fim, espera-se que este trabalho tenha contribuido para o desenvolvimento de
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novos esquemas aplicados a equagao difusiva-convectiva e que suas implicagoes possam
ser valiosas tanto para a comunidade académica quanto para profissionais que utilizam

essa equagao em suas praticas.

5.2 Trabalhos Futuros

Recomendagoes para trabalhos futuros:

Aplicacao dos esquemas para casos com condi¢oes de contorno diferentes das utili-

zadas;

Buscar solucoes exatas em 2D para aplicacao dos esquemas;

Combinar os esquemas apresentados para criar outros métodos;

Extensao para malhas nao uniformes;

Ampliacao para casos em 3D.
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APENDICE A - Codigos

Este apéndice apresenta exemplos dos codigos desenvolvidos para a implementagao
dos esquemas numeéricos descritos nesta dissertagao, abrangendo casos unidimensionais
e bidimensionais. Para os exemplos, foram escolhidos um caso unidimensional e um
caso bidimensional, ambos exemplificados com o Método de Diferencas Finitas Centrado

Classico.

O exemplo unidimensional contém a solucao exata, a implementacao do esquema
centrado classico, bem como as aproximagoes para a derivada primeira e segunda. Ja para
o caso bidimensional, apresenta-se um exemplo completo utilizando o esquema centrado

classico, considerando todos os elementos necessarios para a solu¢ao numérica.

Os codigos foram estruturados de forma a facilitar sua adaptagao para diferentes
condic¢oes de contorno, parametros do problema e configuragoes especificas. Dessa forma,
além de ilustrar os conceitos apresentados nesta dissertacao, os exemplos fornecem uma

base para aplicagoes futuras da metodologia.

A.1 Unidimensional

O caso utilizado abaixo como exemplo é a Solugao Suave Parabola.

clc;

clear all;

% Espagamento na malha
nx = 10;

dx = (1 / nx);

% Valores de x no eixo

x = 0:dx:1;
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x = x';

% Coeficientes difusivo e convectivo
k = 10~(-2);
w =1.0;

% Parametros
a=1;

b=1;

% Calculo da solugdo exata

Uex = zeros(nx + 1, 1);

for i = 1:(nx + 1)
Uex (i) = a*xx (i) "2+bxx(i)+1;

end

% Derivada primeira
for i = 1:(nx + 1)
Uex1 (i) = 2*ax*x(i)+b;

end

’» Derivada segunda
for i = 1:(nx + 1)
Uex2(i) = 2xa;

end

% Nuamero de Pe

Pe = (wxdx)/(2x*k)

% Fonte

for j=2:(nx)
£(3)
end

(1)

1;

((2*xa)*(-k+wxx(j)))+(w*b);
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f(nx + 1) = a+b+£f(1);
f=reshape (f,nx+1,1);

% Construindo a matriz do método centrado classico

A= -k / (dx~2) - w / (2 % dx);
B = (2 % k) / (dx~2);
C = -k / (dx~2) + w / (2 *x dx);

M = spdiags([A * ones(nx + 1, 1), B * ones(nx + 1, 1), C *

ones(nx + 1, 1)], -1:1, nx + 1, nx + 1);

% Adicionando condigdes de contorno
BoundaryIndex = [1, nx + 1];

I = speye(nx + 1);

M(BoundaryIndex, :) = I(BoundaryIndex, :);

% Resolvendo o sistema linear

u_cc = M \ f;

% Aproximagdo Derivada primeira
Ui_e=u_cc (1) ;

Ui=u_cc(2);

Ui_d=u_cc(3);
dU_aproxgl (1) =(1/(2%dx))*(-Ui_e+Ui_d);

Ui_e = u_cc(nx-1);
Ui = u_cc(nx);
Ui_d = u_cc(nx+1);

dU_aproxgl (nx+1)=(1/(2*%dx))*(-Ui_e+Ui_d);
for m=2:nx

Ui_e=u_cc(m-1);

Ui=u_cc(m) ;

Ui_d=u_cc(m+1) ;

dU_aproxgl (m)=(1/(2%dx))*(-Ui_e+Ui_d);
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end

% Aproximagdo Derivada Segunda

Ui_e=u_cc(1);

Ui=u_cc(2);

Ui_d=u_cc(3);

d2U_aproxgl (1)=(1/(dx~2) ) *(Ui_e-2xUi+Ui_d) ;

Ui_e = u_cc(nx-1);
Ui = u_cc(nx);
Ui_d = u_cc(nx+1);

d2U_aproxgl (nx+1)=(1/(dx"~2)) *(Ui_e-2*%Ui+Ui_d) ;
for o=2:nx

Ui_e=u_cc(o-1);

Ui=u_cc (o) ;

Ui_d=u_cc(o+1);

d2U_aproxgl (0)=(1/(dx~2) ) *(Ui_e-2xUi+Ui_d) ;

end

% Para plotar os resultados

fig=figure (1) ;

plot(x, Uex, 'k-', 'LineWidth', 2, 'DisplayName', 'Exata');

hold on;

plot(x, u_cc, '-x','Color', [0 0.4470 0.7410], 'LineWidth"',
2, 'DisplayName', 'CC');

xlabel ('X');

ylabel ('U');

title('');

l=legend('Location', 'Southeast');
grid on;

hold off;

A.2 Bidimensional

O caso abaixo, utilizado como exemplo, é o Caso II.
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clc;

clear all;

Lx = 1;

Ly = 1;

% Malha

Nx = 19;

Ny = 19;

nx = Nx + 1;

ny = Ny + 1;

dx = Lx / Nx;
dy = Ly / Ny;

O0:dx:Lx;
O0:dy:Ly;

»
I

<
I

% Parametros da equagdo

k = 1;
al = 1.0;
a2 = 1.0;

% Numero de Pe
Pe=(sqrt(al~2+a2"2)*dx) /(2*k)
Pex= (alxdx)/(2%k)

Pey= (a2x*dx)/(2xk)

% Diagonais CC

= -k / (dy~2) - a2 / (2 * dy);

= -k / (dx"2) - a1l / (2 * dx);

=2 x k / (dx"2) + 2 * k / (dy~2);
= -k / (dx~2) + al / (2 *x dx);

O Q W =
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E = -k / (dy~2) + a2 / (2 * dy);

e = ones(nx * ny, 1);

% Adicionando condigdes de contorno

index_fronteira = [1l:nx, 1:nx:1+(ny-1)*nx, 1+(ny-1)*nx:nx*ny,
DX DX :nxX*ny);

diagonals = [A * e, B x e, C x e, D x e, E x e];

M = spdiags(diagonals, [-nx, -1, 0, 1, nx], nx*ny, nx*ny);

I = speye(nx*ny);

M(index_fronteira,:) = I(index_fronteira,:);

% Construgdo do vetor fonte b

b = zeros(nx, ny);

% Base (y=0)
for i = 1:nx
if x(i) > 0 && x(i) < 0.2
b(i, 1) = 0; % Para x no intervalo ]0, 0.2[
elseif x(i) >= 0.2 && x(i) <= 0.3
b(i, 1)
0.3]

10 * (x(i) - 0.2); % Para x no intervalo [0.2,

\2

elseif x(i) 0.3 && x(i) <=1

b(i, 1)

1; % Para x no intervalo ]0.3, 1]
end

end

% Topo (y=1)

b(:, ny) = 0;

% Lateral Esquerda (x=0)

b(1l,ny) = 0;

% Lateral Direita (x=1)

b(nx, :) = 0;

b = reshape(b, nx * ny, 1);
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% Resolvendo o sistema
U=M\ b;

U_matrix = reshape(U, nx, ny);

% Grafico da superficie 3D
[X, Y] = meshgrid(x, y);
figure;

surf (X, Y, U_matrix');
title('CC');

xlabel ('X');
ylabel ('Y ');

zlabel ('u(x, y)');



