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Resumo

A Equação da Difusão-Convecção é uma Equação Diferencial Parcial que descreve
o comportamento de sistemas físicos sujeitos aos processos de difusão e convecção, re-
sultando do acoplamento dessas duas equações fundamentais. Esta dissertação aborda
a resolução numérica de problemas de difusão-convecção com convecção dominante, um
desafio significativo em simulações numéricas de escoamentos de fluidos e no transporte
de calor e massa. Quando a convecção prevalece sobre a difusão, as soluções numéricas
enfrentam dificuldades devido à presença de camadas limite, regiões onde ocorrem mu-
danças abruptas na solução. A aplicação de métodos tradicionais, como os de elementos
finitos e diferenças finitas, frequentemente resulta em oscilações indesejadas e baixa pre-
cisão, a menos que sejam utilizadas malhas altamente refinadas, o que eleva os custos
computacionais. Neste contexto, o objetivo principal desta pesquisa foi desenvolver e
implementar novos esquemas de diferenças finitas, visando aumentar a precisão e a esta-
bilidade dos métodos sem a necessidade de refinamentos excessivos de malha. Para isso,
foram analisados esquemas numéricos existentes e introduzidas modificações e a criação
de novos esquemas inéditos na tentativa de superar limitações conhecidas, como insta-
bilidades e oscilações indesejadas. Os novos métodos foram primeiramente validados em
problemas unidimensionais de difusão-convecção, em estêncil de três pontos, onde alguns
esquemas apresentaram soluções estáveis, superando métodos tradicionais em precisão,
como os Métodos de Diferenças Finitas Centradas e Upwind. Ainda em 1D, foram mos-
tradas as aproximações de cada método para as derivadas primeiras e derivadas segundas
para análises de desempenho. Posteriormente, os esquemas foram adaptados e testados
em problemas bidimensionais, agora em estêncil de cinco pontos, com foco na avaliação
do comportamento em situações mais complexas. Entre os métodos propostos, apenas
um dos esquemas destacou-se por oferecer melhores resultados em precisão e estabilidade,
enquanto outros métodos mostraram oscilações indesejadas, indicando a necessidade de
ajustes adicionais ou ainda, da criação de novos esquemas. A pesquisa conclui que os es-
quemas propostos representam um avanço na modelagem numérica da equação de difusão-
convecção, proporcionando alternativas eficientes e estáveis para a resolução desse tipo de
problema.



Abstract

The Convection-Diffusion Equation is a Partial Differential Equation that describes
the behavior of physical systems subjected to the processes of diffusion and convection,
resulting from the coupling of these two fundamental equations. This dissertation addres-
ses the numerical solution of convection-diffusion problems with dominant convection, a
significant challenge in numerical simulations of fluid flow and heat and mass transfer.
When convection prevails over diffusion, numerical solutions face difficulties due to the
presence of boundary layers, regions where abrupt changes in the solution occur. The ap-
plication of traditional methods, such as finite elements and finite differences, often results
in undesired oscillations and low accuracy, unless highly refined meshes are used, which
increases computational costs. In this context, the main objective of this research was
to develop and implement new finite difference schemes, aiming to improve the accuracy
and stability of the methods without the need for excessive mesh refinements. For this,
existing numerical schemes were analyzed, and modifications and the creation of novel
schemes were introduced in an attempt to overcome known limitations, such as instabili-
ties and undesired oscillations. The new methods were first validated in one-dimensional
convection-diffusion problems, using a three-point stencil, where some schemes presented
stable solutions, surpassing traditional methods in terms of accuracy, such as Central and
Upwind Finite Difference Methods. In 1D, the approximations of each method for the
first and second derivatives were also shown for performance analysis. Subsequently, the
schemes were adapted and tested in two-dimensional problems, now using a five-point
stencil, with a focus on evaluating their behavior in more complex situations. Among the
proposed methods, only one of the schemes stood out by offering better results in terms
of accuracy and stability, while other methods exhibited undesired oscillations, indicating
the need for further adjustments or even the creation of new schemes. The research con-
cludes that the proposed schemes represent an advancement in the numerical modeling
of the convection-diffusion equation, providing efficient and stable alternatives for solving
this type of problem.



Palavras-chave

1. Método Diferenças Finitas Centradas

2. Método Diferenças Finitas Upwind

3. Equação da Difusão-Convecção

4. Convecção Dominante

5. Equações Diferenciais Parciais

6. Estabilização



Glossário

CC : Centrado Clássico

EDP : Equação Diferencial Parcial

ETL : Erro de Truncamento Local

NE : Novo Esquema

Pe : Número de Péclet
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fonte.

• Método de Diferenças Finitas Centradas Clássico (CC):

Este é o esquema clássico onde a derivada primeira é aproximada por:

du

dx
≈ 1

2h
(Ui+1 − Ui−1). (3.2)

E o estêncil final é dado por:
(
−D

h2
− v

2h

)
Ui−1 +

(
2D

h2

)
Ui +

(
−D

h2
+

v

2h

)
Ui+1 = fi. (3.3)

• Método de Diferenças Finitas Upwind :

Aproximação para a derivada primeira retardada:

du

dx
≈ 1

h
(Ui − Ui−1). (3.4)

Aproximação para a derivada primeira adiantada:

du

dx
≈ 1

h
(Ui+1 − Ui). (3.5)

Assim, a equação final do estêncil utilizando a aproximação retardada é:
(
−D

h2
− v

h

)
Ui−1 +

(
2D

h2
+

v

h

)
Ui +

(
−D

h2

)
Ui+1 = fi. (3.6)

E a equação final do estêncil utilizando a aproximação adiantada é:
(
−D

h2

)
Ui−1 +

(
2D

h2
− v

h

)
Ui +

(
−D

h2
+

v

h

)
Ui+1 = fi. (3.7)

• Novo Esquema 1 (NE-1):

Este esquema utilizou a aproximação:

du

dx
≈ 1

2h
(Ui−1 − 4Ui + 3Ui+1). (3.8)

Assim, a equação final do estêncil é:
(
−D

h2
+

v

2h

)
Ui−1 +

(
2D

h2
− 2v

h

)
Ui +

(
−D

h2
+

3v

2h

)
Ui+1 = fi. (3.9)

• Novo Esquema 2 (NE-2):
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Aproximação para a derivada primeira:

du

dx
≈ 1

4h
(−Ui−1 − 2Ui+ 3Ui+1). (3.10)

A equação final do estêncil é:
(
−D

h2
− v

4h

)
Ui−1 +

(
2D

h2
− v

2h

)
Ui +

(
−D

h2
+

3v

4h

)
Ui+1 = fi. (3.11)

• Novo Esquema 3 (NE-3):

Aproximação para derivada primeira:

du

dx
≈ 1

4h
(−3Ui−1 + 2Ui + Ui+1). (3.12)

Assim, a equação final do estêncil é:
(
−D

h2
− 3v

4h

)
Ui−1 +

(
2D

h2
+

v

2h

)
Ui +

(
−D

h2
+

v

4h

)
Ui+1 = fi. (3.13)

• Novo Esquema 4 (NE-4):

Aproximação para derivada primeira:

du

dx
≈ 1

2h

((
− vh

2D
− 1

)
Ui−1 +

(
vh

D

)
Ui +

(
− vh

2D
+ 1

)
Ui+1

)
. (3.14)

A equação final do estêncil é:
(
−D

h2
+

v

2h

(
−vh

2D
− 1

))
Ui−1+

+

(
2D

h2
+

v2

2D

)
Ui +

(
−D

h2
+

v

2h

(
−vh

2D
+ 1

))
Ui+1 = fi. (3.15)

• Novo Esquema 5 (NE-5):

Aproximação para derivada primeira:

du

dx
≈ 1

8h
(−5Ui−1 + 2Ui + 3Ui+1). (3.16)

Equação final do estêncil:
(
−D

h2
− 5v

8h

)
Ui−1 +

(
2D

h2
+

v

4h

)
Ui +

(
−D

h2
+

3v

8h

)
Ui+1 = fi. (3.17)

• Novo Esquema 6 (NE-6):
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Assim, a equação do estêncil com aproximação retardada é:
(
−D

h2
y

− v2
hy

)
Ui,j−1 +

(
−D

h2
x

+
v1
hx

)
Ui−1,j+

(
−2D

h2
x

− 2D

h2
y

+
v1
hx

+
v2
hy

)
Ui,j +

(
−D

h2
x

)
Ui+1,j

(
−D

h2
y

)
Ui,j+1 = fi,j. (3.40)

E a equação do estêncil com aproximação adiantada é:
(
−D

h2
y

)
Ui,j−1 +

(
−D

h2
x

)
Ui−1,j +

(
−2D

h2
x

− 2D

h2
y

− v1
hx

− v2
hy

)
Ui,j+

+

(
−D

h2
x

+
v1
hx

)
Ui+1,j

(
−D

h2
y

+
v2
hy

)
Ui,j+1 = fi,j. (3.41)

• Novo Esquema 1 (NE-1-2D):

Aproximação para as derivadas primeiras em relação a x e y:

∂u

∂x
≈ 1

2hx

(Ui−1,j − 4Ui,j + 3Ui+1,j), (3.42)

∂u

∂y
≈ 1

2hy

(Ui,j−1 − 4Ui,j + 3Ui,j+1). (3.43)

Assim, a equação final do estêncil é:
(
−D

h2
y

+
v2
2hy

)
Ui,j−1 +

(
−D

h2
x

+
v1
2hx

)
Ui−1,j +

(
2D

h2
x

− 2v1
hx

+
2D

h2
y

− 2v2
hy

)
Ui,j+

+

(
−D

h2
x

+
3v1
2hx

)
Ui+1,j

(
−D

h2
y

+
3v2
2hy

)
Ui,j+1 = fi,j. (3.44)

• Novo Esquema 2 (NE-2-2D):

Aproximação para as derivadas primeiras em relação a x e y:

∂u

∂x
≈ 1

4hx

(−Ui−1,j − 2Ui,j + 3Ui+1,j). (3.45)

∂u

∂y
≈ 1

4hy

(−Ui,j−1 − 2Ui,j + 3Ui,j+1). (3.46)

A equação final do estêncil é:
(
−D

h2
y

− v2
4hy

)
Ui,j−1 +

(
−D

h2
x

+
v1
4hx

)
Ui−1,j +

(
2D

h2
x

− v1
2hx

+
2D

h2
y

− v2
2hy

)
Ui,j+

+

(
−D

h2
x

+
3v1
4hx

)
Ui+1,j

(
−D

h2
y

+
3v2
4hy

)
Ui,j+1 = fi,j. (3.47)
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• Novo Esquema 3 (NE-3-2D):

Aproximação para as derivadas primeiras em relação a x e y:

∂u

∂x
≈ 1

4hx

(−3Ui−1,j + 2Ui,j + Ui+1,j). (3.48)

∂u

∂y
≈ 1

4hy

(−3Ui,j−1 + 2Ui,j + Ui,j+1). (3.49)

Assim, a equação final do estêncil é:
(
−D

h2
y

− 3v2
4hy

)
Ui,j−1 +

(
−D

h2
x

− 3v1
4hx

)
Ui−1,j +

(
2D

h2
x

+
v1
2hx

+
2D

h2
y

− v2
2hy

)
Ui,j+

+

(
−D

h2
x

+
v1
4hx

)
Ui+1,j

(
−D

h2
y

+
v2
4hy

)
Ui,j+1 = fi,j. (3.50)

• Novo Esquema 4 (NE-4-2D):

Aproximação para as derivadas primeiras em relação a x e y:

∂u

∂x
≈ 1

2hx

((
−v1hx

2D
− 1

)
Ui−1,j +

(
vh

D

)
Ui,j +

(
−vhx

2D
+ 1

)
Ui+1,j

)
. (3.51)

∂u

∂y
≈ 1

2hy

((
−v2hy

2D
− 1

)
Ui,j−1 +

(
v2hy

D

)
Ui,j +

(
−v2hy

2D
+ 1

)
Ui,j+1

)
. (3.52)

A equação final do estêncil é:

(
−D

h2
y

+

[(
v2
2hy

)(
−v2hy

2D
− 1

)])
Ui,j−1+

(
−D

h2
x

+

[(
v1
2hx

)(
−v1hx

2D
− 1

)])
Ui−1,j+

(
2D

h2
x

+
v21
2D

+
2D

h2
y

+
v22
2D

)
Ui,j +

(
−D

h2
x

+

[(
v1
2hx

)(
−v1hx

2D
− 1

)])
Ui+1,j+

+

(
−D

h2
y

+

[(
v2
2hy

)(
−v2hy

2D
− 1

)])
Ui,j+1 = fi,j. (3.53)

• Novo Esquema 5 (NE-5-2D):

Aproximação para as derivadas primeiras em relação a x e y:

∂u

∂x
≈ 1

8hx

(−5Ui−1,j + 2Ui,j + 3Ui+1,j). (3.54)

∂u

∂y
≈ 1

8hy

(−5Ui,j−1 + 2Ui,j + 3Ui,j+1). (3.55)
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u
(ny)
i,j =

∂nu(xi, yj)

∂yn
. (3.65)

Para calcular o ETL em duas dimensões utiliza-se as equações:

Ui+1,j = ui,j + u
(1x)
i,j h+ u

(2x)
i,j

h2

2
+ u

(3x)
i,j

h3

6
+ u

(4x)
i,j

h4

24
+O(h5). (3.66)

Ui−1,j = ui,j − u
(1x)
i,j h+ u

(2x)
i,j

h2

2
− u

(3x)
i,j

h3

6
+ u

(4x)
i,j

h4

24
+O(h5). (3.67)

Ui,j+1 = ui,j + u
(1y)
i,j h+ u

(2y)
i,j

h2

2
+ u

(3y)
i,j

h3

6
+ u

(4y)
i,j

h4

24
+O(h5). (3.68)

Ui,j−1 = ui,j − u
(1y)
i,j h+ u

(2y)
i,j

h2

2
− u

(3y)
i,j

h3

6
+ u

(4y)
i,j

h4

24
+O(h5). (3.69)

Assim, foram obtidos os seguintes resultados:

• Método Diferenças Finitas Centradas Clássico (CC-2D):

τi,j =
(v1u

(3x)
i,j + v2u

(3y)
i,j )h2

6
−

(u
(4x)
i,j + u

(4y)
i,j )Dh2

12
+O(h3). (3.70)

• Método Diferenças Finitas Upwind (2D):

Retardado:

τi,j = −
(v1u

(2x)
i,j + v2u

(2y)
i,j )h

2
+

(v1u
(3x)
i,j + v2u

(3y)
i,j )Dh2

6
−

−
D(u

(4x)
i,j + u

(4y)
i,j )h2

12
−

(v1u
(4x)
i,j + v2u

(4y)
i,j )h3

24
+O(h4). (3.71)

Adiantado:

τi,j =
(v1u

(2x)
i,j + v2u

(2y)
i,j )h

2
+

(v1u
(3x)
i,j + v2u

(3y)
i,j )Dh2

6
−

−
(u

(4x)
i,j + u

(4y)
i,j )Dh2

12
+

(v1u
(4x)
i,j + v2u

(4y)
i,j )h3

24
+O(h4). (3.72)

• Novo Esquema 1 (NE-1-2D):

τi,j = (v1u
(2x)
i,j + v2u

(2y)
i,j )h+

(v1u
(3x)
i,j + v2u

(3y)
i,j )h2

6
+

+
−(u

(4x)
i,j + u

(4y)
i,j )Dh2 + (v1u

(4x)
i,j + v2u

(4y)
i,j )h3

12
+O(h4). (3.73)
































































































