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Resumo

Frequentemente problemas de Matematica, Fisica, Engenharia, Economia, Quimica e
areas afins envolvem a resolucao de sistemas lineares, os quais podem ter dimensoes su-
periores a 1 milhao de equagoes. Nesses casos, as matrizes de coeficientes destes sistemas
em consideracao sao esparsas. Para problemas de solugao tnica, uma alternativa sao os
métodos numéricos diretos, pois apresentam uma solu¢ao muito proxima da exata (salvos
erros de arredondamento) em um ntumero finito de passos. Nesse ponto, destacam-se os
métodos que envolvem a fatoragao da matriz de coeficientes. No entanto, ao implementa-
los é essencial o uso de uma estrutura de dados apropriada, a fim de evitar falhas de
alocacao de memoria e reduzir o tempo de processamento. Tendo em vista estes fatores,
neste trabalho foram pesquisados e implementados os métodos de Fatoracao LU, QR e de
Cholesky, com uso da estrutura de dados indexada e de listas encadeadas. Na estrutura
de listas encadeadas, os elementos nulos nao foram armazenados, economizando memoria
e evitando operagoes desnecessérias. Essa estratégia tornou possivel a resolugao de pro-
blemas da ordem de milhares de elementos. Dentre os métodos e estruturas utilizados, os
melhores resultados em termos de norma do residuo gerado e tempo para a resolugao dos
problemas foram obtidos com o método de decomposicao LU e com a estrutura de dados
de listas encadeadas.



Abstract

Problems in Mathematics, Physics, Engineering, Economics, Chemistry, and related
fields frequently involve solving linear systems, which can have dimensions exceeding 1
million equations. In such cases, the coefficient matrices of these systems are sparse. For
problems with a unique solution, one alternative is to use direct numerical methods, as
they provide solutions very close to the exact ones (except for rounding errors) in a finite
number of steps. At this point, methods involving the factorization of the coefficient
matrix stand out. However, when implementing these methods, it is essential to use an
appropriate data structure in order to avoid memory allocation failures and to reduce
processing time. Considering these factors, this work researched and implemented the
LU, QR, and Cholesky factorization methods using both indexed data structures and
linked lists. In the linked list structure, zero elements were not stored, saving memory
and avoiding unnecessary operations. This strategy made it possible to solve problems
involving thousands of elements. Among the methods and data structures used, the
best results in terms of residual norm and solution time were obtained with the LU
decomposition method and the linked list data structure.
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Capitulo 1

Introducao

Por defini¢ao, um sistema linear € um conjunto de equagoes que apresentam as mesmas
variaveis. Resolvé-lo implica em determinar um conjunto de valores que satisfacam a todas
as equagoes simultaneamente. De uma forma geral, esses sitemas podem ter uma, infinitas
ou nenhuma solugao. Para sistemas lineares quadrados (ou sistemas com o mesmo nimero
de linhas e colunas) em que a matriz de coeficiente das equagoes é composta por vetores
linearmente independentes (ou seja, que um vetor de coeficientes ndo pode ser escrito
como uma combinacdo linear de outros), admite-se que o sistema possui apenas uma

solucao.

Devido a diversidade de aplicagoes das técnicas de solugao de sistemas de equagoes em
diferentes areas das Ciéncias Exatas e das Engenharias, é possivel encontrar na literatura
uma extensa bibliografia sobre o assunto. Por exemplo, em Colla (2007), fez-se uso do
método de fatoragao Cholesky aplicado a matrizes esparsas para construir um algoritmo

para inferéncia em Redes Bayesianas.

Ja Costa (2008) apresentou um estudo sobre o fluxo de poténcias usando métodos
diretos (fatoragdo LU, triangulacdo de Gauss, escalonamento de Gauss-Jordan e fatora-
¢ao Cholesky) para solugao dos sistemas de equagoes. Destaca-se que Pescador, Possamai
e Possamai (2011) resaltaram a importancia do estudo dos sistemas lineares nos cursos
de engenharia por meio das aplicagoes em circuitos elétricos, balanceamento de equagoes
quimicas e na construcao de estruturas metalicas. Por sua vez, Levorato (2017) discutiu
sobre a importancia e aplicagao dos sistemas lineares em circuitos elétricos, no balancea-
mento de equagoes quimicas, nos modelos econdmicos de Leontief e no funcionamento do

Global Positioning System (GPS).
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1.1 Justificativa

Para problemas que possuem apenas uma solugao possivel, uma alternativa de reso-
lugao sao os métodos diretos, que fornecem o valor exato da solugao, a menos de erros de
arredondamento, como a elimina¢ao de Gauss, fatoracao LU, a fatoragao QR, fatoracao
Cholesky e outros (ARENALES e DAREZZO, 2015; CUNHA, 2000). Cada método nu-
mérico possui uma complexidade em seu algoritmo, ou seja, um nimero de operacoes que
devem ser feitas para alcancar a solugao. Consequentemente, o tempo de execugao para
resolvé-los é diferente. Nesse ponto, destacam-se os métodos que envolvem a fatoragao da

matriz de coeficientes utilizada, sendo eles alvo desse estudo.

Em contrapartida a escolha do método, o uso de uma estrutura de dados apropriada
mostra-se essencial para um bom desempenho computacional, ja que os dados armazena-
dos tém impacto na memoria e no tempo de processamento. Com a estrutura indexada,
por exemplo, tratando de matrizes ha a necessidade de armazenar todos os elementos
(mesmo que muitos deles sejam nulos) (WEISS, 2013). Isso gera um uso de memoria que

muitas vezes pode causar estouro de buffer.

Diferentemente da estrutura indexada, uma lista encadeada é uma estrutura formada
de noés ordenados. Nessa estrutura, o espaco reservado na memoria refere-se a determi-
nado n6 adcionado (WEISS, 2013). Dessa forma, é possivel ndo salvar elementos nulos.
Essa estratégia foi utilizada aqui para reduzir a utilizagao de memoria e evitar operagoes

desnecessarias com elementos nulos.

1.2 Objetivos gerais

Nesse trabalho, buscou-se estudar, pesquisar e implementar as fatoracoes LU, QR
e de Cholesky utilizando duas formas de armazenar e manipular os dados: estrutura
indexada e listas encadeadas. Nestas, os elementos (das matrizes de coeficiente) com
valores nulos nao foram armazenados a fim de poupar memoria, possibilitando resolver

problemas maiores (evitando o estouro de buffer) e reduzindo o tempo de execugao.
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1.3 Objetivos especificos

Dentre os objetivos especificos, tem-se:

e Estudar e pesquisar métodos de resolugao e estrutura de dados no armazenamento

de matrizes;

e Implementar os programas envolvendo os métodos numéricos de fatoracao LU, fa-
toracao QR e fatoragao de Cholesky com estrutura de dados indexada e como listas

encadeadas;

e Validar os programas comparando os resultados encontrados aos obtidos por meio

do software SCILAB (2023)(amplamente utilizado com a mesma finalidade);

e Resolver os problemas propostos, obtidos a partir de um gerador aleatério ou retira-
dos de repositérios online, e compara-los quanto ao método numeérico e estrutura de

dados empregada em termos de tempo computacional e norma do residuo obtido;

e Apresentar vantagens e desvantagens na escolha de determinados métodos e estru-

turas para um conjunto de problemas.

Espera-se ainda que esse trabalho contribua para o estudo de métodos numeéricos e

estrutura de dados apropriadas para solucao de sistemas lineares esparsos.

1.4 Organizacao do texto

O capitulo 2 é dedicado a uma revisao bibliografica sobre os métodos ntimericos uti-
lizados na solucao de sistemas de equacoes, destacando a fatoragao LU, fatoracao QR e
fatoracao de Cholesky. Em seguida, no capitulo 3 sao discutidos temas como: esparsidade,
estrutura de dados indexada e de listas encadeadas e suas respectivas implementacoes.
O capitulo 4 apresenta os problemas estudados neste trabalho oriundos de um gerador
aleatorio e um repositorio online. No capitulo 5 estao os resultados em termos de tempo
de resolucao e norma de residuo da solucao para cada método numérico estudado usando
as estruturas de dados indexada e de listas encadeadas. Por fim, no capitulo 6 temos a

conclusao e propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistemas lineares e métodos numeéri-
COS

Este capitulo apresenta, brevemente, trabalhos que ressaltam a importancia de siste-
mas lineares em estudos nas Ciéncias Exatas e nas Engenharias; as formas de representa-
los, diferencas entre os métodos ntmericos diretos e iterativos e os métodos estudados
nessa dissertagao (fatoragao LU, fatoracdo QR e fatoragao Cholesky) com seus respecti-

vos algoritmos.

2.1 Definicoes

Dado um sistema do tipo Ax = b, em que A = (a;;), comi=1,...,n;j=1,...,n;
x€Reb=(b)comi=1,...,n;¢épossivel representa-lo na forma matricial como:
a1; A2 ... QAip s} bl
a921 Q29 ... QAgp
- 21)
n1 Gpo .. Gy Tp b,

ou ainda, como somatorio, (2.2),

n

d ayri=b (i=12,...,n). (2.2)

=1

T = (z1,79,...,2,) que satisfaca

Resolver esse sistema significa encontrar o vetor x
todas as equacoes do sistema simultaneamente. Uma garantia para que o sistema possua

solugao tnica, é a condicao de que o determinante da matriz A seja diferente de zero
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(WATKINS, 2002). Isso também indica que a matriz A é inversivel.

Em termos graficos, a solucdo de um sistema no R?, por exemplo, corresponde a

interseccao de duas retas. A Figura 2.1 é uma representacao grafica do sistema:

20+ 3y =6
r—y=1 .

1Y —2x+3y==6
— rz—y=1

Figura 2.1: Solucao de um sistema no R2.

Fonte: Elaboragao propria.

Os métodos numéricos empregados para obter a solugdo de um sistema linear sao

classificados em dois tipos: diretos ou iterativos.

Geralmente, métodos numéricos diretos modificam a matriz de coeficientes durante o
processo de resolugao, o que pode ser um problema para matrizes de grande dimensao e/ou
matrizes esparsas. No entanto, essas técnicas fornecem uma solu¢ao muito proxima da
exata (salvos erros de arredondamento) em um nimero limitado de passos. Sao exemplos
de métodos diretos: Eliminacao de Gauss, Eliminacao de Gauss Jordan, Fatoragao LU,
Fatoragao QR, Fatoracdo de Cholesky e Método de Cramer (ARENALES e DAREZZO,
2015; CUNHA, 2000; SILVA, 2021).

Por outro lado, os métodos iterativos como Método de Newton, Gauss-Seidel, La-
grange e outros, nao modificam a matriz original, entretanto nao apresentam garantia de
convergéncia e dependem de condigbes especificas para se ter solugoes acuradas (SILVA,
2021).
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No contexto dos métodos diretos, nas fatoracoes ou decomposicoes utilizam-se siste-
mas triangulares, que sao aqueles que acima ou abaixo da diagonal principal todos os
elementos sao nulos. Um sistema é dito triangular inferior se sua diagonal é nao nula e

para todo ¢ < j , seus coeficientes sdo nulos (2.4). Ou seja:

L =b
lory1 + Loy = by (i, =1,...n). (2.4)
lnlyl + ln2y2 +...+ lnnyn - bn

De maneira analoga, um sistema ¢é triangular superior se sua diagonal é nao nula e

para todo j < i, seus coeficientes sdo nulos (2.5). Ou seja:

U1 + Uy + ... F UL, =Y
U29T2 + ... + U2nThp = Y2 (l,] = 1,’/’L) (25)
UpnTn = Yn

Esses sistemas sao comparativamente favoraveis de se resolver em relacao a outros, por
substituicao regressiva ou progressiva, respectivamente. A seguir, estao os Algoritmos 1
e 2 utilizados para resolucao de sistemas triangulares inferior e superior, respectivamente

dados por,

Uz =y. (2.7)

Algoritmo 1: Algoritmo para solucao de um sistema triangular inferior
Entrada: [;;, b;

b
1: Yy = —1
l11
2: parai=2,...,n faca

7

(i-1)
(bi 1 ligys)
3: L Yi = ;J DAL

Fonte: Golub e Loan (2013); Arenales e Darezzo (2015).
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Algoritmo 2: Algoritmo para solu¢ao de um sistema triangular superior
Entrada: u;;, y;

n
1.z, = —
unn

2: parai=(n—1),(n—2),...,1 faga
L (i Zgn:m Ui ;)
3: T; =

(077

Fonte: Golub e Loan (2013); Arenales e Darezzo (2015).

Contando as operagdes envolvidas (seja nos Algoritmos 1 ou 2), tem-se n divisoes,
Z;:ll j = M adigdes e > 77, 'j= @ multiplicagoes (usando a soma de uma pro-
gressao arltmetlca), resultando em n? operagoes (GOLUB e LOAN, 2013; ARENALES
e DAREZZO, 2015; CUNHA, 2000). Logo, possuem baixa complexidade e consequente-
mente precisam de menos tempo de execucao, comparativamente a outros métodos diretos,

para que se obtenha a solugao (ARENALES e DAREZZO, 2015).

2.2 Aplicacoes

Diversos trabalhos como Heath (2002), Colla (2007), Costa (2008), Pescador, Pos-
samai e Possamai (2011), Coelho (2014), Levorato (2017), Silva (2021) e Frango (2022)
ressaltam a importancia dos sistemas lineares em aplicagoes nas Engenharias e nas Cién-
cias Exatas, seja, por exemplo, para utilizacao de redes bayesianas, calculo de poténcias,
estruturas metalicas, balanceamento de equagoes quimicas, modelos econdémicos ou outros
fins. Muitas vezes esses problemas sdo grandes (representados como matrizes de coefici-
entes esparsas) e resolvé-los manualmente se torna impraticavel. Diante disso, surge a
necessidade de estudar esses sistemas e as diferentes maneiras de soluciona-los computa-

cionalmente.

Coelho (2014), por exemplo, buscou solucionar sistemas nos quais as matrizes de coefi-
cientes sao esparsas utilizando os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel comparando
diferentes estruturas de dados: Compressed Sparse Row (CSR), Compressed Sparse Co-
lunm (CSC), Compressed Diagonal Storage (CDS) e Skyline. Ja Silva (2021) implementou
e comparou os métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel, Gradiente Conjugado e o GM-
RES utilizando a estrutura de dados Compressed Sparse Row (CSR). Foi feito também o

uso de precondicionadores e técnicas de refinamento das solugoes.

Frango (2022) analisou o método de Gradiente Conjugado usando a estrutura de dados

Compressed Sparse Row (CSR) com uso de diferentes tipos de precondicionadores como
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de Jacobi, Damped Jacobi, Forward Gauss Seidel (FGS), Backward Gauss-Seidel (BGS),
Symmetric Gauss-Seidel (SGS), Forward Successive Over Relazation (FSOR), Backward
Successive Over Relazation (BSOR) e Symmetric Successive Over Relazation (SSOR).

Neste trabalho foram implementados métodos diretos, como fatoracao LU, fatoragao

QR e fatoracao de Cholesky utilizando a estrutura de listas encadeadas.

2.3 Fatoracao LU

A fatoracao ou decomposicao LU consiste em decompor a matriz A em um produto

de duas matrizes, L triangular inferior e U triangular superior.

A =LU. (2.8)

Assim, o sistema original Ax = b, torna-se:

LUx = b. (2.9)

Substituindo Ux =y, obtém-se o primeiro sistema triangular:

Ly = b. (2.10)

Resolve-se o primeiro sistema, Equagao (2.10), encontra-se y e entao resolve-se o

segundo sistema, Equagao (2.11) onde é encontrado o valor de x,

Ux =y. (2.11)
Basicamente, ha uma troca de um sistema linear geral (que pode ser denso ou esparso)
por dois sistemas triangulares, como mostrado adiante.

Dessa forma, sejam A = (a;;), L = (l;;) e U = (u;;), com i =1,...,nej=1,..,n

matrizes triangulares e LU = A entao, tem-se que:

1 Uil U2 ... Uinp a1y a2 ... Qip

l21 1 « U929 Ugn _ a?l a/.22 CL.Qn (212)

lnl an .o 1 Unn Ap1 Apo ... Qpp
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Multiplicando a matriz L pela U, encontra-se A. Assim, ao multiplicar a primeira

linha de L pelas colunas de U, obtém-se a primeira linha de U diretamente (igual a

primeira linha de A),

1 x U1 = aiq

U1 = aq,

1 x U1y = Q12

U2 = 12,

1 x Ulp, = A1p,

U1p = Q1n-

Ao multiplicar as demais linhas de L pela primeira coluna de U, obtem-se a primeira

coluna de L:

loy X uyp = ag
loy = Cl21/U11
lo1 X u1g 4 uga = a9
lor X upy, + U2y = aoy,

l31 X upp = as

131 = a31/u11

L1 X upy = an

I = anl/ull
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E, assim, sao preenchidas as matrizes U e L: a matriz U por linhas e a L por colunas.

De forma resumida, tem-se que:

i—1
Uij = Qij — Z Likug; (t,j=1,...n) (2.13)
k=1
parai < j e
j—1
lij = (aij — Zlikukj)/ujj (’l,j = 1, Ce n) (214)
k=1
para ¢ > j.

A seguir é apresentado o algoritmo da fatoracao LU.

Algoritmo 3: Algoritmo da Fatoragao LU
Entrada: a;;

:parai=1,...,n— 1 faca

: para j =1i,...,n faga

_ i-1
Uij = Qij — 2 =1 LikUkj

1
2
3
4. para j =1+ 1,...,n faga
i—1

5: L Lii = (aji — > Lintne) /v
6: para i = n faga

7 Uiy = Qg5 — ZZ;} ikt
8 liy =1

Fonte: Chapra e Canale (2015), Burden e Faires (2011), Arenales e Darezzo (2015), Datta (2010).

O Algoritmo 3 realiza 2n®/3 operagoes para fatorar a matriz A em LU (GOLUB e
LOAN, 2013). Conhecidas L e U, tem-se mais 2n* operagoes efetuadas, visto que restam

dois sistemas triangulares para serem resolvidas (Algoritmos 1 e 2)(CUNHA, 2000).

2.4 Fatoracao QR

A fatoragao QR consiste em decompor uma matriz A em duas matrizes: uma matriz
ortonormal (ortogonal com norma igual a 1) Q e uma matriz triangular superior R, sendo
que:

A = QR. (2.15)

Para solucionar um sistema linear do tipo Ax = b onde A = QR, tem-se pela
fatoracao QR que:
QRx =b. (2.16)
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Como Q ¢ ortogonal, a fim de simplificar o sistema, multiplica-se ambos os lados da
equacdo por Q7 (a transposta de Q), visto que Q' Q =1 (onde I é a matriz identidade),
obtendo-se

Rx=Q'b

Substituindo Rx =y, calcula-se y a partir do sistema (2.17):

y=Q'b (2.17)

E posteriormente, sabendo o valor de y, determina-se x, por meio da solucao de:

Rx=y (2.18)

Na fatoragao QR, o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt transforma o con-
junto de um espago vetorial em um conjunto ortogonal (TREFETHEN e BAU, 1997;
DEMMEL, 1997; BOLDRINTI et al., 1980). Em outras palavras, ele transforma os vetores
coluna da matriz em vetores ortogonais ¢ ao subtrair as componentes nas diregoes dos
vetores anteriores, garantindo que o produto interno entre quaisquer dois vetores coluna

distintos seja nulo. Para isso, se k =1,...,n:

k—1

Cjk = Q) — ZTijj (219)

J=1

Se, além de ortogonal, o vetor ¢, for normalizado (ou seja, tiver comprimento igual a
1), obtém-se para k = 1,...,n os vetores ortonormais qy:
Qr

2.20
-~ (2.20)

qx =

Isolando a;, da equagao (2.19) e substituindo ¢ encontrado em (2.20), tem-se que para

k=1,..n:
k-1

ax = ZTijj + TkkQk (2.21)
j=1
Como os valores de k sao conhecidos, tem-se:

a1 = q1711

Qo = 1712 + G2T22
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an = Q1710 + @720 + oo + @ulon (2.22)
ou, na forma matricial,
Tl T2 T'in
(a1 ay an> = (q1 a2 qn> (:) " o (2.23)
0 0 T'nn

A seguir, é apresentado o algoritmo da fatoracao QR.

Algoritmo 4: Algoritmo de Fatoracao QR (Gram-Schmidt Cléssico)

Entrada: a;;

1: R171 = 1&%/1@271
=1

2: parai=1,...,m faca

Aia
Rll

)

3: Qi,l =

4: para k=2,...,n faga

5% paraj=1,....k—1 faca

6: R = Z Qij - Aig
L i=1
T para:=1,...,m faga
k—1
8: 2 = Aip — Z Qi; Rk
L J=1

m

9: Rk,k = Z Zi2

=1

10: para:=1,...,m faga

Zi
L i Ry 1,

Fonte: Golub e Loan (2013).

A fatoracao QR mostrada no Algoritmo 4 requer aproximadamente n® operacoes para

ser efetuada.
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2.5 Fatoracao de Cholesky

Dado um sistema Ax = b, onde a matriz A é simétrica (A = A”) e positiva definida
(xTAx > 0 para todo x # 0), diz-se que ela pode ser decomposta pelo produto de duas

matrizes triagulares:

A=L"L (2.24)

e, assim, o sistema inicial Ax = b é reescrito como:

L"Lx = b. (2.25)
Define-se Lx =y, e resolve-se primeiro sistema triangular:

L'y =b (2.26)

Posteriormente, com o valor de y encontra-se x resolvendo um segundo sistema tri-
angular:

Lx=y. (2.27)

Analogo a fatoracdo LU, a seguir é apresentado o produto L'L = A na forma ma-

tricial de acordo com Arenales e Darezzo (2015):

11 L Lo bLsg ... by 11 Q12 Az ... QAip

lig  loo log log ... lop Q21 Q22 A13 ... QA2pn

lis  log l33 X lss ... 3y = | a3 a3z AaAzz ... a3p

lnl l2n l3n -oo Tnn lnn an1  QAp2  an3 Ann
(2.28)

Ao multiplicar as linhas da primeira matriz pelas colunas da segunda (transposta da

primeira) obtém-se os elementos de L, como mostrado a seguir:

2
[y =an
lirlis = ago

linlis = a3
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Separando os elementos referentes a diagonal, tem-se

2
[ =an

lll = /a1, (229)

2 2
Tig + T9g = Q22

lag = (ag — l%g)%; (2.30)

l%3 + l§3 + l§3 — CL33

133 = (CL33 — 1%3 + 133)% (231)

Pode-se generalizar para as diagonais que para?=1,...,n:
i=1
1
lii = (a; — Zﬁ%i)i (2.32)
k=1

Para os elementos fora da diagonal, observa-se a construcao das linhas de L:

Litlie = aio
lp = 12 (2.33)
ln
linlis = ags
ls — % (2.34)
11

Liglys + laglaz = ags

a9z — lyol
s = 228 l2212 13 (2.35)
Generalizando, fora das diagonais, parai=1,...,nej=i+1,...,n:
i—1
= o bl
lij = (@ lk_l i) (2.36)

A seguir, tem-se o Algoritmo da fatoragao de Cholesky com os passos mostrados aqui.
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Algoritmo 5: Algoritmo da Fatoracao de Cholesky.
Entrada: a;; (matriz simétrica e positiva definida)
: para:=1:n faga
Lii = (@ — 32 ll%i)%
para j =i+ 1:n faga
| Ly = (0 = 25y i) /L

=

Fonte: Arenales e Darezzo (2015), Davis (2006), Saad (2003), Ruggiero e Lopes (2000) .

A fatoragao de Cholesky mostrada no Algoritmo 5 requer n®/3 operagoes para ser
efetuada (GOLUB e LOAN, 2013). Além do método numérico, outra escolha importante

na solucao de um sistema ¢é a estrutura de dados utilizada, que seré discutida no capitulo

a seguir.



Capitulo 3

Esparsidade e estrutura de dados

Este capitulo apresenta os conceitos de densidade, esparsidade, estruturas de dados
indexada e de listas encadeadas, que foram objeto de estudo e implementacao neste tra-

balho, além de alguns exemplos.

3.1 Densidade e esparsidade de uma matriz

A densidade de uma matriz retrata a porcentagem de elementos nao nulos presentes
nela, enquanto a esparsidade refere-se & porcentagem de elementos nulos dela. Dessa
forma, a esparsidade é o complemento da densidade. Dada uma matriz quadrada de
ordem n e seja nz o nimero de elementos nao nulos da mesma, tem-se que sua densidade

(D) e esparsidade (F) sao dadas, respectivamente, por:

D=-""_x100, (3.1)
nXxn
E = (100 — D). (3.2)

Uma matriz quadrada de ordem n, possui n? elementos. Considera-se agora, uma

matriz quadrada de ordem n = 8, contendo 32 elementos nao nulos (CUNHA, 2000):
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—2 1
1 -4 1 1

—4 1 1
M — 1 1 -4 1 1 (3.3)

1 -4 1

1 1 -4 1
1 1 —4
1 1 =2

A matriz M apresenta densidade e esparsidade iguais (50%).

No exemplo a seguir tem-se a matriz “cage3” retirada de repositorio online (https:

//sparse.tamu.edu/vanHeukelum/cage3) (este repositorio sera descrito no capitulo 4).

Ela possui ordem 5 e 19 elementos nao nulos:

.666666666666667
.100036889486116
.122185332736106
.050018444743058
.0610926663680531

.366555998208319
.533407112305565

.100036889486116

.300110668458348

.366555998208319

.200073778972232

.577703998805546

.283314888590275

.122185332736106

.150055334229174

.300110668458348

.244370665472212
.183277999104159
.27224066696528

(3.4)

Para uma matriz de quinta ordem o ntmero total de elementos é 25, portanto, no

caso da matriz “cage3”, a densidade ¢ de 76% e esparsidade 24%.

Matrizes com grande ntimero de elementos nao nulos, sao chamadas de matrizes den-

sas. No entanto, em alguns casos o numero de elementos nulos pode ser bem maior que o

ntmero de nao nulos. Essas matrizes recebem o nome de matrizes esparsas e, geralmente,

sao oriundas de aplicagoes praticas.

A seguir sao apresentados na Tabela 3.1 os valores nao nulos do problema “bcsstm02”.

Ele foi retirado de repositorio online (https://sparse.tamu.edu/HB/bcsstm02). Nesses

problemas, os valores estao dispostos em colunas. A primeira coluna representa as linhas,

a segunda coluna representa as colunas da matriz e na terceira coluna esta o valor do

respectivo elemento.



3.1 Densidade e esparsidade de uma matriz

Tabela 3.1: Problema “besstm02”.

1 1 109213858051
2 2 .09213858051
3 3 109213858051
4 4 137995737983
5 5 137995737983
6 6 137995737983
7 7 137995737983
8 8 137995737983

9 9 137995737983
10 10 109213858051

11 11 109213858051

12 12 109213858051

13 13 172828573455
14 14 172828573455
15 15 172828573455
16 16  .0852383576022
17 17  .0852383576022
18 18  .0852383576022
19 19 .0852383576022
20 20 .0852383576022
21 21  .0852383576022
22 22 172828573455
23 23 172828573455
24 24 172828573455
25 25 .0617332189107
26 26 .0617332189107
27 27 .0617332189107
28 28 141308341476
29 29 141308341476
30 30 141308341476
31 31 141308341476
32 32 141308341476
33 33 141308341476
34 34 .0617332189107
35 35 .0617332189107
36 36 .0617332189107
37 37 125426638452
38 38 125426638452
39 39 125426638452
40 40 .0533208927371
41 41  .0533208927371
42 42 .0533208927371
43 43 .0533208927371
44 44 .0533208927371
45 45  .0533208927371
46 46 125426638452
47 47 125426638452
48 48 125426638452
49 49  .0231706100487
50 50 .0231706100487
51 51 .0231706100487
52 52 .0305931884075
53 53 .0305931884075
54 54  .0305931884075
55 55  .0648568699369
56 56 .0648568699369
57 57  .0648568699369
58 58  .0648568699369
59 59  .0648568699369
60 60 .0648568699369
61 61 .0305931884075
62 62 .0305931884075
63 63 .0305931884075
64 64 .019746938665
65 65 .019746938665
66 66 .019746938665

Fonte: Elaboracao propria.
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O problema “bcsstm02” ¢ um problema de ordem 66. Sua matriz, portanto, possui um
total de 4356 elementos. Contudo, trata-se de uma matriz diagonal. Ou seja, uma matriz
que possui todos os elementos nulos a excegao dos elementos pertencentes a diagonal. Esse
problema apresenta densidade aproximada de 1,51% e esparsidade 98,48%. A seguir, na
Figura 3.1, encontra-se uma imagem do problema “besstm02”. FEla revela como estao

dispostos os elementos nao nulos na matriz.

Figura 3.1: Problema “bcsstm02”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Neste trabalho buscou-se resolver sistemas nos quais as matrizes de coeficientes sao

quadradas e majoritariamente esparsas.

3.2 Estrutura indexada e listas encadeadas

Para resolver os sistemas lineares, foram utilizadas neste trabalho dois tipos de estru-

turas de dados: indexada e de listas encadeadas.

Na estrutura indexada os coeficientes das equacgoes estao dispostos a partir de um
indice e sao armazenados no formato de matrizes. Todos os elementos sao armazenados

em suas respectivas posi¢oes da matriz de acordo com a forma algébrica.

A declaragao, em linguagem C, de uma matriz genérica de tamanho fixo, usando

estrutura de dados indexada, é simplesmente “double Ali][j]”, onde double indica o tipo
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da variavel, ponto flutuante de precisao dupla (double precision floating point), usada
para armazenar nimeros reais. Esse tipo de estrutura apresenta a vantagem de possuir
um acesso direto aos elementos armazenados, visto que cada elemento pode ser obtido a
partir de seu indice a[i|[j]. A Figura 3.2 ilustra essa estrutura e o modo como os elementos

sao organizados na memoria.

a1 Q12 Q1n
21 22 Q2p,
an1 an2 Ann

Figura 3.2: Representacao da estrutura indexada.

Fonte: Elaboragao propria.

De fato, ao armazenar uma matriz esparsa de forma indexada reserva-se espaco na
memoria para todos os seus elementos, inclusive os nulos (WEISS, 2013; DROZDEK,
2013). Isso leva a um expressivo desperdicio de memoria, além de operagoes aritméticas

béasicas com elementos nulos.

Outra estrutura utilizada nesse trabalho é a de listas encadeadas. Nessa estrutura,
tem-se uma sequéncia de elementos ordenados chamados nés, como mostrado na Figura

3.3.

Figura 3.3: Representacao de uma lista encadeada.

Fonte: Elaboracao propria.

Cada no6 carrega no minimo dois componentes: um dado (ou um valor) e um ponteiro,

ver Figura 3.4.
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dado dado dado dado

proximo proximo proximo proximo

Figura 3.4: Representacao dos nés na lista encadeada.

Fonte: Elaboracao propria.

O primeiro né da lista é chamado né cabeca e o dltimo n6 da lista possui ponteiro
NULL.

A seguir, encontra-se o Codigo 1, um exemplo genérico de n6 (TENENBAUM, LANG-
SAM, AUGENSTEIN 1995; WEISS, 2013; ROVAI, 2018):

Cédigo 1: Estrutura basica do n6 da lista

1: struct no {

2: 1int dado;

3: struct no *proximo;
4: };

Fonte: Elaboragao propria.

Nesse exemplo, cada n6 contém um dado (que nesse caso é um valor inteiro) e um
ponteiro que aponta para o proximo né da lista.

A estrutura de listas utilizada nesse trabalho é a combinacgao de duas listas apresentada
adiante no Codigo 2:

e Uma lista de linhas (“linhaA” e “linhasA”), formada a partir dos primeiros elementos
de cada linha da matriz. Essa lista possui n nos (ja que sendo uma matriz quadrada
o namero de linhas é igual ao de colunas) e é armazenada em um vetor que aqui
¢ chamado de “vetlinhaA”. Cada n6 de “linhaA” é do tipo “elemento A” e guarda o
indice da linha “IA” e um ponteiro para a proxima linha.

e n listas com os elementos nao nulos de cada linha da matriz (“elementoA”). Cada
elemento contém os indices de linhas e colunas (“iA” e “jA”), além do valor do
elemento (“valorA”) e um ponteiro para o proximo elemento da lista (“proximoA”).

Codigo 2: Estrutura de listas utilizada

struct elementoA {

int 1A, jA;

double valorA;

struct elementoA* proximoA;

I8

typedef struct elementoA elementoA;
struct linhaA {

elementoA* proxlinhaA;
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int 1A;

b

typedef struct linhaA linhal;
struct linhasA {

linhaA *vetlinhal;

b

typedef struct linhasA linhasA;
linhaA **vetlinhal;

Fonte: Elaboracgao propria.

Essa estrutura foi utilizada para armazenar os valores nao nulos de todas as matrizes
principais: a matriz “problema”; aqui chamada de A; e as matrizes resultantes de cada
fatoragao. Na fatoracao LU, por exemplo, as matrizes L e U também foram armazenadas
dessa forma; assim como as matrizes da fatoragao QR e de Cholesky.

A seguir a Figura 3.5 apresenta a estrutura de listas encadeadas empregada.

Linha 1 a1][1] all][j1] | [ —> a[1][jn]
Linha 2 al2][71] a[2][j2] al2][jna]

% |
Linha n aln][ji] aln][j2] a[n][n]

Figura 3.5: Representacao da matriz A com a estrutura de lista encadeada.

Fonte: Elaboragao propria.

Na Figura 3.5, o n6 “Linha 1”7 (assim como Linha 2... Linha n) guarda o indice da
linha, o ponteiro para proxima linha (nesse caso Linha 2) e faz parte de “vetlinhaA”.

O n6 “Linha 1”7 aponta para “Linha 2” e para o primeiro elemento a[1][1] (ele existe,
pois todos os problemas de solugao tinica apresentam pelo menos os elementos da diagonal
principal). Ainda na primeira linha, tem-se os outros elementos nao nulos presentes na
primeira linha da matriz A.

Como a[1][2] e outros elementos da matriz podem ser nulos, eles ndo necessariamente
entram na lista. Por isso nao foi especificado a coluna do segundo elemento da primeira
lista, referente a primeira linha da matriz, tampouco as seguintes.

Na Figura 3.5, nao foi colocado na imagem os valores de j, porque sendo A uma matriz
esparsa, eles podem existir ou nao. O mesmo é valido para “Linha 2” e as linhas seguintes.
Na tltima linha, tem-se a representacao da ultima linha da matriz A. A “Linha n”, com
seus elementos nao nulos na sequéncia, sendo o ultimo o elemento aln|[n] (presente na
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diagonal principal). Cada né apresentado como a[i[j,], carrega seu indice de linha, indice
de coluna, o valor do elemento e um ponteiro que aponta para o proximo né da lista.

O problema “bcsstm02” é uma matriz diagonal de ordem 66. Nessa estrutura, por
exemplo, é armazenado como mostrado na Figura 3.6.

Linha 1 a[1][1]

i

Linha 2 a2][2] l
Linha 66 a[66][66] l

Figura 3.6: Representagao do problema “bcsstm02” com a estrutura de lista encadeada
empregada.

Fonte: Elaboracao propria.

Como nesse caso trata-se de uma matriz diagonal, as listas das linhas possuem apenas
um elemento, o elemento da diagonal. Logo, ha menor volume de dados armazenados na
memoria, e dessa forma, é possivel resolver sistemas maiores.

Nesta pesquisa as estruturas indexada e de listas encadeadas foram utilizadas a fins
comparativos, tanto quanto ao tempo de resolugao dos problemas como residuo gerado.

3.2.1 Manipulagao das estruturas

Como ja foi dito, a estrutura indexada permite um acesso direto aos elementos por
meio de seus indices da matriz. Na estrutura de listas, isso nao ocorre. Para encontrar um
elemento ali][j] especifico é necessario percorrer a lista que representa a linha da matriz,
buscado-o até encontra-lo e entao efetuar a operacao desejada.

Para realizar esta tarefa é utilizado um ponteiro “atualA”, que percorre “vetlinhaA” e
os nos da lista de elementos até encontrar o elemento desejado.

Por exemplo, para encontrar o elemento a[3][2], tem-se que realizar as operagoes
apresentadas no Algoritmo 6.
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Algoritmo 6: Busca do elemento a[3][2] na estrutura de lista encadeada.

atualA < vetlinhaA[3] — proxlinhaA;
enquanto (atualA # NULL) faga

se atualA->jA = 2 entao

L atualA < valorA;

atualA < atualA->proximoA;
retorna 0;

Fonte: Ziviani (1999), King (2008), Cormen et al. (2012).

O vetor “vetlinhaA”, posiciona o ponteiro “atualA” na linha correta e o ponteiro “proxi-
moA” percorre a linha até encontra-lo, caso exista, e assim é feito o acesso a um elemento
especifico dessa lista.

Para realizar operagoes, buscam-se os elementos requeridos e caso encontrados (se
existir), efetua-se a operagao de soma, subtragao, multiplicagdo ou divisdo. Quando o
elemento nao é encontrado na lista durante a busca, tem-se que seu valor é nulo. Se
a operacao entre os valores buscados é de soma ou subtracao e um dos valores nao foi
encontrado, trata-se de uma soma ou subtragao por zero. Nesses casos, nao é efetuada
operacao alguma.

Se a operagao entre os valores buscados for uma multiplicagao (e um dos valores nao
foi encontrado), ou a divisdo de um valor ndo encontrado (portanto, igual a zero) por
um valor qualquer (diferente de zero); o resultado também ¢é sempre nulo. Nao efetuar
essas operagoes resulta em uma economia de tempo computacional para um problema
com grande nimero de elementos.

Se durante uma fatoragdo (LU, QR ou de Cholesky), for obtido um valor nulo para
um coeficiente de qualquer das matrizes L, U, Q, R ou L (Cholesky), esse coeficiente é
“descartado”. Como as matrizes fatoradas (L e U, Q e R e L) também seguem a mesma
estrutura de listas encadeadas utilizada para a matriz A, elas nao armazenam elementos
nulos.



Capitulo 4

Problemas tratados

Este capitulo apresenta os problemas escolhidos para serem resolvidos nesta disserta-
¢ao, além de algumas de suas caracteristicas que sao relevantes para essa pesquisa.

4.1 Gerador aleatoério

Alguns dos problemas utilizados para testes sao sistemas lineares obtidos a partir de
um gerador aleatorio. Esses sistemas foram disponibizados por Silva (2021) e construi-
dos a partir de uma sequéncia de passos apresentados por Junior (2011). A seguir sido
apresentados esses passos:

1. Criagao de um vetor aleatério v € R™ uniformemente distribuido entre 0 e 1;

U1
(%

v=|. (4.1)

Un

2. Calculo da matriz W, sendo W =1 — (2vv’)/(v?v) e considerando ¢ = vl'v;

21)% 2019 2010, ]
. y ;
2091 203 209y,
W = c c c (4.2)
20,01 20,V 202
¢ c c |

3. Calculo da matriz diagonal D, cujos elementos sao os autovalores de W obtido
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anteriormente;

dy

do
D= . (4.3)

dn

4. Calculo da matriz A, onde A = WDW7.
a; =Y widpwy  i=1,2,.,n, j=12..n (4.4)
k=1

5. Gera-se o vetor solucao x, e a partir do o produto de A por x, encontra-se o vetor

b.

Seguindo as etapas descritas acima tem-se uma matriz quadrada cheia, densa. Para
obter variac¢oes significativas na densidade da matriz gerada foram utilizadas as fungoes
“trial” e “triau” do software Octave (2025). Dessa forma, tornando as matrizes triangu-
lares ou tridiagonais, se utilizadas ambas func¢oes de forma associada.

Para os testes, foram escolhidas matrizes com ordem de grandeza de 100 a 8000, cuja
distribuicao de elementos é completa, triangular ou tridiagonal como é apresentado na

Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Problemas do gerador aleatorio.

Problema n nz D (%) E (%)
tridiag100 100 298 2,98 97,02
triang100 100 5050 50,5 49,5
cheial00 100 10000 100 0
tridiag500 500 1498 0,6 99,4
triangb00 500 125250 90,1 49,9
cheia500 500 250000 100 0
tridiag1000 1000 2998 0,3 99,7
triang1000 1000 500500 50,05 49,95
cheial000 1000 1000000 100 0
tridiag1500 1500 4498 0,2 99,8
triang1500 1500 1125750 50,03 49,97
cheial500 1500 2250000 100 0
tridiag2000 2000 5998 0,15 99, 85
triang2000 2000 2001000 50,02 49,97
cheia2000 2000 4000000 100 0

tridiag3500 3500 10498 0,08 99,91
tridiag5000 5000 14998 0,06 99,94
tridiag6500 6500 19498 0,05 99,95
tridiagS8000 8000 23998 0,04 99,96

Meédia  2015,79 59746484 39,74 57,63

Fonte: Silva (2021).
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Os problemas da Tabela 4.1 estao nomeados conforme sua caracteristica tridiagonal
(tridiag.), triangular (triang.) ou cheia, e sua respectiva dimensao ou ordem de grandeza.
Nota-se que a densidade das matrizes variou de 0,04% a 100%.

Nas matrizes tridiagonais, tem-se que os elementos nao nulos sao os elementos da
diagonal principal (n elementos) e os elementos da diagonal acima e abaixo da diagonal
principal (n — 1 elementos em cada). Assim, o nimero de total de elementos néo nulos é:

n+(n—1)+ (n—1). Logo, a densidade dessas matrizes seré:

5—; portanto quanto
n

maior n, menor sera sua densidade.

Para as matrizes triangulares, inferiores ou superiores o raciocinio ¢ similar. O niimero
de elementos nao nulos (abaixo ou acima da diagonal e na diagonal) é um somatorio de

n(n+1)

14243+...+n= , como o ntmero total de elementos ¢ n?, a densidade dessas

nn+1)/2 n+1
n? -
sua densidade se aproxima de 50%.

matrizes equivale a: . Dessa forma, quanto maior o valor de n, mais

Nas matrizes cheias nao ha elementos nulos, por isso sao matrizes com densidade
igual a 100% e esparsidade nula. Esses problemas (assim como aqueles representados
por matrizes triangulares) por serem mais densos tendem a requerer expressivo espago na
memoria e nao sao o foco desse trabalho. O uso de listas encadeadas tende a ser uma
alternativa interessante para matrizes esparsas, como sera mostrado adiante.

4.2 Repositorio SuiteSparse Matrixz Collection

Outros problemas escolhidos para os testes foram retirados do repositorio online: Sui-
teSparse Matriz Collection ou University of Florida Sparse Matriz Collection de Davis
e Hu (2011). Um banco de dados repleto de matrizes reais e esparsas coletadas a par-
tir de aplicagoes em Engenharias, Matematica, Estatistica, Economia e outras pode ser
encontrado em https://sparse.tamu.edu/.

De modo geral, foram escolhidos problemas com diferentes valores para ordem de
grandeza e esparsidade. Esses problemas foram agrupados segundo suas dimensoes, nos
intervalos: 19 < n < 1000, 1080 < n < 6537 e 6611 < n < 21132. No entanto, vale
lembrar que existem sistemas de dimensoes bem maiores, como da ordem de milhoes de
equagoes.

Alguns dos problemas escolhidos também foram testados por Silva (2021) usando
outros métodos numéricos (iterativos) e outra estrutura de dados.

Todos os problemas escolhidos sao de matrizes quadradas, com determinantes nao
nulos, ou seja, problemas de solug¢ao tnica. Em todos os casos, foram escolhidas matrizes
esparsas, cuja esparsidade encontra-se entre 77,0% e 99,9%.

Algumas caracteristicas como o fato da matriz ser simétrica e positiva definida sao
condigoes para o uso da fatoracao de Cholesky. No entanto, essas caracteristicas nao
foram utilizadas como critérios de escolha de uma matriz problema. Ou seja, é esperado
que nem todos os problemas sejam resolvidos com a fatoragao de Cholesky.
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A seguir, as Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam os problemas em sequéncia de acordo
com a ordem de grandeza, quantidade de elementos nao nulos, densidade, esparsidade,
numero de condicao e especificacao se a matriz é simétrica e positiva definida. A Tabela
4.2 contém problemas com ordem de grandeza entre 19 e 1000.

Tabela 4.2: Problemas do repositério com 19 < n < 1000.

Problema n nz D (%) E (%) Nuam. Simétrica Positiva

condigao definida
Trefethen_ 20b 19 83 2299 77,01 3,03 x 10* Sim Sim
Trefethen 20 20 89 2225 77,75 6,3 x 10! Sim Sim
besstk01 48 224 9,72 90,28 8,82 x 10° Sim Sim
bfw62a 62 450 11,71 88,29 5,53 x 10? Nao Nao
besstm02 66 66 1,61 98,48 8,75 Sim Sim
Trefethen 150 150 1095 487 9513 7,69 x 10? Sim Sim
Trefethen 200 200 1545 3,86 96,14 1,09 x 10° Sim Sim
Trefethen_ 300 300 2489 2,76 97,23 1,77 x 10° Sim Sim
besstm06 420 420 0,24 99,76 3,46 x 10° Sim Sim
besstm07 420 3836 2,17 97,82 7,61 x 10° Sim Sim
Trefethen_ 500 500 4489 1.79 98,20 3,18 x 10° Sim Sim
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 4,71 x 10° Sim Sim
shermanl 1000 3750 0,37 99,62 1,56 x 10* Sim Nao

Média 300,38 1939,46 6,58 93,41 3,37 x 10° - -
Fonte: Davis e Hu (2011).

Nota-se que dois dos problemas apresentados na Tabela 4.2 nao podem ser soluciona-
dos pelo método de decomposicao de Cholesky, pois sua matriz A nao é simultaneamente
simétrica e positiva definida.

A Tabela 4.3 apresenta problemas com ordem de grandeza entre 1080 e 6537.



4.2 Repositorio SuiteSparse Matrixz Collection 43

Tabela 4.3: Problemas do repositério com 1080 < n < 6537.

Problema n nz D (%) E (%) Ntm. Simétrica Positiva
condigao definida
sherman? 1080 23094 1,97 98,02 9,64 x 101 Nao Nao
bcsstm09 1083 1083 0,09 99,91 1 x 10% Sim Sim
besstm10 1086 22092 0,98 99,02 1 x 10% Sim Sim
shermany 1104 3786 0,31 99,69 2,18 x 107 Nao Nao
1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 8,57 x 10° Sim Sim
rdb1250 1250 7300 0,47 99,53 1,75 x 10° Nao Nao
c-19 2327 12072 0,22 99,78 6,78 x 10° Sim Nao
cavityl0 2597 76367 1,13 98,87 2,95 x 10° Nao Nao
shermand 3312 20793 0,19 99,81 1,88 x 10° Nao Nao
besstm21 3600 3600 0,03 99,97 2,37 x 10¢ Sim Sim
c-20 4307 19422 0,10 99,90 4,60 x 108 Sim Nao
c-28 4598 17594 0,08 99,92 5,24 x 10° Sim Nao
shermand 5005 20033 0,08 99,92 5,01 x 10'7 Nao Nao
c-29 5033 24382 0,10 99,90 3,94 x 10'° Sim Nao
c-30 5321 35507 0,12 99,87 2,09 x 103 Sim Nao
c-31 5339 41955 0,15 99,85 1,13 x 10° Sim Nao
c-32 2975 30223 0,08 99,91 4,90 x 107 Sim Nao
c-33 6317 31220 0,08 99,92 1,12 x 108 Sim Nao
c-35 6537 34714 0,08 99,92 3,33 x 10° Sim Nao

Média  3526,79 21964,74 0,34 99,66 2,64 x 10'° - -
Fonte: Davis e Hu (2011).

Novamente, dentre os problemas escolhidos, ha alguns problemas que nao podem ser
resolvidos pelo método de Cholesky.

Os problemas de ordem entre 6611 e 21132 estao na Tabela 4.4 e foram os maiores
problemas do repositério escolhidos para este trabalho. Na Tabela 4.4, apenas duas
matrizes possuem simetria e sao positivas definidas. Com isso, podem solucionados pela
fatoragao de Cholesky.
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Tabela 4.4: Problemas do repositério com 6611 < n < 21132.

Problema n nz D (%) E (%) Nam. Simétrica Positiva

condigao definida
-3/ 6611 35472 0,08 99,92 1,12 x 10® Sim Nao
c-36 7479 36710 0,06 99,93 7,64 x 107 Sim Nao
c-38 8127 42908 0,06 99,93 1,53 x 10% Sim Nao
c-37 8204 41440 0,06 99,94 6,32 x 107 Sim Nao
c-39 9271 73041 0,08 99,91 3,47 x 10® Sim Nao
c-41 9769 55757 0,06 99,94 4,78 x 10*2 Sim Nao
c-40 9941 45721 0,06 99,95 1,11 x 10° Sim Nao
c-42 10471 60378 0,05 99,94 1,75 x 107 Sim Nao
c-44 10728 47864 0,04 99,96 6,08 x 107 Sim Nao
c-43 11125 67400 0,05 99,94 9,16 x 10° Sim Nao
c-45 13206 93829 0,05 99,95 5,45 x 10 Sim Nao
pres _poison 14822 356313 0,17 99,83 2,04 x 10° Sim Sim
c-46 14913 72655 0,03 99,97 4,51 x 10* Sim Nao
c-47 15343 113372 0,06 99,95 3,16 x 10° Sim Nao
besstm25 15439 15439 0,01 99,99 6,06 x 10° Sim Sim
c-48 18354 92217 0,03 99,97 1,19 x 10° Sim Nao
c-49 21132 89087 0,02 99,98 6,02 x 10° Sim Nao

Média 12055 79329,59 0,06 99,94 2,85 x 10! -

Fonte: Davis e Hu (2011).

Nota-se pelos dados das Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 que os problemas escolhidos variam
sua ordem de grandeza de dezenas a dezenas de milhares de elementos, sendo o maior
problema, com ordem de 21132. Ainda nas Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4, é apresentado o nimero
de condicao de cada uma das matrizes, disponivel no repositorio SuiteSparse Matriz Col-
lection. Esses nimeros sao bem maiores que 1, o que indica que esses problemas tendem
a apresentar erros expressivos, sendo por isso de dificil solugao.

Dentre as matrizes apresentadas, nota-se que nem todas sao positiva definida e simé-
tricas. O que separa os problemas passiveis de resolu¢ao pelo método Cholesky. Algumas
das caracteristicas comentadas podem ser observadas nas imagens das matrizes, como sera
mostrado para alguns casos a seguir. As imagens foram retiradas do proprio repositério
de problemas SuiteSparse Matrixz Collection de Davis e Hu (2011), e apresentadas por
ordem de grandeza.

As matrizes cujas estruturas formadas pelos elementos nao nulos formam imagens
muito semelhantes, estao nos apéndices deste trabalho. Nas Figuras 4.1 e 4.2 nota-se
que os quadrados que simbolizam os elementos sao maiores se comparados as imagens
posteriores. Isso se deve ao fato dessas matrizes possuirem ordem de grandeza menor que
as seguintes e todas estarem representadas em figuras do mesmo tamanho. Além disso,
uma maior proporc¢ao colorida na Figura 4.1 indica uma densidade maior, ja que espagos
brancos representam zero.
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L

Figura 4.1: Padrao de esparsidade da matriz “ Trefethen_ 20b”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura 4.2: Padrao de esparsidade da matriz “ Besstk01”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Nos problemas “ Trefethen " (Figura 4.1), “besstk01” (Figura 4.2) “besstm07” (Figura
4.6 exibida adiante) e outros (como “sherman_" presente nas Figuras A.2, A.5 e A.8,
“rdb1250” na Figura A.3 e “cavity10” na Figura A.4 presentes no Apéndice A) observa-
se um padrao de linhas diagonais além da diagonal principal. Nessas matrizes tem-se
superdiagonais (diagonais acima da diagonal principal) e subdiagonais (diagonais abaixo
da diagonal principal).
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A Figura 4.3 ilustra o problema “bfwa62”, o qual ndo é simétrico (rever Tabela 4.2),
embora sua imagem possa sugerir que seja. Isto é, embora sua distribuicao visual de
clementos seja espelhada em relacao & diagonal principal, a;; # a;;, entao sua matriz de

coeficientes nao ¢ simétrica.

Figura 4.3: Padrao de esparsidade da matriz “ Bfwa62”.
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Fonte: Davis e Hu (2011).

As figuras referentes aos problemas “besstm_ 7 (“besstm02” ver Figura 4.4 e “besstm25”
na Figura A.17 presente no Apéndice A) sdo matrizes diagonais; e por isso possuem apenas
os elementos da diagonal principal.

Figura 4.4: Padrao de esparsidade da matriz “ Besstm02”.

Fonte: Davis e Hu (2011).
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Em “Trefethen 150" presente na Figura 4.5 e “besstm07” na Figura 4.6 nota-se um
padrao de linhas diagonais além da diagonal principal, sao matrizes com superdiagonais
(diagonais acima da diagonal principal) e subdiagonais (diagonais abaixo da diagonal
principal).

Figura 4.5: Padrao de esparsidade da matriz “ Trefethen 150"
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura 4.6: Padrao de esparsidade da matriz “ Besstm07”.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Os problemas “1138 bus” (ver Figura 4.7) e “c-” ( “c-19” ver Figura 4.8, “¢-26” na
Figura A.6, “c-28” na Figura A.7, “c-30” na Figura A.9, “c-31” na Figura A.10, “c-32”
ver Figura 4.9, “c-33” na Figura A.11, “c-35” na Figura A.12, “c-34” na Figura A.13,
“c-46"” na Figura A.15, “c-47” na Figura A.16, “c-48” na Figura A.18 e “c-49” na Figura
A.19), apresentam um padrao de diagonal principal, e blocos superior e/ou inferior com
elementos dispersos e/ou linhas diagonais.

Figura 4.7: Padrao de esparsidade da matriz “1138 bus”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura 4.8: Padrao de esparsidade da matriz “c-19”.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura 4.9: Padrao de esparsidade da matriz “c-32".
Fonte: Davis e Hu (2011).

Em todos os problemas, ressalta-se a presenca da diagonal principal indispensavel
para que a matriz possua determinante nao nulo e solu¢ao tunica possivel. Observa-se
ainda o tamanho e a esparsidade das matrizes estudadas. Afinal, tais caracteristicas estao
relacionadas ao espaco reservado na memoria e ao tempo de execugao para a solucao de
cada problema.



Capitulo 5

Resultados computacionais

Este capitulo aborda os arquivos de entrada e saida de dados, os testes em termos de
memoria utilizada, tempo de execucao para resolucao dos problemas e norma do residuo
gerado nas solugoes. Apos a apresentacao dos resultados obtidos a partir de determinado
método numérico, hd uma comparagao em relagao as estruturas empregadas (indexada e
de listas). Na ultima subsegao, hd um comparativo geral entre os métodos de fatoragao
LU, QR e de Cholesky e as estruturas indexada e de listas encadeadas.

5.1 Especificacoes e parametros

Todos os resultados apresentados foram obtidos através do compilador Borland, versao
5.02, com o uso de um computador pessoal cujas especificagoes sao: processador Intel(R)
Core(TM) i5-5200U CPU 2.20 GHz e 4 Gb de memoria RAM.

A entrada de dados foi feita por meio de arquivos de texto contendo os elementos nao
nulos da matriz. A primeira linha do arquivo contém a ordem de grandeza e o niimero de
elementos nao nulos da matriz. Nas linhas seguintes ¢ exibido o ntimero de linha, ntimero
de coluna e o valor de cada elemento, nessa ordem. Dessa forma economiza memoria,
aumenta a eficiéncia nas operagoes e facilita o acesso aos elementos por linha, ja que a
maioria das operacoes ocorre linha a linha.

A Figura 5.1 apresenta um exemplo de arquivo de entrada, nesse caso, relativo
ao problema “cage3” disponivel em um repositorio online (https://sparse.tamu.edu/
vanHeukelum/cage3).
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Figura 5.1: Exemplo de arquivo de entrada de dados referente ao problema “cage3”.

[Xe]
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Fonte: Elaboracao propria.

Alguns dos problemas retirados do repositério online nao apresentavam, a principio,
essa formatacgao. Nesses casos, precisaram ser convertidos a esse formato antes dos testes.

Nos arquivos de saida encontra-se o nome do problema, algumas de suas caracteristicas
como ordem de grandeza, ntimero de elementos nao nulos, densidade, esparsidade; os

tempos computacionais gastos em cada etapa e o residuo obtido nas solugdes. A seguir,

como exemplo, a Figura 5.2 apresenta o arquivo de saida do problema “cage3” usando o

método de decomposicao LU com estrutura de dados indexada.

Tempo
Tempo
Tempo
Tempo
Tempo
MNorma

de
de
de
de
de
do

Nome do arquivo: cage3.txt

Ordem de grandeza: 5

Quantidade de elementos diferentes de zero em A: 19
Densidade: 76 %

Esparsidade: 24 %

leitura:B8.000088e+80 segundos.
decomposicao:0.800000e+00 segundos.

resolucdo sistema inferior:0.208000e+88 segundos.
resolucdo sistema superior:0.208000e+88 segundos.

execugdo:0.000080e+00 segundos.
residuc:8.008008e+08

Figura 5.2: Arquivo de saida de dados referente ao problema “cage3” - Decomposi¢ao LU

com estrutura indexada.

Fonte: Elaboracao propria.
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Para testes utilizando listas encadeadas, foi contabilizado também o ntmero de ele-
mentos nao nulos presentes nas matrizes decompostas para cada método empregado. Ou

seja, o namero de elementos presentes nas listas que representam as matrizes L, U, Q, R
e C.

A Figura 5.3 é dedicada a um exemplo de saida de dados de problemas que foram
resolvidos utilizando decomposicao LU com estrutura de dados em lista encadeada.

Nome do arquivo: cage3.txt

Ordem de grandeza: 5

Quantidade de elementos diferentes de zero em A: 19
Quantidade de elementos em L: 15

Quantidade de elementos em U: 15

Densidade: 76 %

Esparsidade: 24 %

Tempo de leitura:0.008000e+88 segundos.

Tempo de decomposicao:B.008088e+88 segundos.
Tempo de sistema inferior:0.800008e+80 segundos.
Tempo de sistema superior:0.800008e+80 segundos.
Tempo de execu¢do:@.088000e+88 segundos.

Morma do residuo:8.08080088e+08

Figura 5.3: Arquivo de saida de dados referente ao problema “cage3” - Decomposicao LU
com estrutura de lista encadeada.

Fonte: Elaboragao propria.

5.2 Memoria e estrutura utilizada

Destaca-se que na estrutura indexada, as matrizes que resultaram da decomposicao
de A, assim como a prépria matriz A, sao armazenadas em arrays e consomem n? de me-
moéria. Primeiramente, os resultados a serem analisados sao referentes ao uso da memoria
na estrutura de dados de lista encadeada.

Na estrutura de listas encadeadas somente os elementos nao nulos da matriz A e das
matrizes da decomposi¢ao para os métodos LU, QR ou de Cholesky sao salvos, entao
o uso de memoria é menor. Pois, como relatado anteriormente, o elemento nao nulo
juntamente com sua posicao na linha e coluna, sao armazenados em uma estrutura de
célula ou noé. Isso é observado ao contar cada lista que representa as matrizes A, L, U,
Q, R e C (para Cholesky) nos métodos considerados, como ¢ mostrado a seguir.

Para a lista referente a matriz A, o nimero de nos equivale ao nimero de elementos
nao nulos da propria matriz (nz). Quanto as matrizes resultantes da decomposigao,
independente do método empregado, nota-se que nem sempre elas preservam a esparsidade
de A. Por exemplo, no caso anterior de “cage3” a matriz A possui 19 elementos nao nulos e
as matrizes L e U possuem 15 elementos em cada uma delas. E isso é comentado adiante,
visto que a esparsidade é uma caracteristica importante para resolugao de sistemas lineares
da ordem de milhares de elementos.
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Assim, busca-se avaliar o impacto do uso da estrutura indexada e da estrutura de
lista encadeada também nas matrizes decompostas de cada caso (L, U, Q, R e C). Em
matrizes nao simétricas e que nao sejam positivas definidas, o método de Cholesky nao
é utilizado. Nesses casos, a tabela apresenta um traco “-” ao invés de valores, devido a
incapacidade de resolucao do método.

Nas tabelas a seguir adotam-se as siglas:
n: ondem de grandeza do problema;
nz: namero de elementos nao nulos;
nl: nimero de elementos da lista que representa a matriz L da decomposi¢ao LU;
nu: nimero de elementos da lista que representa a matriz U da decomposi¢ao LU;
ng: namero de elementos da lista que representa a matriz Q da decomposicao QR;
nr: niamero de elementos da lista que representa a matriz R da decomposicao QR;
nc: niamero de elementos da lista que representa a matriz C da decomposicao de Cholesky.

A Tabela 5.1 apresenta os resultados relativos a memoria dos problemas obtidos com
o gerador aleatorio. Os nomes “tridiag” e “triang” sao abreviagbes para tridiagonal e
triangular, respectivamente. A numeracao presente no nome de cada problema indica sua

dimensao.

Tabela 5.1: Nimero de elementos nao nulos dos problemas do gerador aleatorio.

Problema n nz n? nl nu ng nr ne
tridiag100 100 298 10000 199 199 4246 297 -
triang100 100 5050 10000 100 5050 100 5050 -
cheial00 100 10000 10000 5050 5050 10000 5030 -
tridiagh00 500 1498 250000 999 999 33897 1497 -
triang500 500 125250 250000 500 125250 500 125250 -
cheia500 500 250000 250000 125250 125250 250000 125250 -
tridiag1000 1000 2998 1000000 1999 1999 60151 2997 -
triangl000 1000 500500 1000000 1000 500500 1000 500500 -
cheta1000 1000 1000000 1000000 500500 500500 1000000 500500 -
tridiag1500 1500 4498 2250000 2999 2999 89988 4497 -
triang1500 1500 1125750 2250000 1500 1125750 1500 1125750 -
cheial500 1500 2250000 2250000 1125750 1125750 2250000 1125750 -
tridiag2000 2000 5998 4000000 3999 3999 103386 5997 -
triang2000 2000 2001000 4000000 2000 2001000 2000 2001000 -
cheia2000 2000 4000000 4000000 2001000 2001000 - - -
tridiag3500 3500 10498 12250000 6999 6999 185234 10497 -
tridiag5000 5000 14998 25000000 9999 9999 257263 14997 -

tridiag6500 6500 19498 42250000 12999 12999 323818 19497 -
tridiag8000 8000 23998 64000000 15999 15999 - - -
Média 2015,79 597464,84 8738421,05 200991,63 398489 269004,88 327904,47

Fonte: Elaboragao propria.

Na fatoracao LU de matrizes cheias ou tridiagonais nota-se que o ntimero de elementos
da matriz L e da matriz U foram iguais para cada caso estudado. Observa-se que para
problemas com matrizes triangulares a matriz fatorada L é uma matriz diagonal.

Na fatoragao QR de matrizes triangulares a matriz Q ¢ uma matriz diagonal enquanto
a matriz R tem o mesmo numero de elementos nao nulos da matriz A. Ja para matrizes
cheias, a matriz Q também é cheia. Nota-se ainda que o nimero de elementos nao nulos
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da matriz fatorada R ¢é igual para matriz triangular ou cheia, desde que sejam de mesma
dimensao.

Dois dos problemas apresentados na Tabela 5.1 nao foram resolvidos por fatoragao
QR dentro do tempo limite de 32 h. Além disso, vale destacar que os problemas do
gerador aleatorio exibidos na Tabela 5.1 nao puderam ser resolvidos pelo método de
Cholesky. Destaca-se que as matrizes decompostas tém ordem de grandeza muito inferior
com relacao as suas respectivas matrizes do problema original, principalmente para a

decomposi¢ao LU.

A seguir estao os problemas oriundos do repositério online. Para facilitar a leitura
dos dados e comentarios, seus resultados foram divididos em 3 tabelas. A Tabela 5.2,
apresenta problemas com ordem de grandeza que varia de 19 a 1000.

Tabela 5.2: Numero de elementos nao nulos dos problemas do repositério para

19 < n < 1000.

Problema n nz n? nl nu ng nr ne
Trefethen_ 20b 19 83 361 19 83 19 83 19
Trefethen_ 20 20 89 400 20 89 20 89 20

besstk01 48 224 2304 224 48 2027 952 877
bfw62a 62 450 3844 1228 1240 3470 1715 -
besstm02 66 66 4356 66 66 66 66 66
Trefethen_ 150 150 1095 22500 150 1095 150 1095 150
Trefethen 200 200 1545 40000 200 1545 200 1545 200
Trefethen_ 300 300 2489 90000 300 2489 300 2489 300
besstm06 420 420 176400 420 420 420 420 420
besstm07 420 3836 176400 420 3836 420 3836 420

Trefethen_ 500 500 4489 250000 500 4489 500 4489 500
Trefethen_ 700 700 6677 490000 700 6677 700 6677 700
shermanl 1000 3750 1000000 24985 24985 252612 51069 -
Média 300,38 1939,46 173581,92 2248,61 3620,15 20069,54 5732,69 333,82

Fonte: Elaboragao propria.

Na maioria dos problemas observados, o processo de decomposicao gera pelo menos
uma matriz diagonal de mesma ordem de grandeza da matriz original. E o que ocorre em:
“Trefethen_ 2007, “Trefethen_ 207, “besstk01”, “becsstm02”, “Trefethen_ 1507, “Trefethen -
2007, “Trefethen_ 3007, “besstm06”, “besstm07”, “Trefethen_ 5007 e “Trefethen_ 700”.

Em alguns casos, as fatoragoes LU e QR geram matrizes decompostas com mesmo nii-
mero de elementos nao nulos da matriz A (preservando sua esparsidade). Isso é observado
para os seguintes problemas: “Trefethen 2007, “Trefethen_ 207, “besstm02”, “Trefethen -
1507, “Trefethen_ 2007, “Trefethen 3007, “besstm067”, “besstm07”, “Trefethen 5007 e “Tre-

fethen_ 7007
Tal semelhanca nao é observada na decomposicao de “besstk01” usando método QR,;

ou em ambas (LU e QR) para os problemas “bfw62a” e “shermanl1”. Para esses problemas
observa-se um aumento significativo de elementos nao nulos, o que influencia significati-

vamente no tempo de resolucao desses problemas.

Observa-se que os problemas “besstm02” e “besstm06” sao sistemas lineares cujas matri-
zes de coeficientes sao diagonais assim como as matrizes resultantes de sua decomposicao
para todos os métodos empregados.



5.2 Memoria e estrutura utilizada 55

Dos problemas apresentados, dois deles nao sao passiveis de resolu¢ao pelo método
Cholesky, sao eles: “bfw62a” e “shermanl”, pois ndo atendem as condigoes (propriedades)
necessarias para aplicacao do método. A seguir, a Tabela 5.3 apresenta problemas do
repositorio referido, com ordem de grandeza variando de 1080 a 6537.

Tabela 5.3: Numero de elementos nao nulos dos problemas do repositério para
1080 < n < 6537.

Problema n nz n? nl nu ng nr ne
sherman2 1080 23094 1166400 133083 139945 701066 328551 -
besstm09 1083 1083 1172889 1083 1083 1083 1083 1083
besstm10 1086 22092 1179396 1086 11589 1086 11589 1086
shermand 1104 3786 1218816 66816 66816 216027 102847 -
1158 bus 1138 2596 1295044 2596 1138 565224 99137 38312
rdb1250 1250 7300 1562500 61347 61347 841972 119037 -
c-19 2327 12072 5414929 2327 12072 2327 12072 -

cavityl0 2597 76367 6744409 416603 417806 - - -
shermand 3312 20793 10969344 071413 408556 - - -
besstm21 3600 3600 12960000 3600 3600 3600 3600 3600

c-20 4307 19422 18550249 19422 4307 - - -
c-28 4598 17594 21141604 4598 17594 4598 17594 -

sherman8d 5005 20033 25050025 548483 548483 - - -
c-29 5033 2 4382 25331089 5033 24382 5033 24382 -
c-30 9321 35507 28313041 9321 35507 5321 35507 -
c-31 5339 41955 28504921 9339 41955 5339 41955 -
c-32 9975 30223 35700625 5975 30223 5975 30223 -
c-33 6317 31220 39904489 6317 31220 6317 31220 -
c-35 6537 34714 42732369 6537 34714 6537 34714

Meédia  3526,79 22517,53 16258533,63 98262,05 99596,68 158100,33 59567,4 11020,25

Fonte: Elaboracao propria.

Para esse grupo de problemas apenas quatro apresentam solucao via decomposi¢ao
pelo método de Cholesky, sao eles: “besstm097, “besstm107, “1138 bus” e “besstm217.
“Besstm09” e “besstm21” constituem sistemas cujas matrizes de coeficientes sao diagonais,
assim como a decomposi¢ao nos trés métodos estudados. Isso que indica que a espasidade
desses problemas permanece a mesma nas matrizes decompostas.

As matrizes decompostas de “1138 bus” (usando decomposi¢ao LU), “c-19” “bes-
stm21”, “c-26” (usando decomposicao LU), “c-287, “c-29”, “c-30”, “c-817, “c-32”, “c-83" e
“c-36” possuem uma matriz diagonal e outra de mesma esparsidade da matriz A.

Os problemas “cavity10”, “shermand”, “c-26” e “sherman3d” nao foram resolvidos dentro
do tempo limite de teste estabelecido (32 horas) para o método de decomposi¢ao QR.

Vale observar que em algumas decomposigoes, as matrizes geradas possuem um maior
nimero de elementos nao nulos que a matriz A. Isso ocorre em “sherman2”, “shermany”,
“1138 bus” (na decomposicao QR), “rdb1250”, “cavity10”, “shermans” e “sherman3”. A
Tabela 5.4 apresenta os dados para problemas de dimensao entre 6611 a 21132.
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Tabela 5.4: Numero de elementos nao nulos dos problemas do repositorio para
6611 <n < 21132.

Problema n nz n? nl nu ng nr ne
c-34 6611 35472 43705321 6611 35472 6611 35472 -
c-36 7479 36710 55935441 7479 36710 7479 36710 -
c-38 8127 42908 66048129 8127 42908 8127 42908 -
c-37 8204 41440 67305616 8204 41440 8204 41440 -
c-39 9271 73041 85951441 9271 62929 9271 62929 -
c-41 9769 55757 95433361 9769 55702 9769 55702 -
c-40 9941 45721 98823481 9941 45721 9941 45721 -
c-42 10471 60378 109641841 10471 60378 10471 60378 -
c-44 10728 47864 115089984 10728 47864 10728 47864 -
c-48 11125 67400 123765625 11125 67392 11125 67392 -
c-45 13206 93829 174398436 13206 93829 13206 93829 -

pres__poisson 14822 356313 219691684 365313 14822 - - 5061932
c-46 14913 72655 222397569 14913 72655 14913 72655 -
c-47 15343 113372 235407649 15343 113372 15343 113372 -

bcsstm25 15439 15439 238362721 15439 15439 15439 15439 15439
c-48 18354 92217 336869316 18354 92217 - - -
c-49 21132 89087 446561424 21132 89086 -

Média 12055 78800,18 160905237,6 32672,12 ©58113,88 10759,07 56557,93 2538685,5

Fonte: Elaboragao propria.

Para o conjunto de problemas apresentado na Tabela 5.4, nota-se que apenas dois
problemas atenderam aos pré-requisitos do método de Cholesky e puderam ser solucio-
nados pelo mesmo. Ja os problemas “pres poisson”, “c-48” e “c-49” nao foram resolvidos
pelo método de decomposicao QR usando listas encadeadas dentro do limite de tempo

do teste (32 h).

Vale salientar que os problemas “c-347, “c-367, “c-387, “c-377, “c-39”, “c-417, “c-407,
“c-427, “c-447, “c-437, “c-457, “c-467, “c-477, “c-48" e “c-49” possuem uma matriz diagonal
e uma matriz com mesmo nimero de elementos nao nulos de sua matriz original, tanto
na decomposicao LU como na decomposicao QR.

No problema “pres poisson” a decomposicao LU criou matrizes com mesmo niimero
de elementos nao nulos da original. Inclusive, embora o problema tenha sido resolvido
pelo método de Cholesky, o niimero de elementos nao nulos da matriz gerada foi bem
maior que da matriz A. Na Tabela 5.4, apenas “besstm25” é uma matriz diagonal e teve
como decomposi¢oes matrizes diagonais para todos os métodos estudados (fatoragao LU,
fatoragao QR e fatora¢do de Cholesky).

A seguir, tem-se os resultados referentes a cada grupo de problemas observado o
método numérico empregado e a estrutura de dados utilizada.

5.3 Resultados do gerador aleatoério

Os problemas do gerador aleatério foram solucionados com os métodos de fatoracao
LU e QR usando estrutura de dados indexada e de listas encadeadas. O método de
Cholesky nao pode ser utilizado para esses problemas.



5.3 Resultados do gerador aleatorio

o7

Para apresentacao dos resultados adotam-se as seguintes abreviagoes:
TL: tempo para leitura dos dados em segundos;
TD: tempo para decomposigao da matriz A em segundos (decomposi¢ao em L e U na
fatoragdo LU, em Q e R na fatoragdo QR e em C na fatoracao de Cholesky);
TRS1: tempo de resolucao do sistema linear 1 em segundos (sistema triangular inferior
na fatoracao LU, ortogonal na fatoracao QR ou triangular superior na fatoragao de Cho-

lesky);

TRS2: tempo de resolucao do sistema linear 2 em segundos (sistema triangular superior
na fatoragdo LU e QR ou triangular inferior na fatora¢do de Cholesky);
TT: tempo total de execugao do programa em segundos;
l|R|| = ||Zexata — Tnumerica]|: Tesiduo na norma euclidiana.

Por simplificacdo, onde o tempo obtido foi “0, 000000 x 10°”, nas tabelas encontra-se
apenas “0*” (zero asterisco). Além disso, os resultados dos testes foram organizados em
ordem crescente de acordo com o tamanho do problema e apresentam - além dos tempos
e norma do residuo - algumas de suas caracteristicas.

A Tabela 5.5 apresenta os resultados obtidos pelos testes para problemas do gerador

aleatorio utilizando a decomposicao LU e estrutura de dados indexada.

Tabela 5.5: Decomposicao LU utilizando estrutura indexada - problemas do gerador
aleatorio.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R||
tridiagl00 100 298 2,98 97,02 0* 0% 0* 0* 0% 121 x10°
triang100 100 5050 50,50 49,50 0% 0 0* 0% 0¥ L70x 10
cheial00 100 10000 100 0 0* 0 0 0% 0 2,22 %1071
tridiag500 500 1498 0,60 9940 1,50x 102 3,13 x 10! 0% 0% 3,28 x 10T 1,09 x 10~
triang500 500 125250 50,10 49,90 9,40 x 102 4,53 x 10! 0* 0* 5,47 x10 1 9,12x 107
cheia500 500 250000 100 0 1,87x10°' 2,19x10° 0¥ 0% 4,06 x 10T 8,49 x 10
tridiag1000 1000 2998 0,30 99,70 3,20 x 102 2,46 x 10° 1,60 x 102 0% 251 x 10° 1,65 x 10
triang1000 1000 500500 50,056 49,95 4,54 x 10! 6,32 x 10° 0% 1,50 x 102 6,79 x 10° 1,80 x 101
cheial000 1000 1000000 100 0 7,34x10 " 212x10° 0¥ 0% 2,86 x 10° 1,65 x 101
tridiag1500 1500 4498 0,20 99,80 4,70 x 1072 9,67 x 10° 3,10 x 1072 0* 9,75 x 10° 1,97 x 1071
triangl500 1500 1125750 50,03 49,97 1,03 x 10° 2, 74x 10' 3,10 x 102 1,60 x 102 2,85 x 100 2,51 x 10 1
cheial500 1500 2250000 100 0 2,00x10° 9,71 x 10° 0% 1,60 x 102 1,17x 107 2,69 x 101
tridiag2000 2000 5998 0,15 9985 7,80 x10°2 2,45 x10° 6,20 x 102 1,60 x 102 2,47 x 107 2,28 x 10-
triang2000 2000 2001000 50,02 49,97 1,59 x 10° 7,19 x 10} 6,20 x 1072 0* 7,36 x 101 3,35 x 1071
cheia2000 2000 4000000 100 0  3,06x10° 230x10" 1,60 x 102 0% 2,60 x 101 3,53 x 104
tridiag3500 3500 10498 0,08 9991 1,87x101 1,60x10%2 3,28 x10" 3,10x 102 1,60 x 10° 2,99 x 10
tridiag5000 5000 14998 0,06 99,94 3,60 x 10T 4,68x 102 9,07 x10 ' 6,20 x 102 4,70 x 10?2 3,59 x 10
tridiag6500 6500 19493 0,06 9995 5,78 x 101 1,11x10° 1,96x10° 9,40x 102 1,12x10° 4,21x 10
tridiag8000 8000 23998 0,04 9996 8,91x10°" 2,23x10° 3,66 x10° 1,87 x 10" 2,23x10° 4,50 x 10

Meédia  2015,79 59746481 39,74 60,25 5,07 x 10" 2,18 x 102 3,72 x 101 2,00 x 10° 2,19 x 10° 1,05 x 10~

Fonte: Elaboracao propria.

Na Tabela 5.5 tem-se que o tempo para solugao dos problemas variou de 0, 000000 x
10% a 2,23 x 103s (ou 37 minutos) e a norma do residuo obtido nas solugoes apresentadas
foi minimo de 4,21 x 107¢ ¢ maxima de 3,53 x 107,

Nota-se ainda que para os problemas de mesma ordem de grandeza e diferentes den-
sidades, em todos os casos apresentados com densidade maior que 100, os problemas com
matrizes triangulares tiveram um tempo total maior em relagao a sistemas lineares com
matrizes cheias ou tridiagonais. Isso ocorreu principalmente devido ao tempo de decom-
posicao dessas matrizes ser alto, cerca de 99,54% do tempo total. Mesmo para matrizes
cheias, onde o tempo de leitura foi maior, o tempo de decomposicao foi inferior ao tempo
de decomposicao de matrizes triangulares. Assim, para problemas de mesma ordem de
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grandeza, os problemas solucionados em menos tempo foram: os tridiagonais, cheios e
triangulares, respectivamente.

A Tabela 5.6 mostra os problemas do gerador aleatério resolvidos com o método de
fatoracao LU e a estrutura de dados de lista encadeada.

Tabela 5.6: Decomposicao LU utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
gerador aleatorio.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R|
tridiag100 100 298 2,98 97,02 0* 0* 0* 0* 0* 4,21 x 10716
triang100 100 5050 50,50 49,50 1,50 x 1072 3,20 x 1072 0* 0* 4,70 x 1072 1,70 x 1071
cheial00 100 10000 100 0 0* 6,20 x 1072 0* 0* 6,20 x 1072 2,22 x 1071
tridiagb00 500 1498 0,60 99,40 0* 2,03 x 107! 0* 0* 2,03 x 1071 1,09 x 101
triang500 500 125250 50,10 49,90 1,41 x 107! 1,35 x 10! 0* 0* 1,37 x 100 9,12 x 1071
cheia500 500 250000 100 0 2,81 x 1071 4,00 x 10* 0* 0* 4,03 x 101 8,49 x 1071
tridiag1000 1000 2998 0,30 99,70 0* 1,89 x 10° 0* 0* 1,89 x 10° 1,65 x 1071°
triang1000 1000 500500 50,05 49,95 7,66 x 1071 2,97 x 102 0* 0* 2,97 x 102 1,80 x 107
cheial000 1000 1000000 100 0 1,54 x 10° 8,77 x 102 0* 0* 8,78 x 10> 1,65 x 107
tridiag1500 1500 4498 0,20 99,80 0* 6,26 x 10° 0* 0* 6,26 x 10° 1,97 x 1071
triang1500 1500 1125750 50,03 49,97 2,14 x 10° 1,51 x 103 0* 0* 1,51 x 103 2,51 x 1071
cheial500 1500 2250000 100 0 5,46 x 10° 4,98 x 103 3,10 x 1072 0* 4,99 x 10° 2,69 x 1071
tridiag2000 2000 5998 0,15 99,85 1,60 x 1072 1,23 x 10! 0* 0* 1,23 x 101 2,28 x 1071
triang2000 2000 2001000 50,02 49,97 3,92 x 10° 4,18 x 10° 0* 1,60 x 1072 4,19 x 103  3.35 x 1071
cheia2000 2000 4000000 100 0 1,05 x 10t 1,53 x 10* 4,70 x 1072 1,60 x 1072 1,54 x 10?7 3,53 x 10~
tridiag3500 3500 10498 0,08 99,91 0* 7,35 x 101 3,20 x 1072 0* 7,35 x 101 2,99 x 1071
tridiag5000 5000 14998 0,06 99,94 1,60 x10% 2,31 x 102 3,10 x 102 0¥ 2,32 x 107 3,50 x 10
tridiag6500 6500 19498 0,05 9995 3,10 x 1072 5,21 x 10> 6,30 x 1072 0* 5,21 x 10> 4,21 x 1071
tridiag8000 8000 23998 0,04 9996 3,20 x 1072 9,81 x 102 9,40 x 1072 0* 9,81 x 102 4,50 x 1071
Meédia 2015,79 597464,84 39,74 60,25 1,31 1,527 x 10° 1,57 x 1072 1,68 x 10~® 1,53 x 10®* 1,05 x 1071

Fonte: Elaboragao propria.

O tempo de decomposicao exerce grande influéncia no tempo total de resolugao dos

problemas (cerca de 99,80%), visto que em muitos problemas o tempo de leitura ou mesmo
de resolucao dos sistemas gerados é proximo a zero. Comparando as Tabelas 5.5 e 5.6
nota-se uma reducgao nos tempos de solugao dos problemas tridiagonais mantendo a norma
dos residuos muito semelhante quando usada a estrutura de listas encadeadas.

A Figura 5.4 compara o tempo total para solugao dos problemas tridiagonais com
dimensao entre 1000 e 8000 do gerador aleatorio.
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Figura 5.4: Tempo de resolucao de problemas tridiagonais utilizando decomposicao LU,
estrutura indexadz} x listas §ncadeada§.
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Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se que para os problemas tridiagonais estudados com fatoragao LU, a estrutura
de listas encadeadas fornece resultados semelhantes em termos da norma de residuo porém,
com tempo de resolucao significativamente menor, como esperado.

Quando a densidade de elementos cresce muito (de 50% a 100%) a estrutura lista
encadeada tem desempenho significativamente inferior a estrutura indexada, como pode
ser visto na Figura 5.5 e na Figura 5.6.

Figura 5.5: Tempo de resolugao de problemas triangulares (D ~ 50%) utilizando

decomposi¢ao LU, estrutura indexada x listas encadeadas.
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Fonte: Elaboracao propria.



5.3 Resultados do gerador aleatorio 60

Figura 5.6: Tempo de resolugao de problemas cheios (D = 100%) utilizando decomposigao

LU, estrutura indexada x listas encadeadas.
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Fonte: Elaboracao propria.

Portanto, a medida que o nimero de elementos nao nulos aumenta muito, como ocorre
em matrizes triangulares ou cheias, a estrutura de listas passa a gastar um tempo total
de resolucao significativamente maior que a estrutura indexada. Assim, para matrizes
densas, essa nao é a melhor opgao de estrutura, como mostrado nas Figuras 5.5 com
matrizes triangulares e 5.6 com matrizes cheias.

A seguir, encontram-se na Tabela 5.7 os resultados dos problemas do gerador aleatorio
solucionados com o método de fatoracao QR e estrutura de dados indexada.

Tabela 5.7: Decomposicao QR utilizando estrutura indexada - problemas do gerador

aleatorio.
Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R]|
tridiagl00 100 298 2,98 97,02 0% 1,50 x 102 0% 0% 1,50 x 102 7,54 x 10° 1
triang100 100 5050 50,50 49,50 1,60 x 102 0% 0% 0% 1,60x 102 1,70 x 10D
cheial00 100 10000 100 0 0% 0% 0% 0% 0% 3,34 x 1071
tridiag500 500 1498 0,60 99,40 0% 7,03 x 10! 0% 0% 7,03x 107 1,60 10
triang500 500 125250 50,10 49,90 1,41 x 10T 5,47 x 10 ¢ 0% 0% 6,88 x 10T 1,36 x 1011
cheia500 500 250000 100 0 1,87x10! 5,63x10! 0% 0% 7,50 x 10T 1,62 x 10~
tridiagl000 1000 29983 0,30 99,70 3,10 x 102 9,82 x 10° 0% 0% 9,85 x 10° 2,43 x 101
triangl000 1000 500500 50,05 49,05 4,53 x 10-7 1,28 x 10 0% 0% 1,33 x 100 1,80 x 10~
cheial000 1000 1000000 100 0  7,35x10° % 7,50 x 10° 0% 0% 8,25 x 1070 4,43 x 1017
tridiagl500 1500 1498 0,20  99.80 6,30 x 102 4,55 x 10 0% 0% 1,56 x 10T 2,91 x 10D
triangl500 1500 1125750 50,03 49,97 1,06 x 10° 6,46 x 10 0% 1,60 x 102 6,57 x 107 2,51 x 10- 1@
cheial500 1500 2250000 100 0 2,02 x 10° 4,29 x 10 0% 0% 4,49 x 107 5,68 x 101
tridiag2000 2000 5998 0,15 9985 90,40 x 102 1,09 x 102 0% 1,60x 102 1,09x 102 3,25 x 101
triang2000 2000 2001000 50,02 49,97 1,59 x 10° 1,61 x 102 0% 1,50 x 102 1,63 x 102 3,35 x 1012
cheia2000 2000 4000000 100 0 3,12 x 10° 1,06 x 10? 0* 0* 1,09 x 102 7,81 x 107
tridiag3500 3500 10498 0,08 99,91 2,34x10 " 8,06 x 10 0% 3,20 x 102 8,06 x 10° 4,42x 101
tridiags000 5000 14998 0,06 99,94 4,60 x 10T 3,23 x 10° 0% 7,90 x 102 3,23 x 10° 5,33 x 10D
tridiag6500 6500 19498 0,05 99,95 7.34x10 ' 8,55 x 10° 0% 1,41 x 10T 8,55 x 10° 6,08 x 101
tridiag8000 8000 23998 0,04 99,96 - - - - - -
Meédia  2015,79 597464,84 39,74 60,25 6,08 x 10-% 7,30 x 102 0% 1,66 x 102 7,31 x 102 1,76 x 1014

Fonte: Elaboragao propria.
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A Tabela 5.7 mostra que o tempo total de execucao ficou entre 0,000000 x 10%s e
8,55 x 103s cerca de 2 horas e 22 minutos (excluindo o problema “tridiag800” que nao foi
resolvido dentro do tempo limite de teste, 32 h). A norma do residuo variou de 7,54 x 10716
a 7,81 x 107 para o pior caso com matriz cheia de dimensao 2000.

Também nota-se novamente que o tempo de decomposicao da matriz representa a
maior parte do tempo total da solu¢do (em torno de 99,86%), ja que é bem maior que
os tempos de leitura ou solugao dos sistemas criados. Agora, a Tabela 5.8 apresenta os
resultados para os mesmos problemas resolvidos usando a estrutura de listas encadeadas.

Tabela 5.8: Decomposicao QR utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do

gerador aleatorio.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R]|
tridiag100 100 208 2,98 97,02 0* 9,40 x 1072 0* 0* 9,40 x 1072 7,45 x 1016
triang100 100 5050 50,50 49,50 1,60 x 1072 6,20 x 1072 0* 0* 7,80 x 1072 1,70 x 10715
cheial00 100 10000 100 0 0* 5,47 x 107! 0* 0* 5,47 x 1071 3,34 x 1071°
tridiag500 500 1498 0,60 99,40 0* 3,17 x 101 1,10 x 1071 0* 3,18 x 101 1,60 x 10717
triang500 500 125250 50,10 49,90 1,72x 107" 4,73 x 10 0* 0* 4,75 x 100 9,12 x 10715
cheia500 500 250000 100 0 4,84 x 1071 8,01 x 10> 3,20 x 10° 1,60 x 1072 8,05 x 10> 1,62 x 107
tridiag1000 1000 2998 0,30 99,70 1,60 x 1072 2,31 x 10> 3,44 x 107" 0* 2,31 x 10> 2,43 x 1071
triang1000 1000 500500 50,05 49,95 1,27 x 10° 1,00 x 10° 1,60 x 1072 0* 1,00 x 10> 1,81 x 107
cheial000 1000 1000000 100 0 3,68 x 100 1,43 x 10* 2,79 x 10! 0* 1,43 x 10* 4,43 x 107 ™
tridiag1500 1500 4498 0,20 99,80 1,60x10"2 9,21 x 10> 9,22 x 107" 0* 9,21 x 10> 2,91 x 10718
triang1500 1500 1125750 50,03 49,97 4,22 x 10° 5,06 x 10° 1,50 x 1072 0* 5,07 x 10° 2,51 x 10~
cheial500 1500 2250000 100 0 1,26 x 100 6,81 x 10* 1,03 x 10> 1,60 x 1072 6,83 x 10* 5,68 x 10714
tridiag2000 2000 5998 0,15 99,85 0* 1,70 x 103 1,44 x 10° 0* 1,70 x 10 3,25 x 10715
triang2000 2000 2001000 50,02 49,97 8,35 x 10° 1,47 x 10* 0* 1,60 x 1072 1,47 x 10*  3.35 x 107
cheia2000 2000 4000000 100 0 - - - - - -
tridiag3500 3500 10498 0,08 9991 1,60x 1072 1,31 x 10* 6,79 x 10° 0* 1,32 x 10 4,42x 107 P
tridiag5000 5000 14998 0,06 99,94 1,50x1072 4,19 x10* 1,45 x 10! 0 4,20 x 10* 5,33 x 10715
tridiag6500 6500 19498 0,06 99,95 3,20x10°2 9,43 x 107 2,37 x 10! 0* 9,43 x 107 6,08 x 101
tridiag8000 8000 23998 0,04 99,96 - - - - - -
Meédia 201579 597464,84 39,74 60,25 1,82 1,51 x 10* 1,07 x 101 2,82 x 107% 1,51 x 10* 1,38 x 1071

Fonte: Elaboragao propria.

Nota-se da Tabela 5.8 que os tempos foram significativamente maiores que os anterio-
res utilizando a estrutura indexada, por exemplo. O problema mais rapido foi solucionado
em 7,80 x 1072, enquanto alguns sequer foram resolvidos dentro do tempo limite de teste
de 32 horas, como “cheia2000” e “tridiag8000”.

A norma dos residuos encontrados permanece bem semelhante aquela obtida com a
estrutura indexada, variando entre 7,45 x 10716 a 5,68 x 10~'4. Observa-se que, no geral,
a decomposicao QR necessitou de mais tempo para resolver os problemas em relacao a
decomposi¢ao LU (veja Tabela 5.6).

As Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 mostram como o tempo de resolu¢ao dos problemas em
todas as matrizes (tridiagonal, triangular e cheia) usando a fatoracdo QR com estrutura
de listas encadeadas foi superior a estrutura indexada.
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Figura 5.7: Tempo de resolucao de problemas tridiagonais utilizando decomposicao QR,
estrutura indexada x listas encageadas.
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Fonte: Elaboragao propria.

Figura 5.8: Tempo de resolugdo de problemas triangulares (D = 50%) utilizando
decomposi¢ao QR, estrutura indexada x listas encadeadas.
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Fonte: Elaboracao propria.
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Figura 5.9: Tempo de resolugao de problemas cheios (D = 100%) utilizando decomposigao

QR, estrutura indexada x listas encadeadas.
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Fonte: Elaboracao propria.

Para as matrizes cheias como mostrado na Figura 5.9, o método QR com a estru-
tura de listas encadeadas sequer foi capaz de resolver o problema “cheia2000” dentro do
intervalo de teste de 32 h. Esse mesmo problema foi resolvido em 109 segundos com a es-
trutura indexada. Esses resultados mostram que o uso das listas encadeadas em conjunto
com o método de fatoracao QR, nao é uma alternativa interessante para esta classe de
problemas.

No geral, a estrutura de lista encadeada foi melhor que a estrutura indexada com a
decomposigao LU para os problemas tridiagonais, como foi mostrado na Figura 5.4.

5.4 Resultados SuiteSparse Matrixz Collection

As Tabelas 5.9, 5.10 e 5.11 apresentam os resultados computacionais para o método
de decomposicao LU com a estrutura de dados indexada. Posteriormente, as Tabelas
5.12, 5.13 e 5.14 apresentam os resultados com o mesmo método ntimerico, porém, com a
estrutura de dados de lista encadeada sucessivamente para os métodos QR e de Cholesky.
Por simplificacao, onde o tempo obtido foi “0, 000000 x 10°”, na tabela encontra-se apenas
“O*” (zero asterisco). A Tabela 5.9 apresenta os resultados obtidos pelos testes para
problemas que variam a ordem de grandeza de 19 a 1000.
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Tabela 5.9: Decomposicao LU utilizando estrutura indexada - problemas do repositério
com 19 < n < 1000.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R|]
Trefethen_ 20b 19 83 22,99 77,01 0* 0* 0* 0* 0* 1,33 x 1077
Trefethen 20 20 89 2225 77,75 0* 0* 0* 0* 0* 1,53 x 1075

besstk01 48 224 9,72 90,28 0* 0* 0* 0* 0* 0*

bfw62a 62 450 11,71 88,29 0* 0* 0* 0* 0* 0*

besstm02 66 66 1,51 98,48 0* 0* 0* 0* 0* 1,78 x 107
Trefethen_ 150 150 1095 487 9513 0* 1,60 x 102 0* 0* 1,60 x 1072 5,77 x 1071
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0* 1,50 x 1072 0* 0* 1,50 x 1072 1,59 x 10713
Trefethen_300 300 2480 2,76 97,23 0F 7,80 x 102 0* 0¥ 7.80x10 2 6,20x10

besstm06 420 420 0,24 99,76 0* 1,25 x 1071 0* 0* 1,25 x 1071 9,14 x 10713

besstm07 420 3836 2,17 97,82 1,60 x 1072 1,40 x 1071 0* 0* 1,56 x 1071 2,22 x 10712
Trefethen,_ 500 500 4489 1,79 9820 1,60 x 10 2 4,69 x 10 " 0F 0 L85 %101 1,32x10 12
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 1,60 x 10 2 1,33 0F 1,60 x 102 1,36 3,00 x 10 12

shermanl 1000 3750 0,37 99,62 3,10 x 1072 3,41 1,60 x 1072 0* 3,45 0*

Média 300,38 1939,46 6,58 9341 6,08 x 1073 4,20 x 1071 1,23 x107% 1,23 x107% 4,37 x 107! 6,39 x 1071

Fonte: Elaboragao propria.

A norma dos residuos gerados pelas solugoes encontradas é muito boa, varia de
0,000000 x 10° (ou “0*” como mostrado na Tabela 5.9) a 3,01 x 1072, no pior cena-
rio, com o problema “trefethen_ 700"

Vale destacar ainda, que de acordo com os resultados, o tempo total de resolugao
dos problemas foi fortemente influenciado pelo tempo de decomposi¢cao da matriz A, nas
matrizes L e U. Ja que o tempo de leitura de dados e resolucao dos sistemas lineares
superior e inferior foram majoritariamente quase nulos. Para o problema “shermanl”, por
exemplo, tempo de decomposicao foi de 3,14 s enquanto o tempo de resolucao foi de 3,45
S.

Em problemas com ordem de grandeza 1000 (como “shermani”), o tempo de leitura
por exemplo, foi mais de cem vezes menor que o tempo empenhado na decomposicao de
A.

Observa-se que os problemas “besstm06” e “besstm07” possuem a mesma ordem de
grandeza. No entanto, no problema “besstm06” a matriz é diagonal, consequentemente,
possui um tempo de resolucdo um pouco menor. A Tabela 5.10 apresenta os resultados
para os problemas médios resolvidos com o método de decomposicao LU utilizando a
estrutura indexada.
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Tabela 5.10: Decomposicao LU utilizando estrutura indexada - problemas do repositério
com 1080 < n < 6537.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R|]
sherman?2 1080 23094 1,98 98,02 3,20 x 1072 5,28 0* 3,10 x 1072 5,34 1,24 x 107°
besstm09 1083 1083 0,09 9991 3,20 x 1072 2,78 0* 0* 2,81 3,73 x 1071
besstmi0 1086 11589 0,98 99,02 3,20x 102 3,94 1,60 x 102 0¥ 3,08 7.77x 101
shermang 1104 3786 031 9969 3,10x102 4,69 1,60 x 102 0 1473 6,33x10° 2
1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 3,10 x 1072 3,39 0* 0* 3,42 0*
rdb1250 1250 7300 0,47 99,53 3,20 x 1072 1,06 x 10! 0* 1,60 x 1072 1,07 x 10* 0*

19 2327 12072 022 9978 9,40x 102 3,76 x 10! 7.80 x 102 4,70 x 102 3,78 x 101 8,67 x 1017

cavityl0 2597 76367 1,13 9887 1,56 x 1071 1,54 x 102 1,25 x 1071 4,70 x 1072 1,55 x 10> 7,63 x 10~%

shermand 3312 20793 0,19 99,81 2,03 x 1071 2,95x 10> 1,41 x 1071 2,03 x 10! 2,95 x 10> 7,65 x 107°

besstm21 3600 3600 0,03 99,97 2,03x 1071 1,55x 10> 9,30 x 1072 1,10 x 10! 1,55 x 107 3,26 x 10712

26 4307 19422 0,10 99,90 2,81 x 101 3,01 x 10° 2,18 x 10" 1,41 x 10" 3,02 x 10° 2,16 x 10~ ™

28 4508 17594 0,08 99,92 3,50 x 101 4,13 x 10° 6,30 x 102 4,60 x 102 4,13 x 10? 0*
sherman3 5005 20033 0,08 99,92 3,50 x 101 8,15x 10° 4,07 x 10L 5,00 x 10L 8,16 x 10> 7,20 x 10~ 10

29 5033 24382 0,10 99,90 4,22x10°L 5,76 x10° 7,80 x 102 7,80 x 102 5,76 x 107 0*

30 5321 35507 0,12 99,87 4,06 x 101 5,97 x 10° 6,30 x 102 7,80 x 102 5,98 x 10° 0*

31 5339 41955 0,15 99,85 4,07x10°' 6,06 x 10° 6,20 x 102 6,30 x 102 6,06 x 10 0*

32 5975 30223 0,08 99,91 5,00x 101 862x 107 9,40 x 102 9,40 x 102 8,62 x 107 0*

33 6317 31220 0,08 99,92 578x10L 1,03x10° 1,10x10°L 7,80x 102 1,03 x 10° 0%

35 6537 34714 0,08 99,92 6,10x10" 1,26x10° 1,25x 10" 1,25 x 10" 1,26 x 10° 0*

Média  3526,78 21064,74 0,34 99,66 2,51 x 10! 3,75 x 10?2 8,80 x 102 8,72x 102 3,75 x 10° 6,53 x 107

Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se um aumento gradual do tempo de leitura do aquivo de entrada de dados
e também de resolucao dos sistemas lineares gerados se comparados aos problemas an-
teriores. O tempo de decomposicao segue sendo o que mais influencia o tempo total de
resoluc@o dos problemas, pois é aproximadamente 100% (ou 99,94%) do tempo total. Este
passou de poucos segundos para alguns minutos. A norma dos residuos gerados durante
os testes manteve-se entre quase zero e 1,24 x 107°, considerado um excelente resultado.

O problema “sherman2”, cuja norma do residuo foi de 1,24 x 107>, obteve a pior
norma de residuo dentre os problemas da Tabela 5.10. Este nao era o problema com
maior ordem de grandeza e nem maior nimero de elementos nao nulos; no entanto, outras
caracteristicas proprias do problema podem ter influenciado nesse resultado (como alto
nimero de condigao, por exemplo).

A maioria dos problemas da classe “c-” obtiveram norma do residuo quase nula, o que
evidencia a qualidade (acuracia) da solugao encontrada, principalmente para os problemas
com ordem superior a 5000.

No problema “besstm21”, sua matriz de coeficientes é diagonal e, provavelmente, por
esta caracteristica seu tempo total foi quase metade do “shermand”, mesmo tendo ordem
de grandeza maior. A seguir, tem-se a Tabela 5.11, que mostra os resultados dos testes
de decomposicao LU utilizando estrutura indexada para os maiores problemas.

A sigla “EM” significa estouro de memoria, indicando que o resultado de alguma
operacao excedeu a capacidade de representagao para esse tipo de dado. Nota-se que
embora os problemas “c-34” e “c-36” tenham sido solucionados em, aproximadamente,
meia hora com norma de residuo nula para o niimero de casas decimais adotado, os demais
problemas tiveram estouro de memoria e nao foram resolvidos. Logo, os problemas (aqui
testados) com ordem de grandeza superior a 7479, ndo puderam ser solucionados utilizando
fatoragao LU, com a estrutura indexada. Pois, como dito, esta estrutura armazena todos
os elementos nulos e estes sao utilizados em céalculos desnecessarios.
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Tabela 5.11: Decomposicao LU utilizando estrutura indexada - problemas do repositério
com 6611 <n < 21132.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) ||R|]
c-34 6611 35472 0,08 99,92 6,25 x 1071 1,21 x 103 9,40 x 1072 9,30 x 1072 1,21 x 103 0¥
c-86 7479 36710 0,06 99,93 2,83 1,88 x 103 1,56 x 10% 1,56 x 1071 1,88 x 103  0*
c-38 8127 42908 0,06 99,93 EM EM EM EM EM EM
c-37 8204 41440 0,06 99,94 EM EM EM EM EM EM
c-39 9271 73041 0,08 99,91 EM EM EM EM EM EM
c-41 9769 55757 0,06 99,94 EM EM EM EM EM EM
c-40 9941 45721 0,05 99,95 EM EM EM EM EM EM
c-42 10471 60378 0,05 99,94 EM EM EM EM EM EM
c-44 10728 47864 0,04 99,96 EM EM EM EM EM EM
c-43 11125 67400 0,05 99,94 EM EM EM EM EM EM
c-45 13206 93829 0,05 99,95 EM EM EM EM EM EM

pres_poison 14822 356313 0,17 99,83 EM EM EM EM EM EM
c-46 14913 72655 0,03 99,97 EM EM EM EM EM EM
c-47 15343 113372 0,05 99,95 EM EM EM EM EM EM
besstm25 15439 15439 0,01 99,99 EM EM EM EM EM EM
c-48 18354 92217 0,03 99,97 EM EM EM EM EM EM
c-49 21132 89087 0,02 99,98 EM EM EM EM EM EM
Meédia 12055 78800,18 5,59 x 1072 99,94 1,73 1545 0,12 0,12 1545 0*

Fonte: Elaboragao propria.

Como relatado anteriormente, outros fatores além da ordem de grandeza, podem
influenciar nos resultados. Logo, nao seria correto generalizar que todas as matrizes com
ordem de grandeza superior a 7479, nao podem ser resolvidas pela decomposicao LU
e estrutura indexada. J& que, matrizes diagonais por exemplo, costumam apresentar
melhores resultados (em termos de tempo computacional) se comparadas a matrizes mais
densas. No entanto, dentro do conjunto de problemas escolhido, essa foi a ordem de
grandeza limite para o método de decomposicao LU com estrutura indexada.

A Tabela 5.12 apresentada a seguir, traz os resultados para os problemas pequenos
resolvidos com método de decomposicao LU utilizando a estrutura de listas encadeadas.

Tabela 5.12: Decomposicao LU utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 19 < n < 1000.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R|]
Trefethen_20b 19 83 2299 77,01 0* 0* 0* 0* 0* 1,33 x 1071
Trefethen 20 20 89 2225 77,75 0* 0* 0* 0* 0* 1,54 x 1071

besstk01 48 224 9,72 90,28 0* 0* 0* 0* 0* 0*

bfw62a 62 450 11,71 88,29 0* 0* 0* 0* 0* 0*

besstm02 66 66 1,51 9848 0* 0* 0* 0* 0* 1,78 x 1071
Trefethen_ 150 150 1095 487 9513 0* 1,6 x 1072 0* 0* 1,6 x 1072 5,78 x 107
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0* 3,1 x 1072 0* 0* 3,1x1072 1,59 x 10713
Trefethen_ 300 300 2489 2,76 97,23 0* 1,25 x 1071 0* 0* 1,25 x 1071 6,29 x 1075

besstm06 420 420 0,24 99,76 0* 7,8 x 1072 0* 0* 7,8x 1072 9,14 x 1071

besstm07 420 3836 2,17 97,82 0* 4,06 x 107! 0* 0* 4,06 x 1071 2,22 x 10712
Trefethen_ 500 500 4489 1,79 9820 1,5x 1072 6,1 x 107" 0* 0* 6,25 x 1071 1,32 x 1012
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 0* 1,78 0* 0* 1,78 3,01 x 10712

shermanl 1000 3750 0,37 99,62 0* 1,5 x 10 0* 0* 1,5 x 10 0*

Média 300,38 193946 6,58 9341 1,15x 1073 1,39 0* 0* 1,39 6,39 x 10713

Fonte: Elaboragao propria.

No geral, a Tabela 5.12 apresenta um crescimento no tempo total para resolucao dos
problemas de acordo com a ordem de grandeza, sendo o maior tempo de 15 segundos.
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O tempo de leitura foi quase nulo na maioria dos problemas. Os tempos relacionados
a resolucao dos sistemas das matrizes decompostas também foi aproximadamente nulo em
todos os testes. Novamente, observa-se o tempo total sendo influenciado, principalmente,
pelo tempo de decomposicao da matriz.

Para todos os problemas o residuo foi da ordem de 107!2 ou menor, o que retrata
a boa qualidade das solugoes encontradas. Observa-se que os problemas onde ha matriz
diagonal mostraram melhores resultados se comparados a outros problemas com ordem
de grandeza semelhante ou muito proxima, é o caso de “besstm02” e “besstm06”.

Analisando a Tabela 5.9 que mostra os resultados da decomposi¢ao LU com estrutura
de dados indexada, nota-se um leve aumento no tempo méaximo de solugao dos proble-
mas. Ja que com a estrutura indexada o tempo méximo gasto foi de 3,45 segundos e
com a estrutura de listas encadeadas o tempo méaximo foi de 15 segundos ambos para
o problema “shermanl”. Neste caso, a lista encadeada nao proporciona uma reducao no
tempo computacional, pois os problemas sao pequenos, com ordem de grandeza na casa
de centenas.

Quanto a norma do residuo gerado nas solucoes nao hé diferenca significativa entre
os resultados das Tabelas 5.9 e 5.12, pois ambas possuem a mesma ordem de grandeza
com infimas diferengas. A seguir, a Tabela 5.13 mostra os resultados para os problemas
médios do repositorio online usando o método de fatoragao LU e estrutura de dados de
listas encadeadas.

Tabela 5.13: Decomposicao LU utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 1080 < n < 6537.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R]|
sherman2 1080 23094 1,98 98,02 3,1x1072 1,20 x 10? 0* 0* 1,20 x 102 1,25 x 107°
besstm09 1083 1083 0,09 99,91 0* 1,5 0* 0* 1,5 3,73 x 10713
besstm10 1086 11589 0,98 99,02 0* 7,25 0* 0* 7,25 7,76 x 1071
shermand 1104 3786 0,31 99,69 0* 4,64 x 107 0* 0* 4,64 x 101 6,32 x 1012
1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 0* 1,78 0* 0* 1,78 0*
rdb1250 1250 7300 0,47 99,53 0* 5,33 x 10! 0* 1,5 x 1072 5,33 x 10' 0*

c-19 2327 12072 022 99,78 1,6 x 1072 3,99 x 10! 1,6 x 1072 0* 4x 101 8,67 x 10717
cavityl0 2597 76367 1,13 9887 7,8x1072 229x10° 1,6x 1072 0* 2,29 x 10° 7,62 x 105
shermand 3312 20793 0,19 9981 3,1x1072 3,74x10° 1,5x 1072 0% 3,74 x 10° 7,65 x 1079
besstm21 3600 3600 0,03 99,97 0* 5,56 x 101 1,5 x 1072 0* 5,56 x 107 3,26 x 1012

c-26 4307 19422 0,00 99,90 1,5x1072 1,45x10> 3,1x 1072 0* 1,45 x 102 2,15 x 10714

c-28 4598 17594 0,08 99,92 1,50 x 102 3,40 x 10? 3,20 0* 3,40 x 102 0*
sherman3 5005 20033 0,08 99,92 3,10 x 1072 5,22 x 10° 3,10 x 102 0% 5,22 x 10 7,20 x 10~1°

c-29 5033 24382 0,10 99,90 3,1x1072 4,41 x10> 3,2x 1072 0* 4,42 x 10? 0*

c-30 5321 35507 0,12 99,87 6,30 x 1072 5,41 x 10> 3,20 x 1072 0* 5,41 x 102 0*

c-31 5339 41955 0,15 99,85 4,70 x 1072 7,04 x 10> 3,20 x 1072 0* 7,04 x 10? 0*

c-32 5975 30223 0,08 9991 4,70 x 1072 6,78 x 10> 4,70 x 1072 0* 6,78 x 102 0%

c-33 6317 31220 0,08 99,92 3,10 x 1072 9,70 x 10> 4,70 x 1072 0* 9,70 x 102 0*

c-35 6537 34714 0,08 99,92 3,10 x 1072 9,73 x 10> 4,70 x 102 0* 9,73 x 102 0*

Meédia  3526,79 21964,74 0,34 99,66 2,46 x 102 8,61 x 102 1,87 x 10°! 7,89 x 107 8,61 x 102 6,58 x 107

Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se que o tempo de decomposicao segue maior em relagao aos demais tempos,
quase equivalente a 100% do tempo de resolugao.

Da Tabela 5.13 nota-se que os problemas apresentados foram resolvidos em um tempo
total que varia entre 1,5 segundos a, aproximadamente, 1 hora e 27 minutos. A norma
do residuo gerado teve um valor maximo de 1,25 x 107°. De uma forma geral, o tempo
total cresceu de acordo com a ordem de grandeza e o nimero de elementos nao nulos, com
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algumas excegoes como “c-19” e “c-29”.

O problema “sherman2” possui a menor dimensao da Tabela 5.13 e ndao possui o menor
tempo de solugao, provavelmente devido ao seu niimero de elementos nao nulos ou outras
caracteristicas do problema, como alto nimero de condigao. Ressalta-se ainda que ele
teve o pior residuo dentre os problemas observados na Tabela 5.13.

O problema “1138 bus”, apresentou um tempo de resolu¢gao menor que o “shermany”,
ambos com a mesma magnitude de ordem de grandeza. Contudo, o ntimero de elementos
nao nulos de “71138 bus” é bem menor que em “sherman/”, o que justifica tal desempenho.
Por seu turno, os problemas “c-19” e “c-29” obtiveram tempos de resolucao menor que os
problemas que os antecedem na Tabela 5.13 (“rdb1250” e “sherman3”), mesmo possuindo
maior ordem de grandeza e maior niimero de elementos nao nulos.

O problema “bcsstm21” cuja matriz é diagonal foi resolvido em pouco tempo se com-
parado a outros problemas com ordem de grandeza proxima. Esse comportameno pode
ser justificado pelo baixo numero de elementos nao nulos.

Ao comparar os tempos das Tabelas 5.13 (decomposigao LU com estrutura de listas
encadeadas) e 5.10 (decomposi¢ao LU com estrutura indexada) nota-se um aumento do
tempo total maximo de execugao dos problemas mantendo a norma do residuo constante.
A meédia do tempo de resolucao dos problemas cresceu 120%.

Vale destacar que “cavity10”, “shermans” e “sherman3” apresentaram tempos expres-
sivos comparativamente (inclusive se considerado os tempos de resolugao desses problemas
com a estrutura indexada). A seguir, estdo apresentados na Tabela 5.14 os resultados da
decomposicao LU utilizando lista encadeada para os maiores problemas.

Tabela 5.14: Decomposicao LU utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 6611 < n < 21132.

Problema n nz D (%) FE (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R||
c-34 6611 35472 0,08 99,92 4,70 x 1072 1,05 x 10®> 6,30 x 1072 0* 1,05 x 103 0*
c-36 7479 36710 0,06 99,93 4,70 x 1072 1,56 x 103 6,30 x 1072 0* 1,56 x 103 0*
c-38 8127 42908 0,06 99,93 4,70 x 102 1,84 x 10° 6,20 x 102 0* 1,814 x 10° 2,00 x 102
37 8204 41440 0,06 99,94 4,60 x 102 2,49 x 10° 7,80 x 102 1,60 x 102 2,49 x 103 3,12 x 1073
c-39 9271 73041 0,08 99,91 7,80 x 1072 3,52 x 10® 1,25 x 107} 0* 3,52 x 10° 4,63 x 1073
c-41 9769 55757 0,06 99,94 4,70 x 1072 4,12x 10° 1,09 x 10~* 0* 4,12 x 103 3,10 x 102
40 9941 45721 0,05 99,95 6.30 x 102 3,23 x 10° 1,41 x 10 ° 0% 3,23 x 105 4,21 x 1072
42 10471 60378 0,06 99,94 7,80 x 1072 4,409 x 10° 1,25 x 10" 0% 4,49 x 105 7,16 x 102
c-44 10728 47864 0,04 99,96 4,70 x 1072 4,07 x 10®> 1,25 x 107! 0* 4,08 x 10® 7,72 x 1073
c-43 11125 67400 0,05 99,94 1,09 x 107' 5,33 x 103 1,40 x 107! 0* 5,33 x 10> 3,81 x 1072
45 13206 93829 0,05 99,95 1,57 x 10 ' 9,58 x 10° 2,03 x 10! 0% 9,58 x 105 2,05 x 10 °

pres_poisson 14822 365313 0,17 99,83 5,00 x 10°' 6,58 x 10° 2,97 x 10! 0% 6,58 x 10° 0%
c-46 14913 72655 0,03 99,97 9,30 x 1072 1,13 x 10* 2,50 x 107* 0* 1,13 x 10* 2,89 x 102
c-47 15343 113372 0,05 99,95 1,25 x 107% 1,39 x 10* 2,66 x 107! 0* 1,39 x 10* 2,05 x 1072

besstm25 15439 15439 0,01 99,09 3,10 x 1072 4,86 x 10° 2,97 x 10 ° 0% 4,86 x 103 2,08 x 108
48 18354 92217 0,03 99,97 7,80 x 10~2 2,28 x 107 4,69 x 10" 0% 2,28 x 107 2,75 x 1072
c-49 21132 89087 0,02 99,98 9,40 x 1072 3,48 x 10* 6,09 x 107! 0* 3,48 x 107 1,14 x 1072

Meédia 12055 79329,59 0,056 99,94 9,92x 102 7,97 x10° 2,01 x 1077 9,41 x 1071 7,97 x 10> 3,01 x 102

Fonte: Elaboragao propria.

Nota-se que o tempo de resolucao do sistema linear superior foi quase nulo em quase
todos os problemas, exceto em “c-37”.

O tempo total de solucao dos problemas é fortemente influenciado pelo tempo de
decomposicao da matriz A, proximo a 100%. Todos os problemas foram resolvidos com
um tempo entre (pouco mais de) 17 minutos e 9 horas e quarenta minutos (com “c-49”).
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O tempo médio aumentou, pois a dimensao e nimero de elementos nao nulos cresceu.

Assim, observa-se o expressivo crescimento do tempo total de resolucao dos problemas
em ordens de grandeza superiores. No entanto, vale destacar que antes com estrutura
indexada muitos desses problemas nao foram solucionados (ver Tabela 5.11).

Nesse aspecto, algumas exceg¢oes merecem atencao: como “c-407 e “c-44”. Esses sao
problemas que foram resolvidos em tempos menores que seu antecessor da tabela (“c-41”
e “c-427). Nesses casos isso ocorreu provavelmente devido ao ntumero de elementos nao
nulos que ¢ inferior ao nimero de elementos nao nulos do problema anterior.

Outro resultado relevante é o do problema “pres poisson”. Ele também é resolvido
em um tempo cerca de 30% menor que o problema anterior (“c-45”). No entanto, nesse
caso além de ter uma ordem de grandeza maior, ele também apresenta um ntmero de
elementos nao nulos superior trés vezes o anterior. Tudo isso sugere a influéncia de outras
caracteristicas proprias do problema, como ntimero de condicao.

Na Tabela 5.14, a norma do residuo méxima foi de 2,05 x 10~*, um valor bem superior
aos apresentados anteriormente. No entanto, vale lembrar que do problema “c-3§” adiante
a estrutura indexada nao foi capaz de fornecer solucao alguma, devido aos estouros de
memoria (“overflow”).

A seguir, a Figura 5.10 compara o tempo de solugao de alguns problemas (que tiveram
residuos baixos) como “besstm06”, “besstm09”, “1138 bus” e “besstm21” para a fatoragao
LU com as estruturas de dados indexada e listas encadeadas. Ressalta-se que todos os
problemas da Figura 5.10 possuem densidade menor ou igual 0,24% e espasidade igual ou
superior a 99,76%.

Figura 5.10: Comparacao do tempo total de resolugao de problemas do repositério online

utilizando decomposicao LU para estrutura indexada e de listas encadeadas.
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Fonte: Elaboracao propria.
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A Figura 5.10 evidencia a vantagem de usar a estrutura de dados de listas encadeadas
diante da reducao do tempo total para solucao dos problemas, mantendo a norma do
residuo similar. Vale lembrar também que dentro do conjunto de problemas retirados
do respositorio online que foram utilizados para testes, a estrutura indexada resolveu
problemas com ordem maxima de 8127, enquando a estrutura de listas resolveu problemas
de dimensao 21132.

A seguir, sao apresentados os resultados para os problemas tratados, solucionados com
o método de fatoragdo QR usando primeiro a estrutura de dados indexada (nas Tabelas

5.15 e 5.16 ) e, posteriormente, a estrutura de listas encadeadas (Tabelas 5.17, 5.18 e
5.19).

A Tabela 5.15 mostra os resultados para os problemas pequenos retirados do reposi-
torio online resolvidos com fatoracao QR e estrutura de listas encadeadas.

Tabela 5.15: Decomposicao QR utilizando estrutura indexada - problemas do repositorio
com 19 < n < 1000.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R]]
Trefethen_20b 19 83 2299 77,01 0* 0* 0* 0* 0* 1.33 x 1071°
Trefethen_ 20 20 89 2225 77,75 0* 0* 0* 0* 0* 1.54 x 1071°

bessth01 48 224 9,72 90,28 0% 0* 0% 0* 0% 0*

bfw62a 62 450 11,71 88,29 0% 0% 0% 0* 0% 0*

besstm02 66 66 1,51 98,48 0* 1,50 x 1072 0* 0* 1,50 x 1072 1,78 x 101
Trefethen_ 150 150 1095 487 9513 0* 6,30 x 1072 1,50 x 1072 0* 7,80 x 1072 5,77 x 1071*
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0% 1,88 x 1071 0% 0* 1,88 x 107" 1,59 x 1071
Trefethen_ 300 300 2489 2,76 97,23 0% 6,25 x 1071 0% 0* 6,25 x 10°1 6,29 x 1013

besstm06 420 420 0,24 99,76 1,50 x 1072 3,13 x 107! 0* 0* 3,28 x 1071 9,14 x 107

besstm07 420 3836 2,17 97,82 0* 1,05 1,60 x 1072 0* 1,06 2,22 x 10712
Trefethen_ 500 500 8478 1,79 9820 1,50 x 1072 2,75 1,60 x 1072 0* 2,78 1,32 x 10712
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 1,60x 1072 1,00 x 101 1,6 x 1072 0* 1,01 x 100 3,01 x 102

shermanl 1000 3750 0,37 99,62 3,20 x 1072 3,12 x 10 1,50 x 1072 0* 3,13 x 10! 0*

Meédia 300,38 2246,31 6,58 93,41 6,00 x 1073 3,55 6,00 x 1073 0* 3,57 5,76 x 1013

Fonte: Elaboragao propria.

Nota-se que todos os problemas da Tabela 5.15 apresentam tempo de leitura e de
resolugao do sistema linear 2 (matriz triangular superior) e do sistema linear 1 (cuja matriz
Q é ortogonal) quase nulos. Com isso, assim como observado nas tabelas anteriores, o
tempo total de resolugao segue fortemente influenciado pelo tempo de decomposicao da
matriz A, em Q e R. Nesse caso, o tempo de decomposi¢ao correspode a cerca de 99,44%
do tempo de resolucao. O tempo total de resolucao dos problemas cresce de acordo com
a ordem de grandeza dos problemas estudados (salvo algumas excegoes) sendo o tempo
total maximo de 31,3 segundos para o problema “shermani”.

O problema “besstm06” de ordem 420 é uma matriz diagonal, por isso apresenta tempo
menor que seu antecessor de ordem 300 (“Trefethen_ 300”). Considera-se que os resultados
apresentam boa qualidade da solugao, pois a norma do residuo foi bem pequena, com
valor maximo de 3,01 x 107'2. A seguir encontra-se a Tabela 5.16 com os resultados dos
problemas para os problemas médios do repositorio online resolvidos com fatoracao QR
e estrutura indexada.
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Tabela 5.16: Decomposicao QR utilizando estrutura indexada - problemas do repositério
com 1080 < n < 6537.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R||
sherman? 1080 23094 198 98,02 470x102 5,77 x 10° 1,50 x 102 0 5,78 x 100 1,34 x 107

besstm09 1083 1083 0,09 9991 1,50x 1072 1,07 x 10! 1,60 x 1072 1,50 x 10~2 1,08 x 10t 3,73 x 1013

besstm10 1086 22002 0,08 99,02 3,20 x 102 4,71 x 10" 1,40 x 101 1,60 x 102 4,73 x 100 7,77 x 1011

shermand 1104 3786 0,31 99,69 3,10x 1072 3,18 x 10" 3,10x 1072 3,10 x 1072 3,18 x 10" 1,84 x 1011

1138 bus 1133 2596 0,20 9980 3,20 x 102 3,17 x 10 1,50 x 102 0% 3,18 x 10 0*
rdb1250 1250 7300 047 99,53 3,20 x 102 1,48 x 102 1,50 x 102 1,60 x 102 1,48 x 102 0¥
c-19 2327 12072 0,22 99,78 1,25x 10! 1,80 x 102 2,19x 101 1,25 x 10T 1,89 x 102 8,67 x 1017
cavityl0 2597 76367 1,13 9887 1,88x 101 2,64 x 10° 0* L,25x 10" 2,64 x 10° 5,08 x 10° %
shermanb5 3312 20793 0,19 9981 2,34 x 10~ 2,07 x 10° 0% 2,07 x 107 2,07 x 10° 1,61 x10°°
besstm21 3600 3600 0,03 99,97 2,34 x 107 8,79 x 102 2,65 x 10°1 1,88 x 10T 8,79 x 102 3,26 x 10~ 12
26 4307 19422 0,10 99,90 EM EM EM EM EM EM
28 4598 17594 0,08 99,02 EM EM EM EM EM EM
sherman3 5005 20033 0,08 99,02 EM EM EM EM EM EM
c-29 5033 24382 0,10 99,90 EM EM EM EM EM EM
30 5321 35507 0,12 99,87 EM EM EM EM EM EM
c-31 5339 41955 0,15 99,85 EM EM EM EM EM EM
c-32 5975 30223 0,08 99,91 EM EM EM EM EM EM
c-33 6317 31220 0,08 99,02 EM EM EM EM EM EM
35 6537 34714 0,08 99,02 EM EM EM EM EM EM

Média  3526,79 22517,53 0,34 99,66 9,70 x 1072 6,05 x 10> 7,16 x 1072 8,13 x 1072 6,10 x 102 1,34 x 1072

Fonte: Elaboragao propria.

A excegao de “sherman2”, as demais normas do residuo foram bem pequenas. Obti-
veram inclusive o mesmo valor que na decomposicao LU com estrutura indexada e listas
encadeadas. Os problemas “besstm09” e “besstm21” sao matrizes diagonais e por isso
apresentam tempos menores que seus antecessores; ou seja, sao problemas com menos ele-
mentos nao nulos. Como possuem menos elementos, eles consequentemente sao resolvidos
em menos tempo.

O tempo total de resolugao dos problemas cresceu de acordo com a ordem de gran-
deza, a exce¢ao foram os problemas “bcsstm09”, “shermand” e “besstm21”. “Shermand”
apresentou um tempo de resolugao total inferior a “cavity10” (seu antecessor). Isso se
deve possivelmente ao fato de “cavity10” ter um maior nimero de elementos nao nulos,
necessitando efetuar mais operagoes e, consequentemente, levando mais tempo para ser
solucionado.

De “c-26" adiante na Tabela 5.16, incluindo inclusive o restante dos problemas com
dimensao entre 6611 e 21132, todos apresentaram “estouro” de memoria indicado mais uma
vez por “EM” (overflow) e ndo puderam ser solucionados através da estrutura indexada.
O método de fatoragao QR usando estrutura indexada nao resolveu (dentre os problemas
estudados) problemas com ordem de grandeza superior a 3600.

Vale lembrar que usando o método de fatoracao LU e estrutura de dados indexada
foram resolvidos problemas de ordem de grandeza até 7479 (ou até o problema “c-36"). A
Tabela 5.17 mostra os resultados dos problemas do repositério para o método de fatoracao
QR com a estrutura de listas encadeadas.
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Tabela 5.17: Decomposicao QR utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 19 < n < 1000.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R]|
Trefethen_20b 19 83 22,99 77,01 0* 0* 0* 0* 0* 1,33 x 1075
Trefethen_ 20 20 89 2225 77,75 1,60 x 1072 1,60 x 1072 0* 1,60 x 1072 4,80 x 1072 1,54 x 10~

besstk01 48 224 9,72 90,28 0* 0* 0* 0* 0* 0*

bfw62a 62 450 11,71 88,29 0* 3,20 x 1072 0* 3,20 x 1072 6,40 x 1072 0*

besstm02 66 66 1,51 9848 0* 0* 0* 0* 0* 1,78 x 1075
Trefethen_ 150 150 1095 487 9513 0* 6,30 x 1072 0* 6,30 x 1072 1,26 x 107! 5,77 x 10714
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0* 1,40 x 107! 0* 1,40 x 1071 2,80 x 107" 1,59 x 10713
Trefethen_ 300 300 2489 2,76 97,23 0* 4,84 x 1071 0* 4,84 x 1071 9,68 x 10°" 6,29 x 10713

besstm06 420 420 024 99,76 1,60 x 1072 1,08 0* 1,08 2,17 9,14 x 10713

besstm07 420 3836 2,17 97,82 0* 1,89 0* 1,89 3,78 2,22 x 10712
Trefethen_ 500 500 4489 1,79 98,20 0* 2,45 0* 2,47 4,92 1,32 x 10712
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 0* 8,47 0* 8,47 1,69 x 101 3,01 x 10712

shermant 1000 3750 0,37 99,62 0* 2,01 x 10° 0* 2,02 x 10° 4,03 x 103 0*

Média 300,38 193946 6,58 93,41 2,46 x 1072 1,55 x 102 0* 1,56 x 102 3,12 x 102 6,39 x 1071

Fonte: Elaboragao propria.

O tempo total de resolugao dos problemas cresceu de acordo com a ordem de grandeza,
exceto em algumas situagoes como em: “besstk01” e “besstm02”. Comparando com a
Tabela 5.15, nota-se um aumento de quase cem vezes na média dos tempos para resolucao
dos problemas mantendo a ordem de grandeza da norma dos residuos encontrados. A
Tabela 5.18 apresenta os resultados da fatoracao QR utilizando listas encadeadas para os
problemas médios do repositorio online.

Tabela 5.18: Decomposicao QR utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 1080 < n < 6537.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1(s) TRS2(s) TT (s) [|R]|
sherman2 1080 23094 1,98 98,02 1,60x 1072 7,20 x 10° 0* 7,22 x 10° 44 x 107 1,34 x 1071
besstm09 1083 1083 0,09 99,91 0* 1,86 x 10* 0* 1,86 x 101 73 x 108 3,73 x 10713

17
3,
besstm10 1086 22092 0,98 99,02 1,60 x 1072 3,97 x 10 0* 3,97 x 101 7,94 x 10 7,77 x 1071
shermany, 1104 3786 031 99,69 0* 3,12 x 10° 0* 3,12 x 10° 6,25 x 103 1,84 x 10~
1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 3,10 x10"2 5,68 x 10° 0* 5,69 x 10° 1,14 x 10* 0*
1 2,
2 4,

rdb1250 1250 7300 0,47 99,53 1,60 x 1072 1,05 x 10* 0* ,06 x 10% 11 x 10* 0*
c-19 2327 12072 0,22 99,78 1,60 x 1072 2,23 x 102 0* 123 x 10? 47 x 10> 8,67 x 10717

cavity10 2597 76367 1,13 98,87 - - - - - -

shermand 3312 20793 0,19 99,81 - - - - - -

besstm21 3600 3600 0,03 99,97 0* 6,92 x 102 0* 6,92 x 102 1,38 x 10° 3,26 x 10712
c-26 4307 19422 0,10 99,90 - - - - - -
c-28 4598 17594 0,08 99,92 1,50 x 1072 1,66 x 10° 0* 1,66 x 10° 3,33 x 103 0*
sherman3 5005 20033 0,08 99,92 - - - - - -
c-29 5033 24382 0,10 99,90 3,10 x 1072 2,43 x 10° 0* 2,44 x 10° 4,87 x 10° 0*
c-30 5321 35507 0,12 99,87 1,09 x 107! 2,76 x 103 0* 2,76 x 10° 5,53 x 103 0*
c-31 5339 41955 0,15 99,85 4,70 x 1072 3,13 x 10° 0* 3,13 x 103 6,25 x 103 0*
c-32 5975 30223 0,08 99,91 9,40 x 1072 3,55 x 10° 0* 3,55 x 103 7,09 x 103 0*
c-33 6317 31220 0,08 99,92 4,70 x 1072 4,07 x 103 0* 4,07 x 10> 8,15 x 10° 0*
c-35 6537 34714 0,08 99,92 3,20 x 1072 5,21 x 103 0* 5,21 x 103 1,04 x 10* 0*

Meédia  3526,79 22517,53 0,34 99,66 3,13 x 1072 3,35 x 10° 0* 3,36 x 10> 6,71 x 103 8,93 x 1073

Fonte: Elaboragao propria.

Na Tabela 5.18, os “tragos” indicam problemas que nao chegaram em uma solucao
dentro do tempo maximo que foi utilizado como limite para testes, 32 h. O menor
tempo registrado na Tabela 5.18 foi do problema “bcsstm09”: 37,3 segundos. Inclusive o
tempo de resolucao total na Tabela 5.18 cresceu juntamente com a ordem de grandeza
dos problemas. Fogem a essa regra apenas alguns dos primeiros problemas apresentados
como “sherman2”, “sherman4”, “1138 bus” e “rdb1250”.
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Vale lembrar que problemas com ordem de grandeza superior a 3600 (ou superior ao
“besstm21”) nao foram solucionados pela fatoragdo QR com a estrutura indexada. Ou seja,
com a estrutura de dados apropriada, no caso lista encadedada o método QR resolveu os
problemas mantendo a norma do residuo quase nula. O maior valor para norma de residuo
encontrado na Tabela 5.18 foi de 1,34 x 10~! com o problema “sherman2”. Inclusive, esse
¢ o problema de menor ordem de grandeza da tabela.

Na Tabela 5.19 encontram-se os resultados da fatoracao QR usando listas encadeadas
para os maiores problemas dentre os que foram selecionados do repositorio. Observa-se
que neste caso, apenas trés problemas nao foram solucionados dentro do tempo limite (32
h), sdo eles: “pres_poison”, “c-48” e “c-49”.

Tabela 5.19: Decomposicao QR utilizando estrutura de listas encadeadas - problemas do
repositorio com 6611 < n < 21132.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRSLI(s) TRSLS(s) TT (s) [|R|]|
c-34 6611 35472 0,08 99,92 3,20 x 102 4,91 x 10° 0* 4,91 x 10* 9,81 x 10° 0*
c-36 7479 36710 0,06 99,93 4,60 x 1072 6,69 x 10° 0* 6,70 x 10> 1,34 x 10* 0*
c-38 8127 42908 0,06 99,93 4,70 x 1072 9,74 x 10° 0* 9,74 x 10> 1,95 x 10* 2,01 x 1072
c-37 8204 41440 0,06 99,94 4,60 x 1072 1,09 x 10* 0* 1,09 x 108 2,19 x 10* 3,12 x 1073
c-39 9271 73041 0,08 99,91 7,80 x 1072 1,65 x 10* 0* 1,65 x 10* 3,31 x 10* 4,63 x 1073
c-41 9769 55757 0,08 99,91 6,20 x 1072 1,79 x 10* 0* 1,79 x 108 3,58 x 107 3,10 x 1072
c-40 9941 45721 0,05 99,95 9,40 x 1072 1,58 x 10* 0* 1,58 x 101 3,16 x 10* 4,21 x 1072
c-42 10471 60378 0,05 99,94 1,25 x 1071 2,03 x 10* 0* 2,03 x 107 4,06 x 10* 7,16 x 1072
c-44 10728 47864 0,04 99,96 4,70 x 1072 2,18 x 10* 0* 2,18 x 10* 4,35 x 10* 7,72 x 1073
c-43 11125 67400 0,05 99,94 2,19 x 1071 2,44 x 10* 0* 2,44 x 107 4,88 x 10* 3,80 x 1072
c-45 13206 93829 0,05 99,95 3,44 x 1071 3,87 x 10* 0* 3,87 x 107 7,74 x 10* 2,05 x 107!

pres_potson 14822 356313 0,17 99,83 - - - - - -
c-46 14913 72655 0,03 99,97 1,41 x 107! 5,83 x 10* 0* 5,84 x 107 1,17 x 10° 2,89 x 1072
c-47 15343 113372 0,05 99,95 2,03x 1071 7,09 x 10* 0* 7,09 x 10* 1,42 x 10° 2,05 x 1072

besstm25 15439 15439 0,01 99,99 1,50 x 10~2 5,61 x 10* 0* 5,61 x 107 1,12 x 10° 2,98 x 1078
c-48 18354 92217 0,03 99,97 - - - - - -

c-49 21132 89087 0,02 99,98 - - - - - -
Meédia 12055 78800,18 0,06 99,94 2,29 x 10! 2,66 x 10* 0* 2,66 x 107 5,33 x 10* 3,38 x 1072

Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se que os tempos de solucao dos problemas cresceram significativamente se com-
parados a Tabela 5.14, onde os mesmos problemas sao solucionados com fatoracao LU e
estrutura de dados de listas encadeadas. No entanto, as normas dos residuos encontrados
permanecem as mesmas. A pior norma de residuo foi de 2,05 x 107! relativa ao problema
“c-45”. E as normas, neste caso nao foram muito boas, mas podem ser consideradas ra-
zoaveis, pois os problemas sao relativamente grandes e nenhum deles pode ser solucionado
com estrutura indexada.

A Figura 5.11 compara os tempos totais de resolucao de alguns problemas que pude-
ram ser resolvidos com ambas estruturas (indexada e de listas encadeadas) e obtiveram
residuos semelhantes usando a fatoracao QR.
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Figura 5.11: Comparacao do tempo total de resolugao de problemas do repositério online
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Fonte: Elaboracao propria.

Para o método de fatoracao QR, nota-se que a estrutura de listas encadeadas em-

bora tenha resolvido um nimero maior de problemas se comparada a estrutura indexada,
quando os problemas puderam ser resolvidos por ambas as estruturas, as listas encadeadas
gastaram um tempo maior para fazé-lo.

O préximo método numérico apresentado sera a fatoracao de Cholesky. Para apresen-
tacao dos resultados usando as estruturas indexada e de listas encadeadas foram excluidos
das tabelas a seguir os problemas que, por limitacao do método, nao podem ser resolvidos,
ou seja, os problemas em que a matriz A nao é simétrica e positiva definida simultanea-
mente, e dessa forma nao podem ser resolvidos pelo método de Cholesky.

A Tabela 5.20 mostra os resultados obtidos dos testes utilizando o método de fatoragao
de Cholesky com estrutura de dados indexada para os problemas do repositério online.

Tabela 5.20: Decomposi¢ao Cholesky utilizando estrutura indexada - problemas do

repositorio.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRS1 (s) TRS2 (s) TT (s) [|R|
Trefethen_ 20b 19 83 22,99 77,01 0% 0* 0* 0* 0* 1,65
Trefethen_ 20 20 89 22,25 77,75 0* 0* 0* 0* 0* 1,93

besstk01 48 224 9,72 90,28 0* 0* 0* 0* 0* 0*

besstm02 66 66 1,51 9848 0* 0* 0* 0* 0* 1,32 x 107 ™
Trefethen_ 150 150 1095 4,87 95,13 0% 0* 0* 0* 0* 1,26 x 10"
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0* 0* 0* 0* 0* 3,20 x 10!
Trefethen_ 300 300 2489 2,76 97,23 0* 1,60 x 1072 0* 0* 1,60 x 1072 9,54 x 10!

besstm06 420 420 0,24 99,76 0* 4,70 x 1072 0* 0* 4,70 x 1072 2,79 x 10~12

besstm07 420 3836 2,17 97,82 0% 4,70 x 1072 0* 0* 4,70 x 1072 1,59 x 10*
Trefethen_ 500 500 8478 1,79 9820 1,60 x 1072 7,80 x 1072 0* 1,50 x 1072 1,09 x 10~1 1,81 x 102
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 1,60x 1072 2,34 x 1077 0* 0* 2,50 x 1071 2,82 x 102

besstm09 1083 1083 0,09 9991 3,10x1072 8,60 x 107! 0* 1,50 x 1072 9,06 x 10~" 1,36 x 10~12

besstm 10 1086 22092 0,98 99,02 1,50x 102 8,91 x 107! 0* 3,10 x 1072 9,37 x 10~" 7,73 x 10*

1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 1,60 x 1072 1,03 0* 0* 1,05 0%

besstm21 3600 3600 0,03 99,97 1,40 x 107" 3,14 x 10" 1,25 x 107" 1,87 x 107" 3,18 x 10" 7,84 x 10712
pres_poison 14822 356313 0,17 99,83 EM EM EM EM EM EM

besstm25 15439 15439 0,01 99,99 EM EM EM EM EM EM

Média 2353,59 25066,18 4,41 9558 1,56 x 1072 2,31 8,33 x 107% 1,65 x 1072 2,34 6,25 x 10°

Fonte: Elaboracao propria.
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Os problemas que foram resolvidos levaram um tempo total maximo de 31,8 segundos,
que pode ser considerado rapido, se comparado aos métodos anteriores. No entanto,
a norma dos residuos foi alta em muitos dos casos estudados e consequentemente sua
média também. Por isso, algumas solugoes sequer podem ser consideradas. Destaca-se
como bons resultados os apresentados aos problemas: “besstk017, “besstm027, “besstm067,
“besstm09”, “1138 bus” e “besstm21”, apenas.

Assim como nos testes anteriores, ha um crescimento no tempo total & medida que
a ordem de grandeza do problema aumenta. O tempo total de teste permanece bastante
influenciado pelo tempo de decomposi¢ao da matriz (cerca de 98,72% do tempo total).
Por fim, os problemas “pres_poison” e “becsstm25” nao puderam ser solucionados devido
ao estouro de memoria.

A Tabela 5.21 apresenta os resultados obtidos para os mesmos problemas utilizando
o mesmo método com a estrutura de listas encadeadas.

Tabela 5.21: Decomposi¢ao Cholesky utilizando estrutura de listas encadeadas -
problemas do repositorio.

Problema n nz D (%) E (%) TL (s) TD (s) TRSLI (s) TRSLS (s) TT (s) [|R]|

Trefethen_ 20b 19 83 22,99 77,01 0* 0* 0* 0* 0* 1,65
Trefethen_ 20 20 89 22,25 77,75 0* 0* 0* 0* 0* 1,93
besstk01 48 224 9,72 90,28 0* 0* 0* 0* 0* 0*
besstm02 66 66 1,51 9848 0* 0* 0* 0* 0* 1,33 x 1071
Trefethen_ 150 150 1095 487 9513 0* 0* 0* 0* 0* 1,26 x 10"
Trefethen_ 200 200 1545 3,86 96,14 0* 0* 0* 0* 0* 3,20 x 10!
Trefethen_300 300 2489 2,76 97,23 0% 0* 0* 0* 0* 9,54 x 10!
besstm06 420 420 0,24 99,76 0* 0* 0* 0* 0* 2,79 x 10712
besstm07 420 3836 217 97,82 0% 0* 0* 0* 0* 1,59 x 10*
Trefethen_ 500 500 8478 1,79 98,20 0* 0* 0* 0% 0% 1,81 x 102
Trefethen_ 700 700 6677 1,36 98,64 0% 0* 0* 0% 0* 2,82 x 107
besstm09 1083 1083 0,09 99,91 0* 0* 0* 0* 0* 1,36 x 10712
besstm10 1086 22092 0,98 99,02 1,60x10"2 1,60 x 1072 0* 0* 3,20 x 1072 7,72 x 10*
1138 bus 1138 2596 0,20 99,80 1,60 x 1072 6,20 x 102 0* 6,30 x 1072 1,41 x 107! 0%
besstm21 3600 3600 0,03 99,97 1.60x 1072 1,25 x 107! 0* 0% 1,41 x 1071 7,84 x 1072
pres_ poison 14822 356313 0,17 9983 4,69 x 107! 1,16 x 10> 5,79 x 107' 1,18 x 10> 2,36 x 102 0*
besstm25 15439 15439 0,01 99,99 1,60 x 1072 2,44 0* 3,60 x 1071 2,81 1,04 x 1077
Média 2353,59 25066,18 4,41 95,58 3,13 x 1072 6,98 3,41 x 1072 6,97 1,41 x 108 5,51 x 10°

Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se que neste caso, o tempo total para a solugao da maioria dos problemas foi
bem proximo de zero, a excegao de “pres_ poison” que foi menos de 4 minutos. Entretanto,
a norma do residuo de muitas solugoes foi alta (assim como na estrutura indexada), sendo
ineficiente em muitos casos, isto é, a solugao encontrada pelo método esta muito distante
da solugao analitica.

Dessa forma, o método conseguiu resolver de maneira eficiente apenas alguns pro-
blemas como: “besstk017, “besstm027, “besstm06”, “besstm09”, “1138  bus”, “besstm217,
“pres_ poison” e “besstm25”, obtendo-se nesses casos uma norma do residuo méxima de
1,04 x 1077, Vale destacar que o uso da fatoracao de Cholesky com estrutura de listas
encadeadas permitiu solucionar os problemas “pres poison” e “besstm25” em um 6timo
tempo se comparado a fatoragdo LU ou QR (usando estrutura indexada ou listas enca-
deadas); como apresentado nas Tabelas 5.11, 5.14 e 5.19.

A Figura 5.12 permite comparar os tempos de resolugao para problemas em que o
método de Cholesky forneceu solugoes satisfatorias, utilizando estrutura indexada e de
listas encadeadas.
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Figura 5.12: Comparacao do tempo total de resolugao de problemas do repositério online

utilizando decomposicao de Cholesky com estrutura indexada e de listas encadeadas.
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Fonte: Elaboragao propria.

Embora o método de Cholesky tenha falhado ao fornecer solugao para alguns dos
problemas estudados, nos problemas em que forneceu uma solucao valida usando listas
encadeadas, o tempo foi bem menor que o tempo encontrado nos demais métodos. Isso
pode ser observado comparando os valores apresentados nas Figuras 5.10, 5.11 e 5.12.

A seguir, foram selecionados alguns problemas passiveis de resolugao nos trés métodos
(fatoragao LU, QR e de Cholesky) em que os testes apresentaram resultados validos a
fins comparativos de tempo de resolucao.

5.5 Comparacoes dos métodos utilizados

Dentre os problemas tratados, quando utiliza-se a estrutura de dados indexada, o
estouro de memoria (“overflow”) é frequente acima de determinados valores de ordem de
grandeza para os métodos QR, LU e de Cholesky. Em contrapartida, nao houve estouro
de memoria quando utiliza-se a estrutura de listas encadeadas. No entanto, nem todos os
resultados obtidos podem ser considerados bons resultados, devido a norma do residuo das

solucoes. Consideram-se bons resultados aqueles menores que 107 e 6timos os menores
de 10719,

Entre os bons resultados, ou seja, aqueles cujo residuo foi nulo ou muito proximo
disso, sao exibidos a seguir graficos comparativos quanto ao tempo total (em segundos)
para solucao de alguns dos problemas estudados utilizando os trés métodos numéricos
estudados.

O primeiros problemas apresentados sao referentes ao gerador aleatorio. Os problemas
do gerador aleatorio foram resolvidos apenas pelos métodos de fatoracao LU e QR, como
comentado anteriormente. A seguir, as Figuras 5.13 e 5.14 mostram os tempos para
solugao dos problemas “tridiag1000” e “tridiag2000”, respectivamente.
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Figura 5.13: Tempo de resolucdo do pro- Figura 5.14: Tempo de resolugao do pro-

blema “tridiag1000”. blema “tridiag2000”.
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Fonte: Elaboragao propria. Fonte: Elaboracao propria.

Para “tridiag1000” o tempo de resolucao utilizando fatoracao LU e listas encadeadas
corresponde a 75% do tempo utilizando o mesmo método e a estrutura indexada. Se
comparado ao tempo de resolucao com fatoracao QR, é mais de cinco vezes menor para
estrutura indexada e mais de cem vezes menor com uso de listas encadeadas.

Nota-se que para‘“tridiag2000” o tempo de solugao com a fatoragao LU e estrutura de
listas encadeadas foi cerca de metade do tempo se utilizado o mesmo método e a estrutura
indexada. Quando comparado aos tempos de resolugao com fatoracao QR, os valores sao
ainda maiores. Usando fatoracao QR e a estrutura indexada o tempo é cerca de treze

vezes maior e com listas encadeadas chega a 138 vezes maior que a fatoracao LU e listas
encadeadas.

Logo, para ambos, o método de fatoracao LU com uso da estrutura de listas en-
cadeadas forneceu uma solucao valida em bem menos tempo. O mesmo ocorre para os
problemas a seguir: “tridiag3500” apresentado na Figura 5.15, “tridiagb000” na Figura
5.16 e “tridiag6500” na Figura 5.17.
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Figura 5.15: Tempo de resolucao do pro- Figura 5.16: Tempo de resolugao do pro-
blema “tridiag5000”.

blema “tridiag3500”.
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Fonte: Elaboragao proépria.
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Fonte: Elaboracao propria.

Figura 5.17: Tempo de resolugao do problema “tridiag6500”.
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Fonte: Elaboracao propria.

Assim, para os problemas do gerador aleatério tem-se que a fatoracao LU com uso
de listas encadeadas foi capaz de fornecer solugoes vélidas para um maior ntimero de
problemas em um tempo muito menor que o método QR (usando estrutura indexada ou
de listas encadeadas). No geral, a estrutura de listas encadeadas nao foi interessante, em
termos de tempo computacional, quando o método numérico utilizado foi fatoracao QR.

Quanto aos problemas do repositério online considera-se inicialmente o problema
“besstk01”, pois obteve tempo total e residuo aproximadamente nulo em todos os testes.

Isso mostra que para problemas pequenos (com ordem de grandeza na casa das dezenas),
os trés métodos LU, QR ou de Cholesky sao eficientes.

A Figura 5.18 mostra os tempos de resolucao para o problema “bcsstm06”.
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Figura 5.18: Tempo de resolucao do problema “besstm06”.
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Fonte: Elaboracao propria.

Para o problema “besstm06”, nota-se que o menor tempo foi obtido com método de
fatoragao de Cholesky (com listas encadeadas e estrutura indexada), seguido da fatoragao
LU com listas encadeadas e estrutura indexada e por tultimo fatoracao QR com listas
encadeadas. Nota-se, como ja comentado anteriormente, que a estrutura de listas enca-
deadas nao é uma alternativa interessante quando usado o método de fatoracao QR, pois

esse é 0 Unico caso em que as listas encadeadas oferecem um tempo computacional maior
que a estrutura indexada.

A Figura 5.19 mostra o grafico com os tempos para o problema “besstm09”, cuja ordem
de grandeza é de 1083.

Figura 5.19: Tempo de resolucao do problema “bcsstm09”.
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Fonte: Elaboracao propria.

Nota-se que a fatoracao de Cholesky seguida da fatoracao LU resolveram o problema
“besstm09” em um tempo melhor que a fatoragao QR. Em termos de estrutura, para
fatoracao LU e Cholesky, as listas encadeadas foram uma boa alternativa a estrutura
indexada. A Figura 5.20 fornece o comparativo entre os tempos do problema “1138 bus”,
cuja ordem de grandeza é de 1138.
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Figura 5.20: Tempo de resolugao do problema “1138 bus”.
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Fonte: Elaboracao propria.

A medida que a ordem de grandeza do problema aumenta, fica mais evidente que
o método de fatoracao QR teve o pior desempenho dentre os trés métodos estudados,
principalmente considerando a estrutura de listas encadeadas.

Para o problema “1138 bus”, enquanto o tempo de resolugao usando a fatoragao de
Cholesky ou LU levou menos de 4 segundos, a fatoracao QR utilizando listas encadeadas
demorou mais de 3 horas para resolver o mesmo problema.

A Figura 5.21 mostra os tempos de resolu¢ao do problema “besstm21”, cuja ordem de
grandeza é 3600.

Figura 5.21: Tempo de resolucao do problema “bcsstm21”.
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Fonte: Elaboragao propria.

Assim, como nos problemas mostrados anteriormente, os tempos de resolucao utili-
zando fatoragao de Cholesky e fatoracao LU foram inferior ao tempo da fatoracao QR
para o problema “bessstm21”. E o uso da estrutura de listas encadeadas foi eficiente para
os métodos numéricos de fatoracao LU e de Cholesky.
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A Figura 5.22 refere-se ao gréafico do problema “besstm25”, de ordem 15439.

Figura 5.22: Tempo de resolucao do problema “bcsstm25”.
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Fonte: Elaboracao propria.

O problema “besstm257, assim como outros apresentados anteriormente nas Tabelas
5.11 e 5.16 nao pdde ser solucionado com a estrutura de dados indexada em nenhum
dos métodos testados (LU, QR e de Cholesky). No entanto, foi resolvido utilizando
listas encadeadas com todos os trés métodos numéricos. Pela Figura 5.22, nota-se que os
melhores tempos foram obtidos com o método de Cholesky e fatoragao LU.

Dessa forma, como observado nas tabelas e gréaficos anteriores, no geral o método
numérico com melhor desempenho nos testes foi fatoracao LU, tendo em vista a quali-
dade dos resultados apresentados em todos os problemas testados (com Cholesky muitos
residuos foram ruins) e o tempo de resolugao dos mesmos.

Com relagao a estrutura de dados, como ja comentado anteriormente, as listas foram
mais eficientes que a estrutura indexada quando usadas com os métodos de fatoragao LU
ou Cholesky. Para fatoracao QR, o uso de listas encadeadas nao mostrou ser uma boa
opcao em termos de tempo computacional.



Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Resolver sistemas lineares com ordem de grandeza da ordem de milhares de elementos
é um desafio. Isso se da devido ao fato desses problemas em sua maioria causarem um es-
touro de memoria (“overflow”), quando utilizada a estrutura indexada. Dessa forma, é util
investigar outras estruturas e métodos que sejam capazes de fornecer solugoes razoaveis.

Neste trabalho foram comparados fatoragao LU, QR e Cholesky utilizando estrutura
de dados indexada e de lista encadeada. Na estrutura indexada, os elementos sao armaze-
nados e acessados a partir de um indice. Com a estrutura de listas encadeadas, apenas os
elementos nao nulos foram armazenados, evitando calculos desnecessarios e melhorando
o desempenho computacional. Essa estratégia permitiu “evitar” estouros de memoria e
solucionar problemas com milhares de elementos.

Para realizar os testes foram utilizados 68 problemas com ordens de grandeza entre
19 e 21132. Dos quais 19 foram obtidos a partir de um gerador aleatorio e 49 problemas
sao oriundos do repositorio online SuiteSparse Matriz Collection.

Este trabalho mostrou que o uso da estrutura de dados de lista encadeada é uma
alternativa muito vidvel, visto que fornece solu¢ao a um conjunto variado de problemas
que muitas vezes a estrutura indexada nao atende.

Vale salientar que além da estrutura, a escolha do método nimerico influencia signifi-
cavamente na qualidade da solugao e no tempo de resolugao do problema. Em termos de
tempo computacional, quando se trata de método numérico, a fatoracao QR obteve os
maiores tempos quando comparada a fatoracao LU e Cholesky. Ressalta-se que embora
as solugoes apresentadas na fatoragao QR e fatoracao LU tenham obtido uma norma de
residuo semelhante, de uma forma geral, a fatoracao LU resolveu os mesmos problemas
em um tempo menor.

A fatoracao Cholesky apresentou resultados de qualidade bastante variada, visto que
a norma de alguns residuos foi ruim. Nao mostrou dessa forma, ser um método eficiente
para boa parte dos problemas estudados, mesmo que tenha obtido alguns resultados bons
em tempo inferior aos demais métodos estudados.
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6.2 Trabalhos Futuros

Embora a fatoracao LU, aliada a estrutura de dados de listas encadeadas, tenha so-
lucionado um grande ntimero de problemas, algumas das solugoes apresentaram residuos
consideraveis. Dessa forma, propoe-se, como trabalho futuro, o refinamento dessas solu-
¢oes, em especial daquelas obtidas com o uso da decomposicao LU e listas encadeadas.

Nesse contexto, visando a melhoria do desempenho, uma alternativa adicional consiste
no aprimoramento de determinadas rotinas do c6digo, com o objetivo de reduzir o tempo
computacional.

Ademais, como evidenciado neste trabalho, alguns métodos de resolucao de sistemas
lineares mostraram-se mais eficientes que outros. Assim, para fins comparativos, sugere-se
a implementacao de outros métodos numéricos — sejam diretos ou iterativos — utilizando
a estrutura de listas encadeadas. Essa abordagem permitira analisar o desempenho desses
métodos na resolucao de sistemas lineares que surgem como subproblemas em aplicacoes
praticas.
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APENDICE A - Repositorio SuiteSparse

Matrix Collection

Alguns dos problemas estudados foram retirados do repositorio online SuiteSparse
Matriz Collection mantido por Davis e Hu (2011). A seguir, encontra-se a representagao
visual de algumas dessas matrizes de coeficientes.

Figura A.1: Padrao de esparsidade da Figura A.2: Padrao de esparsidade da
matriz “Trefethen_ 207. matriz “shermany”.

Fonte: Davis e Hu (2011). Fonte: Davis e Hu (2011).
Figura A.3: Padrao de esparsidade da Figura A.4: Padrao de esparsidade da
matriz “rdb1250”. matriz “cavity10”.

Fonte: Davis e Hu (2011). Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.5: Padrao de esparsidade da

matriz “shermand”.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.7: Padrao de esparsidade da
matriz “c-287.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.9: Padrao de esparsidade da
matriz “c-30".
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.6: Padrao de esparsidade da
matriz “c-267.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.8: Padrao de esparsidade da
matriz “sherman3”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura A.10: Padrao de esparsidade da
matriz “c-317.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.11: Padrao de esparsidade da
matriz “c-337.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.13: Padrao de esparsidade da
matriz “c-347.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura A.15: Padrao de esparsidade da
matriz “c-467.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.12: Padrao de esparsidade da
matriz “c-35".
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura A.14: Padrao de esparsidade da
matriz “press_ poisson’”.
Fonte: Davis e Hu (2011).

Figura A.16: Padrao de esparsidade da
matriz “c-477.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.17: Padrao de esparsidade da Figura A.18: Padrao de esparsidade da
matriz “bcsstm25”. matriz “c-48”.
Fonte: Davis e Hu (2011). Fonte: Davis e Hu (2011).
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Figura A.19: Padrao de esparsidade da

matriz “c-49”.
Fonte: Davis e Hu (2011).
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