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Resumo

Um dos maiores problemas de uma lavoura, do ponto de vista econémico e ambiental,
é quando a area cultivada estd infestada de pragas. Uma estratégia para resolver este
problema seria incluir inimigos naturais, ¢ o controle biol6gico de pragas aplicado capaz
de manter a populagao de pragas a um nivel sustentavel, e os riscos abaixo do nivel de
danos economicos da lavoura e garantir o sucesso do empreendimento do agronegocio
do campo. Este trabalho investiga a densidade da populacao de pragas da lavoura do
milho, por exemplo, a lagarta Spodoptera frugiperda e a Helicoverpa armigera, e propoe
o controle biologico de pragas por insercao de inimigos naturais: a vespa parasitoide
Trichogramma e o predador natural Doru luteipes, com objetivo de auxiliar os técnicos e
agricultores na tomada de decisoes para o correto manejo integrado de pragas. Através
da modelagem matemaética e computacional do sistema Lotka-Volterra: presa-predador,
sujeitas aos controles tipo linear e nao-linear, por uso da programacao dinamica e resolucao
da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, estabelece a lei de controle 6timo capaz de
manter a populagao de pragas abaixo do nivel de danos econdémicos exigidos. O controle
6timo é aplicado aos cenarios: uma presa e um predador, duas presas e um predador,
duas presas e dois predadores. As simulacoes numéricas combinadas entre as estratégias
de controle 6timo foram realizadas e verificaram a eficicia dos resultados obtidos, para os
diversos cenarios descritos acima.



Abstract

One of the biggest problems of a crop, from an economic and environmental point
of view, is when the cultivated area is infested with pests. One strategy to address
this problem would be to include natural enemies, is the applied biological pest control
capable of keeping the pest population at a sustainable level, and the risks below the level
of economic damage to the crop and ensure the success of the agribusiness enterprise of
the field. This work investigates the population density of corn crop pests, for example,
the Spodoptera frugiperda caterpillar and the Helicoverpa armigera, and proposes the
biological control of pests by insertion of natural enemies: the parasitoid Trichogramma
wasp and the natural predator Doru luteipes, with the objective of assisting technicians
and farmers in making decisions for the correct integrated pest management. Through the
mathematical and computational modeling of the Lotka-Volterra: prey-predator system,
subject to linear and nonlinear controls, by using the dynamic programming and resolution
of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation, it establishes the optimal control law capable
of maintaining the pest population below the level of economic damage required. The
optimal control is applied to the scenarios: one prey and one predator, two prey and one
predator, two prey and two predators. The combined numerical simulations between the
optimal control strategies were performed and verified the efficacy of the results obtained
for the different scenarios described above.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O estudo da Biomatematica comeca no século passado, por volta de 1925, com
as pesquisas de dois ilustres pesquisadores Lotka e Volterra, precursores do modelo
matematico que leva seus nomes, estudaram o crescimento populacional de espécies
biolégicas e as interagoes entre espécimes. Estes estudos podem ser generalizados a

diversas outras areas e aplicacoes.

No processo de desenvolvimento e pesquisa, encontramos por volta dos anos 60,
com o crescimento da industria aeroespacial, o estudo da Otimizacao ligada a processos
industriais, primeiramente com aporte formalmente a estudos das Ciéncias Fisicas, depois
com a Economia e Administracao, em destaque, o controle 6timo de sistemas caoticos,
como é o caso do modelo de sistema de equacoes diferenciais ordinarias de Lotka-Volterra
para estudos biologicos [12], [39], [45]. Atualmente, almejamos adaptar o mundo de
forma sustentavel e em equilibrio, cuja funcao principal é a valorizacao da sobrevivéncia
das espécimes e influéncias, que sustentem a saiide e manutengao da vida no planeta. Nao

seria diferente, no agronegdcio do campo.

No campo, a agricultura sofre diversas interferéncias entre espécies, por questoes de
sobrevivéncia, algumas delas sao consideradas pragas pelo teor de prejuizos causados a
lavoura, como exemplo, a lavoura de milho que é atacada por diversas pragas, das quais
a mais temida é a lagarta Spodoptera frugiperda, [13], [18], [19], [30], [36], figura [L.1]
Presentemente no Brasil, temos cerca de 10 milhoes de hectares em plantagoes onde se
pratica a técnica do controle biologico de pragas [0], [8]. O faturamento do setor da cultura
do milho estd proximo a 47 bilhdes de reais anuais, dados do Ministério da Agricultura,
no ano de 2018 [10]. O fator de destruicdo da lavoura por conta da lagarta-do-cartucho
de milho, a Spodoptera frugiperda, fica em torno de 34% dos plantios [18], o qué fomenta,

o reforco em pesquisas no controle as pragas no campo.
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Figura 1.1: Danos na lavoura do milho pela lagarta Spodoptera frugiperda
Fonte: [7].

Nas tltimas décadas, a EMBRAPA pesquisou diversas alternativas aos inseticidas
quimicos e detectou algumas espécimes de inimigos naturais de pragas nas lavouras em
diversas culturas, inclusive para a lagarta-do-cartucho do milho Spodoptera frugiperda.
Como exemplo, podem ser citados, o inimigo biolégico natural que parasita os ovos da
lagarta impedindo seu desenvolvimento a fase adulta e reduzindo os niveis de danos
biolégicos na lavoura, a vespa do grupo Trichogramma spp, um tipo de inimigo natural
parasitoides da Spodoptera frugiperda, ou ainda, o inimigo natural predador: Doru
luteipes, conhecido por tesourinha, que utiliza-se da presa como fonte alimentar de
sobrevivéncia. A insercao de inimigos biologicos sao estratégias possiveis de controle e

manejo integrado de pragas (MIP) em lavouras [18|, [19], [36].

1.1 Motivacao

A motivacao deste trabalho ocorreu por dois fatores: o artigo de Jéssica C. S. Bueno,
Alexandre Molter e Luciana R. Piovesan: Modelagem matemaética aplicada ao controle
biologico de pragas em lavouras de milhos [15], apresentado no XX Encontro Regional
de Estudantes de Matemética da Regiao Sul (2014) e ainda, o forte apelo da midia, a
Rede Globo de Televisao, com as propagandas da campanha do Agronegocio do campo

no Brasil, em particular a respeito do controle biolégico, figura [1.2| no inicio do ano de
2018 [6].

Figura 1.2: Campanha da Rede Globo de Televiséo.
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1.2 Justificativa

O impacto das pragas nas lavouras, particularmente do milho, exigem pesquisas
em compreender o crescimento da populacao de insetos, e os mecanismos inter e
intraespecificos das espécies que ocupam o espaco da cultura do plantio. Com areas cada
vez maiores de plantios, a rotatividade de culturas, o agroecossistema das lavouras sofrem
a interferéncia de pragas, caso a densidade de populacao de pragas ultrapasse o nivel de
danos econdmicos e biolégicos na lavoura, a plantacao corre sérios riscos de destruicao.
Porque isso acontece? Pela monocultura de plantio por extensas areas, desequilibrio e
uso intensivo de inseticidas por longos periodos, ha um natural sistema adaptativo dos
insetos resistindo aos agentes quimicos dos inseticidas, uma resisténcia natural em prol

da sobrevivéncia da espécie [5].

Uma alternativa a esses insumos inseticidas, que sao caros ao agricultor e perigosos
ao meio ambiente e aos seres humanos, tanto aos agentes que os manuseiam, quanto
aos consumidores das culturas produzidas, ¢ o uso do manejo integrado de pragas, que
prescreve o controle biologico das espécies que prejudicam a lavoura por insercao de
inimigos naturais, competindo com eles por espago e sobrevivéncia |36]. A estratégia
é contrapor inimigos naturais, parasitoides ou predadores, como medidas de controle,
para manter estabilizadas a populagao de pragas da lavoura a niveis adequados & sua
propria existéncia com riscos abaixo do nivel de danos economicos. Além de nao
permitir que os predadores crescam desordenadamente. Essa estratégia de controle, entre
presas-predadores, é suficiente & manutencgao e equilibrio da cadeia biologica e ambiental
[18].

O controle biolégico de pragas pode ser realizado por algumas das técnicas de controle,
com aplicacoes de inimigos naturais, como por exemplo, predadores naturais que atacam
suas presas alimentando-se delas, ou ainda, por meio de parasitoides, que sao outros
insetos que se aproveitam das pragas. Os parasitoides atacam, preferencialmente nas
fases do ciclo de vida das presas mais susceptiveis, na fase de 6vulos das presas; alguns
insetos parasitoides nao possuem um sistema proprio de postulacao de ovos capaz de
se manter e sobreviver livre em meio ambiente, por isso necessitam de um hospedeiro
que possam postar no interior seus 6vulos, dai, crescem dentro do 6vulo do hospedeiro,
por exemplo, os ovos da lagarta Spodoptera frugiperda. Uma vez dentro dos ovos do
hospedeiro, os parasitoides se desenvolvem utilizando-se dos nutrientes contidos nos ovos
do hospedeiro. Os ovos das lagartas, naturalmente nao vingam ou nao nascem da forma

esperada, podendo gerar novas lagartas doentes que nao sobrevivem.
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As pesquisas de controle biologico de pragas apontam as novas tecnologias no campo,
e geram oportunidades para o desenvolvimento de laboratoérios comerciais de producao
e auxilio do controle biologico aplicado, além do descrito acima no tocante aos inimigos
naturais, mas com outras estratégias de controles, a partir das técnicas de bioinseticidas,

por bactérias, fungos, e feromoénios, ou ainda, técnicas de controle através dos inseticidas
botéanicos [18], [19], [36].

Este trabalho é restrito ao uso de inimigos naturais, predadores e parasitoides. A
praga do cartucho-do-milho representada pela Spodoptera frugiperda serd controlada
biologicamente pelos inimigos naturais: o parasitoide vespa Trichogramma e o predador,
Doru luteipes (a tesourinha), veja figura [1.3]

——
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agroecossistema
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Figura 1.3: Manejo Integrado de Pragas - Lagarta do Cartucho.
Fonte: autoria prépria.

Neste trabalho, as pragas e os inimigos naturais escolhidos, serao tratados como presas
e predadores respectivamente. Os objetivos dos predadores: controlar a densidade da
populacao das presas a valores abaixo do nivel de danos econ6micos e ambientais no

espaco da lavoura. Certamente vao exigir por parte dos técnicos e agricultores o correto
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tratamento do manejo integrado dessas pragas, fator preponderante & manutencao do
equilibrio da cadeia biolégica e ambiental, e ainda, garantir o sucesso do empreendimento

no agronegbcio do campo.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho consiste em mostrar que o modelo matematico de
sistema dinamico nao-linear de Lotka-Volterra, conhecido por presa-predador é ttil em
representar a dinamica de crescimento da populacao de espécies biologicas, insetos-pragas
(lagarta Spodoptera frugiperda, e adicionalmente, a lagarta Helicoverpa armigera) e
insetos inimigos naturais (parasitoide vespa Trichogramma e o predador Doru luteipes),

em ambiente de competicao interespecificas na lavoura do milho.

Verificar se o modelo de sistema -V com controle: linear e nao-linear, por inser¢ao
de inimigos naturais (controle biologico aplicado) serve como ferramenta auxiliar prévio

ao manejo integrado de pragas na lavoura do milho.

Implementar e simular computacionalmente o modelo matematico de Lotka-Volterra,
por base no sistema auténomo de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares, que
representem as interacoes entre pragas e os insetos inimigos naturais que coexistem
livremente na lavoura, e o caso onde é necessario aplicar o controle biolégico das pragas.
Ao interesse de servirem, na tomada de decisdes dos agentes do manejo integrado de
pragas, uma ferramenta auxiliar e tutil de previsao e economia: financeira, tempo e recursos
de energia disponiveis, visando ao equilibrio do ecossistema e ao sucesso do agronegdcio

e cultivo da lavoura do milho.

1.3.2 Objetivos especificos
Entre os objetivos especificos:

e Verificar se a programacao dinamica do controle 6timo via equagdo de
Hamilton-Jacobi-Bellman ¢é capaz de solucionar os problemas de controle biol6gicos
de pragas em lavouras do milho, para os cenarios: uma presa e um predador, duas

presas e um predador e duas presas e dois predadores.

e Verificar e validar se as simulagoes dos problemas de controle biologico de pragas
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para os diversos cendrios servem a auxiliar & tomada de decisoes dos agentes e

agricultores ao correto manejo integrado de pragas.

1.4 Organizacao da dissertacao

Além do Capitulo 1: Introducao, formulamos os seguintes capitulos e temas

abordados:

No Capitulo 2 - Fundamentacao Tedrica: ha abordagens a respeito da Biologia de
pragas em lavouras, envolvendo o ciclo de vida das lagartas Spodoptera frugiperda,
Helicoverpa armigera, e a Biologia dos inimigos naturais: a vespa parasitoide

Trichogramma e o inseto predador Doru luteipes.

Apresentamos o modelo mateméatico com base em Lotka-Volterra, conhecido sistema
autonomo presa-predador, com o desenvolvimento do estudo na forma generalizada e
a notacao de Kolmogorov. Em seguida, o estudo das condicoes de estabilidade do
sistema [.-V, e o processo de linearizacao equivalente para sistemas auténomos dinamicos

nao-lineares.

A partir deste ponto, o destaque na estabilidade do modelo de Lotka-Volterra: uma
presa e um predador, com a apresentacao de exemplos para os pontos criticos estaveis e

instaveis, bem como, a andlise de estabilidade do modelo nao-linear de Lotka-Volterra.

Finalizando, descricao da Teoria do Controle Otimo, seus conceitos, suas principais
notacoes, funcoes envolvidas: funcao de Lyapunov e funcao Bellman, os tipos de controles:
linear e nao-linear, e a descricao basica da programacao dinamica de Bellman, a equacao

de Hamilton-Jabobi-Bellman.

No Capitulo 3 - Metodologia: tratamos em detalhes a analise dos modelos de
Lotka-Volterra, com e sem controle, realizamos a analise dos cenarios de controles tipo
linear e nao-linear. A fim de dar sustentacdo aos assuntos do Capitulo 4, executamos
a formulacao dos problemas do sistema de equagdes diferenciais ordinarias alvo das

simulacoes computacionais deste trabalho.

No Capitulo 4 - Resultados numéricos: ha aplicacoes e analises das simulacoes para
o sistema de Lotka-Volterra aos cenarios: uma presa e um predador, duas presas e um
predador, duas presas e dois predadores, em variacoes de situacoes: sem uso de controle,
com uso de controles linear e nao-linear, e verificacao dos objetivos, comparacoes entre

os cendrios, tendo por base, os dados experimentais fornecidos pela EMBRAPA no que
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diz respeito ao agroecossistema do campo e, aos estudos preliminares [15], [17], [31], [32],
[37], [43], [45], ainda, verificagdo das vantagens e desvantagens, e fatores caracteristicos

que podem influir nos resultados.

No Capitulo 5 - Conclusoes: apresentamos a utilidade e eficacia do modelo estudado
de Lotka-Voterra, com controle 6timo. Uma sintese das conclusoes gerais deste trabalho

e sugestoes a trabalhos futuros.



Capitulo 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Biologia dos insetos em Lavouras

De inicio iremos estabelecer a necessidade do controle de pragas em lavouras,
especificamente na lavoura de milho. O Brasil é maior produtor mundial de milho, a
area de plantio é cerca de 13 milhoes de hectares, e a producao anual é estimada de 41,5
milhoes de toneladas de graos, o que justifica a necessidade de controle de pragas uma
prioridade [36]. A literatura trata este tema, o controle de pragas, em conjunto a diversas
outras atividades e monitoramentos, este rol de estratégias é chamado de manejo integrado
de pragas (MIP), pois o qué se depara in situ, é exatamente uma infestacao de pragas
na lavoura de forma avassaladora e fora de controle, ocasionando prejuizos econdmicos e

ambientais aos empreendimentos dos agronegécios do campo [23], [36].

De acordo com Norris et al.(2003), o significado da palavra pragas, quer dizer
quaisquer corpos ou organismos capazes de interferir num sistema, que causem algum
dano ou lesao, e em funcao disto, tornam o sistema de baixo rendimento ou de baixa
qualidade na producao. Em agroecossistemas de lavouras trazem prejuizos potencialmente
elevados, nos custos da producao e ao meio ambiente, afastando os agentes de negocios, os
produtores e o mercado dos consumidores. Justificando um intensivo esforco de pesquisa
e praticas de MIP, com o controle biologico equilibrado e eficaz que limite os danos
econdmicos nas lavouras, pela atuacao conjunta de 6rgaos governamentais e privados,

em todos os paises.

No Brasil, a tarefa e contribuicdo de pesquisas ficam a cargo das universidades e
da EMBRAPA - Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria. No manejo integrado

de pragas podemos encontrar diversas estratégias de controle, por exemplo, uso de
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inseticidas ou através da aplicacao dos inimigos naturais, com importancia nos custos
versus beneficios, sejam eles dos produtores, do meio ambiente ou da sociedade. O MIP
exige nao apenas estratégias de controle biologico de pragas e dos recursos disponiveis,
mas planejamentos que envolvem a criacao de uma legislacao propria e cuidadosa, as
mudancas no comportamento cultural dos cultivos, as pesquisas em estudos de resisténcia
das plantas (plantas transgénicas e plantas inseticidas), as intempéries climéaticas, ao
uso de horménios, feromonios, esterilizagao de insetos (autocida), de controles biologicos,
quimicos, genéticos e fisicos [18], [36]. Neste trabalho, o nosso interesse sera restrito ao
controle bioldgico de pragas, introduzindo no sistema, um inimigo natural que seja capaz
de controlar os niveis de pragas, a valores aceitaveis e que minimizem 0s danos econémicos

e ecologicos nas lavouras.

2.1.1 Ciclo de vida da lagarta Spodoptera frugiperda

A praga mais temida na cultura do milho é a espécie Spodoptera frugiperda, s6 este
inseto-praga reduz a producao em cerca de 34%, com prejuizos aproximados a 400 milhdes
de dolares, e nos 1ltimos anos vem piorando, devido ao desequilibrio ecolégico e a falta dos
inimigos naturais [36]. Por pratica, os agricultores tem utilizado inseticidas agricolas para
o combate da espécie agressora, mas em médio prazo causam o desequilibrio bioldgico, e
ao invés de corrigir, acaba por favorecer a resisténcia da espécie. Na fase larval, a praga é
vulgarmente chamada lagarta-do-cartucho, apresenta alta taxa de sobrevivéncia frente as
disponibilidades de alimento e baixa susceptibilidade aos predadores naturais. Causam
danos a diversas lavouras (23 familias de plantas) além do milho, como por exemplo, o
algodao, arroz, alfafa, amendoim, abébora, batata, couve, espinafre, feijao, repolho, sorgo,

trigo e tomate [18], [36].

Abaixo, esta descrito o ciclo de vida da Spodoptera frugiperda [19], figura a
mariposa coloca seus ovos em posturas de cerca de 100 ovos nas folhas do milho, podendo
alcancar até 2000 ovos por fémea. Em temperaturas variando entre 25°C e 30°C, o
periodo de incubacao dura em torno de 3 dias, possivelmente 10 dias em temperaturas
inferiores. Apos a fase de incubacgao eclodem as lagartas, que comecam a devorar as partes
verdes das plantas deixando rastros de folhas raspadas. Com o seu desenvolvimento vao
se dirigindo & regiao do cartucho, e ali chegando provocam sérios danos. A fase larval
dura em média cerca de 15 dias, e as lagartas chegam ao tamanho aproximado de 50 mm.

Apos o periodo larval, as lagartas penetram no solo e transformam-se em pupa, figura
2.2
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Larvas do 1° instar
\ Larva do 6° instar
14 - 21 dias

, CICLO DE VIDA
Spodoptera frugiperda
38 - 53 dias

@

Figura 2.1: Ciclo de vida da Spodoptera frugiperda.
Fonte: [3]-adaptada.

Ovos
3 -5 dias
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Adulto 9 - 13 dias

12 - 14 dias

Figura 2.2: Pupa de Spodoptera frugiperda.
Fonte: [9].

Na fase adulta transformam-se em mariposas de aproximadamente 40 mm de
envergadura, figura [2.3] Verificando um ciclo total de vida, conforme figura [2.1] seguindo

a produgao de varias geragoes durante o ano [19].

Figura 2.3: Adultos de Spodoptera frugiperda
a) macho (32 mm de envergadura). b) fémea (35 mm de envergadura).
Fonte: [1].
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2.1.2 Ciclo de vida da lagarta Helicoverpa armigera

No ecossistema do campo ha uma rica biodiversidade de espécies sobreviventes, as
mais temidas pragas inclusive. Na cultura do milho existem variedades dessas pragas, uma
bem conhecida e estudada é a Helicoverpa armigera, figura Esta espécie tem grande
potencial de resisténcia, e uma vez presente, alto risco de danos econémicos ao cultivo
do milho. Possui alto poder dispersivo e reprodutivo na lavoura infestada, acarretando
perdas na colheita em torno de 30%. Em concomitancia com a Spodoptera frugiperda

apresentam altos riscos de prejuizos aos agricultores [42].

Ovo
3 dias

CICLO DE VIDA

Helicoverpa Armigera
40 - 50 dias

Lagarta
20 dias

Pupa
12 dias

Figura 2.4: Ciclo de vida da Helicoverpa armigera.
Fonte: [2]-adaptada.

Para um correto manejo integrado de pragas mais eficiente recomenda-se a aplicagao
de inimigos naturais, especialmente na fase de ovos para as lagartas, com a introducgao de

parasitoides ou predadores de ovos da lagarta Helicoverpa armigera [23], [42].

Biologia do Inimigo Natural

Através das pesquisas da EMBRAPA - Centro Nacional de Pesquisa de Milho e
Sorgo, boas contribuicoes de estudos e escolhas de inimigos naturais ao controle da
lagarta Spodoptera frugiperda ja foram catalogadas. Os predadores alimentando-se de
ovos ou atacados pelos parasitoides, constituem-se 6timos inimigos naturais da lagarta.
Neste trabalho iremos escolher como representantes parasitoide, a vespa Trichogramma,
isoladamente ou conjuntamente ao predador inseto Doru luteipes. Cada qual, interferindo

no ciclo de existéncia da lagarta Spodoptera frugiperda ou da Helicoverpa armigera, de
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forma eficaz e atuando com caracteristicas diferentes. As formulacoes matematicas e
simulacoes computacionais que descrevem estas interacoes populacionais, tém por base
os dados da EMBRAPA [19] e os estudos preliminares dos trabalhos [15], [31], [32], [37],
[43], [45].

2.1.3 Parasitoide vespa Trichogramma

A vespa Trichogramma nao é nem um pouco elitista, parasitam os ovos de diversas
espécies de insetos, e sao facilmente manipuladas e produzidas em laboratorios. As fémeas
adultas colocam seus ovos no interior do hospedeiro, apos 3 dias, os parasitoides se
desenvolvem. Esta fase é facilmente detectavel, pois ha uma ligeira mudanca de tonalidade
e coloragao dos ovos parasitados. O ciclo do parasitoide é cerca de 10 dias, em média.

Em geral, o niimero de ovos parasitados permanece na faixa de 20 a 120 ovos por fémea

[19], figura

inicio do parasitismo
3 dias apos postura

fim do parasitismo
10 dias

-~
S
PR

Trichogramma
‘ CICLO DE VIDA
(10-12 dias)

Figura 2.5: Ciclo de vida da Trichogramma.
Fonte: [4]-adaptada.

Alguns problemas que afetam a eficiéncia deste processo sao a determinacao da
quantidade de vespas que serao liberadas na lavoura, associadas a quantidade de lagartas
existentes, condicoes climaticas, os inimigos naturais presentes, a resisténcia e qualidade
da linhagem, a maneira como serao distribuidas no espaco, e outras mais. A EMBRAPA
recomenda, em média, a liberacao de cerca de 100.000 individuos predadores por hectare,
associados a densidade de pragas existentes, além de diversas operagoes e orientacoes

necessarias & manutencao e eficiéncia do processo [19].
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Existem diversos laboratoérios que produzem de forma industrial os ovos parasitados
da lagarta, geralmente os ovos contaminados sao escurecidos, uma boa indica¢ao do
sucesso da postura dos ovos do parasitoide no interior dos ovos do hospedeiros: a
lagarta. Entre muitas outras formas, sao distribuidas cartelas onde os ovos parasitados sao
colados, e até dispositivos adaptados a drones sao utilizados, na distribuicao uniforme dos
parasitoides ou dos predadores naturais, ha técnicas de espacamento e varredura prescritas
na cultura do milho. A distribuicao do Trichogramma no campo fica condicionada ao
aparecimento dos primeiros ovos e/ou adultos da lagarta, isso depende da boa inspegao
e monitoramento do agricultor através da colocacao de armadilhas e equipes técnicas de
manejo e tratamentos das pragas, formas na soltura e inundacao das vespas do parasitoide,
com uma frequéncia de 4 a 7 dias, dependendo do grau de infestacao dos ovos observados
das pragas na lavoura, além de alguns outros fatores que afetam a eficiéncia do controle

de pragas, por exemplo, climéaticos, temperatura e umidade [5].

2.1.4 Predador natural Doru luteipes

O inseto predador Doru luteipes na fase adulta é apresentada na figura[2.6] ela possui
uma metamorfose incompleta. A média de ovos por postura é de cerca de 25 ovos. Em
aproximadamente 7 dias apds o periodo de incubacao, eclodem as ninfas, que comegam a
se alimentar dos ovos e de lagartas pequenas dos insetos, este periodo varia entre 35 a 45
dias. O ciclo total do inseto, em meédia, é de 210 dias com consumo médio de 40 ovos e

aproximadamente 20 larvas por dia [36].

Ovo
o . - 7 dias . .
Periodo pré reprodutivo Periodo ninfal
\/ i . /
Ciclo de vida
Doru luteipes b Y
9 s 210 dias 1?2 30 49
38 dias quatro instares

45 dias

120 dias

Figura 2.6: Ciclo de vida da Doru luteipes.

Fonte: autoria prépria-adaptada.
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2.2 Modelagem Matematica

Esta secao apresenta um levantamento histérico do desenvolvimento da modelagem

matematica, especialmente ao tratamento de populacoes de espécies e suas interacoes.

A modelagem matemaética é um dos campos de maior crescimento e interesse, nas
ultimas décadas, um verdadeiro desafio das ciéncias da natureza em tentar produzir
resultados sofisticados e relevantes na busca da qualidade de vida da humanidade. Entre
tantos trabalhos importantes, revelamos estudos sobre o comportamento do crescimento
de células tumorais e correspondentes tratamentos e diagnosticos, o estudo de dispersao
de poluentes em rios e bacias hidrogréficas, o tratamento de imagens para os estidios
cinematogréaficos, e em diversas outras importantes areas da medicina, engenharia,
economia, seja qual for o desafio a superar. Um problema, em geral, nao necessita
exclusivamente de uma coletanea de dados sofisticados e complexos para se mostrar util,
ao contrario, se for possivel reduzir os dados de entrada a sua essencial importancia e
significado, o proposito da modelagem vai se tornar cada vez mais interessante em revelar

e compreender os objetivos e mostrar a validade da solugao ao problema de origem [16].

Nas se¢oes seguintes iremos aprofundar e descrever os principais modelos até chegar

ao modelo proposto para esse trabalho académico.

2.2.1 Modelo da Dinadmica da Populacao de n Espécies

Na busca de um modelo mateméatico que pudesse traduzir o comportamento
da dinamica de populacao de uma espécie, varias estratégias foram implementadas
entre modelos deterministicos e estocasticos. Daqui por diante, vamos descrever o
desenvolvimento dos modelos deterministicos continuos; nao cabe a discussao de qual seja

a melhor entre as estratégias, continua ou a discreta, pois ambas sao validas e aceitas.
No ambito das pesquisas, muitas questoes devem ser colocadas:
O que acontece se houverem interagoes entre espécies?
Que tipo de interacgoes entre espécies podem ocorrer: homogéneas ou heterogéneas?
De que forma as espécies interagem: colaborativamente, em competicao ou ambas?

Como elas podem de forma sisteméatica influenciar na dinamica da populagao entre

varias espécies?

Essas novas questoes obrigaram estudos que enriqueceram o debate, e se desenvolvem
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ao longo do tempo. O modelo adotado ¢ do tipo deterministico e um dos mais importantes

e amplamente comprovados, o sistema de Lotka-Volterra: presa-predador.

2.2.2 Modelo Lotka-Volterra

O modelo tem por base estudos ecologicos da natureza, os primeiros trabalhos
consistiram em avaliar o sistema presa-predador, espécies heterogéneas agindo em

competicao entre elas.

Vamos introduzir a notacao de Kolmogorov:

dX;
dt

:XiFi(Xl,XQ,...,Xn), i:1,2,...,n, (21)

onde X; sao as variaveis de estado, este sistema é definido como uma EDO auténoma,
portanto nao depende da variavel ¢, apenas da variavel de estado X, representadas pelas

presas e predadores.

O termo do lado direito F; (X;), é um vetor que representa a “taxa de crescimento
intrinseco densidade-dependente” de populacao da espécie, ou seja, descreve as interacoes
entre as espécies com componentes de polindmios nao-lineares. Assim sendo, na maioria
dos casos, a solucao analitica nem sempre seré possivel e dessa forma a tnica ferramenta
capaz de resolvé-la seria os métodos numéricos e computacionais que possam traduzir e
representar como cada componente do vetor se comporta qualitativamente. Portanto, é
natural estabelecer como este processo se estrutura, e aprofundar este tema. De inicio,
iremos apresentar um exemplo tipico, o caso simples de um sistema: uma presa e um

predador.

Curiosamente, esse sistema foi desenvolvido independentemente por Lotka (1925) e
Volterra (1926), que estudando a dinamica de popula¢oes em Ecologia, observaram que
as presas cresciam livremente sem a presenca do predador, caso contrario, as presas sendo
fonte principal de recursos alimentares e energéticos dos predadores, ficariam susceptiveis,
a cada possivel encontro entre as espécies, por um forte decréscimo populacional de presas.
Em contrapartida, se as presas forem reduzidas abaixo de um nivel de sustentabilidade
e equilibrio biologico, os predadores correriam sérios riscos de extincao. Dai, o elo mais
importante para entendermos a conservacao do bioma, através da lei de agao das massas
[34], [40].

Dessas observacoes, resultaram o sistema de equacoes envolvendo as taxas de

crescimento da populacao de cada espécie, onde x(t) identifica as presas, e y(t) representa
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os predadores:

Cfi_f = ax — bry, a,b>0

dy

o5 = W + dzy, c,d>0 (2.2)
z(0) = xo
y(0) = wo

O coeficiente (a) mede a taxa de nascimento da populagdo de presas, o coeficiente
representado por (b) mede a taxa de decréscimo da populagdo de presas, que traduz
a susceptibilidade dessa espécie ante as insercoes bem sucedidas dos predadores, o
coeficiente (c) representa a taxa de mortalidade dos predadores, visto que eles se
alimentam exclusivamente das presas, e na auséncia delas os predadores tendem a
extingdo, o coeficiente (d) mede a taxa de crescimento, exatamente pelas habilidades

predatorias bem sucedidas, no espago considerado [35].

O desenvolvimento analitico da solu¢ao desse sistema pode ser encontrado em [24], e
expresso como:
ya e—by = K r=¢ €d$, (23)

onde

K = o 24° e edo0,

O valor de K obtido é funcao das condi¢oes iniciais (xg,yo) arbitradas do problema.
O fato é que o resultado da equagao (2.3) estd numa forma implicita, restando apenas
uma analise grafica da solucao. Volterra representou a solucao grafica através de um
método grafico construido por suas componentes equagbes basicas (lado direito e lado
esquerdo, sistema ), com referéncia nos pontos criticos estudados, conhecidos por

singularidades.

A curva para esse sistema é representado no diagrama conhecido por plano de fase.
O lugar geométrico dos pontos que satisfazem as duas equagdes que compoem o sistema
determinado por Lotka-Volterra [21], [33], [40]. O diagrama é uma conjugacdo dos pontos
do plano, uma das equacgoes determinam os pontos no eixo das abscissas e a outra conjuga
os pontos correspondentes no eixo das ordenadas e, resultando os pontos coincidentes na

area central do diagrama, conforme figura [2.7]
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Figura 2.7: Método grafico de Volterra.
Fonte: [30].

H4 ainda, uma alternativa viavel para processar esse resultado de forma mais simples,

a anélise qualitativa dos fluxos em torno dos pontos criticos. Descrita a seguir:

(i) Trace a “trajetoria nula”, que é simplesmente fazer f(x,y) = 0, e também
g(z,y) = 0, fungdes que representam as expressoes que constituem o lado direito do
sistema (|2.2]).

(ii) Separe as regioes que a “trajetéria nula” divide, ou seja, onde a regiao é
f(z,y) > 0eonde é f(x,y) <0, 0 mesmo para a regido da “trajetoria nula” g¢(z,vy).

(iii) Encontre os pontos criticos, o lugar geométrico onde cruzam as
“trajetorias nulas”, ou onde as “trajetorias nulas” intersectam os eixos cartesianos.

(iv) Em cada regido, conjugue os sinais obtidos em (ii).

(v) Monte um vetor, por exemplo um vetor unitario, para indicar os sinais
de cada regiao, conjugando f e g e avalie a resultante. Essa resultante serd o vetor do

fluxo correspondente naquela regiao, conforme podemos observar na figura
(vi) Repita os casos anteriores (iv) e (v), nas regioes restantes.

(vii) A partir dos fluxos resultantes é possivel avaliar, de forma qualitativa,

qual seré a curva resultante dominante [14], [29], [30].
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Figura 2.8: Método grafico por analise dos fluxos.

Fonte: [24].

Conforme as trajetorias de valor nulo (isdclinas nulas) estao distribuidas, outros tipos

padroes de curvas resultam.

Para o presente caso, sistema (2.2)) de Lotka-Volterra, resulta no plano de fase uma
curva fechada, ilustrada na figura 2.9 observa-se uma familia de curvas periédicas. As

curvas sao chamadas de drbitas, e cada uma das familias de 6rbitas sao distintas conforme

os pontos das condigoes iniciais (xg, yo)-

50k w1 g i e %
I!I II,-" f/ “/---__ e ‘\x\ \\\
OF | [y ¥ i
vyl f s SN %
L LR s e T
| A L / /
# Y ‘ “\&Li-f/’f( «'/‘ /’(
™ Mo et .
05F || \\A—}— ~
5 ATl -
\\ - e =
0.0 P W WHEEEEIFSSE

Figura 2.9: Plano de Fase.
Fonte: [30]-adaptada.
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2.2.3 Estabilidade e Linearizacao

O estudo da estabilidade dos sistemas dinamicos, de maneira geral, esta intimamente
ligado & procura dos pontos criticos do sistema. A partir deles, é possivel inferir qual o
comportamento da solucao das equagoes diferenciais que modelam o sistema. A ideia é
simular uma pequena perturbagdo em torno do ponto critico considerado, e verificar se
o sistema perturbado, em algum tempo posterior, ¢ capaz de convergir novamente para

esse ponto, e alcancar a estabilidade; ou divergir dele, gerado por alguma instabilidade.

Em particular, vamos iniciar com um problema relacionado a um sistema simples
Lotka-Volterra, uma presa e um predador. Nao obstante, por se tratar de um sistema de
EDO’s nao-linear, o que faremos aqui sera aplicar o processo de linearizacao. O processo
de linearizacao aplicado a sistemas nao-lineares tornam possivel adaptar os problemas
semelhantemente a casos lineares, uma técnica 1til e eficaz. Este processo consiste
em aplicar o tratamento da série de Taylor as equacoes nao-lineares perturbadas. Por
truncamento dos termos iguais ou superiores de grau quadrado da série, satisfeita pela
condicao de pequenas perturbacgoes, as equacoes originais serao tratadas aproximadamente
por termos lineares [21], [22], [33], [40].

2.2.4 Analise de estabilidade do Modelo de L-V de uma presa e
um predador

Podemos usar a seguinte notacao para denotar a generaliza¢do do sistema (2.1), um

sistema autonomo nao-linear para n populacoes de espécies:

dz; . ,
dff = x; <n~ — Zaijxj) , i=1,2,....n. (2.4)

j=1

Lembrando a dificuldade de resolvermos este sistema de equagoes analiticamente [29],

, , faremos primeiramente o processo de linearizacao, nos pontos criticos do sistema
35], |46], f imei t de li izaca t iticos do sist
).

Por padrao, faremos:

n
fz(xz) =Z; (T’i — aijZBj) s 1= ]., 2, Ny
1

=

funcoes continuas diferenciaveis.
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Nosso objetivo é encontrar as variaveis de estado dos pontos criticos (Z;) que

satisfazem:

A seguir, serd verificado qual o comportamento da solu¢ao proxima dos pontos criticos,
se serao pontos estaveis ou instaveis. Por exemplo, para duas populacoes de espécies,

poderfamos substituir (2.4)) & forma matricial equivalente:

d Ty a b T a b
a(n)-(Co)()a-(ie) e

Se fizermos a transformacao de coordenadas:

(“):P1<xl>. (2.6)

A matriz P ¢é invertivel e transforma os autovetores em novas coordenadas.

Consequentemente as novas coordenadas (v, w) satisfazem o sistema original, simplificado:

i(”):J(”), onde J=P AP (2.7)

A matriz J é equivalente a A, pois possui os mesmos autovalores. O sistema (2.4]) ¢é

transformado no sistema ((2.7), e possuem os mesmos espagos de configuragoes [20], [44].

)\1 0
(h ) o

caso possua os dois autovalores reais e distintos, ou na forma:

a —f
J= , .
(5 . ) (2.9)

ou com dois autovalores conjugados complexos: \y =a+ i e Ay =a — [i.

Descrita na formas:

Ocorrendo os autovalores A\; > 0 e Ay < 0 0 espaco de configuracao de é conhecido
como ponto de SELA, e ilustrado pela figura[2.10(a). O espago de configuragao do sistema
([2-4), no plano z,y, esta ilustrado na figura 2.10[(b), um ponto de SELA, causado pela
transformacao das coordenadas [20], [44]. Se os autovalores distintos forem ambos
positivos, A\; # Ay e Ay > 0 e Ay > 0, teremos o chamado NO repulsor instavel, figura
2.11)(a).
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Figura 2.10: Ponto de Sela.
Fonte: [44]-adaptado.

Caso os autovalores forem distintos e ambos negativos, \; #Z As e A\ < 0 e Ay < 0,
teremos o chamado NO atrator estdvel, figura [2.11{(h).

J(,, x,,

3 A A>0 Za A A <0

A Y

- i 3» = e
X X
1 1
L 4
A
(a) (b)

Figura 2.11: (a) N6 repulsor instavel (b) N6 atrator estével.
Fonte: [44]-adaptado.

Ainda resta descrever o comportamento, dos autovalores conjugados complexos. Eles
geram curvas periodicas, no plano de fases, e oscilam periodicamente no tempo. Podemos

dividir esses casos, em funcao de «:

(a) Caso a = 0, o espago de configuracao formado serd um ponto de CENTRO, curvas
fechadas no plano de fases, ilustrada na figura Em relagao ao tempo, oscilam com

mesmo periodo.
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Figura 2.12: Centro.
Fonte: [44]-adaptado.
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Figura 2.13: Espiral instavel.
Fonte: [44]-adaptado.

(b) Caso @ > 0, o espaco de configuragao forma um ponto ESPIRAL instavel, ilustrado

pela figura Em relagao ao tempo oscilam com aumento das cotas nas amplitudes.

(¢) Caso a < 0, 0 espago de configuracao forma um ponto ESPIRAL estavel, ilustrado

pela figura I também conhecido por ponto espiral assintoticamente estavel.

Em relagao ao tempo oscilam com diminuicao das cotas nas amplitudes, e levam o sistema

ao estado de equilibrio ou estacionario.

o<

7~ _
N7 ,

Figura 2.14: Espiral estéavel.
Fonte: [44]-adaptado.
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Algumas vezes é mais conveniente descrever a equacao caracteristica de A, do sistema

(2.5), a partir dos autovetores v:
Av = v
(A—=X)v = O
e, o calculo do determinante:
det (A —\) =0, (2.10)
produz a equacao caracteristica do segundo grau:
N —BA+y=0
onde:
= (at+d) = Tr(4),
v = (ad—bc) = det(A),

onde ( é o traco da matriz A, e v o determinante da matriz A. A solucao, utilizando a

formula para a equagao do segundo grau, é expressa:

Tr(A) n

Ao = 9

VT (A 4 det(4). (2.11)

Lembrando que para mais de duas espécies, o determinante em (2.10]) gera a equagdo

caracteristica com ordens elevadas, e nao ha formulas simples que expressem as suas raizes.

Para concluir, vamos resumir os casos para sistemas lineares envolvendo duas espécies

1], [14], [20], [30] [44):

1. Se v <0, o det(A) < 0.
Entao (Tr(A))? — 4 det(A) > (Tr(A))%
Da equacao ([2.11)) verifica-se que A; e Ay terao sinais opostos. Logo, o ponto critico
(0,0) serd um ponto de SELA.
2. Se o det(A) > 0.
Devemos considerar os seguintes casos possiveis:
(a) (Tr(A))? > 4 det(A).

Neste caso os autovalores serao ntimeros reais, e nestes casos devemos avaliar as

possibilidades:

(i) Tr(A) < 0.
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A solucdo ¢ do tipo ponto NO estavel. O que corresponde a regido (I), da figura

(73) Tr(A) > 0.
A solugdo ¢ do tipo NO instavel. O que corresponde a regido (II), da figura m
(b) (Tr(A))? < 4 det(A).

Neste caso os autovalores serao numeros complexos, dai devemos avaliar as

possibilidades:
(1) Tr(A) < 0.

As solugoes serao pontos oscilatérios assintoticamente estaveis. No plano de fase

serao pontos ESPIRAIS estaveis convergentes a (0,0). O que corresponde a regiao

(I), da figura 2.17]
(1) Tr(A) > 0.

As solucgbes no tempo serao oscilagoes crescentes, portanto instaveis. No plano de
fase serdo pontos ESPIRAIS divergentes a partir de (0,0). O que corresponde &
regido (I), da figura [2.15]

(¢) (Tr(A))? = 4 det(A).

As solugoes no tempo serao oscilagoes periddicas, com amplitudes constantes. O

que corresponde a regiao sobre a parabola da figura [2.15].

3. Se o det(A) > 0, mas Tr(A) = 0.
Neste caso teremos um ponto de CENTRO no plano de fases.
4. Se o (Tr(A))? — 4det(A) =0 ou det(A) = 0.

Nada poderemos afirmar a respeito de estabilidade ou instabilidade. Isto envolvera
um estudo mais amplo e detalhado, que foge do escopo deste trabalho. Veja

referéncia [25] .
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Figura 2.15: Diagrama de Estabilidade.
Fonte: [44]-adaptado.

Agora poderemos estender e analisar os casos com n > 2 populacoes de espécies, e os

sistemas mais complexos, nao-lineares.

2.2.5 Analise de estabilidade do Modelo de L-V para sistemas
nao-lineares

Vamos aplicar uma pequena perturbacdo (7;) em torno da vizinhanga do ponto de

critico (7;), para cada variavel de estado existente:
.T,L:i’z—l-Th, i:1,2,...,n

onde N = I; — T;.

Usando a expansao de Taylor, até o termo de primeira ordem, podemos escrever:

du; _ dn; - - O fi(7;) .
= = Ji (T i) ~ Ji (Tq < Mi, =1,2,...,n. 2.12
g o i@ m) R fi@) 4= = i n (2.12)
Pela hipotese de estabilidade nos pontos criticos, temos a condicao f;(z;) = 0, que

substituida na expressao anterior, fornece a seguinte equagao matricial:

dn;

3@ (2.13)
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onde
of(z:) O0fi(@) Of(z:)  Ofi(%)
a$1 8x2 a$3 axn

Af2(zi) Ofa2(zi) Ofa(Ty) df2 (T;)

oxq 0xy 0xs o Oz,

Ofn (%) Ofn(Zi) Ofn () A fn (Z:)

8x1 8x2 8x3 o 8$n

é conhecida como matriz Jacobiana do sistema.

A partir desse momento, o tratamento do sistema nao-linear (2.4) passa a ser idéntico

ao linear, e toda andlise de estabilidade tera tratamento equivalente.

Todo o processo ¢ garantido por:

Definigao 2.2.1 (Z;) € conhecida por coordenada de equilibrio hiperbdlica, quando todos

autovalores da matriz Jacobiana tiverem parte real nao nula.

Teorema 2.2.1 (Hartman-Grobman) Porhipdtese, (Z1,Z,...,T,) Sdo pontos de
equilibrios hiperbdlicos.  Entdo, numa wvizinhan¢a de (%y,To,...,T,), 0 espago de

configuragées do sistema nao-linear (2.4) € equivalente ao sistema linearizado (2.13)).

Observacgoes 2.2.1 No equilibrio hiperbolico x;, as propriedades da estabilidade sao
determinadas pelos autovalores da matriz Jacobiana. FEste método de linearizacao pode

falhar para equilibrios nao-hiperbolicos.

A palavra “equivalente” no teorema acima refere-se a equivaléncia topoldgica dos campos
de vetores. Isto significa que na vizinhanca de T;, hd um homomorfismo (um mapa
continuo 1 para 1 entre os conjuntos abertos) que mapeiam o campo de vetores do sistema
nao-linear para o campo de vetores da linearizacao. Neste caso, o estado de configuracao

proximo do ponto critico estaciondrio pode ser um dos possiveis grificos ilustrados na

figura[2.15, [13], [38], [14)].

Até o momento em que se determina a equacgao caracteristica do Jacobiano, nada
pode ser alterado do ponto de vista do calculo. Porém, o computo dos autovalores da

equacao caracteristica, principalmente se o grau da equacao for maior do que dois, n > 2,
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podem gerar algum esforco matemético na busca de confirmar as magnitudes de todos
os autovalores, nos pontos criticos estabelecidos. Assim, o critério de Routh-Hurwitz [21]
passa a ser um aliado para reduzir esses esforcos na verificacao de estabilidade. Pelo
critério de Routh-Hurwitz, nao é necessario calcular os autovalores e, desta forma, tempo
e esforco serao reduzidos. O que o critério faz é analisar os coeficientes da equagao
caracteristica e, estabelecer condicoes tteis que nos levem concluir se aquele ponto critico
é estavel ou nao. No entanto, neste trabalho, todo o processo de classificacao dos pontos
criticos sera desenvolvido analisando a parte real dos autovalores computados para todos

0s cenéarios estabelecidos.

2.3 Controle Otimo e Aplicacoes a Sistemas Biologicos

Parte importante aos nossos objetivos é o estudo da Teoria do Controle Otimo, teoria
implementada por volta dos anos 50, advinda da necessidade das pesquisas da época, a
chamada corrida aeroespacial, e apice em 1962 pelo mateméatico russo Lev Semenovich
Pontryagin (1908-1988) e outros autores, que publicaram The Mathematical Theory of
Optimal Processes, referéncia no estudo do Controle Otimo ainda hoje [39]. Nao podemos
esquecer que este estudo é fortemente influenciado pelo Célculo Variacional e pela Analise
Funcional. Posterior ao Calculo Variacional, introduziu-se a importancia da otimizacao
de processos dinamicos, advindos das equacoes de Euler-Lagrange, e posteriormente de
Hamilton, pelo interesse em maximizar (ou minimizar) possiveis funcionais, ora chamados
de funcional objetivo e, o conjunto de funcoes especiais, chamadas fungoes de controle
admissiveis, seguido pelas contribuigbes brilhantes de Richard Ernest Bellman (1920-1984)
e Rudolf Emil Kalman (1930-2016), culminam na criacdo de um método valioso: a
Programacao Dindmica. Com base nas func¢oes de Lyapunov, fungoes de Bellman e por
fim, na equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), estabeleceram todo arcabouco ao
estudo do Controle Otimo, e suas aplicacdes nas diversas areas do conhecimento humano,

das ciéncias tecnologicas até as ciéncias biologicas e sociais [39], [41].

2.3.1 Sistema auténomo

Nesse trabalho trataremos apenas de sistemas autéonomos do tipo Kolmogorov, de
malha fechada (sistema de realimentacao - feedback control system), um controle que sera
injetado, frente ao sistema, referente & variavel vetor de estado, e que tem como objetivo

corrigir qualquer erro ou desvio da saida, mantendo o sistema ao final do processo, em um
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nivel de comportamento ajustado ao que foi pré-estabelecido como o 6timo ou desejavel.
Assim, o fator de controle nao dependerd explicitamente do tempo, mas indiretamente,

a partir da variavel de estado z(t). O diagrama de uma malha fechada é detalhado na

figura [2.16}

ununnn vt} ,_m uft) o =ffa) + u glx) i

Entrada r'\_l) "
- da —
Sinal Makha bloco principal -
Entrada da malha fechada Sinal
de
Saida

snal de realimentagao

Figura 2.16: Diagrama de malha fechada.
Fonte: autoria prépria.

Definicao 2.3.1 O sistema auténomo com controle de malha fechada, representado por:

T = flzi(t), w)
w = u(x) (2.14)
IZ(O) = IZ'O
onde f : DxQ C R™™ — R", uma funcao de classe C' e u; o controle de realimentacdo

para a malha fechada.

Conjunto Controle Admissivel

Denotemos por %, o conjunto dos possiveis controles admissiveis ou viaveis, nao-vazio
e nao unitario, controle estes capazes de manter o sistema autoénomo estabilizado para
certas variaveis de estados, pois sabemos que para alguns estados eles podem acarretar
uma nao controlabilidade, como veremos mais adiante. Para nossa seguranca, vamos
considerar o conjunto funcao controle como fungdes continuas, por partes, PC°(I,R™)

definidas no intervalo I C R e contra-dominio em R™:

U ={u:1—-R" uePC'(I,R")}.

Processos Admissiveis

Este quesito segue do Teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes de EDO do tipo
de problema representado pelo sistema (2.14]) acima. Chamamos de processo admissivel a

notagao do par (", u), onde z* = z*(t) corresponde a trajetoria do sistema determinada
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sob influéncia do controle u escolhido e que satisfaz a condicao inicial, x*(tg) = xg, que

leva ao ponto fixo final, 2*(T) = z, veja figura 2.17

T A

Y T)=T

Figura 2.17: Diagrama de processos 6timos.
Fonte: [34]-adaptado.

Controlabilidade Local e Global

A controlabilidade estd associada ao processo de estabilidade estudado nas secoes
anteriores, e a estabilidade assintOtica relativa aos pontos criticos estaveis do sistema
considerado, claro que poderiamos verificar a partir de outros estados, porém estes aqui

nao serao estudados porque fogem aos nossos objetivos.

Defini¢ao 2.3.2 (Ponto de equilibrio assintoticamente estdvel) Um ponto de equilibrio T
do sistema auténomo (2.14) € dito assintoticamente estdvel se, ele for estdvel e que dado
um € > 0 existe um 6 > 0 tal que toda solugcio v = x(t) para a qual ||z(0) — Z|| < 9,

satisfaz

Veja figura [2.18

Figura 2.18: Convergencia de Lyapunov.
Fonte: [41]-adaptado.
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Enquanto tratarmos de sistemas autonomos lineares, a nocao de controlabilidade local
e global, ainda, o mesmo acontece em relagao a controlabilidade assintotica local e global
de um determinado estado, podem ser tratados como equivalentes, as nocoes se equivalem,
para mais detalhes, consultar [39]. No entanto, em casos de nao-linearidade do sistema

autobnomo isto nao ocorre de fato, um exemplo tipico esta descrito em [39].

2.3.2 Funcoes de Controle de Lyapunov

As fungoes de Lyapunov garantem a estabilidade de sistemas autonomos com controle,
observado o critério de estabilidade. As fungoes de Lyapunov sao fungoes que descrevem
a mesma propriedade equivalente da funcao norma, na definicao de estabilidade de um
sistema, qual seja, vai decrescendo ao longo da trajetoria, feito uma certa “energia”
dissipando-se no decorrer do processo em busca de uma configuracao com “energia”
minima, isto porque no estudo da Mecéanica Classica a funcao de Lyapunov é representada

pela energia total do sistema [41].

Defini¢ao 2.3.3 (Funcdo de Lyapunov) Uma fungao continua V : D — R ¢é dita de
Lyapunov para o ponto de equilibrio T, de um problema do tipo de sistema (2.14)) tal que

o fluzo seja p(t,x), se satisfaz as condigies:

(1) V(z) = 0.

(i) V(z) >0 se x #z, V € uma matriz positiva definida.

(111) Se t; < ta, entao V(p.(t2)) < V(pa(t1)), que pode ser traduzida para o caso
estrito, por:

(iii)’ V = V'V (x)- f(z) < 0 em D\{Z}, onde utilizaremos o produto VV (z)- f(x)
com a notagao de produto interno: (VV (z) - f(x)).

A condicao (iii)’ significa que a funcao V : D — R decresce ao longo da trajetdria

0. (t) = (t, z), convergindo ao ponto de equilibrio assintoticamente estdvel T.

Certamente podemos dizer que nao é dificil encontrar uma lei de realimentagao de um
problema do tipo sistema autonomo linear controlado, mas se o sistema com controle é
nao-linear, a situagao exige complexidade para obtencao da lei de realimentacao a fim de

estabilizar o sistema na forma local ou globalmente. E isto que vamos tratar agora.

Conhecida uma determinada lei de realimentacao para um sistema de malha aberta,

nao se garante que esta sirva para estabilizar um sistema de malha fechada. No entanto, se
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formos capazes de encontrar uma fun¢ao de controle Lyapunov (FCL) no sistema de malha
aberta e, com algum tratamento matematico associado mais elaborado, serd possivel
adaptar e construir uma lei de realimentacao estabilizadora para o sistema auténomo de
malha fechada. Alias, se é possivel construi-la, ela nao serd tnica, podem ser varias, mas
0 que nos interessa verdadeiramente ¢ buscar a lei de realimentacao 6tima para o sistema

considerado.

Definigao 2.3.4 (Fungao de Controle de Lyapunov) Seja D o espago dos estados, onde
D =R" ou D CR" é um aberto ilimitado. Suponhamos que T € D seja um unico estado
de equilibrio para o sistema com controle de malha aberta. Uma funcao de controle de
Lyapunov (FCL) estrita para o sistema com controle de malha aberta, relativa ao estado
de equilibrio T, é uma funcao V : D CR™ — R, continua em D e diferencidvel em D\{z}

tal que:
(1) V(z) = 0.
(i) V' € positiva definida em D\{z}; isto é, V(x) > 0, Va € D\{z}.
(443) 1imy ;3| 400 V(x) = 400.

(iv) Ve € D, x # &, existe um controle admissivel u tal que: VV (z) - f(x,u) < 0.

Teorema 2.3.1 Se (Z,u) € o unico ponto de equilibrio do sistema com controle de malha
aberta e se existe uma funcdo de controle de Lyapunov (FCL) estrita para o estado de
equilibrio &, conforme definicao entao o sistema serd globalmente assintoticamente

controldvel a T.

Dai, podemos a partir da funcao de controle de Lyapunov, construir uma lei de
realimentacao estabilizadora para um sistema nao-linear. Como dissemos anteriormente,
para concluir, restaria escolher a lei de realimentacao 6tima, a partir da minimizacao do
funcional linear quadratico , e no calculo da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJB) (2.20), que serao apresentadas a seguir.

2.3.3 Controle Otimo

O qué se quer é encontrar uma funcao que possa levar o sistema de um estado inicial
a outro final desejavel, de forma capaz de controlar o sistema e leva-lo a estabilidade
assintética, com menor custo de energia e tempo. FKEssa funcao é chamada de lei de

retroalimentacao otima.
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Funcional Objetivo

Defini-se funcional de Custo, o valor capaz de representar a medida do custo de levar o
estado x( inicial ao estado final desejado, através de uma trajetoria associada ao controle
u, conforme o sistema . Na literatura, encontramos o funcional de custo como
sinonimo de funcional objetivo. No caso de problemas com horizonte infinito (exigéncia
para maioria das aplicagoes em sistemas biologicos), para t > 0, consideramos o funcional:

“+o00

Foo (z,u) = L(x(t),u(t)) dt (2.15)

0
onde z(t) € CY, u(t) € %, L(x,u) € C' chamada fun¢ao de custo, e obviamente

o interesse ¢ minimizar o funcional _#Z,,, para isso, a integral impropria (2.15) devera

convergir para o processo 6timo (z%(t), u(t)).

Funcao de Bellman

Antes de descrevermos a funcao de Bellman, é importante apresentar o Principio de
Otimalidade de Bellman. Conforme Bellman [39], [41], podemos verificar o custo gasto
para usarmos uma certa “energia” a fim de levarmos uma particula de um estado inicial
a outro final, por diversos percursos (conforme ilustrado na figura , o qué nos leva
a supor que ha etapas a serem escolhidas: as de menor custo, como estratégias mais
desejaveis que minimizam o custo total para a trajetoria de se levar a particula do estado
inicial a outro final. O custo 6timo serd o resultado, levando em conta, as parciais de
custos de cada etapa 6tima escolhida. A escolha do percurso de custo total minimo sera a
decisao 6tima para o processo associado ao controle u. Um exemplo cléssico para descrever
a otimizacao de Bellman é encontrado em [41]], que exemplifica um sistema discreto, mas

que muito auxilia, em analogia, entender os processos continuos.

Definicao 2.3.5 Dado u € %, denotamos a trajetoria associada por z*. A funcgao de

Bellman, ou fun¢ao valor 6timo € a aplicacao V : [0,T] x R — R definida por,
V(xg) :=min{_# (xo,u,z") | u € Ulto, T|}. (2.16)

Um controle u € Ulty,T] é denominado controle 6timo para o sistema (2.14)) com
horizonte infinito,

V(o0) = 0. (2.17)

Assim, temos:
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Neste caso, T := x™ € denominada trajetoria 6tima e o par (z,u) é chamado de solu¢do

ou processo O6timo para o sistema (m, com horizonte infinito.

Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Pode-se definir a funcao de Bellman:

T
V(£ (1) = / Ps, 5(s), als)) ds, (2.18)
to
onde o operador £ (s, Z(s),u(s)) é pelo menos continuo, por exemplo, aquele que define
o funcional linear quadratico, .Z = px? + qu?, onde p e ¢ constantes positivas.

Fagamos a derivada de (2.18) em relagao ao tempo, obtemos:

8\/(2?(0) L <8V(gj(t)),f(t,g‘;(t),a(t))> = —2(t, z(t), u(t)), (2.19)

equacao principal, base do processo da programacao dinamica para problemas de controle
6timo. Em particular,

oV (t,z(t)) ]
or T

oV (t,z(t
(P a0,u0) ) + 2eato.uey} =0, @20
V't € (to,T), sendo o minimo obtido em u = @(t) para cada t. O que fica demonstrado
para problemas envolvendo sistemas autonomos, quando:

aV (z(t))

=0
ot ’

obtém-se a condicao que garante o controle étimo:

min {(VV (x(t)), f(z(t), u(t))) + Lt (), u(t))} = 0. (2.21)

u€ef)

Observacao 2.3.1 Conhecendo a funcao de Bellman , a equacao de Hamilton-
Jacobi-Bellman gera o que se deseja, uma lei de realimentacao (feedback control)

para o sistema.

Em seguida iremos apresentar a obtencao desta lei, partindo das formulacoes do
problema Lotka-Volterra para diversos cenérios de interesse, aplicando o controle 6timo

linear e nao-linear.



Capitulo 3

METODOLOGIA

Vamos tratar e analisar os problemas de Lotka-Volterra para os cenérios: uma presa
e um predador, duas presas e um predador, duas presas e dois predadores. O ponto de
partida é o modelo generalizado, sistema . Verificar diferentes propostas para os
campos vetoriais f(z;(t),u;) que compoem o sistema Lotka-Volterra, com destaque nas

diferentes estratégias, sem controle, com controle tipo linear e tipo nao-linear, figura |3.1|

Em todos os casos faremos simulacoes numéricas, no Capitulo 4, a fim de verificar
se o sistema ¢ capaz de manter o nivel de pragas abaixo dos danos econdémicos da
lavoura, e garantir o correto manejo integrado de pragas. Para tanto, vamos aplicar
a programacao dinamica e o principio de otimalidade de Bellman, resolver a equacao de
Hamilton-Jacobi-Bellman, a fim de descobrir a lei de controle de realimentacao 6tima.
Por fim, comparar os resultados obtidos, e se eles satisfazem as orientagoes técnicas ao

manejo integrado de pragas, disponiveis pela EMBRAPA.

Apresentaremos as formulagoes para cada estratégia, controle tipo linear e tipo
nao-linear. Na primeira, faremos o processo de linearizacao previamente, seguida da
Programacao Dindmica com aplicacao da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman, a fim
de encontrar por completo, a lei de retroalimentacao 6tima por aplicacao da equacao

algébrica de Riccati.

Para a formulagao com controle nao-linear, adotaremos a estratégia estabelecida no
trabalho de Molter e Rafikov (2004) [32], que consideram nao praticar o processo de
linearizacao. A partir da funcao de Bellman, do tipo logaritmica, aplicam-na equacao
de Hamilton-Jacobi-Bellman, encontrando a lei de realimentacao 6tima. Posteriormente,
consideram o problema inverso, o controle 6timo encontrado retorna a equacao HJB que

gera um novo sistema onde os coeficientes da funcao valor de Bellman e os parametros de
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ponderabilidade do funcional de custo, relativo ao controle, sao computados. Por fim, a

funcao de Bellman é estabelecida por completo.

Sistema Lotka-Volers
presa predador

Estabilidade

Pontos Criticos <::| Lines rizsk;ﬁ:}

FPlanc de Fase

Frocessos Admissi veis Frogramacso -
Ponto de Equili bric <::| Dindmica Controle <:::} Dtlgzll:f:ad: de

Assintoticaments Estavel Otimo

U

Fungso de Lyapunov
{(FungSo de Beliman)
Hamilton-Jacobi-Beliman

Funcdo de Custa Quadratico
Equacdo de Ricosti

¢

Controle nao

- .
Controle Linear [ —

Figura 3.1: Fluxograma béasico para a Programagio Dinamica.

Fonte: autoria prépria.

3.1 Formulacao do problema Lotka-Volterra com
controle 6timo linear

Tratemos de exemplificar a otimalidade de sistemas nao-lineares autdénomos com
controle tipo linear. Para isto, a literatura utiliza como funcional objetivo ou de custo, o

funcional quadratico, assim chamado de problema regulador linear quadratico (LRQ).

Dado o problema com controle tipo linear:

d; n :
dl]; Z; (ri_ijl Clijl’j> —HL—l—u“ 1= 1,2,...,77,,
Iz(O) = Ty,

zi(o0) = I

(3.1)
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onde:
ﬂi = —fi (Ti — Zaija:j> s (32)
j=1

e u;, controle de realimentacao 6tima, sera obtido ap6s a programacao dinamica. Deseja-se
descobrir as condigoes necessarias a otimalidade para o problema ({3.1)), minimizando o
funcional de custo quadratico (_# ), por conta do processo de linearizagao da variavel de
estado = e o tratamento equivalente a variavel de estado da fungio desvio (Y'), definida
na forma: Y (t) = [y;(t)] = [z:(t) — Z;(¢)], ¢ a matriz Jacobiana (J), sistema (3.4). Assim,

devemos minimizar o funcional:

400
I (Y,u) = % /0 (YIQY + u"Ru) dt, (3.3)

sujeito a,
Y = JY + Bu
Y(0) = Y, (3.4)

Y(co) = 0 (condicdo de horizonte infinito).

Assim, o sistema (3.1)) ird estabilizar-se ao nivel pré-estabelecido, a medida que avanca
o tempo, o mesmo para a perturbagao (x; — z;) — 0, quando (t — +o00), nivel de

convergéncia assintoticamente estavel.

A solucao Y, do sistema , cumpre a condicao de horizonte infinito, e () é uma
matriz simétrica positiva semi-definida, R e B matrizes diagonais positivas definidas, todas
quadradas de ordem n X n. Esta tltima, chamada matriz de acoplamento do controle,
costuma ser representada pela matriz identidade. Os elementos de ambas as matrizes, ()
e R, definem os coeficientes de ponderabilidade do funcional #. Além disso, u = u(t)

representa o vetor de controle de retroalimentacao 6timo a ser determinado na sequéncia.

Para encontrarmos a dinamica do sistema equivalente a , falta calcular a lei
de controle de realimentacao u do sistema. Na pratica, o que se espera é resolver a equacao
de Riccati, substituidas as matrizes componentes da funcao de custo quadratico e as
matrizes que estao presentes no sistema (3.4]), além, fundamentalmente a escolha da funcao
valor de Bellman capaz de minimizar a funcao custo quadratico e levar a trajetoria do

sistema de um ponto inicial ao ponto final, e que satisfaca a condi¢ao de horizonte infinito
introduzida no sistema ((3.4).

Uma das possiveis escolhas de fungao valor de Bellman é:

V(Y) = %YTSY. (3.5)
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A equacao de Riccati é explicitada a partir da seguinte sequéncia, que satisfaz a

equacao diferencial parcial HJB:

88_‘25/ + min {VVT(Y) Y+ % (Y'QY + uTRu)} =0, (3.6)
oV . T 1 T, T
—5; T min VVE(Y)-(JY + Bu) + 3 (Y'QY +u'"Ru) p = 0. (3.7)

A fungdo valor (V) é explicitamente independente do tempo, e apenas dependente da

varidvel de estado Y, desta forma:
ov

=0,
ot
e calculando a derivada parcial do que restou, equacao (3.7), em relagdo a variavel de

controle (u):

1
a{ (VVIY) - (JY + Bu)) + 5 (YTQY + u"Ru) }
ou
Obtida a relagdo: VVI(Y) = SY de (3.5)), a substituiremos na equagao (3.8)):

— 0. (3.8)

a{ (SY - (JY + Bu)) + % (YTQY + u"Ru) }

=0
ou ’
SYB + Ru=0,
e portanto,
Ru = —-SYB = —-B'sY,
o resultado exprime a lei de retroalimentacao 6tima:
u=—(R'BS)Y, (3.9)
onde BT é a matriz transposta da matriz B, e:
u’ = -YTR™'B’S. (3.10)

De forma inversa, substituindo os valores da variavel de controle 6timo u e u”

novamente na equacao de HJB (3.7)):

1
SY - (JY + Bu) + 5 (Y'QY + u"Ru) =0,

1
SY - (JY + B(-R'BTS)Y) + 5 (Y'QY + u'(—B"SY)) =0,
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1 1
SY -JY + SY - B(-R'BTS)Y + §YTQY + 5(—YTR—IBTS)(—BTSY) =0,

1 1
Y1S.JY + YIS . B(~R'BTS)Y + YTEQY + YT(—§R‘1BTS)(—BTS)Y =0,
1

YT{SJ + SB(—R'BTS) + %Q + (—§RlBTS)(—BTS)} Y =0,

arranjando os termos semelhantes, pode-se estabelecer a expressao conhecida, a equacao

matricial de Riccati [24], [35], [46]:
SI+J'S — S(BR'BT)S+Q =0, (3.11)

e em seguida descobrir completamente a matriz S.

Uma vez conhecida S, ela que serd utilizada na equagao (3.9), resultando na
determinacao da variavel de estado de controle 6timo e garantindo que todos os autovalores

tenham parte real negativa (estabilidade assintotica).

Apo6s o término da Programacdao Dinamica, é possivel determinar a trajetoria 6tima

associada & solucao na variavel de estado x, assintoticamente estavel:

i (t) = {J — BR'BTS}a"(¢t), 2(0) = . (3.12)

O custo 6timo associado ao controle 6timo depende da condi¢ao inicial g considerada,
a expressao abaixo é definida conforme a defini¢ao e [28]:

A () = %x&%o. (3.13)

A seguir, a formulagao considerando o controle 6timo nao-linear.

3.2 Formulacao do problema Lotka-Volterra com
controle 6timo nao-linear

O nosso objetivo é encontrar os vetores u;, controle de realimentacao (feedback
control) ndo-linear, que transfere o sistema do problema do estado inicial
z;(0) ao estado final z;(c0), um problema com a condigdo de horizonte infinito,
necessaria aos sistemas biologicos. Com isto, pretende-se encontrar uma funcao de
Lyapunov, que minimiza o funcional quadratico #(Y,u), a partir da funcao de
Bellman do tipo logaritmica, utilizando a programacao dinamica e uso da equacao de
Hamilton-Jacobi-Bellman (3.7), e ainda, a equagao de Riccati [24], [35], [46]. Feito isto,
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encontraremos o controle 6timo (u) que efetivamente ird controlar o sistema (3.14)), a

estabilidade assintotica:

dQJi u .
dt = Ij (ri—Zaijxj+ui+ui>, 221,2,...,77,.

= (3.14)
xl(o) = Ti
Revendo, o funcional de custo:
+oo
F(Y,u) = / (Y'QY +u"Ru) dt, (3.15)
0

onde o integrando pode ser representado pela aplicagao: Z(Y,u) = YIQY + u'Ru, e
Y, = x; — x;, a perturbacao, ou desvio da variavel de estado z;, em torno do ponto critico
Z; e (, R matrizes positivas definidas. Ao invés de procurarmos a funcao de Bellman
que se ajusta ao problema de Lotka-Volterra generalizado com controle nao-linear (3.14)),

vamos defini-la da forma logaritmica, a seguir:

Viz) = i ¢ (:z: — % —%iln (;—)) , (3.16)

i=1
com ¢; constantes positivas. Desenvolvendo os termos que precisamos para a equagao

HJB, teremos:

d 11
—V:Zci 1= — (3.17)

.Ti—j}i
i , 3.18
( =) (31)

quando aplicado em z; = Z; > 0:
av.

— =0. 3.19
o (3.19)
Podemos conferir a condicao de minimo, dada por:
PV = T
o ZC" et (3.20)
i=1 i

verificando que é sempre positiva. Logo, a funcao é também uma funcao de Bellman.

Resta calcular, V que sera substituida na equacio de Hamilton-Jacobi-Bellman, equacio

BD:
dv Z” L
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Substituindo a primeira equacao do sistema (3.14) em (3.21)), tem-se:

i |1 — aijxj -+ 711' + ul>>
AV < ( < ;

= Zc (z; — ;) - . (3.22)

Além disso, observe que o valor da variavel de estado de controle direto u; (feedforward

control):
j=1

podemos substitui-la em (3.22)):

n

dV = =
— = S (@ — 1) (n = gy — i+ Y auTi+ u) . (3.24)
i=1 j=1 J=1

Simplificando os termos:
dV - - n B
- Zci (z; — ;) (—Z%‘ (z; — 75) +ui>7 (3.25)
=1 j=1

o vetor controle de realimentacao, pode ser escrito na forma generalizada:

j=1

dai lembrando, que y; = z; — Z;, vamos substituir (3.26)) na equagao (3.25)), obtendo:

n

=1 Jj=1 j=1

que na forma matricial, fica reduzida a:

av

= ~YTAY + Y'Bu, (3.28)

onde cada matriz componente, estd mostrada abaixo:

Cia11 CiG12 ... CiQ1p

_ CoQ9o1 CoQ22 ... C2Q9n

A= ' ' ' , (3.29)
Cnlp1 CpQp2 ... Cplpp

nxn
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cibiy  c1byo c1bin
_ Cgbgl 62b22 02b2
B= " (3.30)
Cnbnl Cnbn2 Cnbnn

nxn

Substituindo (3.28)), (3.29) e (3.30) em (3.8)), e lembrando que a condigao de horizonte

infinito é garantida, o desvio na estabilidade é nulo. Desta forma, a equacao matricial de

Hamilton-Jacobi-Bellman se reduz a:

A (Y, u) =min {-YTAY + Y"Bu+Y'QY + u"Ru} = 0.

U=Uy

(3.31)

Para encontrarmos o nosso objetivo final, a varidvel de estado de controle 6timo, wu,

vamos derivar (Y, u) em relagdo a u, e prosseguir na deducao:

0 (Y,u) _ O(=YTAY + Y'Bu + Y'QY + u"Ru) 0
ou ou ’
BTY +2Ru =0,
1
Ru = —§BTY.
Logo:
U= —%R‘@TY,

(3.32)

(3.33)

(3.34)

o vetor coluna controle 6timo que gera a lei de controle de realimentacao 6tima do sistema

(3.14), consequentemente o vetor linha controle 6timo equivalente sera:

1 _
ul = —QYTB(R‘l)T.

Substituindo (3.34) e (3.35) em (3.31)), chegamos a:

~YTAY — iYTB(R‘l)BTY +YIQy = 0.

Colocando YT e Y em evidéncia:

o1 _
YT{—A - ZB(R—l)BT + Q} Y =0,
resultando em
1 1 o -1\ BT
Q=A+B(R™)B".

Com a aplicagao do controle tipo nao-linear, conforme as equacoes do

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
sistema (3.14)),
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podemos descrever as matrizes:

0 meo ... 0
R=| (3.39)
0 0 My,
nxn
C1 0 0
_ 0 Cy ... 0
B= . (3.40)
0 O C,
nxn
com B = BT. Logo, de (3.38)):
din 12 --- Qin
Q- | o (3.41)
dn1 4n2 --- Gnn nxn
2
(ﬁJ 0 ... 0
cia11 C1a12 ... C10Q1p my 9
G
CoQ91 C2Q99 ... CoQop 1 0 <—> 0
Q g —|— —_ m2
2
Cnnl  Cnln2 - Cnlnn ) 0 0 N (C_n)
My nxn
(3.42)

Geralmente a matriz () é considerada simétrica. Assim, para garantir essa simetria,
devemos estabelecer:

. CiQij + Cjaj;

ij = % (3.43)

Dai, chegaremos a conclusdo simplificada pelos acréscimos das matrizes A e A, assim:
YTAY — YTAY = 0. (3.44)

Sendo abaixo descrita, a matriz A, em concordancia com a definicao de seus coeficientes
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em (3.43):
(cra12 + caa91) (cra1p + Cnny)
C1011 o
2 2
(caa91 + cra12) (C2a2n + Cran2)
~ Ca029 ce
A= 2 2 —
(Cnant + c1015)  (Cnlna + C2a2,)
cia11  Ci1G12 ... C101p C1a11 C2Q21 ... CpQpl
1 CoQ21 CoG22 ... Colapy 1 C1Q12  C2G22 ... CpGp2
= - + = ) (3.45)
2
Cnlpl CpQp2 ... Cplpp C1Q1p  C2Q2pn ... Cplpp

repare que ela possui os componentes da matriz A e AT, podendo ainda ser representada,

na forma:

-1 1
A=-D.A+-A"D,,
2 2

(3.46)

onde D, é a matriz diagonal com os elementos sendo as constantes c¢;. Logo, substituindo

(3.46) em (3.36)), teremos:
1 1 1
e {éDCA * §ATDC} Y = JY'D(BR™BT)D.Y +Y™QY =0,

ou equivalentemente:

(3.47)

Yy’ {—% (DA + ATDC)} Y+ YT{—%DC(BRlBT)DC}Y +YIQY =0,  (3.48)

ou ainda,

1 1
v {—5 (D.A+A™D,) — ZDC(BR‘lBT)DC + Q} Y =0,

e terminando,

1 1
Q= 5 (D.A+ A™D,) + ZDc(BR—lBT)z)C,
onde:
10 ...0
0 1 0
B =
00 1

nxn

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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Portanto,
(cra1z + coaz;) (cra1n + Cpan1)
C1a11 - = ., -
dqgi1 q12 ... (Qin 9 5
21 Q22 Q2 (c2az1 + c1a12) ot (coa2n + Cnans)
oo n —_— 2 22 .« e —_—
Q= . . . = 2 ' 2 +
dnl 4n2 --- Qnn (Cﬂanl + Claln) (cnan2 + C2a2n) ca
2
mi
1 0 Cg) 0
1 e : (3.52)
0 0o .. <Cz>
m'ﬂ

Com as deducoes que foram feitas, podemos variar o nosso ponto de vista e entender
o problema original como um problema inverso. No problema original, a matriz @)
¢ fornecida como um dado do problema, e para essa formulacao iremos calcula-la,
seguindo o problema inverso, desde que garanta sem perda de generalidade os objetivos de
minimizagao do funcional de custo, as condigoes iniciais e de horizonte infinito. Permitindo
finalmente obter a variavel de controle 6timo , que pode ser expressa na forma
generalizada equivalente:

o i L2 (3.53)

U; = —

Isso pode ser realizado por implementacao computacional e executado em simulagoes na

plataforma do MATLAB® , conforme efetuado no Capitulo 4.

O wvalor do custo 6timo associado ao sistema de controle nao-linear depende da

condicao inicial z;(0) e definido na forma [28]:

s =3 e (n0) -7~ zn (40)). (3.5

(x,
i=1 v

A seguir, iremos simular o sistema Lotka-Volterra para os cenérios: uma presa e um
predador, duas presas e um predador, duas presas e dois predadores, sem controle 6timo

e com controle 6timo linear e nao-linear.

IMATLAB® ¢ uma marca comercial registrada de The MathWorks, Inc., 24 Prime Park Way, Natick,
MA 01760, USA, (508) 653-1415, info@mathwoks.com, http://www.mathworks.com.



Capitulo 4

RESULTADOS NUMERICOS

Vamos verificar os resultados teoricos desenvolvidos nos capitulos anteriores através
do uso do MATLAB® para as simulacoes dos diversos sistemas de equacoes de
Lotka-Voterra: sem controle, com controle linear e com controle nao-linear. Diversificado
aos cendrios do sistema Lotka-Volterra para: uma presa e um predador, duas presas e um

predador, duas presas e dois predadores.

Ao utilizar a programacao dinamica, é imperioso encontrar as funcoées de Lyapunov,
das quais as pretendidas, chamadas funcoes de Bellmam, minimizam o funcional objetivo,
definidas em nossas aplicacoes do tipo linear quadrético, e satisfacam as condicoes iniciais,
estabelecidas para o sistema e posteriormente equivalente ao problema A

condigao de horizonte infinito Y (co) = 0.

Na teoria de controle 6timo para sistemas lineares, geralmente, os valores das matrizes,
@ e R, sao dados. Através da escolha e aplicacao da funcao de Lyapunov, iremos
substitui-la na equacao de HJB, e encontrar a lei de realimentacao 6tima do sistema
controlado que transfere equivalentemente, uma trajetoria qualquer do ponto inicial ao
ponto final, de forma que o caminho seja minimo, ou seja, otimizado com menor energia.
Para isso, recorre-se a resolver a equacao de Riccati, através do uso da funcao residente
LQR do MATLAB® ¢ a0 método Runge-Kutta de quarta ordem, a resolver o sistema
de equacoes de Lotka-Volterra. E finalmente, pelas simulacoes computacionais, poder
aprofundar e investigar a dinamica das populacoes de espécies do sistema Lotka-Volterra
presa-predador, através dos resultados obtidos e guiados pelos trabalhos [15], [31], [32],
137] e [45].
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4.1 Analise qualitativa e controle 6timo para o sistema
com uma presa e um predador

Vamos analisar o problema Lotka-Volterra, uma presa e um predador com competicao
entre espécies, destacando que nenhum controle é aplicado no sistema.
Para o caso de nao haver competicao, o estudo é similar, basta anularmos os coeficientes
que traduzem a competicao interespecifica das espécies, os termos cruzados respectivos e,

dar sequencia ao tratamento do problema, normalmente.

4.1.1 Sistema sem controle

Dado o sistemas:

dl’l 2
- = 1Ty — 11T] — Q12712
dt
(4.1)
dlCQ 9
_dt = —ToZ9 + A21T1%2 + Q2275

onde x1,x, representam respectivamente o numero de espécies por metro quadrado da

presa, a lagarta: Spodoptera frugiperda, e o predador: a vespa Trichogramma.

O coeficiente r| representa o valor da taxa de crescimento da populagao de presas: a
lagarta-do-cartucho Spodoptera frugiperda; ry representa o valor da taxa de mortalidade
da populacao de predadores: a vespa Trichogramma, e os coeficientes a;;, 7,7 = 1,2,
representam as taxas interespecificas das populagoes presa-predadores, consideradas no
sistema. Na secao [2.1] encontramos os dados divulgados pela EMBRAPA para o ciclo de

vida da espécies de lagarta-do-cartucho de milho e do parasitoide vespa Trichogramma.

Segundo o modelo de Malthus, podemos calcular cada uma das taxas de crescimento

e mortalidades das espécies. Na forma generalizada:

Ti = Ty - eh't’ 1=1,2,
onde o valor inicial da densidade da espécie 7 é representado por z;,. A menos do sinal,
r; € a taxa de natalidade ou mortalidade da espécie 7. Assim, calculando o coeficiente r;
para a presa: a lagarta-do-cartucho, com a informacao obtida da EMBRAPA [I§], de que

na postura existem cerca de 100 ovos, e ciclo de vida de 30 dias, podemos escrever:

100 = 1- ¥
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Com o seguinte resultado: r; = 0, 15 para a taxa de crescimento da lagarta-do-cartucho.

Para o calculo do coeficiente 75, do parasitoide: vespa Trichogramma, utiliza-se a
informacao da EMBRAPA [I8] que relata o nimero esperado de mortes da espécie: entre
1 a 4, durante o ciclo de vida de 10 dias. Para o pior caso, obtém-se ro = % = 0, 10,
que por ser tratada na equacao com sinal negativo, representa a taxa de mortalidade de

vespas: parasitoide Trichogramma.

Esses e os demais valores dos coeficientes estao resumidos na tabela
Destaque, nao ha competicao entre os predadores, ou seja, as vespas nao competem entre

Si7 dai: 99 = 0.

T1 T2 a1 Q12 21 22
0,15 | 0,10 | 0,0009 | 0,036 | 0,0015 0

Tabela 4.1: Valores dos coeficientes do modelo simples, uma presa e um predador com competicio.
Fonte: [I5].

Primeiramente ¢ necessario determinar os pontos criticos do sistema (4.1]), a saber:

™mT — allx% —apriry = 0 (4 2)
—T9T9 + A91 X1 Ty + CLQQI% =0
reescrevendo:
T1(r1 — a11T1 — a1 = 0
1(r 1121 1272) (4.3)
.I'Q(—TQ + ao1x1 + (1221'2) = 0.
Assim, podemos obter os seguintes pontos criticos:
Py = (71,72) = (0,0), (4.4)

P = (;—111,0) , (4.5)
Py = (0, T—Q) , (4.6)

a22

Q92 — 72012 T2a11 — T1G21
P, = ( . (4.7)

)
A11Q22 — A12G21 A11G022 — A12421

Assumindo que (ajjass — ajzas;) # 0 e substituindo ase = 0 (sem competi¢ao entre
predadores: a vespa parasitoide Trichogramma), teremos as coordenadas destacadas
abaixo calculadas com os valores da tabela |4.1| nas equagoes (4.4) a (4.7)), encontramos os

seguintes pontos criticos:

P, =(0,0), P,=(166,67:0), P, = (66,67;2,5).
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Observamos que o ponto P3 nao pode ser definido, uma vez que o coeficiente asy = 0.

Analisando cada ponto critico, verifica-se que o ponto P, ndo é um ponto de interesse,
visto que nao ha lagarta e nem vespa na lavoura do milho. Quanto ao ponto P, observa-se
que a lagarta-do-cartucho est& presente na lavoura e livre de ataques de predadores ou
parasitoides. Pelo valor apresentado a densidade populacional da lagarta-do-cartucho
Spodoptera frugiperda afetara de forma destrutiva a lavoura, o valor ¢ muito superior ao
nivel de danos econdomicos e biologicos estabelecidos pela EMBRAPA, conforme [18], que
¢ no maximo de 7 lagartas por metro quadrado. Desse modo, ¢ urgente a intervencao e
o manejo integrado de pragas, com o controle biolégico através da inser¢ao de inimigos

naturais, tais como a vespa Trichogramma.

No ponto Ps, definido em (4.6 a lavoura ndo corre nenhum risco, pois nao ha praga.
A lagarta-do-cartucho nao esta presente, no entanto, existe a vespa e ela corre o risco de
desaparecer, exatamente por auséncia do hospedeiro (a lagarta Spodoptera frugiperda)

de seus ovos.

O ponto P, é o tnico de interesse dos estudos biologicos e de controle de pragas
na lavoura, pois lagartas e vespas coexistem no mesmo espago fisico e, competem entre
si por sobrevivéncia. Além do que, como ji foi relatado acima, a lagarta-do-cartucho
tem densidade populacional acima do nivel de danos econoémicos e biolégicos, exigindo o

controle das pragas (a lagarta Spodoptera frugiperda).

Estabelecido o ponto de interesse Py, seguimos o estudo do controle de pragas. Por
se tratar o sistema Lotka-Volterra um sistema autonomo nao-linear, é necessario aplicar

o processo de linearizagao no sistema (4.1)) aplicado ao ponto P .

Supondo uma pequena perturbacao no sistema em torno dos pontos criticos estaveis,

podemos encontrar a matriz Jacobiana aplicada ao ponto de estabilidade:

1 — 21171 — Q1272 —@1271
J (.7_71,522) == 5 (48)

a91To —To + A9171 + 2@22@2
substituindo os valores da tabela .1} na matriz Jacobiana, observamos:

0,15 —2(0,0009)z; — 0,036z —0, 036z,
J(Z1,22) = : (4.9)
0, 00152 —0,1+0,0015z,
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A partir do qual é possivel construir a tabela a seguir, conforme a andlise de

estabilidade introduzida na segao [2.2.4

Ponto Critico | v = det J (Z1,%2) | 8 =Tr J(Z1,72) | B> — 4y | Classificagao
(0,0) <0 >0 >0 Ponto de Sela
(166, 67;0) <0 <0 >0 Ponto de Sela
(66,67;2,5) >0 <0 <0 Espiral Estavel

Tabela 4.2: Classificacdo dos pontos criticos para o sistema L-V uma presa e um predador, sem controle.

O interesse é o ponto Py = (66,67;2,5), o unico que exige atenc¢do, pois o valor
da densidade de presas por metro quadrado esta acima do nivel de danos econémicos a
lavoura: 7 lagartas por metro quadrado. Portanto, h& necessidade urgente de correcao e

controle no manejo de pragas.

Feita a substituicao dos valores introduzidos na tabela [{.1] e do ponto critico de

interesse, na matriz Jacobiana (4.9)), temos:

—0,06  —2,4
J(66,67:2,5) = . (4.10)
0,00375 0,000005

Avaliando a equagao caracteristica dos autovalores, a partir da matriz Jacobiana resultante

anterior, encontramos:
A = —0,03+0,09: e Ay = —0,03 — 0,094,

em conformidade com a analise de estabilidade apresentada na tabela[d.2] Caracterizando
o ponto Py como ponto de equilibrio, P, = (66,67;2,5) um ponto espiral assintoticamente

estavel, figura [4.2

A figura representa a dinamica da densidade populacional do sistema uma presa
e um predador com competicao entre as espécies. O grafico apresenta oscilagoes na
densidade de pragas: a lagarta-do-cartucho, apds a primeira ascensao, observamos um
pico na densidade populacional da presa: a lagarta-do-cartucho em torno de 150 lagartas

por metro quadrado do plantio do milho, este nivel é absurdo.

O agricultor tera de recorrer aos insumos ou inseticidas, de custo elevado e com
riscos ambientais, ou urgentemente implantar o correto manejo integrado de pragas, talvez

incluindo inimigos naturais, no caso, o parasitoide Trichogramma, na lavoura do milho.
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Figura 4.1: Dinamica da densidade populacional do sistema uma presa e um predador com competigao

entre as espécies, condigao inicial (1,1).
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Figura 4.2: Plano de fase do sistema L-V: uma presa e um predador, sem controle e espiral estével em

P., = (66,67;2,5).

4.1.2 Sistema com controle 6timo linear

Continuando o problema anterior, ha a necessidade de controle biol6gico de pragas,

pois a densidade de pragas, a lagarta Spodoptera frugiperda, esta acima do recomendado,

que é de 7 lagartas por metro quadrado do plantio na lavoura de milho.

O que se faz é acrescentar uma funcao U, de controle, no caso: controle linear aplicado
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a presa ou ao predador ou ambos, capaz de levar a trajetoria do ponto inicial ao ponto final,
satisfeitas as condicoes iniciais e de horizonte infinito , sob efeito de minimizacao
da funcgao de custo quadratico , e garanta a estabilidade assintotica no ponto de
equilibrio. Apo6s o acréscimo das funcoes U;, acoplamento de controle em ambas espécies,

o sistema fica expresso na forma:

dx
d_tl = (rizy — anﬁ — CL12I1$2) + U,
(4.11)
dlEQ 2
s = — (romy — an 1T — agxs) + Us
onde
e

;= (—1)'z (ri - Zaij:ﬁj> , (4.13)

onde @; é a parcela de controle de realimentacao direta (feedforward control), z; e T
sao os valores das variaveis de estados no equilibrio. Observe que a variavel de estado
de controle de realimentacao direta, ; (feedforward control) (4.13)), sera calculada para

o ponto fixo de equilibrio.

O problema agora é encontrar uma funcdo de controle de retroalimentacao u; (feedback

control), que force, ou melhor, transfere o sistema (4.11)) do estado inicial:
ZEZ(()) = Tjy, 1= ]_, 2, (414)
ao estado final:
x;i(00) = Ty, (4.15)

onde Z; sao os pontos fixos de equilibrios que desejamos sejam atingidos apds aplicar o
controle 6timo. Certamente serao valores menores que os estabelecidos pelo parametro

de danos econdémicos e biologicos na lavoura do milho.

Aplicando a linearizagao do sistema e a teoria da programacao dinamica, apresentada

na se¢ao vamos minimizar o funcional custo quadratico:

1 [T
F(Y,u) = 5 / (Y'QY + u'Ru) dt, (4.16)
0
onde Y = (z; — ;) é a variavel de estado transformada na matriz de desvio, que

representa o efeito da pertubacao em torno do ponto de estabilidade; () uma matriz
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positiva semi-definida: conhecida como matriz peso, e definimos a matriz R uma matriz

positiva definida.
No sistema (4.11)) aparece o termo do vetor fungao controle U;, equacao (4.12)).

Substituindo u; e 4; , ap6s o processo de linearizacao do sistema (4.11)), o sistema
equivalente resultante sera (4.17). Observe que o lado direito foi substituido pela

aproximacao de Taylor aplicada ao ponto de equilibrio desejado:

dY; _ _ _ _ _
d_tl = (1 —2an® — a1Zs)(r1 — 1) — a1Z1(T2 — T2) + w
(4.17)
dYs _ _ _ _ _
7 a1 T2(x1 — T1) + (—ra + an @y + 2a2072) (22 — T2) + ua.
Sabe-se que f(Z1,Z2),g(Z1,Z2) sdo nulas e J é a matriz Jacobiana aplicada ao ponto de
equilibrio:
(Z1,T) fo (T, 7T
J(71, ) = ff“(_l _2) f,Q(_l _2) : (4.18)
Yz, (‘rlv IQ) Yq (xla x2)
r1 — 201171 — Q12T —a12T
3 (71, 32) — 1 171 — A12%2 1271 (4.19)
a211_32 —T9 + CLQl.f‘l + 2@22532
Assim, podemos reescrever o sistema linearizado na forma matricial:
Y =JY + Bu, (4.20)

onde B é a matriz identidade de ordem 2. Substituindo os valores dos parametros da

tabela a matriz Jacobiana fica determinada:

0,15 — 0,0018%; — 0, 036 —0, 036z,
J(Z1,7) = : (4.21)
0,0015Z2 —0,1+0,0015z,

Para encontrarmos a dinamica do sistema (4.20) equivalente a (4.11)), falta calcular a
lei de controle de realimentacao u do sistema, conforme a formulagao do sistema L-V com

controle linear estabelecida na secao [3.1] e equacao (3.9).

O sistema (4.20]) pode ser expresso na forma equivalente:
Vi Yi
Ys

0,15 —0,0018z; — 0, 0362, —0, 0367,
( Ys

) + Bu. (4.22)
0, 00157, —0,1+0,0015z;
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Para manter o sistema no ponto de equilibrio desejado, escolhemos z; = 6 < 7,
lembrando que o valor minimo de lagartas por metro quadrado é 7, para que nao cause
danos economicos a lavoura. Consequentemente, substituindo este valor na primeira
equacao do sistema (4.3), T, = m, resulta no valor 7o = 4. Assim, o ponto
de equilibrio é determinado, P., = (6,a41)2.

As simulacoes foram realizadas no MATLAB®, utilizando-se as funcoes ODE45, que
emprega a funcao RK4, Runge-Kutta de quarta ordem, para resolucao do sistema de
equacoes diferenciais, além de utilizar a fungao LRQ, Regulador Linear Quadratico para

o calculo da equacao de Riccati.

As seguintes matrizes sdo fornecidas, conforme [15]:

Q:<1O 0), RlzBT:<1 0), (4.23)
0 10 0 1

onde ¢ () a matriz peso, R~! a inversa da matriz peso referente & variavel de controle do
funcional de custo (4.16) e B a matriz que determina a forma de como o controle atua,
qual ou em quais variaveis serd aplicada, efeito de acoplamento do controle. A matriz

Jacobiana é calculada, e fornece:

3(6.4) = ~0,0048 —0,2160 (124
’ 0,0060 —0,0910 / '

Dai, obtemos 8 = Tr(J(6,4)) = —0,0958 < 0, e v = det(J(6,4)) ~ 0,0017 > 0 e
(% — 4y ~ 0,0024 > 0, caracterizando o ponto (6,4) como né estavel. Por outro lado, a

matriz S, obtida a partir da equacao de Riccati (3.11):

3,1555 —0,1048
S = : (4.25)
—0,1048  3,0780

iremos substitui-la na equagao (3.9), junto com as matrizes R~! e BT apresentadas em
(4.23). Desta forma, encontramos a funcdao Controle Otimo u;, exibidas em (4.26), que
leva o sistema (4.11)) & estabilidade assintotica, T; = 6 e Ty = 4, e expressa na forma:

up = —3,1555 (21 — 6) + 0,1048 (x5 — 4),

(4.26)
upy = 0,1048 (21 — 6) — 3,0780 (25 — 4).

As curvas da figura [4.3] mostram as dindmicas temporais das solugbes do sistema

(4.11)), com controle linear aplicado em ambas variaveis de estado z; e z2. Pelo que
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podemos observar a efetividade do controle de pragas é atingida em torno de dois dias e
meio, e estabilidade assintotica (definigdo [2.3.2), respectivamente em 6 e 4 espécies por
metro quadrado, que garante plenamente as condigoes de manejo integrado a niveis abaixo

dos danos economicos a lavoura, que é menor do que 7 lagartas por metro quadrado.
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Figura 4.3: Dinamica do sistema uma presa e um predador com controle linear, condigao inicial (1, 1).
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Figura 4.4: Plano de fase do sistema L-V: uma presa e um predador, com controle linear e né estével

em P., = (6,4).

As figuras e mostram, respectivamente, o efeito do controle linear através
do plano de fase com destaque o ponto de equilibrio desejado, P, = (6,4) e a Orbita

correspondente a trajetoria do ponto inicial (1,1) ao ponto fixo final (6,4).
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O valor do funcional de custo 6timo, calculado conforme definido em (3.13)), para a
condigdo inicial (1, 1) foi de: #"(1,1) = 3,012.
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Figura 4.5: Trajetoria do sistema uma presa e um predador com controle linear, condigdo inicial (1,1)
e ponto final (6,4).

4.1.3 Sistema com controle 6timo nao-linear

Equivalentemente ao que foi desenvolvido na secao anterior, deseja-se encontrar a
funcao de controle 6timo do modelo que descreve a dinamica do sistema para
n = 2, aplicando o controle do tipo nao-linear. De forma que leve a trajetéria de um
ponto inicial a outro ponto fixo final, por auxilio da funcao valor de Bellman (4.28]), que
satisfaca a condicao de horizonte infinito. Ainda, seja capaz de minimizar o funcional de

custo quadratico:
+o0
I (Y,u) = / (Y'QY + u'Ru) dt, (4.27)
0

mediante a resolu¢ao da equagao de HIB (3.6)), garantindo a estabilidade assintotica no
ponto de equilibrio. Assim, o controle 6timo garante que o processo mantenha a populagao

de pragas em niveis abaixo dos danos economicos a lavoura.

O que faremos agora é encontrar os coeficientes que definem a funcao valor de Bellman,

a partir do modelo L-V com controle nao-linear, se¢do

A funcao valor de Bellman generalizada sugerida é do tipo logaritmica,

V() = Z ci (x — % -7l (i—)) . (4.28)

=1 v
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Na secao foi feito o desenvolvimento da parte teoérica do controle 6timo nao-linear

aplicado:

& (% - xz)
2mi

Dai, substituindo as equagoes (4.28) e (4.29)) na equagao HIB (3.6)), teremos:

u; = — . i=1,2. (4.29)

—craq; (1 — j1)2 — c1a12 (11 — Z1) (T2 — Ta) — Caa9y (X1 — T1) (X2 — Ta) +

2 = \2 2 = \2
5 (xy — Tg) +c2 (r9 — Tg) g (o — 3)

—Caliag (g — j2)2 -

2
+
_ _ _ _ 2
+qo1 (21 — Z1) (B2 — T2) + qua (21 — T1) (T2 — Za2) + qo2 (2 — T2)" +
2 — \2 2 —\2
s (xy — 7q) ci (v —21)"
— + = 0.
2m1 4m1
Arranjando os termos semelhantes, podemos confirmar o sistema:
2 2
1 1
—ciay ——+qu+— =0
1011 2y q11 Ay
—C1a12 — C2a21 +qo1 +q12 = 0 (4.31)
c c
—Col9p — —— + g+ — = 0.
2m2 4m2

A fim de resolvé-lo, tomemos os seguintes coeficientes da matriz (Q, de forma analoga

as simulagoes feitas em [15]:
1 =375x107° qu= g =150x10"3 e qu=1,25x 1072,

e também os parametros referentes da tabela

Estes valores serao substituidos no sistema nao-linear (4.31), que resolvido
numericamente, fornecem os coeficientes das equagoes (4.28) e (4.29):

c1=0,0417, =1 e my =my=20.

A partir deles, fica determinado por completo a funcao valor de Bellman (4.28)) e
principalmente, as fungées controle 6timo (feedfoward control) (4.13)) e (feedback control)
(14.29):

U = —ri+an®;+aptzs = —0,00006,
1 1 1121 1222 (4.32)
Uy = Ty — A91T1 — G99Ty = 0,09100,
¢ 0,0417
u, = - 740 (x1 — 6),
(4.33)
1
Uy = ——(z9 —4)
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A analise do resultado pode ser feita a partir da figura [4.6] observa-se que para
este caso, a estratégia do controle nao-linear foi eficiente. A estabilidade do ponto fixo,
P., = (6,4) foi atingida em torno de 140 dias, um tempo considerado longo na safra, mas
em momento algum o valor maximo ultrapassa a densidade de 7 espécies de presas por m?
na lavoura, estabelecido como nivel de danos econdomicos e bioldgicos pela EMBRAPA.
O valor do funcional custo 6timo calculado, conforme definido em , para a condicao

inicial (2,2) foi de: #"(2,2) =0,881.

-1

—

o
T

~
T
1

o‘v
|
|
|
|
|
|
l

o
T
~
1

Densidade Populacional (espécies x mz)
~ © IS
T T
N
N
I I

.
T
1

1 1 1 1 1 1 1 1
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tempo (dias)

Figura 4.6: Dinamica do sistema uma presa e um predador com controle nao-linear, condigio inicial
(2,2).

O prazo estabelecido, significa um tempo razoavelmente longo, tendo em vista as
expectativas pretendidas, a de salvaguardar a economia do agronegocio do campo, além
disso, esse prazo pode nao ser benéfico suficiente, alguns outros fatores agregados, por
exemplo, a temperatura, clima, estacao do ano, poderiam influenciar e tornar o controle
ineficiente durante este intervalo de tempo, o que seria uma agonia ao agricultor investidor.
Atento a qualquer variacao, para o agricultor seria tarde demais, qualquer outra nova

tentativa de controle e manejo, pois existem riscos iminentes.

O tempo decorrido para a estabilidade e controle de pragas do tipo nao-linear quando
comparada ao caso do controle linear, demonstra que o caso linear traz vantagens, ele
foi mais rapido, observamos um prazo de aproximadamente de 2,5 dias para atingir a
estabilidade de controle de pragas, o que demonstra um processo de controle mais eficiente,
eximindo por parte do agricultor, tomada de decisoes e medidas novas extemporaneas, no

combate as pragas, de médio e longo prazo.
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A figura [1.7 mostra o plano de fase do sistema, com as respectivas isoclinas nulas, que
garante a estabilidade assintotica no ponto de equilibrio, P., = (6,4), sob controle tipo
nao-linear acoplado em ambas variaveis de estado x; e x9, e a figura mostra a oOrbita
correspondente a trajetoria partindo da condicao inicial até alcancar o ponto de equilibrio

desejado.

x2: Trichogramma x m2
w b
o I o

w

25

2

21: Spodoptera frugiperda x m
Figura 4.7: Plano de fase do sistema L-V: uma presa e um predador, com controle nio-linear e no
estavel em P., = (6,4).
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Figura 4.8: Trajetéria do sistema uma presa e um predador com controle nao-linear, condigo inicial
(2,2) e ponto de equilibrio (6,4).
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4.2 Analise qualitativa e controle 6timo para o sistema
com duas presas e um predador

Vamos expressar o sistema na forma generalizada, para duas presas e um predador.
As presas componentes sao: a lagarta Spodoptera frugiperda e a Helicoverpa armigera.
O predador, no caso: um parasitoide, a vespa: Trichogramma, que se adapta a ambos

hospedeiros.

Destacando que nao ha controle aplicado, nesta fase.

4.2.1 Sistema sem controle
Fica assim determinado o sistema:
3
l"l' =x; <7”i — Z&Z’jx]’) s 1= 1, 2, 3, (434)
j=1

com z;(0) = x;, e ainda, a condigdo de horizonte infinito.

Deseja-se encontrar os pontos criticos do sistema (4.34)), que pode ser reescrito na

forma:
$1(7’1 — @117y — Q1272 — CL13$3) =0
To(ro — Ap1T1 — ATy — Ap3¥3) = 0 (4.35)
x3(rs — az1rqy — azxs — aszry) = 0.

Observa-se que para cada equacao acima, as variaveis de estados estao presentes como
fatores de produtos, dai decorre uma das possiveis solu¢oes: P; = (0,0,0). Caso que nao
tem valor ao estudo de pragas na lavoura, pois nao existem pragas e nem predadores ou

ambas foram extintas.

Segue-se, resolver o sistema 1} para encontrar os outros pontos criticos possiveis:

Tl — a1 — 12T — a;3rz = 0
Ty — A21%1 — Q22T — Ag3%T3 = 0 (4-36)
T3 — a31T1 — A3aT2 — agzrz = 0.

Encontrando os pontos criticos onde as coordenadas expressam apenas uma espécie

sobrevivente na lavoura:

PQZ(‘T17070): (iaovo)v

a11
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PS = (07‘%270) = (07270)7

Py =(0,0,73) = (0,0, T—S) .

a33

No ponto Ps;, as coordenadas indicam duas espécies de lagartas sobreviventes na

lavoura:

Q9oT1 — Q1272 —G21T1 + G1172 O)
)

b )
a11G22 — A12G21 A11G22 — A12421

Ps = (21,72,0) = <

certamente a lavoura terd problemas irreparaveis, as presas crescem livremente sem

interferéncias de predadores naturais.

Nos casos abaixo, inexiste uma das presas e esse caso ja foi estudado na secao [4.1],

sistema equivalente uma presa e um predador:

0

b )
a11a33 — A13431 a11a33 — A13431

a33”] — 1373 —asz1ry + a117"3)

P6: (‘,flaoaj:i): <

33’y — G373 —ageT2 + a22r3)

)
A220a33 — (230432 A22033 — (23032

P7 = (Oanaf?’) = (Oa

Resolvendo o sistema de equagdes (4.36]) pelo método de escalonamento encontramos

0 caso que nos interessa, cujo ponto critico Py = (Z1, T2, T3) é descrito conforme:

= 11 (a22a33 — azsass) + 12 (a13a32 — A120s3) + 73 (A12a23 — A13022) (4.37)

a1 (CL22CL33 - a23a32) + a2 (CL23CL31 - a21a33) + aq3 (a21a32 - a22a31)’

Ty = 1 (a23a31 - a21a33) + 79 (a11a33 - a13a31) + 3 (a13a21 - C111@23) (4.38)

a11 (CL22G33 - a23a32) + a9 (G23G31 - a21a33) + a3 (G21G32 - a22a31)7

T — 71 (ag1a39 — A2a31) + 12 (12431 — a11a32) + 73 (A11G22 — A12G21) (4.39)
3 = . .
a1 (a22a33 - 61236132) + a9 (a23a31 - 61216133) + a3 (a21a32 - a22a31)

Vamos simular esse caso para o sistema (4.34)) com os parametros referentes a tabela
[£.3] com base em [45]. Os resultados apresentam-se nas figuras [1.9) a

’ ai ‘ a2 ‘a13\ a1 ‘ a2z ‘ a23 ‘ asi ‘ as2 \a?,s‘
| 0,001 | 0,001 | 0,01 | 0,0015 | 0,001 | 0,001 | -0,005 | -0,0005 | 0 |

Tabela 4.3: Valores dos coeficientes do modelo simples, duas presas e um predador com competicio.

O ponto Py, calculado segundo os parametros da tabela [4.3] pode ser explicitado
na forma Py = (118,42;815,78;6,57) é instavel, e retratado no plano de fase da figura
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1.111 De fato, pode ser verificado que a parte real dos autovalores complexos conjugados
correspondentes a esse ponto de equilibrio sao positivos. Além disso, este ponto na
realidade nunca deveria ser permitido alcancar, pois os técnicos e agricultores de prontidao
j& teriam, bem no inicio, tomado as devidas providéncias no correto manejo integrado de

pragas.
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Figura 4.9: Dinamica da densidade populacional do sistema duas presas e um predador com competigao

entre as espécies, condigao inicial (10,20, 1).
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Figura 4.10: Comportamento cadtico do sistema L-V: duas presas e um predador, sem controle.
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Figura 4.11: Plano de fase do sistema L-V: duas presas e um predador, sem controle e ponto de
equilibrio instavel P., = (118,42;815,78;6,57).

Na figura as dinamicas temporais de cada espécie seguem certa regularidade, nao
exatamente periddicas e levam o sistema a uma trajetoria estranha ou confusa. Alguns
autores chamam de movimento caotico [45], mostrada na figura os valores atingidos
da variavel de estado z; e xs, equivalente as pragas, demonstram que ha urgéncia e decisao

de manejo integrado de pragas, através do controle de inimigos naturais.

Observa-se que nos primeiros 30 dias, pelo menos uma das lagartas, a Spodoptera
frugiperda ou a Helicoverpa armigera, ultrapassa o nivel de danos econémicos e biologicos

na lavoura, confirmando a necessidade urgente de controle de pragas. E o que vamos

propor em seguida.

4.2.2 Sistema com controle 6timo linear

Do caso anterior, observamos que a densidade populacional de pragas estao em
niveis elevados, que necessariamente exige por parte do agricultor um adequado manejo
integrado de pragas, aplicando um controle urgente, pois a lavoura corre sérios riscos de
danos econdmicos e ecologicos. Usaremos a simulacao para estabelecer a estratégia de

controle.

Vamos aplicar a varidvel de controle nas presas e predadores, de forma linear e,
verificar as implicacoes se atende ou nao a estabilidade assintotica visando garantir

o adequado manejo integrado de pragas na lavoura. Segue-se da teoria de controle
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6timo, a necessidade de minimizar o funcional de custo linear quadratico, equacao (4.16]),
verificando-se as condicoes iniciais e de horizonte infinito do problema estabelecido. Para
isso, a matriz de peso () deverd ser fornecida, bem como a matriz B que determina a
estratégia do acoplamento do controle 6timo. Nesta etapa, optou-se pelo controle aplicado
nas trés variaveis de estado. Essa estratégia requer descobrir qual a matriz S que compoe
a funcao valor de Bellman , por aplicar a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman,
em seguida, resolver a equacao algébrica de Riccati, que a determina por completo.
A resposta, para essa estratégia, é a descoberta da funcao de controle 6timo linear, a
chamada lei de realimentacao de controle 6timo desejada que estabelece a estabilidade

assintdtica e mantém os niveis de pragas abaixo do nivel de danos econdmicos na lavoura.

Aqui, em particular, propomos usar a formulacdo de controle de pragas apresentada
na se¢ao [3.1] do capitulo 3.

Do sistema (4.34), vamos acrescentar junto as trés variaveis de estado, z1: lagarta
Spodoptera frugiperda, xs: lagarta Helicoverpa armigera e no predador x3, a vespa
parasitoide Trichogramma, o efeito do controle tipo linear. Desta forma, o sistema

modificado fica:

3
Ty =xp | i — Zaiﬂj + Ui, i1 =1,2,3. (4.40)

j=1
onde aplicaremos U; = u; + u;. Sabendo que:

3
U=—% (r— Y ayz |, i=123, (4.41)

j=1
representa a etapa de realimentacao direta e wu;, controle feedback, serd calculado na

sequéncia através do processo de programacao dinamica. Para isso, iremos substituir a

equacao (4.41) em (4.40) e organizar o sistema transformado-o na fungao erro. A idéia,

aplicar uma pequena perturbacao na trajetoria do sistema em torno do ponto critico, e

verificar se leva o sistema ao estado assintoticamente estavel:

dY; _ _ _ _ B _ _ _
ditl = (Tl —2a11T1 — a12%2 — a13$3)($1 - Il) - a12371($2 - 1‘2) - a13$1($3 - $3) + up
dYs _ _ _ _ _ _ _ _
W = —0211'2($1 - $1) + (7’2 — a21T1 — 2a22T3 — 6123553)(1'2 - l’2) - a23$2(l‘3 - LL'B) + ug
dYs _ _ _ _ _ _ _ _
e —a31Z3(T1 — 1) — a32Z3(x2 — T2) + (r3 — az1T1 — a32T2 — 2a33%3) (s — T3) + us3.

(4.42)
Aqui, as coordenadas do ponto critico (Z1,Zs,T3) foram calculadas conforme equagoes
(4.37) a (4.39), além de considerarmos az3 = 0, pois ndo ha competicao entre os
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predadores: as vespas Trichogramma.

Assim, podemos reduzir o sistema (4.42)) & forma matricial:
Y = J(fl,fg,.fg)Y‘i‘BU, (443)

onde a matriz Jacobiana é calculada no ponto critico estabelecido:

(r1 —2a11%1 — a12T2 — a1373) —a12%1 —a13%1
J= —Q21T2 (ro — a21T1 — 2a20T2 — a23T3) —Q23T2
—a3173 —a32T3 (rs — as1Z1 — ag2®2 — 2a33T3)

(4.44)

e B é a matriz identidade de ordem 3.

Selecionados os pontos fixos de equilibrio: 1 = 8, Z3 = 10, que garantem a densidade
da populacdo das presas abaixo do nivel recomendado pela EMBRAPA [45], e 73 = 4,

temos:
0,934 —0,008 —0,080

J(8,10,4) = | —0,015 0,964 —0,010 |. (4.45)
0,020 0,002 —0,956

Escolhe-se a funcao valor de Bellman matricial que satisfaz a condicao de horizonte

infinito (2.17)), tipo:
1
V= 5YTSY, (4.46)

onde S é uma matriz simétrica positiva definida, encontrada mediante o processo da
programacao dinamica, introduzido na secao [3.1} e que serd apresentada na sequéncia.

Primeiramente, derivando em relagao a variavel temporal a equacao (4.46)), segue que:
1. )
V= 5YTSY +8YY, (4.47)

e o gradiente fica na forma:
VyV = 5Y. (4.48)

Da equacao de HJB, temos:

o1
—‘t/ + min {VVT-Y + 5(YTQY + uTRu)} =0,

H (t,Y,VyV) = min {VVT.Y + %(YTQY + uTRu)} : (4.49)

uEY

Calculando

0
a0 O
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que acarreta:

SYB+ Ru=0 (4.50)
e portanto,
Ru=—-SYB = -BTsY,
u=—R'BTSY. (4.51)
Assim,
u’ = -YTR™'B'S. (4.52)

Dado que podemos escrever a equacao (4.49)) na forma Hamiltoniana, descrita a partir do

multiplicador de Lagrange, w, fica:

H(Y,u,w) == (Y'QY +u"Ru) + w"- (JY + Bu), (4.53)

DO | —

para cumprir as condicoes de otimalidade [27], definimos w € R", o multiplicador de

Lagrange e as condi¢oes de otimalidade abaixo:

vo- 27
Y “
ou 0
.~ i adiunta)
w = oy matriz  adjunta).
Dado que
1
H =VyV - (JY + Bu) + 3 (Y'QY + Bu) , (4.54)
tem-se: o
— =QY .
Y QY +VyVJ
Portanto, podemos escrever:
w=-QY —J'VyV. (4.55)
Como
w(t) = SH)Y (1),
temos

w(t) = S{H)Y + S)Y. (4.56)

Substituindo o lado direito de (4.55)), (4.43) e (4.48) em (4.56), matricialmente teremos:

—QY —JT(SY) = SY + SJY + SBu,
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recuperando u, determinado em (4.51)), encontramos:
—QY - J'SY = SY + SIY + SB (-R'B'SY),
ou equivalentemente:
—-Q—J"S =8+ 8J - SBR'B"S,

fornecendo a equacao algébrica de Riccati:

S =-5J-J'S+ SBR'BTS — Q.

Uma vez resolvida, mediante o uso da funcao LQR do MATLAB®, a equacao anterior

fornece os valores da matriz S que determina o controle 6timo em (4.51)).

Podemos realizar a seguinte simulacdo computacional, para o sistema (4.40)),

substituindo os dados encontrados dos coeficientes de S:

4,2308 —0,0149 —0,0441
S=| —0,0149 4,2699 —0,0056 |, (4.57)
—0,0441 —0,0056  2,3488

e ainda os parametros da tabela conforme [45], e

10 0 0 100
Q= 0 10 0 e R"=B"=]101 0 |. (4.58)
0 0 10 00 1

Desse modo, substituindo esses dados em (4.51]), podemos encontrar a lei de controle

otimo:
uy = —4, 2308(1’1 - Ifl) + 0, 0149($2 - fg) + 07 0441(£E3 — fg),
up, = 0,0149(z, — Z;) — 4,2699(z5 — To) + 0,0056(z3 — Z3), (4.59)
Uz = 0, 0441(1’1 — .7_31) + 0, 0056([1)2 — fg) — 2, 3488(373 — .fg).

A partir dos controles estabelecidos acima, verifica-se as figuras da dindmica temporal
de cada espécie, figura|d.12} e a 6rbita que define a trajetoria resultante em levar o sistema
do ponto inicial (10,20, 1) ao ponto fixo final de equilibrio (Z1, Zs, Z3) = (8, 10,4), figura
Nesta ultima figura, observamos que por conta das caracteristicas semelhantes das

lagartas, a 6rbita mantém-se linear:
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Figura 4.12: Dinamica da densidade populacional do sistema duas presas e um predador com

competicao entre as espécies, condi¢do inicial (10,20, 1).
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Figura 4.13: Plano de fase do sistrema L-V: duas presas e um predador, com controle linear e ponto

de equilibrio assintoticamente estavel P., = (8,10, 4).

A analise do sistema (4.40), duas presas e um predador com controle 6timo linear,

mostrou-se eficiente. Quanto a dinamica temporal, figura [4.12] observamos que a

estabilidade foi atingida em torno de um dia e meio, e o limite esperado da quantidade de
presas acumuladas, permanece abaixo de 20 presas por m?, aquém dos danos econémicos
e biologicos na lavoura do milho recomendado pela EMBRAPA [37]. Se o agricultor,
estiver atento ao manejo integrado de pragas, com contagens diarias ¢ possivel utilizar-se
desta estratégia que terd um retorno réapido do efeito do controle biolégico, e a0 mesmo

tempo sem muito custo. Visto que, as taxas de espécies observadas na simulagao, que lhe
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obrigam & soltura de inimigos naturais diariamente para a garantia do efetivo controle
e manutencao do ecossistema do campo, sao menores e nunca ultrapassam 5 predadores
por metro quadrado por dia. A figura 4.13| mostra o detalhe em 3D do plano de fase
com ponto fixo de equilibrio (8,10,4). Verifica-se que a parte real dos trés autovalores
calculados para este ponto é negativa, o que garante uma estabilidade assintotica a esse
ponto de equilibrio hiperbélico. A figura mostra o plano de fase que destaca o ponto

de equilibrio assintoticamente estavel.

Neste estudo, o valor do funcional custo 6timo calculado para a condicao inicial
(10,20, 1) foi: _#*(10,20,1) = 1,063 x 10°.

= —P,=(8,10,4)

x3: Trichogramma x m?

10
1
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Figura 4.14: Trajetéria do sistema duas presas e um predador com controle linear, condigdo inicial
(10,20, 1) e ponto final (8,10,4).

x3: Trichogramma x m?

| )
10 1 12 13
z: Helicoverpa armigera x m?

Figura 4.15: Plano de fase nas espécies z2 e x3, ponto de estabilidade assintética P., = (8,10,4).
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4.2.3 Sistema com controle 6timo nao-linear

Dado o sistema na forma generalizada, defini-se o controle nao-linear do sistema na

forma:

3
T; = x; <Ti — Zaijxj + u; + uz) s 1=1,2,3, (460)

Jj=1

onde o controle de realimentagao direta é definido por:
3
ﬂi = —r; + Z aijjj, 1= 1, 2, 3, (461)
j=1

com Z; > 0 identificando os valores de ponto fixo, para onde as trajetérias devem convergir.
A variavel de controle u; deve ser capaz de levar a trajetoria do sistema da condicao inicial

ao ponto fixo de equilibrio assintoticamente estavel.

Da escolha acertada da funcao de Bellman , que atenda a condicao de horizonte
infinito, d4 inicio a programagao dinamica. O objetivo, forcar a funcao de custo quadratico
a um valor minimo, posteriormente aplicando-se a funcao de Bellman na equacao
HJB, e no final, obtém-se a lei de retroalimentacao de controle 6timo desejado. Esta lei
vai garantir que a populacao de pragas se mantenha ajustada a niveis abaixo dos danos

economicos e biologicos na lavoura do milho.

Seguindo as etapas desenvolvidas na formulacido do sistema L-V na secdo [3.2] e

observar a trajetoria que deve seguir, do ponto inicial:
2;(0) = x;,, 1=1,2,3, (4.62)
que leva o sistema, ao estado final:
e que minimiza o funcional de custo quadratico:
+00
F(Y,u) = / (Y'QY + myui + mouj + mau3) dt. (4.64)
0

Aqui percebe-se que aplicamos trés variaveis de estado de controle u; em cada variavel
correspondente de estado x;, onde:
T — T
Y =1 2,—7, | eamatriz ) é positiva definida.

r3 — I3
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Conforme a programacao dinamica, temos a equacao HJB reduzida:

av
S = min (% + 3) =0 (4.65)
onde
K = YTQY + mlu% + mgug + m3u§, (466)

uma fun¢ao de Bellman, que ainda, satisfaz a condigao de horizonte infinito, V(c0) = 0.

Conforme observado na secao uma funcao de Bellman que sirva de base para a
equacao HIB (4.65) e (4.66]), que minimiza a funcao de custo quadratica (4.64)) e cumpra

a condicao de horizonte infinito, e portanto, leve a trajetoria do sistema a estabilidade

assintotica, pode ser:
3 .
L i
V) =3 e (-2 —am (£)), (167)
onde ¢; sao constantes positivas, que sao calculadas pela equacao de Riccati, decorrente

da aplicacao e transformacao da equagao HJB (4.65)).

Derivando V' em relacao ao tempo:

3
V = Z C; (l‘l — fz) <7”i — ZOJZ']{U]' + u; + 'LLZ> s 1= 1, 2, 3. (468)

i=1 J=1

Substituindo as equagdes (4.61) e (4.68)), na equagao de HIJB (4.65)), temos:

1) (z3 — 3)

81

H = lILIilil { —cran (1 — f1)2 —cra12 (21 — 1) (22 — T2) — cra13 (21 —
—cgag1 (1 — 1) (2 — T2) — coaoz (2 — 502)2 — coag3 (Tg — T2) (x3 — T'3)

—c3azy (v — Z1) (k3 — T3) — c3a3z (T2 — T2) (X3 — T3) — czas3 (z3 — 573)2

+ o+ + + o+

(4.69)
“+cruy (:cl — .’fl) “+ coug ({1,'2 — 52) + C3Us (1’3 — i’g)
+YTQYy
+myu? + mou3 + mgug} = 0.
A fim de encontrarmos a expressao do valor de u;, derivamos:
07
=0 4.70
8ui ’ ( )
gerando-se o sistema:
C1 (l’l — 52’1) + 2m1u1 = 0
(&) (1‘2 — fz) + 2m2u2 =0 (471)
C3 (x’g — (’Eg) + 2m3u3 = O,

resultando nas respectivas variaveis de controle 6timo para o sistema (4.60)), duas presas
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e um predador com controle tipo nao-linear, que facilmente pode ser adequado a qualquer

problema de maior dimensao:

I
tr= 2mq (xl xl)
__ 2 =
Ug = 9 , (1'2 $2) (472)
_ B =
\ s = 2ms (w5 = Ts)

De volta, substituindo os valores expressos das equagoes (4.72)) na equagao (4.69):

U=U;

min { — Claﬂ(.’lfl — j’l)Q — Clalg(.’ll'l — i’l)(iﬂg — .’i’g) — Clalg(.’ll'l — i’l)(iﬂg) — i’g) -+

—Co91 (1 — Z1) (T2 — Ta) — Cotaa(T2 — 52)2 — CoQo3(T2 — T2) (23 — T3) +

—czaz1 (w1 — T1) (w3 — T3) — czasa(@a — T2) (w3 — T3) — czazs(rs — T3)? +

+c (—20—77111(%1 - 1_51)) (1’1 - xl + Cco ( 2 2 Ty — j2)> (132 - 52) +
( 2m3 (x5 — x3)> (z3 —23) +
+YTQYy +
C1 ? C2 - ? 3 = ’ = 0
+my (—Z—mI(xl - x1)> +mey <—2—mQ($2 - $2)> +mg3 (_Z_W’Lg(x3 - x3)> - Y
(4.73)

arranjando os termos semelhantes, e substituindo a matriz ) por seus coeficientes
componentes, teremos o sistema nao-linear:

4
—C1Q12 — C2Q21 + G12 + @21 =

—C1a13 — C3a31 + 13 + Q31 =

—Col23 — C3G32 + @23 + q32 =

2 C2

c1a11 oy +qu + iy 0 (4.74)
3 3
—Callgg — _2m + g2 + —4 =0
Mo
3 3
—c3a33 — —— +q33+ — = 0.

\ 2m 43
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Assim, considerando os valores introduzidos na tabela [4.3] e os elementos da matriz @,

conforme [32]:

’ d11 ‘ q12 ‘ 13 ‘ a1 ‘ 422 ‘ 423 ‘ 431 ‘ 432 ‘ 433 ‘
| 1 [0,0025]0,00250,0025 | 1 | 0 ]0,0025] 0 | 1 |

Tabela 4.4: Coeficientes matriz peso @ para as simulacdes duas presas e um predador com controle
nao-linear.

Podemos encontrar os seguintes valores, que representam uma solucao aproximada do

sistema de equacgoes algébricas nao-linear (4.74)):

¢, = 0,1786, o = 3,2143, e ¢z = 0,6429,

(4.75)
mi = 0,0080, m, = 2,5912, e my = 0,1033.

Escolhendo-se, os pontos fixos de equilibrio P., = (4, 10,5), que representa a densidade
populacional acumulado de 14 espécies de presas por m?, abaixo do nivel de danos
economicos e bioldgicos recomendado pela EMBRAPA e controlada pelo predador, com a
densidade populacional de 5 espécies por m?2. Dai, encerrando com as variaveis de controle

de realimentagio Otima, respectivas as trés variaveis de estado do sistema ({4.60)):

w = — 11,1625(z; — 4),
Uy = — 0, 6202(332 — 10),
ug = — 3,1118(z5 — 5).

Logo, com as variaveis de controle acima, podemos simular e validar o sistema (4.60)).
Verificando-se as figuras da dindmica temporal de cada espécie, figura [4.16] e a orbita
correspondente a trajetoria resultante em levar o sistema do ponto inicial (10,20, 10) ao
ponto de equilibrio (4, 10,5), ver figura [4.18

Observa-se na figura 4.16| a dinamica da populacao das espécies sob a influéncia do
controle 6timo, do tipo nao-linear. Na existéncia de duas presas: a lagarta Spodoptera
frugiperda e a Helicoverpa armigera, elas no inicio do processo acumulavam cerca de
30 espécies, um valor de alerta e cuidados com a lavoura do milho, o que demandou
um imediato controle biolégico, aplicando o inimigo natural: o parasitoide, vespa
Trichogramma, que se adapta muito bem aos dois avidos hospedeiros. Apo6s o tempo
de adaptagao, percebe-se que o controle foi efetivo, controlando a lagarta Spodoptera
frugiperda a apenas 4 lagartas por metro quadrado, enquanto a lagarta Helicoverpa
armigera aparentemente mais resistente ao controle, mantém-se em nivel mais elevado, a

densidade de 10 espécies por m?.
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Na simulacao deste caso, para a Helicoverpa armigera ao final do processo permanece
estavel a taxa de 10 lagartas por metro quadrado, no acumulado com a lagarta Spodoptera
frugiperda, temos cerca de 14 lagartas por metro quadrado, abaixo do nivel de danos
economicos e biolégicos, de acordo com a EMBRAPA. Quando ha a concorréncia de duas
espécies de pragas admite-se como nivel de danos econémicos acumulados, que é este o

caso, até 20 lagartas por metro quadrado [18], [19], [32], [45].

Quanto ao parasitoide Trichogramma, bastam a liberacao em média de cerca de 5
insetos por metro quadrado para que rapidamente, apos a fase adulta e pronta para a
postura de seus ovos, em pouco tempo, em 1 dia, avangar o processo com boa performance
do controle tipo nao-linear. Para esse caso, o valor do funcional custo 6timo para a
condigdo inicial (10,20, 10) foi: _#"(10,20,10) = 12, 882.

Detalhe do plano de fase em 3D, figura [4.17 A figura mostra o retrato de
fase do sistema no plano z;0x3. Observa-se uma estabilidade no ponto de equilibrio

P., = (4,10,5), correspondendo a um né atrator estavel.
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Figura 4.16: Dinamica do sistema duas presas e um predador com controle nao-linear, condigao inicial
(10, 20, 10).
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Figura 4.17: Plano de fase do sistema L-V: duas presas e um predador, com controle ndo-linear e ponto
de equilibrio assintoticamente estavel P., = (4,10, 5).
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Figura 4.18: Trajetoria do sistema duas presas e um predador com controle nao-linear, condigdo inicial
(10,20, 10) e ponto final (4,10,5).
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Figura 4.19: Plano de fase nas espécies z; e x3, no estavel P., = (4,10,5).
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4.3 Analise qualitativa e controle 6timo para o sistema
com duas presas e dois predadores

Em muitos casos na lavoura, a dinamica duas presas e um predador com controle a
partir do predador, nao é suficiente para o controle 6timo, a quantidade de soltura de
inimigos naturais diarios exigiriam uma alta demanda, a valores absurdos do ponto de
vista do ecossistema [17], [32]. Dai, uma solugdo seria agregar outro tipo de predador
ou parasitoide na lavoura, a fim de tornar o sistema, anteriormente cadtico, com duas
presas e um predador, a um novo sistema duas presas e dois predadores que possibilite
a estabilidade ao ponto de equilibrio. Assim, vamos estabelecer mais um tipo de inimigo
natural, um que favoreca ao ataque as pragas, ou seja, um predador natural: a Doru
luteipes - a tesourinha, e o parasitoide vespa Trichogramma, os dois sobrevivem a ambas

lagartas: Spodoptera frugiperda e Helicoverpa armigera.

A solucao sera expressar o problema na forma generalizada, para duas presas e dois

predadores.

4.3.1 Sistema sem controle

O sistema duas presas e dois predadores serd analisado pelo diagrama temporal, sem

nenhum controle aplicado.
O problema fica assim determinado:
4
j:i = XT; (Ti - Zaijxj) s 1= ]_, 27 3, 4, (476)
j=1
com z;(0) = z;, e ainda, a condi¢do de horizonte infinito sendo satisfeita.

De forma semelhante aos cenarios anteriores, podemos encontrar os candidatos a

pontos criticos e verificar, quais sao pontos criticos estaveis. Para isso, resolve-se o sistema:
4
T\ T — E aijxj = 0,
=1

onde uma solucao é: z; = 0, observando-se que entre o parasitoide Trichogramma e o

predador Doru luteipes ndo hé competigao interespecifica e tao pouco intraespecifica [31],
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[37]. Os outros pontos criticos seguem do sistema simplificado a seguir:

P

\

— 72 — — — — — —
T — A1177 — A12T1T2 — A13T1L3 — A14T1T4
— —  — _2 —  — —  —
ToZo — A21X1T2 — Q22T — A23T2T3 — A24T2T4
— JE— P _2 P —
T3x3 — A31T1X3 — A32X2T3 — A33L3 — A34X3T4

= = = = = = = =2
T4y — A1 T1T4 — Qg2X2T4 — W43T3T4 — Q44T

0
0
=0
0

Para a simulagao e validagao deste cenario, utiliza-se os seguintes dados:

T1 T2 T3 T4
0,17 0,17 | -0,119 | -0,119
ai a2 a3 Q14
0,00017 0,00017 | 0,0017 | 0,0017
a91 29 23 24
0,000255 | 0,00017 | 0,0017 | 0,0017
asy a32 ass a3q
-0,00085 | -0,000085 0 0
41 Q49 Q43 G44
-0,00425 | -0,00425 0 0

(4.77)

Tabela 4.5: Valores dos coeficientes do modelo simples, duas presas e dois predadores com competicio.
Fonte: [37].

600

)

& 500 (-

Densidade Populacional (espécies x m

’ A
(FANAVAVARAVA
AN

-1
—— Ty
—13

1y

Tempo

800 1000 1200

(dias)

Figura 4.20: Dinamica da densidade populacional do sistema duas presas e dois predadores, com

competigdo entre as espécies, condigao inicial (1,1, 1,2).
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Figura 4.21: Dinamica da densidade populacional do sistema duas presas e dois predadores, com

competicao entre as espécies (ampliada), condi¢ao inicial (1,1,1,2).
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Figura 4.22: Trajetoria do sistema duas presas e dois predadores sem controle, sobre o
espaco R? _ . condicdo inicial (1,1,1,2).

Como resultado da simulagio computacional, observa-se a figura [£.20] Ela mostra
oscilacoes na densidade populacional das espécies, por um longo periodo de tempo,
suficiente para determinar a sua caracteristica assintotica. Segue, uma ampliacao em
detalhe do caso, figura [£.21] Observa-se que ha momentos que coincidem picos de
densidades de populacao das espécies e isso pode gerar um aumento acumulado de

densidade de pragas e um grande risco a lavoura. Sao sazonais ou periddicos, o que
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mostra o grau de desordem do sistema, cuja trajetoria, forma de cone espiral, aparece

representada na figura [4.22

Essas informacoes, certamente, exigirao um imediato controle de pragas. Que sera

realizado na préxima segao.

4.3.2 Sistema com controle 6timo linear

A partir do cenéario estudado anteriormente, modelo com duas presas e um predador,
é possivel que a quantidade de predadores ou de parasitoides liberados no campo nao dé
conta do efetivo controle das pragas, mesmo um valor muito grande pode ainda nao ser
suficiente. Outro fator considerado seria os custos para se atingir o controle de pragas
desejado, as cartelas com os ovos dos predadores ou parasitoides sao encomendados dos
laboratorios comerciais de producao especificos que produzem os inimigos naturais, e uma
encomenda maior acarreta custos dispendiosos aos agricultores. Caso estas possibilidades
acontecam, uma boa estratégia seria acrescentar um novo inimigo natural, que pode ser de
outra variedade diferente da que esta sendo utilizada, exemplo, se inicialmente for usado
um parasitoide, conjuga-se ao processo um novo inimigo natural: predador e vice-versa.
O novo sistema criado, com duplo controle, tende a ser mais efetivo e mais econémico
ao agricultor, dai surge, um sistema duas presas e dois inimigos naturais: predador e

parasitoide.

Vamos simular para estabelecer a estratégia de controle, a idéia é aplicar a variavel
de controle as variaveis de estado nas presas e nos inimigos naturais, de forma linear e,
verificar as implicagoes, se atende ou nao a estabilidade assintotica permitindo o adequado
manejo integrado de pragas na lavoura do milho. Segue-se, da teoria de controle 6timo,
estabelecer a funcao custo quadratico, equagao , a problemas do tipo Lotka-Volterra
e que garanta a condicao de horizonte infinito. A matriz de peso () deveré ser fornecida em
conjunto com a matriz B. Essa estratégia, requer descobrir quais coeficientes da fun¢ao
valor de Bellman, via equagdo algébrica de Riccati, que minimizam a equacao ([4.16)),

através da equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Conforme ja foi apresentado para os cenarios anteriormente estudados, a resposta é a
descoberta da funcao de controle 6timo desejada, que estabelece a estabilidade assintotica

e mantém os niveis de pragas abaixo dos niveis de danos econdmicos na lavoura.
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Do problema (4.76]), o sistema modificado fica:

4
b= (1= Y agx; |+ U, i=1,234. (4.78)

i=1

Acrescentando-se mais um inimigo natural: predador Doru luteipes (a tesourinha),
correspondente & varidvel de estado x4. O controle tipo linear serd aplicado nas quatro
varidveis de estado, xy, x9, T3 e x4, onde U; = u; + 4; com ¢ = 1,2, 3,4, e sabendo que:

4

U = —T; | 1 — Zaij:fj , (479)

J=1
representa as etapas de realimentacgao direta.

Em forma analoga aos cendrios anteriores, organiza-se o sistema (4.78)) transformado-o
na funcao desvio, que consiste em aplicar uma pequena perturbagao na trajetoria do
sistema em torno do ponto critico, a fim de levar o sistema ao ponto de equilibrio

assintoticamente estavel:

dy;
e (r1 — 2a11%1 — a12Z2 — @13%3 — a14Z4)(z1 — Z1) — a12%1(22 — T2) — a13%1(z3 — T3) — a14Z1(2g — T4) + u1
dYsa B B B B B B B B B B B
o —a21@2(x1 — @1) + (r2 — @211 — 2a22T2 — a23%3 — a24®4)(x2 — T2) — a23T2(w3 — T3) — a2aT2(xg — Ta) + u2
(4.80)
dYs _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
i —a31Z3(x1 — 1) — az2@3(w2 — T2) + (13 — a31%1 — az2¥2 — 2a33%3 — a34%3) (23 — T3) — a34%3(wa — T4) + ug
dYy _ B _ B B B B B _ _ B
— = —agq1Z4(z1 — 1) — ag2Z4(z2 — T2) — aa3Za(zz — T3) + (T4 — @41%1 — a42T2 — a43%4 — 2a44%4) (T4 — T4) + ug.

dt

Este sistema foi linearizado em torno da coordenada do ponto fixo de equilibrio
(%1, T2, T3, T4), calculado conforme o sistema de equagoes (4.81)):

(

Tl — a11%T1 — Q12T — A13T3 — A14T4 + U = 0
T9 — A21T1 — A22T2 — A23T3 — A24T4 + Uz = 0
(4.81)
T3 — A31T1 — A32T2 — A33T3 — ATy + Uz = 0
| 74— Qa1T1 — QupT2 — Ag3T3 — Qualy + Uy = 0.
Note que pode-se reduzir o sistema (4.80) a forma matricial:
Y = J(fl,fg,fg,le)y—'—Bu (482)

onde a matriz Jacobiana é avaliada no ponto critico estabelecido conforme (4.86)), (4.87))

e a matriz B é representada pela matriz identidade de ordem 4. Escolhendo uma funcao
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valor de Bellman matricial que satisfaz a condicao de horizonte infinito, tipo:

1
V= §YTSY, (4.83)

onde S ¢ uma matriz de coeficientes constantes positiva definida. Em seguida, aplicada
na equacao algébrica de Riccati, a matriz S seré substituida na variavel de controle 6timo
(4.84), juntamente com as matrizes R~' e BT, definidas em (4.85), completando-a:

u=—R'BTSY, (4.84)

que finaliza a resolugdo e determina a lei de realimentacao otima (feedback optimal

control).

Para a simulacao no MATLAB®, vamos observar que a EMBRAPA recomenda que
é toleravel, para duas pragas distintas: a Spodoptera frugiperda e a Helicoverpa armigera
[23], um valor agregado de no maximo de 20 lagartas por metro quadrado do plantio.
Portanto, podemos escolher z; + Z5 = 18, como sendo o limite para o controle dessas
pragas dentro do nivel de danos econdémicos permitido. Além disso, as matrizes envolvidas

no processo da programacao dindmica sao definidas como:

Q=R '=B"=

0
0

4.85
) (4.85)
0

_ o O O

0
1
0
0

o o O

Organizando os dados do problema, adota-se os seguintes parametros exibidos nas tabelas
a a partir de [37], onde ndo ha competi¢ao intraespecifica (azz3 = asy = 0) e nem

competicdo interespecifica entre os predadores (asy = aq3 = 0):

(&1 a1 12 13 a4
0,17 | 0,00017 | 0,00017 | 0,0017 | 0,0017

Tabela 4.6: Valores dos parametros da variavel de estado x;: lagarta Spodoptera frugiperda.

T2 21 22 23 A24
0,17 | 0,000255 | 0,00017 | 0,0017 | 0,0017

Tabela 4.7: Valores dos parametros da varidvel de estado z: lagarta Helicoverpa armigera.

T3 asi asz azz | a34
-0,119 | -0,00085 | -0,000085 | 0O 0

Tabela 4.8: Valores dos parametros da variavel de estado x3: vespa Trichogramma.
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Ty a41 (o) A43 | Q44
-0,119 | -0,00425 | -0,00425 | 0 0

Tabela 4.9: Valores dos parametros da variavel de estado x4: inseto Doru luteipes.

Com os parametros acima e, além de estabelecer como limite do ponto fixo final de
estabilidade, as variaveis de estado ¥y = 9 e o = 9, e também u; = 0 e 4y = 0, que
substituidas no sistema , resulta nas seguintes varidveis de estados que faltavam:
T3 = 89,32 e 74 = 8,88, formando o ponto P., = (Z1,%2,73,74) = (9;9;89,32;8,88).
Verifica-se que a parte real dos autovalores (dois reais e dois complexos conjugados)
correspondentes a este ponto critico de equilibrio hiperbdlico sao todas negativas,
garantindo uma convergéncia assintdtica da solugao do sistema a esse ponto de equilibrio,
conforme as figuras[4.23|a[4.25] Assim, aplicando a programacao dindmica apresentada na
secao encontramos a matriz S descrita em que permite explicitar as variaveis

de controle:

u; = —1,0005(x1 — Z1) 4+ 0,0016(zy — Tz) — 0,0262(x3 — T3) — 0,0104(z4 — Z4),
ug = 0,0016(zy — Z1) — 0,9980(xe — T2) + 0,0042(x3 — Z3) — 0,0104(z4 — Z4),
ug = —0,0262(x; — Z1) + 0,0042(x9 — ZT2) — 0,8948(x3 — Z3) + 0,0004(x4 — Z4),
ug = —0,0104(z; — Z;) — 0,0104(xy — Z2) + 0,0004(z5 — Z3) — 0,9580 (x4 — Z4),

e ainda, u3 = 9,88 e uy = 0, 38.

Os resultados podem ser observados nos graficos abaixo, figuras a (4.25]
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Figura 4.23: Dinamica temporal do sistema duas presas e dois predadores com controle linear, condigao
inicial (30,40, 120, 140).
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Figura 4.24: Trajetéria do sistema duas presas e dois predadores com controle linear, sobre o espago
R3 condicdo inicial (30,40, 120, 140) e ponto final (9;9; 89, 32; 8, 88).
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Figura 4.25: Trajetoria do sistema duas presas e dois predadores com controle linear, sobre o espago
R3 condigdo inicial (30, 40,120, 140) e ponto final (9;9; 89, 32; 8, 88).

O controle efetivo de pragas foi alcancado em torno de 6 dias. Notemos que os dois

predadores dao conta do controle e observa-se que prevalece uma carga de parasitoides

vespa Trichogramma residual maior comparada ao inseto Doru luteipes, na plantagao
(figural4.23). Por outro lado, nas figuras e podemos observar um comportamento

similar das susceptibilidade das presas em presenca do predador.

Aqui, o valor do funcional custo oOtimo calculado para a condicdao inicial
(30,40, 120,140) foi: _#*(30,40,120,140) = 1,725 x 10%.
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4.3.3 Sistema com controle 6timo nao-linear

Dado o problema Lotka-Volterra com controle nao-linear:
4
i’i =T <7”i — ZCI,Z‘]‘ZL’]‘ + U; + Ui> s 7= 1, 2, 3, 4, (490)
j=1

onde o controle de realimentacao direta é definido por:
4
W= —ri+ Yy ayz;,  i=1,234, (4.91)
j=1
levando a condigao inicial

z;(0) = x4, (4.92)

ao estado final

x;(00) = Ty, (4.93)

com o interesse a minimizar o funcional de custo quadratico:

“+o0o
0
Ty — Ty . , . .
onde Y = e a matriz () é positiva definida.
Tr3 — i’s
Ty — j}4

Conforme a programacao dinamica temos a equacao HJB reduzida:

dv
%:Hiin (E—FX) :O (495)
onde
&L =Y'QY + myui + mous + mau3 + myuj, (4.96)

verficando-se a condigao de horizonte infinito, V' (co0) = 0.

Uma func¢ao de Bellman aplicada na equagao HJB (4.95)), que minimiza a fungao de
custo quadratica e a condi¢ao de horizonte infinito, e ainda leva a trajetoria do sistema a

estabilidade assintotica, é:

V() = 24: ci (x — % -7l (i—)) , (4.97)

i=1

onde ¢; sao constantes positivas, que sao calculadas pela equacao de Riccati, decorrente
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da aplicacao e transformacao da equacao HJB (4.95]).

Derivando V' em relacao ao tempo:

4 4
V:ZCi (l'z_i'z) (Ti—Zaijxj—i—ai—i—ui) s 1= 172,3,4. (498)

j=1

Substituindo as equagoes (4.96) e (4.98)), na equagao de HIB (4.95)), temos:

H = Hllil { —ca (T — 1)2 —cra12 (1 — Z1) (22 — Ty) — cra13 (1 — T1) (3 — T3) +
—c1a14 (11— By) (14 — B4) — 2031 (01 — T1) (2 — Ty) — Coama (w2 — Tp)°  +
—Caag3 (T2 — Tg) (13 — T3) — c2a24 (X2 — Ty) (w4 — @y) — c3asy (¥1 — @) (23 — T3) +
—cgasa (o — Ty) (X3 — Ty) — c3a33 (3 — x3)2 —c3azy (3 — Tq) (x4 — Ty) +
—cqaq1 (1 — Z1) (x4 — Ty) — caa42 (2 — Ty) (x4 — Ty) +
—C4Q43 (1’3 — 1‘3) (1’4 — If'4) — C4Q44 (£E4 Z) +
+erug (1 — Ty) 4 coug (T2 — Ty) + c3us (T3 — Ty) + caug (T4 — T4)  +
+YTQy +
+myu? + mau3 + msu3 + m;;ui} = 0.
(4.99)
A fim de encontrarmos a expressao para u;, derivamos:
0
=0 4.100
fornecendo o sistema: )
C1 (ZEl — jfl) + 2m1u1 = 0
Co (X9 — T +277’LQU2 =0
( 2) (4.101)
C3 (Z'g — i’:;) + 2m3u3 = 0
L Cyq (ZL’4 — 1_34) + 2m4u4 = 0,
que resulta nas respectivas variaveis de controle 6timo para o problema (4.90):
4 C1 _
U, =——(x; — 2
=g (01— )
C2 _
Uy = —— (19 — T
)
(4.102)
C3 _
Uy = ——— (x3 — T
= g (v =)
Cq _
U, = ——— (x4 — 2,) .
| = g (@i — )
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De volta, substituindo os valores expressos das equagoes (4.102)) na equagao (4.99)):

U=U;

min { —caq (z1 — 9?1)2 —cra12 (11 — &) (x2 — Ty) — cra13 (21 — Ty) (3 — Z3)

2

—C10a14 (.1‘1 — .’Z‘l) ({E4 — {f4) — C2a91 ({,61 — .’fl) (LL'Q — i‘2) — C2099 (1‘2 — 1‘2)
—Coaz3 (T2 — Tp) (T3 — T3) — c2a24 (T2 — Tp) (T4 — Ty) — c3az1 (v1 — Z4) (23 — T5)
—C3032 ($2 — CE2) (Ig — T ) — (30433 (173 — J_J3>2 — C3Q34 ( 3) (JC4 — ZE4)
—cqa1 (1 — T1) (T4 — Ty) — caaaz (T2 — Tp) (T4 — Ty) — caauz (T3 — T3) (T4 — Ty)
~eaans (o =2 o1 (<5 (o)) (01 0) o (<5 (r2 = 2) ) (o2 - )
rea(— o (ra = 39) ) (o0 = 3) 4 (g (1= 7)) a4 — 3

+ o+ 4+ o+

+

0

(4.103)

arranjando os termos semelhantes, e substituindo a matriz ) por seus coeficientes

componentes, teremos o sistema:

;

—Cia12 — Ca21 + qi2 +q1 = 0
—cia;3 —c3a3; +qi3+q31 = 0
—C1a14 — C4041 + qua +qu1 = 0
—Col93 — C3032 + Qo3 +qz2 = 0
—Colog — C4042 + Qo4 + Qa2 = 0
—C3034 — C4043 + q34 +quz = 0
2 2
C1 1
—can——+qut+— =0
1011 oy q11 Ay
2 &
—Calgy — —2 + g+ I 0
2 mo
3 3
—C3033 — —2 tqs3t e 0
ms3 ms3
2 2
c i
—CqQa _— e — O
\ 4044 = 5 - + qaq + I,

(4.104)

Para a simulagao e validagao do controle 6timo nédo-linear do sistema (4.90)), faremos
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o acoplamento do controle apenas nas varidveis de estado correspondentes apenas aos

predadores, assim: U; = U; = 0. Para tanto, utiliza-se os dados das tabelas e matrizes
abaixo, conforme [31], a saber:

0,00017 0,00017  0,0017 0,00085
0,000255  0,00017  0,00017 0,0017

A= :
—0,00085 —0,000085 0 0
—0,00425 —0,00425 0 0

[ [0 7 [ ]
1 9 [ 9 [51,92] 92,56 |
LUy | o |
10,1616 | 0,0935 |
1 0,00017 0 0
0= 0,00017 1 Q23 Q24
a 0 G223 0,01 0
0 24 0 0,000333

Além disso, é necessario dar valores aos coeficientes ¢; e c3. Por sugestao, teremos:

cp = 1 e c3 = 2, que serdo substituidos no sistema (4.104). A partir deles podemos

encontrar os outros coeficientes de (4.97) e (4.102)), os coeficientes m; e os coeficientes da

matriz () que faltavam: ¢o3 = g32 € o = quo, conforme [31] e descritos abaixo:

(23 = ({32 = —O, 0000283, Q24 = (qyo = O, 000142, Co = 0, 6667, Cqy = O, 20,
my = 0,25001, my =0,1111254, m3 =100 e my = 30.
Obtendo-se as seguintes leis de controle de realimentacao 6timo para o sistema (4.90)):

1
U3 = 0, 1616 — ﬁ (%3 — 51, 92) s

1
Uy =0,0935 — 300 (x4 — 92,56) .

A partir dos dados experimentais obtidos em [31], podemos verificar os resultados

computacionais da simulagdo, com condicdo inicial (1,1, 1,2), figuras a
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Figura 4.26: Dinamica com controle linear sobre a presa 1 (Spodoptera frugiperda), condigio inicial

(1,1,1,2).
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Figura 4.27: Dinamica com controle linear sobre a presa 2 (Helicoverpa armigera), condigao inicial

(1,1,1,2).



4.3 Anaélise qualitativa e controle 6timo para o sistema com duas presas e dois predadores 106

60

) w IS o
S 3 3 3

T T T T
N

Densidade Populacional (espécies x m2)

=
S
T

/
| |
90 100

50 60
Tempo (dias)

Figura 4.28: Dinamica com controle linear sobre o predador 1 (vespa Trichogramma), condigdo inicial

(1,1,1,2).
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Figura 4.29: Dinamica com controle linear sobre o predador 2 (inseto Doru luteipes), condigao inicial

(1,1,1,2).

Observa-se que o sistema L-V duas presas e dois predadores com controle acoplado

apenas nos parasitoides e predadores naturais foram suficientes para manter a densidade
de pragas ao nivel de danos econémicos e biologicos exigidos. Entretanto, nas figuras
e equivalente as presas, o equilibrio demanda um tempo demasiado para
ser atingido, conforme ilustrado, por periodo de um ano ainda nao conseguiu atingir
exatamente 9 espécies por metro quadrado. Mas, o controle permanece eficaz, pois a soma

dos valores das duas presas permanecem abaixo do nivel de danos econémicos e biolégicos
preconizados pela EMBRAPA. J4 para as figuras e relativas aos predadores, o
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equilibrio foi atingido cerca de 30 dias do inicio do correto manejo integrado de pragas na
lavoura. Neste caso, o valor do funcional de custo 6timo para a condi¢ao inicial (1,1, 1,2)

obtido foi: _#£*(1,1,1,2) = 3,776 x 102

Com objetivo de verificar a situacao onde ocorreu uma demora na deteccao das pragas
na lavoura, simula-se a seguinte altera¢do na condicao inicial para (5,5;5,4;1;2), com o
intuito de analisar a dindmica do sistema com o aumento da quantidade das presas e

mantendo o mesmo nimero de predadores por metro quadrado, gerando-se as figuras

a .33k
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Figura 4.30: Dinamica com controle nao-linear sobre a presa 1 (Spodoptera frugiperda), condigao inicial

(5,5;5,4;1;2).
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Figura 4.31: Dinamica com controle ndo-linear sobre a presa 2 (Helicoverpa armigera), condigao inicial

(5,5;5,4;1;2).



4.3 Anaélise qualitativa e controle 6timo para o sistema com duas presas

e dois predadores 108

60

) w IS o
S 3 3 3
T T T T

Densidade Populacional (espécies x m2)

=
S
T

— I3

20 30 40 50 60
Tempo (dias)

90 100

Figura 4.32: Dinamica com controle ndo-linear sobre o predador 1 (vespa Trichogramma), condigao

inicial (5,5;5,4;1;2).
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Figura 4.33: Dinamica com controle nao-linear sobre o predador 2 (inseto Doru luteipes), condigao

inicial (5, 5;5,4;1;2).

Observa-se que a presa 1 (Spodoptera frugiperda), bem como presa 2 (Helicoverpa

armigera), apresentam comportamento inicial com pico de crescimento nos 30 dias iniciais
e equilibrio do controle em torno de 100 dias, figuras e [4.31] que pode comprometer

substancialmente a tomada de decisao a suspeitar da eficiéncia do controle nao-linear. E

fato, ocorre demora a atingir o equilibrio ideal. Por si 86, a demora no tempo requerido em

atingir o equilibrio inviabiliza o manejo integrado de pragas, por nao comportar suficiente

intervalo de tempo relativo ao plantio e quanto & colheita do milho, além da possivel
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exigéncia da manutencao em inundacoes de inimigos naturais para o controle de pragas

em quantidades elevadas, figuras e(4.33]

Aqui, o valor do funcional de custo 6timo para a condicao inicial (5, 5; 5, 4; 1; 2) obtido
foi: _#(5,5:5,4:1;2) = 3,851 x 102.

Mais uma vez, mostra-se a importancia do correto manejo integrado de pragas, com
continuo e rapido diagnostico da quantidade de pragas existentes na cultura do milho,
quanto mais cedo for detectado a existéncia dos valores criticos excessivos de pragas,

melhores resultados efetivos da estratégia do controle bioldgico.



Capitulo 5

CONCLUSOES

A partir do modelo de Lotka-Volterra, um modelo de competicao e interacoes de
espécies do tipo nao-linear, as densidades de lagartas que convivem na lavoura do milho
resultam numa dindmica caotica de evolucao da densidade populacional das lagartas por
metro quadrado [17], [26], |31], [45], e portanto, uma demanda crescente delas causam

enormes prejuizos na cultura do milho, o que as denominam de pragas da lavoura.

As espécies denominadas presas: as lagartas Spodoptera frugiperda e a Helicoverpa
armigera, sao as possiveis pragas que se estabelecem na lavoura. Caso elas apresentem
quantidades acima dos danos economicos e bioldgicos na cultura do milho, causam sérios
prejuizos econdémicos e também ao ecossistema do campo. Os custos de controle através
de insumos inseticidas, além dos perigos de contaminagao do produto da lavoura, também

afetam o meio ambiente e os usuarios das aplicacoes.

Dai, a importancia de alternativas de controles as pragas. Aqui abordados, por
controle biolégico aplicados a lavoura do milho, por insercao inundativa de inimigos
naturais. As espécies denominadas predadoras: a vespa parasitoide Trichogramma e o
inseto Doru luteipes, ambos inimigos naturais das pragas na lavoura do milho formam
a base do estudo e simulagoes presentes, com a vantagem de nao interferirem de forma
danosa ao agroecossistema. Esta estratégia, soltura de inimigos naturais em conjunto a
diversas outras atitudes e cuidados, montam o correto manejo integrados de pragas na

lavoura.

Verificamos e simulamos o controle biologico capaz de corrigir os excessos de densidade
das espécies de pragas, lagartas de uma mesma espécies isoladas ou associadas. Os
inimigos naturais, por vezes isolados nao alcancam os objetivos de controle biologico de
pragas, assim devemos associd-los a outros inimigos naturais, seja da mesma variedade de

espécie: parasitoide, seja de outra espécie: predador. Com base no artigo [15] realizamos



5 CONCLUSOES 111

as primeiras validacoes na simulacao do controle 6timo de pragas, tipo linear e nao-linear.

As simulagoes numéricas e computacionais sao ferramentas importantes aos agentes da
pratica do manejo integrado de pragas, suprindo-os de recursos e informacoes rapidas para
tomada de decisoes prévias, o efeito tardio das decisoes acarretam prejuizos econémicos
consideraveis aos investimentos no campo, elas permitem informar a quantidade de

liberacao (inundag@o) dos inimigos naturais para o controle 6timo de pragas.

Verificamos e simulamos diferentes estratégias de controle 6timo de pragas, para
os cendrios: uma presa e um predador, duas presas e um predador, duas presas e
dois predadores, atuando controles de forma linear ou de forma nao-linear, aplicando-os

diretamente nos predadores, nas presas, ou combinadas.

Foi possivel aprofundar o conhecimento da Teoria do Controle e Otimizacgao, através
da Programagao Dinamica de Bellman, com a formulagdo do controle 6timo linear e
nao-linear, aplicacao de funcgoes de Lyapunov, em particular as funcoes de Bellman,
que permitem a minimizacao do funcional de custo quadratico, por uso da equacao
de Hamilton-Jacobi-Bellman. Por fim, a descoberta da melhor estratégia, da lei de
retroalimentacdo de controle 6timo (feedback optimal control) que leva o sistema a

estabilidade assintotica.

As simulacoes foram realizadas com uso do MATLAB®, e se mostram altamente
dependentes dos parametros envolvidos que representam os coeficientes do sistema
modelado. Entretanto, mostraram resultados eficientes, pois o modelo escolhido foi
adequado ao controle 6timo de pragas, a conferir pelas analises das trajetorias e das
dindmicas temporais distribuidas pelo trabalho, e que conferem levar as trajetorias
aos pontos fixos desejados, de estabilidade assintética, resultando no efetivo controle
biologico de pragas na cultura do milho. Observamos que as simulacoes realizadas com a
estratégia do controle linear traz resultados mais efetivos do que os realizados com controle

nao-linear, o tempo de resposta em atingir o ponto fixo de equilibrio sao menores.

Certamente, podemos destacar possiveis novas contribuicbes ao modelo aqui
apresentado, em particular, agregar parametros ao modelo L-V presa-predador que
representem variacoes mais realisticas, incluindo o termo logistico, o efeito Allee, a
estrutura de bifurcacao de Hopf, dentre outras. Ainda, agregar a componente espacial,
com intuito de verificar o efeito difusivo das pragas na lavoura, influéncias climéticas, de
temperaturas, do tipo de safra ou safrinha, associacdo a insumos inseticidas organicos,

biolégicos por plantas, ou estratégias a modelos discretos, equacoes de diferencas ou por
EDP’s aplicadas.
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