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Resumo

Nesta dissertagao fizemos a analise numérica da equagao de Navier-Stokes, em duas
dimensoes, com coeficiente de viscosidade nao linear, definida a seguir:

Seja 2 um dominio suficientemente regular, com fronteira 02, regular,

PN 1y (2, 1), s, 1)) A, )

+p(u(z,t) - V)u(z,t) + Vp(x) = f(t,z) em Q x (0,7)
div(u(z)) = 0 em €,

u(z,t) = g em 09,

u(z,0) = uy(z),

onde, u: (0,7)xQ — R? [ : L*(2) — R, ¢ um funcional linear continuo, a : R* — (0, 0o)
que satisfaz as seguintes hipoteses:

1. 0<a_ <a(zy,z) < ay,

2. |a(x) —a(y)| < Ailzy — | + Aglze — 92|, A1, Ay > 0,

em outras palavras, a fun¢ao a(z,zs), é limitada, continua e positiva definida, estamos
assumindo também que |, 509 - Tds = 0, onde n & o vetor normal a fronteira 0€2. Esta
formulagao generaliza & equacao de Navier-Stokes com viscosidade positiva, visto que
esta, & um caso particular obtido quando a(xi,z5) = p. Nosso objetivo é, provar a
existéncia de solugoes fracas, fortes, e, existéncia de solu¢oes periodicas, usando método
de Faedo-Galerkin, mostrar a unicidade das solugoes, e, que em casos especificos é possivel
afirmar que a solugao possui decaimento exponéncial, isso significa que, quando t — oo
a nossa solucao se anula no dominio. Faremos simulagoes deste problema, usando as
condi¢oes do benchmark Lid-driven Cavity, usando o método conhecido como ©-Scheme,
bem descrito em [20], que é um método de discretizagdo temporal, baseado no método
de Peaceman-Rachford, e para a parte espacial, usaremos o método bem conhecido de
Elementos Finitos.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais, Elementos Finitos, © — Scheme,
Navier-Stokes, Método de Galerkin.



Abstract

In this work we made the numerical analysis of Navier-Stokes equations, in two di-
mentions, with non-linear viscosity, defined as follows:

Let  be a domain sufficiently regular and it’s boundary being 0f2, regular,

p% —a(l(uy(z, 1)), luz(x, 1)) Au(z, t)+

p(u(z,t) - Viu(z,t) + Vp(x) = f(t,2) on 2 x (0,T)
div(u(x)) =0 at €,

u(x,t) = g at 0L,

u(z,0) = uo(x),

where, u : (0,T) x Q — R? [ : L*(2) — R, is a continuous linear form, a : R — (0, c0)
satisfying the following hypoteses:

1. 0<a- <a(xy,z) < ay,

2. Ja(z) — a(y)| < Ajlzy — ?J1| +A2|$2 - y2|7A1,A2 > 0,

in other words, the function a(z1, x2), is bounded, continuos and positive definite, we are
also assuming that |, sn 9 - fuds = 0, where 7 is the normal vector outside of boundary
0f). The present formulation of Navier-Stokes with positive viscosity, is a particular case
of the equation above, since this is attained obtained when a(z1,z5) = p. Our objective
is to prove the existence of weak solutions, strong solutions and periodic solutions, using
Faedo-Galerkin’s method, show the uniqueness of solution, and, in some specific cases it
is possible to affirm that the solution has exponential decay, this means that when ¢t — oo
our solution is null inside the domain. We will simulate this problem using the conditions
of the Lid-driven Cavity benchmark, via the method known as ©-Scheme, well described
in [20], which is a temporal discretization method based on the Peaceman- Rachford, and
for the spatial part, we will use the well-known method of Finite Elements.

Keywords: Partial Differential Equations, Finite Elements, © Scheme, Navier Stokes,
Galerkin Method.
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Conjunto das fungoes indefinidamente diferenciaveis com suporte em 2
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Produto interno em H'!

Produto interno em L?

Quase sempre

Transformada de Fourier de u

Conjunto das funcoes limitadas de X em R

Distancia do ponto z ao y pela métrica d

Espaco topologico do conjunto X pela topologia 7

Espaco dual de E

Espago bidual de £

Norma no espacgo dual E’

Espaco mensuravel

Topologia fraca

Topologia fraca estrela
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Objetivos

Neste trabalho fizemos um estudo das Equagoes de Navier-Stokes com viscosidade nao-
linear definida em . Nestes estudos mostramos a existéncia de solugoes fraca, forte e
unicidade da solucoes para a classe de problemas definidos no abstract, além de existéncia
solugoes periddicas e decaimento exponencial no caso em que a for¢a externa vem de uma
forca conservativa, como a gravidade por exemplo. Objetivamos também fazer um breve
estudo do método O-scheme. Devido a complexidade da teoria, nao fizemos a prova da
convergéncia da solucao usando este método para o problema de Navier-Stokes. FEste
método foi exaustivamente estudado em [31],[20], [26]. Simulamos o teste conhecido por
Lid-driven cavity com alguns tipos de viscosidade constante e positiva e comparamos o
resultado obtido com o obtido quando usamos uma viscosidade do tipo nao-local. Esta
simulagao foi feita usando o método ©—Scheme para a parte temporal, e para a parte

espacial utilizamos o método de elementos finitos.



Capitulo 1

Introducao

As equacoes de Navier-Stokes sao um sistema de equacoes diferenciais parciais nao-
lineares que governam o movimento para um fluido newtoniano, que pode ser liquido ou
gas. Em esséncia, elas representam o balanco entre a taxa de variacao do momento de um
elemento de fluido e as forcas aplicadas sobre ele, e, de forma similar ao que fez Newton
na sua segunda lei para o movimento de um corpo, temos que a pressao esta linearmente
relacionado com a taxa de tensao do fluido. O proprio Newton nao entendeu bem a
natureza das forgas entre as particulas elementares em um meio continuum, mas ele fez
(Newton 1687, vol. II, Sec¢ao IX, Hipotese, Proposi¢ao LI) o inicio da teoria da dindmica
de um fluido viscoso e uniforme, de forma intuitiva e imaginativa. Isso foi o que muitos
anos depois, ajudou a dar origem as equagoes de Navier-Stokes, como as conhecemos,
deduzida de varias hipoteses fisicas, e de varias formas, por Navier ([37]), Poisson ([3§]),
Saint-Venant ([I3]) e Stokes ([43]). Stokes ([42]) revisou os métodos e hipoteses desses
autores, e apresentou uma derivacao racional curta dessas equacOes. KEssas equagoes
tém sido amplamente aceitas como um excelente modelo do movimento macroscépico da
maioria dos fluidos reais, incluindo ar e agua, e sao usados por intmeros engenheiros,
fisicos, quimicos, matematicos, meteorologistas, oceanografos, gedlogos e bidlogos. Ha,
no entanto, intimeros modelos tteis de fluidos, cujo seus movimentos nao sao governados
pelas equacoes de Navier-Stokes. Por exemplo, existem fluidos nao-newtonianos que sao
regidos por um tensor de deformagao nao linear e fluidos viscoelasticos em que a pressao
depende da deformacao, bem como sobre a taxa de deformacao do fluido que mantém

uma espécie de "memoria"das deformacgoes anteriores.

Neste trabalho tratamos do problema de Navier-Stokes com condi¢oes de Dirichlet e

viscosidade nao-local, este problema ¢é formulado do seguinte modo:
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Seja 2 um dominio suficientemente regular, com fronteira 92, regular,

pduc(lft) —a(l(uy(z, 1)), l(ug(x, b)) Au(x, t)

+p(u(z,t) - V)u(z,t) + Vp(z,t) = f(t,z) em Q x (0,7)
(P1)| div(u(z)) =0 em €,
u(z, )
u(z,0)

onde, u : (0,T) x Q — R?, sao os campos de velocidade, p : (0,7) x  — R, a pressao,

= g em 0f),

= up(),

[ : L*(©) — R, é um funcional linear continuo, a : R? — (0,00) que satisfaz as seguintes

hipoteses:

1. 0<a_ <a(zy,x2) < ay,

2. |a(x) - a(y)| < A1|$1 - yl| +A2|$2 - y2|7A1,A2 > 0,

em outras palavras, a fungao a(zy, x3), é limitada, continua e positiva definida. Assumimos

que f 50 g Mds =0, onde 7 & o vetor normal a fronteira Of).

A anélise matemética do problema (P1), para o caso em que a(zy,x2) = W, uma
constante definida positiva, foi iniciada por Jean Laray[30], um estudo mais aprofundado

para este caso foi feito por O.A Ladyszhenskaya [28], Roger Teeman [45], e, Lions [34].

Neste trabalho generalizamos o trabalho sugerido por [28], onde a viscosidade sugerida
foi a(t) = po + p1|u(t)]?, este caso foi resolvido por Lions em [34], para o caso em que
temos dominio cilindrico. Generalizamos os problemas resolvidos em, [35],[15],[24],[31],
pois a viscosidade desses artigos sao positivas e constantes, os dois primeiros artigos se
concentraram na analise do problema, sem a resolucao do problema por método numeérico,
e para o artigo [31]], generalizamos apenas a viscosidade, visto que f 50 9 -Mds = 0. Quando
o dominio é limitado "generalizamos"o paper de [I1], que é em dominio nao cilindrico,

|?, com g e p1 constantes

considerando o termo de reagao-difusao a(t) = po + p1||w(t)
positivas, temos existéncia solugoes fracas para dimensao até quatro, e, quando a dimensao
do espago é menor que trés, ver [33], temos a unicidade, em particular para o nosso caso

que é de dimensao dois e dominio limitado.

Esta formulagao também generaliza as equacoes de Navier-Stokes com viscosidade
positiva, visto que esta é um caso particular obtido quando a(zy,%2) = p. Ressaltamos

ainda que, quando a = 0 obtemos as equagoes de Euler para fluidos ideais.

O modelo do coeficiente de reacao-difusao que estamos acoplando as equagoes de
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Navier-Stokes, foi proposto primeiro por Chipot e Rodrigues em [0], ele surge natural-
mente quando é estudado o crescimento populacional de bactérias em um dominio regu-
lar. Neste trabalho os autores provaram a existéncia de solugoes fracas e que a unicidade
nao pode ser provada para o caso geral. Uma das caracteristicas desse coeficiente é,
Joa(l(w)) f(u)de = a(l(u)) [, f(u)dr,uw € L*(), uma melhor explanagao deste resul-

tado foi feita pelo professor Jorge Ferreira, e pode ser encontrada no artigo [9).

Como aplicagao deste trabalho, podemos citar o apéndice de [2§8], no caso em quem a

viscosidade depende do tempo.
Para estudar essa classe de problemas, procedemos da seguinte forma:

No segundo capitulo abordamos os principais topicos de anélise funcional, usados
ao decorrer do texto, como por exemplo: convergéncia fraca, convergéncia forte, alguns
espagos funcionais, como o H'(Q) e o L?(f2). Neste capitulo, discursamos um pouco sobre

teoria das distribuicoes e derivada no sentido das distribuicoes.

No terceiro capitulo estamos interessados em introduzir o método dos elementos fini-
tos, definindo formalmente o que é um elemento finito, exemplificar algumas defini¢oes
para a melhor compreensao e no final do capitulo aplicamos o método dos Elementos

Finitos em uma equagao eliptica.

Nossa motivagao no quarto capitulo é estudar as equagoes de Navier-Stokes. Fizemos
uma deducao da mesma usando as leis de conservacgao de massa e conserva¢ao do momento.
Em seguida falamos sobre as equagoes de Navier-Stokes com coeficiente de reacao difusao
nao-local, nos dedicamos nesta segao a estudar o problema (P1) investigando a existéncia
de solucgoes fracas, forte e periédicas, bem como a unicidade. Para provar a existéncia de
solugoes fortes, fracas e periddicas aplicamos o método de Faedo-Galerkin, e, para provar
a unicidade usamos o método da Energia. Por fim, estudamos o caso em que a forca
externa é uma forga conservativa e u(z,0) # 0 provamos que, neste caso, a equagao tera
decaimento exponencial, isto é, a energia do sistema tende a zero quando o tempo tende

ao infinito.

No quinto capitulo estamos interessados em fazer a formulacao variacional do pro-
blema. Empregamos o método conhecido como ©-Scheme junto com elementos finitos.
Recorremos ao método dos elementos finitos pois o mesmo incorpora caracateristicas do
dominio e é vem de forma natural pelo método de Galerkin discreto. O método ©-Scheme
é conhecido por ter uma das melhores estabilidades para a equagao de Navier-Stokes [20],

este método consiste em fracionar os tempos, fizemos um pequeno resumo sobre a estabi-
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lidade deste método. O problema que estudamos é:

Seja 2 um dominio suficientemente regular com fronteira 92 bem regular, queremos

encontrar u e p que satisfazem

onde g(z) := (¢g1(x,t), g2(x,t)) = (1,0), @ = (0,1) x (0,1), I" & a fronteira superior
e t € [0,1], este problema é conhecido como Lid-driven cavity Benchmark. Utilizamos
esse benchmark visto que, como o problema esta em aberto nao existe solucao analitica
para comparacao, e, que este ¢ um método bem estabelecido para tal, como dito no
artigo [27]. Este método consiste, basicamente, na aplicagdo de uma forga tangéncial e
unitéaria na fronteira superior do dominio, e é esperado o surgimento de vortices dentro do
mesmo. Nao fizemos as analises de erro neste trabalho devido a dificuldade de limitacoes
de hardware, ressaltamos que muitos artigos nao fazem anélise de erro como exemplo
podemos citar, [17), 25 [39], e, mesmo quando ¢ possivel determinar uma soluc¢do analitica
para comparagoes o erro obtido das solugoes aproximadas sao grandes, [31], 46], neste
tltimo o erro chegou a ser da ordem 1073 mesmo quando a malha foi suficientemente

refinada com 16384 elementos.

Fizemos o paragrafo a seguir sobre o Benchmark Lid-Driven cavity, com base no artigo

27,

Um recipiente retangular ou ciibico estao entre as geometrias confinadas mais simples
dentro das quais o movimento do fluido pode ser estudado. Devido & simplicidade de sua
configuragao, lid-driven cavity foi investigada extensivamente. Ele tem sido empregado
como um problema numeérico de referéncia e como uma cama de teste para estudar efeitos
fisicos especificos. Apos as primeiras investigacoes numéricas de Kawaguti, e, Burggraf, a
busca por eficiéncia e precisao comecou com o trabalho de Ghia, e Schreiber e Keller, que
calcularam o fluxo bidimensional, estével, para nimeros de Reynolds até 10* em uma cavi-
dade quadrada delimitada por trés paredes rigidas e a tampa movendo-se com velocidade
constante. Estimulados por esses resultados experimentais e pelas demais questoes aber-
tas, casos-teste tridimensionais dedicados foram definidos e investigados numericamente

por diferentes grupos de pesquisa, com resultados coletados em Deville. Apos este esfor¢o

( PW —a(l(ui(x,1)), l(ua(z, 1)) Au(z, t) + p(u(z,t) - V)u(r,t) + Vp(z) = 0 em Q x (0,T),
div(u(z)) = 0 em 9,
u(z,t) = g(z) em T,
u(z,t) =0 em OO\T,
Cu(z,0) = ug(x),

(1.0.1)
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conjunto, que nao produziu resultados muito conclusivos para o nimero de Reynolds
alvo de Re = 3200, um novo nivel de precisao foi alcancado para fluxos bidimensionais
por Botella e Peyret que empregaram métodos espectrais combinados com um dedicado
tratamento dos cantos arestas singulares onde a parede moével se encontra com uma pa-
rede estacionaria. Seu método produz uma solu¢ao numérica altamente precisa para o
problema bidimensional até Re = 103. Outra particularidade que diz respeito ao fluxo
viscoso perto dos cantos com duas paredes estacionérias, é, o fluxo exibe um comporta-
mento assintotico particular na forma de uma sequéncia infinita de vortices auto-similares

cujo tamanho e intensidade decaem na progressao geométrica a medida que a borda é

aproximada.

Nao fizemos a demonstragoes da convergéncia e estabilidade método ©—Scheme apli-
cado as equacgoes de Navier-Stokes com viscosidade nao-local, devido a dificuldade da
mesma, mas observamos que, com as devidas alteragoes em [31] e [26], e, usando o fato

de tal viscosidade ser limitada e lipzchiana, é possivel provar.

No sexto capitulo fizemos a descricao da metodologia abordada, no sétimo capitulo
exibimos os resultados que foram obtidos nas simulagoes, e, no oitavo capitulo, mostramos

as conclusoes e falamos sobre possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Premiliminares de Analise Funcional

Neste capitulo fizemos um apanhado geral do que foi tratado ao longo deste trabalho
no que se refere a espagos de fungoes. Nosso intuito neste capitulo é apresentar as bases
necessarias para a melhor compreensao deste trabalho. Comegamos com conceitos simples
como métrica, norma, sequéncias de Cauchy, e, a partir disso definimos conceitos mais
gerais, como convergéncia fraca e fraca x, essas convergéncia sao necessarias para as
demonstragoes de existéncia de solucoes fracas e solucoes periddicas. Dissertamos sobre
alguns dos principais resultados da Analise Funcional, como por exemplo o Teorema
de Hahn-Banach, que foi usado para provar a existéncia de solucao forte do problema
estipulado em , Teorema da Representacao de Riesz, utilizado na demonstracao da
existéncia de solugao fraca. Fizemos um breve estudo sobre funcionais lineares, espaco
das funcoes p-integraveis no sentido de Lebesque, LP, espagos de Hilbert, espaco Dual,
e, alguns resultados sobre espacos mais gerais, como os de Sobolev. Discursamos sobre
distribuicoes escalares e vetoriais, conceitos de derivada no sentido das distribuigoes e
integrais de Bochner. Enunciamos o Teorema de Du bois Raymond, que é necessario para
a checagem das condigoes iniciais do nosso problema, a desigualdade de Poincaré, que
foi utilizada pra a demonstracao de decaimento exponencial da solu¢ao quando certas

condicoes sao satisfeitas.

2.1 Espacos Métricos

Para definirmos o que é um espago métrico, para isso, precisamos definir o que é uma

meétrica.

Definicao 2.1.1. Uma métrica em um conjunto M é uma funcao d : M x M — R que

associa cada par ordenado x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a distincia de x a
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y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes condigoes para quaisquer x,y,z € M :
dy) d(z,z) =0,
ds) Se x # y entdo d(x,y) > 0,
ds) d(z,y) = d(y, z),
dy) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
As propriedades d;) e dy), dizem que d(z,y) > 0, com, d(x,y) = 0 se, e somente

se, z = y. A propriedade d3) nos diz que d é uma fungao simétrica das variaveis = e y, e

por fim dy) trata da desigualdade triangular.

Agora podemos dizer que, um espag¢o métrico é um par (M,d), onde M é um con-
junto e d uma métrica. Quando nao houver ambiguidade, chamamos de espaco métrico

simplesmente o conjunto M.

Duas métricas sao ditas equivalentes se existir uma constante c¢, positiva, tal que
d(z,y) < cd'(2,y).

Exemplo 2.1.1. Considere X um conjunto arbitrdrio e f : X — R uma funcao real.
A funcao f € dita limitada em X se ewiste uma constante k = ky > 0, de modo que
|f(z)| <k para todo x € X .Indicamos por B(X;R) o conjunto das fungoes limitadas f :
X — R, podemos definir uma métrica neste conjunto da sequinte forma, para quaisquer

fr9 € B(X;R),

d(f,g) == Sup |f(z) — g(x)].

Demonstra¢ao. Como as propriedades d;), dy) e d3) sao Obvias, nos resta apenas provar

a desigualdade triangular. Sejam f, g,z € B(X;R),

d(f,9) = sup|f(z) = g(z)|

= sup |f(z) = 2(z) + 2(z) — g ()|

< sup{|f(z) = 2(2)] + |2(2) - g(=)l}

< sup{|f(z) = 2(2)[} + sup{l=(z) — 9(=)[}

=d(f,z)+d(zg).
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]

Esta métrica é denominada métrica da convergéncia uniforme ou do sup. Temos

portanto que B(X;R) munido da métrica do sup é um espago métrico.

2.2 Espacos Normados

Nesta secao introduzimos o conceito de norma, que é essencial no decorrer do tra-

balho.

Definicao 2.2.1. Seja E um espago vetorial real. Uma norma, em E, € uma aplica¢ao

|1l : E — R, que satisfaz:
i) |I€]] > 0 para todo £ € E e ||£|| =0 <= & =0 (comprimento positivo)
i1) |X]l = M€l para todo & € E e X € R (dilatagao)

1) ||€+C| < €N+ |IC|| para todo &,¢ € E (desigualdade triangular)

O par (]| - ||, E) é denominado espago normado.

Podemos induzir uma métrica da seguinte forma, d(£,9) = || — J]|, onde £,0 € E,

disso podemos concluir que todo espa¢o normado é um espago métrico.

Exemplo 2.2.1. Definamos L'(a,b) como sendo o espaco de todas as funcoes definidas
sobre [a, b] integrdaveis a Lebesgue. E fdcil verificar que este ¢ um espago normado. Basta

muni-lo da sequinte aplicagao:
||l : L(a,b) — R, dada por:

1= [ 17 @)da

a qual vé-se facilmente que € uma norma.
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Demonstragao. Sejam f,g € L'(a,b) temos,

If + gl

- / (@) + g(x)|da
b
< / F(@)] + |g(x)|de

= [ s [l

/1l + llglls,

sendo as propriedades i) e 7i) triviais. O

2.3 Espacos Métricos Completos

Seja (M, d) um espaco métrico. Uma sequéncia (x,,)nen € dita de Cauchy no espago
métrico M, se dado € > 0, de modo arbitrario existe N € N, tal que para todo n,m > N
= d(r,, ) < e. Se a métrica d for induzida por uma norma || - ||, a definigao fica, dado

e > 0 existe um N € N de tal forma que Vn,m > M = ||z, — x| < €.

Exemplo 2.3.1. Toda sequencia convergente é uma sequencia de Cauchy.

Demonstragdo. Seja (Tn)ney Uma sequencia que converge para a. Para todo § > 0,
existem mg e ng de tal forma que para m > mgy e n > ng, d(zn,a) < § e d(zm,a) < 5.

Tome k = max{mg,ng}, para m,n > k temos,

(20, 1) < d(2p, a) + d(zm, a) < % + g —e. (2.3.1)

[]

Definicao 2.3.1. Um espago métrico € dito completo, quando toda sequéncia de Cauchy

nele € convergente.

Exemplo 2.3.2. Seja o espago M = C(a,b), o conjunto das fungoes continuas sobre o

intervalo [a,b], munido da métrica,

d(f,g) = sup |f(x)—g()].

z€[a,b]

Afirmamos que (M, d) é completo.
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Demonstra¢ao. Com efeito, seja (f,)nen uma sequencia de Cauchy em C(a, b), entao para

todo € > 0 existe N > 0 tal que

n,m > N = d(fn, fm) <,
ou seja,

n,m > N = w sup |fn(x) - fm(x)| <Eé.
z€[a,b]

Sabemos que na reta real toda sequéncia de Cauchy é convergente, teremos portanto

que, para cada x, (f,(z))nen converge, isto é, f,(z) = f(x).

Para mostrarmos a completeza de C(a,b), basta verificar a continuidade de f. De

fato, seja € > 0, devido a convergéncia existem N; e N, tais que:

n> Ny = |fulz) — f(2)] < g, da mesma forma, n > Ny = |f.(y) — f(y)| < %-

Tomemos, N = max{Ny, No}. Da continuidade de f,, e usando o fato de ser de Cau-

chy, entao existe § > 0, tal que:
€
o=yl <5 fale) = )] < 5
Da desigualdade triangular, segue:

[f(2) = )l < |f (@) = fale)| + | fn(z) = fa(W)] + [faly) = F(W)]-

Agora, tomando n > N e |z — y| < d,

Donde tem-se a continuidade de f. Dessa forma f € C(a,b), o que mostra que
a sequéncia de Cauchy f, convergiu no proprio espaco e isso acaba por demonstrar a

completeza de C(a,b).
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2.4 Espaco Topologico

Nesta secao fizemos uma introdugao aos espagos topologicos. Espagos topologicos
nada mais sao que uma generalizacao dos conceitos de espacos métricos e espacos norma-

dos. Primeiramente definimos o que é uma topologia.

Definicao 2.4.1. Uma topologia num conjunto X € uma colecao T de subconjuntos de
X, chamados subconjuntos abertos sequndo a topologia T, satisfazendo as sequintes pro-

priedades:

X e o subconjunto () sao abertos,
a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto,

a intersecgao finita de uma familia de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

O par (X,7), com X sendo um conjunto e T uma topologia de X, é chamado espago
topoldgico. Caso nao haja risco de confusao, chamamos o espago topolégico (X, 1), por

espago topologico X .

Uma aplicagao F': X — Y, de um espaco topolégico X em um espago topologico Y

¢ dita continua, se a imagem inversa F~!(B), de todo aberto B C Y, for aberto em X.

Dado duas topologias, 7,7’, em um conjunto X, dizemos que 7 é mais fina que 7’ se

7! C 1, isto é, se cada aberto de 7/ for um aberto de 7.

Exemplo 2.4.1. Para que um conjunto X seja um espaco topoldgico, basta considerar a
topologia formada por todos os subconjuntos de X . Essa topologia € conhecida como topo-
logia discreta. Para que X seja um espago métrico, basta considerar a métrica d(x,y) =1

sex =1y e caso contrdrio.

Outra topologia que podemos citar € a topologia cadtica, que € formada apenas pelos

conjuntos X e ().

Para que duas métricas definam o mesmo espago topologico é necessario e suficiente
que elas sejam equivalentes. Dadas duas topologias 7, 7" em um conjunto X, afim de que
T seja mais fina que 7/, é necessario e suficiente que a aplicagao identidade 7 : (X, 7) —

(X, 7') seja continua.
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2.5 Espacos de Banach

Um espago normado £ é dito um espago de Banach, se o mesmo é completo com a

métrica induzida pela norma deste espaco.

Um dos resultados mais famosos é que os espacos LY sao Banach.

Teorema 2.5.1. (Fischer-Riesz) LP é um espag¢o deBanach para 1 < p < oc.

Demonstra¢ao. Vamos separar esta demonstracao em dois casos.

Caso 1: p = o) Seja (f,) uma seguencia de Cauchy em L*°. Dado um inteiro k£ > 1,
existe um inteiro Ny tal que || fn — fulloo < %, para m,n > N,. Entao existe um conjunto
de medida nula E} tal que,

1

T Vo € Q\Eg, Ym,n > Nj. (2.5.1)

[fm () = fu(x)] <

Entao, fagamos E = |J,, £, de tal forma forma que E é um conjunto de medida nula,
vemos entao que para todo x € Q\F, a sequencia de fungoes f,,(x) é Cauchy em R. Disto
segue, f,(z) — f(z) para todo z € Q\E. Passando o limite em (2.5.1)), quando m — oo

nos obtemos,

F(2) = ful@)] < % Vi € O\E, Vn > Ny,

Com isso nos concluimos que f € L™ e || f — fulloo < %, Vn > Ny; e, portanto, f, — [ em
L.

Caso 2: 1 < p < o0) Seja (f,) uma seguencia de Cauchy em LP. Para concluimos que
LP é um espago completo, é suficiente mostrar uma subsequencia que converge em LP.

Escolheremos a subsequencia (f,,,) da seguinte forma,

1
||fnk+1 - fnka S ? Vk Z 1.

Afirmamos que f,, converge em LP. Para simplificar a nota¢ao chamaremos f,, por fi,

entao,

1
[ fi1 = frllp < >R Vk > 1. (2.5.2)

Seja,

(@) =Y fenr (@) = ful@)],

entao, ||g,|l, < 1. Como g, () é uma sequencia monétona e limitada, ela tende para g(z),
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q.s em {2, com g € LP. Por outro lado, para m > n > 2, n6s temos,

(@) = fo(@)] < |fin(2) = fna (@) + -+ 4 [faga(2) = fu(@)] < 9(2) = gna (@),

disso segue que q.s em §2, f,(x) é uma sequencia de Cauchy e converge para um limite

finito, f(x). Temos que q.s em €2,

|f(x) = fulx)| < g(z) ¥n > 2, (2.5.3)

e em particular para f € L. Finalmente, nos concluimos usando a convergéncia domi-
nada de Lebesgue que || f,, — f|l, = 0 porque |f.(z) — f(z)|> = 0 q.s e também que
|fo— fIP < gP e L. O]

2.5.1 O Espago Dual

Nesta se¢ao comentamos sobre o Espago Dual e suas aplicagoes. Comecamos definindo

o que é o Espaco Dual.

Defini¢do 2.5.1. Denotemos por E' o conjunto das fungées f : E — R lineares e

continuas, isto €é:

E ={f:E— R|f ¢ linear e continua }. O conjunto E' é chamado o dual de E,

e, a norma neste espaco € dada por,

[fllg = sup [f(z)].

#lleem<1

Denotamos por f(z) = (f,z), quando f € E' e x € E, onde (-,-) é o produto interno
pela dualidade E', E.

Proposicao 2.5.1. Uma aplicacao linear f € continua se, e somente se, ela € limitada.

Demonstracao. Com efeito, pela continuidade de f teremos que para todo € > 0 existe

0 > 0 tal que:
[zl <6 = |f(z)] <e

Isso significa que para caday € Ef, ——vy satisfaz a condigao:

5
Iyl

‘in < 4, daf entao
[yl

segue-se que:

)
f (Wy> ‘ <e=|f(y)| < %HyHa donde concluimos que f é uma funcao limitada.
Yy



2.5 Espagos de Banach 25

De maneira reciproca, supondo que f seja limitada. Mostraremos que f deve ser
continua. Lembremos que f é limitada se existe C' > 0 tal que |f(z)| < C||z||. Portanto,

para todo € > 0, existe d > 0 tal que se:

lz —y|| <6 = |f(z) — f(y)|] <e. Basta tomar 6 = % e aplicar a linearidade de f.
[

2.5.2 Espacos Reflexivos

Assim como construimos o espaco dual de um espago vetorial, também podemos

construir o espaco dual do dual. Isto é:
E" ={f:E — R;f ¢ linear e continua}

Este espaco E é também um espaco normado e completo. A norma do espaco bidual

esta dada por:

[flbs = sup f(g).

9€E’ |lgll-<1

Em geral dado um espaco vetorial F qualquer, podemos definir o espacgo dual e bi-
dual. Inclusive podemos relacionar o espaco E com o bidual E”, através da aplicacio

J:E — E", definida a seguir:

Dado z € E fixo, a aplicacdo f — (f,z) de E' em R, e portanto, esta aplicacdo é um
elemento de E".

!

Definimos de forma natural: (J(z), f) = (f,z) = f(x),Ve € E,Vf € E".
Note que J é uma isometria entre os espacos F e E .

Com efeito,

[J(@) = sup  {J(x), f) = sup (f,x) =[]

feE | fllx<1 fEE|If+<1

De onde obtemos uma aplicacdo injetora entre os espacos F e E'. A aplicacdo J
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¢ chamada de projegao canonica. Nao é verdade, em geral, que J definida acima, seja

sobrejetora. Os espacos nos quais J seja sobrejetora sao chamados de Reflexivos.

Definicao 2.5.2. Seja E um espaco de Banach, diremos que E ¢ um espaco reflexivo,

quando a aplicagao J definida acima € sobrejetora.

Definicao 2.5.3. Diremos que um espaco normado E € separdvel, se existe um subcon-

Jjunto enumerdvel e denso em E.

Vamos enunciar dois tipos de convergéncia, sao elas, convergéncia fraca e fraca .

Definigao 2.5.4. (Convergéncia Fraca): Sejam E um espago deBanach e (uy ),y uma

sequéncia de E. Entio u, — u se, e somente se, (¢, u,) — (o, u) Vo € E"

Defini¢do 2.5.5. (Convergéncia Fraca ) Sejam E wm espaco de Banach, ¢ € E'e
(Vv),en uma sequéncia de E'. Dizse ¢, — ¢ fraco x se, e somente se, (p,,u) —
(p,u) ,Yu e E.

Definamos agora duas topologias que sao essenciais para os resultados utilizados no
decorrer deste trabalho. Seja E um espaco deBanach e f € E'. Denotamos por ¢ i B =
R o funcional linear definido como ¢¢(z) := {f,z). Com f percorrendo o conjunto £’ nos

obtemos uma colegao (¢f) e de fungoes de E em R.

Agora nos vamos ignorar a topologia usual em E, que é a topologia associada com a

norma, e definimos uma nova topologia no conjunto E da seguinte forma:
Definigao 2.5.6. A topologia fraca, denotada por o(E,E') em E, € a topologia mais fina
associada a colegio (¢f); € E'.

De forma similar definimos a topologia fraca x da seguinte forma:

Definigao 2.5.7. A topologia fraca, denotada por o(E',E) em E', € a topologia mais fina

associada a cole¢io (). € E.
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2.6 Os Espagos L?(Q)

Nesta se¢ao introduzimos os espagos LP, que nos sao de grande importancia.
Fizemos uma breve definicao destes espacos e enunciamos alguns resultados relevantes
para o que se segue. Ressaltamos que as integrais sao integrais de Lebesgue, que ¢ uma

forma mais geral de calcular integrais (|14} 4]).

Alguns resultados utilizados requerem a no¢ao de medida e conjuntos de medida nula.

Definimos o que é uma medida, e conjuntos de medida nula sem nos aprofundarmos.

A tripla (Q, M, ) é um espago de medida se:

i) M é uma o — algebra em Q se:

(a) D e M,
(b) Ae M= A°e M,

(c) U,—, An € M sempre que A,, € M, Vn.
ii) p é uma medida, p: M — [0, 00| se satisfaz:

(a) p(®) =0,

(b) w(U; 2 An) = >0, 11(Ay,) sempre que (A,) é uma familia de membros dis-

juntos em M.

iii) Q¢ o— finito, isto é, existe uma familia enumeravel (€2,,) em M tal que Q = |7~ Q,

e () < 00, Vn.

Como exemplos de medidas, podemos citar a distancia em R e 4drea em R%. Os conjuntos
de E € M que satisfazem a propriedade p(E) = 0 sao chamados conjuntos de medida
nula, dizemos que uma propriedade é quase sempre(q.s.), se ela for valida em Q exceto
em um conjunto de medida nula. Como exemplos de conjuntos de medida nula, em (a, b),
podemos tomar o conjunto E, como sendo um conjunto enumeravel de ponto de (a, b), e,

em @ := [a,b] X [a,b], como sendo um conjunto enumerével de retas contidas em Q.

2.6.1 Definicoes e Principais Resultados

Seja p € R, 0 < p < 00, definimos:
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LP(Q) :={f : Q = R]| [,, | f]PdQ < oo},
considerando agora p = oo tem-se:
L>*:={f:Q— R; f é mensuravel e 3 ¢ > 0 tal que |f(z)] <c¢ qs em Q}.

Definimos também as normas: || - ||, : L*(2) — R, para 0 < p < 0o e || + |0, para

p = 0o, dadas respectivamente por:

1/p
= ([ Wkan) ¢ 1l =inste: 5@l < as. en )

Lembramos que L>®(Q2) = [L}(Q)], como esta demonstracio foge do escopo deste

trabalho, apenas citamos que ela pode ser encontrada em [4].

Para efeito ilustrativo, mostremos a seguir que, para 0 < p < oo, LP(Q2) é um espago

vetorial e || - ||, de fato é norma.

Notagao: Se 1 < p < oo denotamos por g o nimero definido por:

1 1
a)—+-=1sel<p<oo

p g
b)g=1l,sep=occeqg=oc0sep=1

O numero p é denominado expoente conjugado de gq.

Lema 2.6.1. (Desigualdade de Young) Se 1 < p,q < oo, com, %—1—% =1, e a,b sao
numeros reais nao negativos entao:
1 1
ab < —aP + -b
p q
a igualdade so ocorre quando aP = b9.

Demonstragio. Se o(t) = (1 =X+ M —t* = ¢'(t) =A1—t*"1)ese A —1 < 0 temos

que:
e ¢(t) <Oparat<1
o V(t) >0parat>1
Logo para t # 1, temos p(t) > (1) = 0, de onde (1 — \) + At > A

(a igualdade s6 vale se t = 1)
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P
Se b # 0 a desigualdade segue substituindo t por Z—q. Por outro lado, se b = 0 o lema

é trivial.

]

Lema 2.6.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q2), com 1 < p < 0.
Se f-ge LYQ) entao,

/Q F - gldz < |l llglle

Demonstracao. Os casos p =1 e p = oo seguem de modo imediato. Agora se 1 < p < 00

temos que:
1 1 : .
|f(@)||g(z)| < ];|f(a:')]p + 6|g(:c)|q, devido a desigualdade de Young.

Dessa forma, temos que:

1 1
/ - gldz < HIAE + Sl
Q p q

mostrando portanto, que f - g € L'(Q). Substituindo f por Af, A > 0, segue-se que

15l < X151 + 5 ol
Cg914T > » T 3 9llLa-
Q p g

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para A € (0, c0),

temos que o minimo ocorre para A = || f||, ||g||%/f e o resultado segue.

Teorema 2.6.1. (da Convergéncia Dominada de Lebesgue):

Seja (f,) uma sequéncia de fungdes integraveis definidas em L'(2). Suponha que:

i) (fn), converge q.s. para uma fun¢do real, mensurdvel, f,

ii) Ewxiste uma fungao integrdvel g € L*(Q), tal que |f(z)] < g(z),Vn ¢.s. em Q.
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Entao, /fd,u: lim /fnd,u.
n—oo

Demonstragao. ver [4]. O

I4+2=1

Usamos a notacao p’ para denotar o conjugado de p, isto &, il

Teorema 2.6.2. (Representacao de Riez) Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP)'. Entdo existe

um unico u € L¥ tal que:

(orf) = /uf,v ferr

Além disso, temos ||ul| ;. = |||l -

Demonstragao. ver [40)]. O

Segue como consequéncia deste teorema que podemos identificar,
(y =17,
onde 1 < p < o0.

Dizemos que uma sequéncia (i,) converge para ¢ em L () se [lo, — || 1oq) — O,

1 <p<oo.
Definicao 2.6.1. Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base Hilbertiana de H uma
sequéncia de elementos (wy,) de H tais que:
i) |wn| =1 Vn, (wn,wm) =0 VYn,m, m #n;
ii) O espago gerado pela (wy,) ¢ denso em H.
A seguinte proposigao estabelece que a convergéncia em LP (§2) d& origem a uma
convergéncia pontual.

Proposigao 2.6.1. Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up),ey uma
sequéncia em LP () convergindo para u em LP (). Entao existe uma subsequéncia de

(ug), ainda denotada por (uy), tal que:
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i) ug () = u(x), ¢.s. em Q,

i) ug ()] < h(x), ¢.s. em Q, Vk €N, com h € LP ().

Teorema 2.6.3. Se 1 < p < oo, entdo o espagco LY (Q) € reflexivo.

Demonstragao. Ver [4]. O

2.7 Outros Resultados Importantes

Nesta secao fizemos um pequeno compendio com alguns resultados que conside-

ramos importantes para a melhor compreensao deste trabalho.

Teorema 2.7.1. (Banach - Steinhaus):

Sejam E e F dois espagos deBanach. Seja (T;)icr uma familia (nao necessariamente

enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E em F.

Suponhamos que sup ||T;X|| < oo,V x € E. Entao: sup ||T;X || ze,r < 0.

el i€l

Dito de outro modo, existe uma constante C tal que ||T;z|| < C||z||,Vz € EeVie€ I.

Demonstragao. ver [4]. O

Proposicao 2.7.1. Seja E um espago de Banach e (z,,) uma sucessao em E. Se verifica:

i) 2n =z emo(EE) = (f,z,) = (f,2),V f € E,

ii) Se x, — x fortemente, entdo x, — x fracamente para o(E,E'),

ii) Se x, — x fracamente para o(E, E'), entdo ||z,| € limitada e ||z|| < liminf||z,]|,

w) Sex, — x fracamente em o(E, E') e se f,, — f fortemente em E (isto ¢, || fo—fllz — 0),

entao (fn,xn) — (f,T).

Demonstragao. ver [4]. O
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Proposicao 2.7.2. Seja E um espaco de Banach e (f,) uma sucessio em E'. Se verifica:

i) fo > em o(E'E) < (fy,z) — (f,z),V 2 € E,
ii) Se f, — f forte, entio f, — f em o(E',E"),
iii) Se fo— f em o(E',E"), entio f, = f em o(E', E),
w) Se f, = f em o(E',E), entio ||f,| esta limitada e || f|| < liminf || f,||,

v) Se f, = f em o(E',E) e se x, — x fortemente em E, entio {(fn,x,) — (f,x).

Demonstragao. ver [4]. O

Teorema 2.7.2. Seja E um espago de Banach separdvel e seja ( f,,) uma sucessao limitada

em E'. Entdo eviste uma subsucessio (f,,) que converge na topologia o(E', F).

Demonstragao. ver [4]. O

Teorema 2.7.3. (Banach-Alaoglu) Sejam E um espago de Banach separdvel e E' o seu
dual topoldgico. Entio o conjunto: B = {f € E';||f|| < 1} é compacto na topologia

fraca estrela.

Demonstragao. ver [40)]. O

Lema 2.7.1. (Teorema do ponto fixo de Brouwer) Seja V' um espago de dimensao finita,
e Q C V um subconjunto compacto nao vazio. Se f : Q) — Q) é uma fun¢ao continua.

Entao f tem wm ponto fizo, isto €, Ip € Q tal que f(p) = p.

Demonstragao. ver [4]. O

Lema 2.7.2. (Compacidade de Aubin-Lions): Sejam 1 < p; < 0o, i = 0,1 e By, B, By
espagos de Banach sendo que By e By sao reflexivos tais que By < B By (<i> indica

imersao compacta). Para 0 <T < oo, considere o espago
W ={w; we L”0,T;By) e w € LP(0,T; By)}, com a norma

[wllw = [[wllzroor;m0) + 1w llze 0758,)-

Entao:
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i) W é um espago de Banach,
i) W < LP(0,T; B).
Demonstragao. ver [40]. O

Observagao: Como consequéncia da Compacidade de Aubin-Lions, temos que se
(uy),N ¢ uma sequéncia limitada em L* (0,7’ By) e (uy,),  uma sequéncia limitada em
L?(0,T; By) entéo (u,),oy ¢ limitada em W. Dai, segue que existe uma subsequéncia

(U, )N de (uy,) tal que u,, — u forte em L (0,T; B).

Teorema 2.7.4. Sejau € V C H}(Q), comV denso em Q, e, {w; }ien uma base ortogonal

do espago V. Considere a projegio de u(0), u,(0) = ST auw;, entio ||u,(0)|]° <
2

[w(0)] -

Demonstragio.
i OV = (24 (0), 4 (0)) 1)
- (f;u(om)wh f;u(oij)wj) 279
= 3 (0) 1) 30,1, o, ) 2.73)
= 30, ), ) .74

= > I(w(0), w)) (275)

< Z |(w(0), w;)|? (2.7.6)
= [lu(0)|” (2.7.7)

]

Sejam D C R"™! e f: D — R™. Dizemos que [ satisfaz as condi¢oes de Carathéodory

sobre D se:
i) f (t,z) é mensuravel em ¢, para cada z fixo;

i1) f (t,x) é continua em x, para cada t fixo;



2.7 Outros Resultados Importantes 34

i71) Para cada compacto K em D, existe uma funcgao real integravel my () tal que:

|f (¢, @)] < mg ),V (t,z) € D (1.1)

Considere o retangulo R = {(¢t,z) € R""}; |t — to| < a,|x — 20| < b, com a,b > 0.

Teorema 2.7.5. (Carathéodory): Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre R. Entdo, sobre algum intervalo |t —to| < 5 (B > 0), existe uma solugdo

do problema de valor inicial:

X'=f (ta X)
(1.2)

X (to) = Xo
Demonstragao. ver [40)]. O

Teorema 2.7.6. (Prolongamento de solugao)

Seja D = [0,w] x B, com 0 <w < oo, B={x € R"|z| <b}, b>0 e f nas condigies
de Carathéodory. Seja ainda ¢ (t) uma solugao de:

X' = f(taX)

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida, se tenha, |p (t)] <
M, para todo t € I, M independente det e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até
[0, w] .

Demonstragao. ver [40)]. O

Lema 2.7.3. (Lema de Gronwall) : Sejam ¢,v : [a,b] — R fun¢des continuas e nao-

negativas.

Sego@)s(w/tso(s)w(s)ds,

(com & > 0), entdo: o (1) < aexp Uatz/; (s) ds} Vi€ [a,b].
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Em particular, ¢ (¢) é limitada e se o = 0, entao ¢ = 0.

t
Demonstragao. Fazendo w(t) = « —I—/ ¢ (8) 1 (s)ds, decorre da hipotese que ¢ (t) <

w (t) e pelo teorema fundamental do célculo, segue que w' (t) = ¢ (t) 1) (t). Logo, w' (t) <
w ()¢ (t), donde segue:

()
w—(t)gﬂz(t)-

S

Integrando a tltima desigualdade de a até t, obtemos:

[28u< [via

assim,

/at%m(w(s))dsg/atz/z(s)ds.

Portanto,

In (;"8) < /atw(s) ds, isto &,

W (1) < aexp (/:@/)(s)ds>, tclab].

Desta desigualdade e de ¢ (t) < w(t), segue o Lema.

Lema 2.7.4. Seja 7 (t) continua e nao-negativa em [0,T). Se:

t
v (t) < Ci+ C’g/ [y (t) +~ (t)2] ds, 0 <t <T, entao existem Ty >0 e C > 0 tais

que:

v(t) < CYte[0,Ty] Cy,Cy>0.
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2.7.1 Espacos Funcoes Testes

Sejam () C R™ um aberto limitado e ¢ : £ — R, uma funcao continua. Denomi-
namos suporte de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos = pertencentes a €2 onde ¢

nao se anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, tem-se:

supp (p) = {z € Q¢ () # 0} em Q.

Usando a defini¢ao conclui-se que o supp () é o menor fechado fora do qual ¢ se

anula e valem as seguintes relagoes:

i) supp (¢ + ) C supp () U supp (¥),
ii) supp () C supp (p) N supp (V)

iii) supp (Ap) = A supp (@), A € R—{0}.

Exemplo 2.7.1. Seja ¢ : R — RT tal que o(z) = 22 :

Verifica-se que o supp () = {0}, portanto supp () ndo é um conjunto compacto.

Neste nosso estudo, damos um destaque especial as funcoes ¢ : Q@ — R, com su-
porte compacto contido em €2 que , sejam infinitamente diferencidveis. Com esse intuito
definamos o espagos C§°(£2), como sendo o espago vetorial das fungoes infinitamente di-
ferenciaveis e suporte compacto contido em 2. Os elementos de C§°(2) sdo denominados

funcgoes testes em ().

Exemplo 2.7.2. Dados xy € R™, r > 0, denotamos por B, (zo) a bola aberta de cen-
tro xo de raio r, isto €, B, (x9) = {x € R™; ||z — x¢|| <r}. Se B, (xy) C Q , define-se
v : 2 — R por:

2
exp( 5 2) se ||z — ol <7
—r

[l = o

p(z) =

0 se ||lx—xo|| > 7.
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Neste exemplo, verificamos que supp (¢) = B,(z() ¢ um compacto e que C§°(£2) é nao
vazio. O espago C§°(2) é de grande importéncia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°(€).

Observagao: Por um multi-indice, entendemos uma n-upla a = (ay,...,q,) de
nimeros inteiros nao negativos. Denotamos por |a| = a; + + -+ + «, a ordem do multi-

indice e por D* o operador derivagao parcial, de ordem ||,

olel

(o5} o °
o

D* =
Para a = (0,...,0), temos por definigao D% = ¢.

A seguir daremos nogoes de convergéncia em C§°(€2), tornando-o um espago vetorial

topologico.

2.7.2 Convergéncia em Cg°({2)

Definicao 2.7.1. Dizemos que uma sucessao (¢n)nen de fungoes em C§°(2) converge

para @ em C§°(8) quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

i) Existe um conjunto compacto K C Q tal que supp (@) C K e supp(p,) C K,Vn €
N,

1) D*p, — Dp, uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C§° (€2), junto com a nocao de convergéncia definida acima é um
espago vetorial topologico que denotamos por D({2), e é denominado espagos das fungoes

testes.

Observacao Sendo € limitado, obtemos D(§2) — LP(Q2) V p, tal que 1 < p < o0,

com imersao continua e densa. De fato, dado ¢ € D(£2), temos que:

/Quo(x)\pdx < sup o ()P m () < oo.

zEQ

Isto prova a inclusao algébrica. Para a continuidade, seja ¢, — ¢ em D(2).
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Mostremos que:
/ |on () — ¢ (z)|” dz — 0 note que,
Q

/Qm (1) — o ()| da = /Km (2) — o ()" do.

Logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ fon (z) = (2)[ do = lim [ o, (2) — ¢ (2)[" dx
Q K

n—oo n—oo

n—oo

= / lim |, () — ¢ (2)|" dz = 0.
K
Podemos ainda mostrar que a imersao anterior ¢ densa. Para isso ver [10].

2.7.3 Distribuicoes Escalares

Com o intuito de generalizar o conceito de fungoes sobre €2, introduz-se o conceito

de distribuigoes escalares.

Denomina-se distribui¢ao escalar sobre 2 a toda forma linear e continua sobre D(€2),

isto é, uma fungao 7' : D(2) — R que satisfaz as seguintes condigoes:

i) T (o + ) = oT'(p) + BT (Y)Y, € D () Vo, f € R.

it) T é continua, isto ¢, se (¢,), oy converge para ¢, em D (), entao T (¢,) — T (@)

em R.

O valor da distribui¢ao 7" na fungao teste ¢, é denotado por (7', ). Munimos o espago

vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nogao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre 2. Neste espaco, diz-se que a
sucessao (T,),en, converge para T', quando a sucessao ({1}, ¢)), oy converge para (T, ¢)
em R para toda ¢ € D(£2). O espago das distribuigbes sobre 2, com esta nogao de

convergéncia ¢ denotado por D’'(2).
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As distribui¢oes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

fungoes localmente integréaveis.

Definicao 2.7.2. Diz-se que uma fun¢ao u : 0 — R € localmente integrdvel em ).quando
u € integravel d Lebesgue em todo compacto K C Q. O espaco das fungoes localmente in-

tegrdveis € denotado por Lj,.(2). Em simbolo temos:
uwe L. () / |u(x)| dx < oo para todo compacto K C Q.
K

Exemplo 2.7.3. Sejau € L. () e definamos T, : D(Q) — R por:

loc

(Tu, ) :/U(SU)QD(SL’) dz.

Q

Nestas condigoes T,, € uma distribuicao escalar sobre €.

De fato, nao € dificil mostrar a linearidade de T, pois seque da linearidade da inte-

gral. Resta-nos mostrar que T,, € continua; seja dada uma sequéncia (p,) de funcoes

veN
testes sobre 2 convergindo em D () para uma fungao teste p. Entao:

(Tor 00) — (T )] = (T 00 — 0] = / u(@) (o — ) (2) da
< / () (9y — ) (2)] da

< sup |p, — g0|/ lu(x)|dx — 0.
Q

Pois, ¢, — © uniformemente.

A distribuicao T, assim definida é dita gerada pela funcao localmente integravel u e,
usando Lema Du Bois Raymond, tem-se que T, é univocamente determinada por u, no
seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste sentido iden-
tificamos u com a distribuigao T, e o espago Li, . (€) das fungdes localmente integraveis

pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D' ().

Lema 2.7.5. (de Du Bois Raymond): Seja u € L}, (Q). Entio T, =0 se, e somente se,

loc
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u =0 quase sempre em Q.
Demonstragao. ver [4]. O

Vale ressaltar que existem distribuigoes nao definidas por fungoes de Li, .(2), como

pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2.7.4. Seja o um ponto de Q2 e definamos a fungio 6., : D(2) — R dada

por:

(029, ) = (o).

E fdcil verificar que 84, € uma distribuicdo. Tal distribuicio é conhecida por Distribui-

¢ao de Dirac, em homenagem ao fisico inglés Paul A.M. Dirac (1902-198/4). Entretanto,

1

mostra-se que a distribui¢do 0., nao € definida por uma func¢io w € L. (), isto €, nao

existe u € L} (Q) tal que:

loc

/Q w(w)p(a)dz = p(x), Y € D (Q).

De fato, suponhamos que a distribuicao 0., € definida por alguma funcao

uwe L (Q). Entio tem-se:

loc

(b, ) = / u(a)p(x)dz = p(xo), Ve €D (Q)

Tomando ¢ € D () definida por: £(z) = ||z — zo||” (), seque-se que:

E(20) = (. €) = / ul(@) |z — wo| pla)dz = 0,¥€ € D ().

Portanto, tem-se ||z — zo||” u(x) = 0 quase sempre em 0, logo u(z) = 0 quase sempre
em ), isto é, (0uy, ) = 0,V € D(Q), ou seja, p(xg) = 0, p € D(Q), que é uma

contradicao.

~ N . ’ . L.
Com essa nogao de convergéncia, D (£2) passa a ser um espago vetorial topologico e

temos a seguinte cadeia de inje¢oes continuas e densas:
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D(Q) = LP(Q) = L, (Q) — D (Q),1<p< oo.

2.7.4 Convergéncia e Derivada Distribucional

Com o intuito de estudar os espagos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada

distribucional para objetos de D’(£2).

A motivagao no conceito de derivada fraca e, posteriormente, o conceito de derivada
distribucional, dado por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes do Calculo,

sendo este conceito generalizado para distribuigoes quaisquer em D’ (£2).

Seja T uma distribui¢ao sobre €2 e a um multi-indice. A derivada (no sentido das

distribuigoes) de ordem « de T' é definida como sendo o funcional linear:

DT : D (Q) — R, tal que:

<DQT7 90> - (_1)‘04 <T7 Da(ﬁ) RS D (Q) :

Segue da defini¢ao acima que cada distribui¢ao 7" sobre €2 possui derivadas de todas
as ordens. Assim as fungoes de L} . (€) possuem derivadas de todas as ordens no sentido

das distribuigoes. Observe que a aplicagao:

D*:D'(Q) — D' (Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2). Isto significa que:

lim 7, =T em D' () entao lim DT, = DT em D' (Q).

Vv—rO0 v—r00

Observagao: Outro resultado interessante a ser mencionado é que a derivada de uma

1

~ . ~ 1 .
e (£2), que nao &, em geral, uma fungao L;,, (£2), como mostra o exemplo a seguir.

funcao L

Exemplo 2.7.5. Seja u a funcao de Heaviside, isto €, u é definida em R e tem a sequinte

forma:
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1 se x>0
u(z) = )
0 se z<0

assumindo qualquer valor em x = 0.

Esta fungao u pertence a L}, () mas sua derivada u' = &y nao pertence a L}, (2).
Como &y ¢ Li,. (Q), basta verificar que v’ = 4.

De fato:

o) = —(u,p) = — / " (@) = / J (#)dr = (0) = 6y, Y € D (9).

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

funcoes, conhecidos sob a denominacgao de Espacos de Sobolev .

Observagao: Se u € C*(R®), para cada |a| < k , entdo a nocao de derivada no

sentido classico coincide com a nogao derivada no sentido das distribuigoes, isto é:

DT, = Tpa,¥ |a| < k,

¢ uma consequéncia simples da féormula de integragao de Gauss.

2.8 Espacos de Sobolev

Apresentamos nesta se¢ao uma classe de espacos fundamentais para o estudo das

Equagoes Diferenciais Parciais, que sao os espacos de Sobolev.

2.8.1 O espago H™ ()

Seja 2 um aberto do R™ com fronteira bastante regular I'. Foi observado na segao
anterior que se u € LP (), u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distri-
buigoes. Viu-se que D*u nao é, em geral, uma distribui¢ao definida por uma fungao de
LP (), pois estamos interessados em espagos de distribuigoes u € LP (§2) cujas deriva-

das distribucionais permanegam em LP (£2); tais espagos serao denominados Espacos de
Sobolev.
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O espago vetorial LP (©2), 1 < p < oo, é o espago das (classes de) fungoes reais

v : Q — R, mensuraveis, tais que [v[" ¢ integravel a Lebesgue em .

Este espaco quando munido da norma:

1/p
ol ooy = ( [l dx) |

¢ espago de Banach ver ([4]) .

O conjunto de todas as fungoes mensuraveis v essencialmente limitadas em €2 é deno-

tado por L™ (), define-se a norma de v por:

||U||Loo<9) = supess |v (z)|,Yv € L= (Q).

O espago L™ (2) ¢ também um espago de Banach ver ([4]) .

No caso particular onde p = 2, temos que L? () é um espaco de Hilbert. Neste caso

o produto interno ¢ dado por:

cuja norma induzida é:

1/2
|ul = </ |u|2dx) :
L2(0) O

Dados um inteiro m > 0 e 1 < p < 0o, 0 espago de Sobolev de ordem m sobre €, é o
espago vetorial denotado por W™P (), constituido das fung¢oes u € LP (§2) para as quais

D*u € L? (), para todo multi-indice o, com || < m. Em simbolo temos:
Wmr (Q) ={u e LP () : D*u € LP(Q), Vo, multi-indice, com |of < m}.

O espago W™P () é munido com a norma
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1/p

[ullyyrmn () = Z 1Dl 70 1 <p<oo,

laj<m

e, se p = 00

HUHWmm(Q) = Z HDauHLoo(Q)-

laj<m

Em ambos os casos WP (Q) é um espaco de Banach.
O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < 0o e separavel se 1 < p < c0.

No caso particular em que p = 2, o espago W2 () é um espago de Hilbert, denota-

mos por H™ (Q), isto é,

H™(Q)={ue L?(Q);Due L*(Q),Va, |af<m},
as derivadas D, evidentemente, no sentido das distribuigoes.

Define-se em H™ (£2) o produto escalar:

((u,v))am@) = Z (D%, D%)mm dx,Yu,v € H™ (Q),

la|<m g

com norma induzida por este produto escalar dada por:

1/2

iy = | 3 [ (Do, o

lal<m

Mostra-se que H™ (§2) é espago de Hilbert separdvel.ver (|4])

Para se ter uma ideia mais apurada dos espagos de Sobolev, descrevemos alguns casos

particulares.

Em dimensao n = 1, temos,
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4 ’ d
mem:{uem@umueL%mm},u:E%

Neste caso,

il = [ TP e+ [P

Em dimensao n > 2, temos,

ou

fﬂgn:{ueL%Qﬁag

€ L?(Q), izl,...,n}
e neste caso,

||U||§{1(Q):/Q[u($1,$2,--';$n)]2d$1d$2---d$n

- ou 2
+i21/9(a$i (x1,a:2,...,:cn)> dxidxy . ..dx,,

ou, de modo mais conciso, escrevemos

el = / ful?de + / IVl de
Q Q

E oportuno observar que, embora o espaco vetorial das funcoes testes D () seja
denso em L? (), 1 < p < oo, em geral ele nao é denso em W™P (). Isto ocorre porque
a norma de W™ (Q) é “bem maior"que a norma de LP () e por isso W™P () possui
menos sequéncia convergentes. Isto motivou a definigao dos espagos W™ (£2) como sendo

a aderéncia de D (2) em W™P (Q). No caso p = 2 denotamos esta aderéncia por Hy" (2).

Os espagos W;™" (Q) e, em particular os espagos HJ" (2), desempenham papel funda-

mental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte, na Teoria das EDP’s.

Teorema 2.8.1. Seja T € D' (). Entao, T € W=™P () se, e somente se, existem
fungoes g, € L9(Q) tais que T = Z D%q,.

laf<m

Demonstragao. ver [34]. O

Proposigao 2.8.1 (Caracterizaciao de H~! (Q)). Se T for uma forma linear continua

sobre H} (), entao existem n + 1 fungdes ug, uy, . . ., u, de L*(Q), tais que:
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T = .
Ug + ; 8@
Demonstracao. ver [34]. O

De posse destes dois resultados podemos concluir que se v € Hj (€), entao Au €

H=' (), sendo o operador A : H} (Q) — H~' (), linear, continuo e isométrico.

Lema 2.8.1. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C R™ um aberto limitado em alguma

dire¢io. Se u € Hy (Q), entio existe uma constante C > 0 tal que

2 2
ulz2(0) < C1VUlr2q) -

Demonstragao. ver [30]. O

Observagao: Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em H} (£2),

as normas [|ul| g1 (q) € [Vl sao equivalentes.

De fato, considere a norma em H{(f2). Se v € H}(), tem-se:
2 2

10111 ) = [0[720) + [VVIT2i0) = V]2 -

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:

2
0] 1) < 1+ C) [VUl12()-

Conclui-se das desigualdades acima que em Hg(Q), as normas [[v[|mi(0) e [Volp2 g

sao equivalentes.

2.9 Espacos L? (0,T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Sejam X um espago de Banach real, com a norma || - ||x , 7 um nimero real

positivo e xg a fungao caracteristica do conjunto E. Uma fungao vetorial ¢ : (0,7) — X,
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é dita simples quando assume apenas um numero finito de valores distintos. Dada uma

fungao simples ¢ : (0,7) — X com representagao canénica

k
P () = xmeps
=1

onde cada E; C (0,7) é mensuravel, i = 1,2,...,k, e os conjuntos E; sdo dois a dois
disjuntos, m (E;) < cc e ¢; € X, 1 =1,2,... k, definimos a integral de ¢ como sendo o

vetor de X dado por

/O w(t)dtzzm(Ei) ©i-

Dizemos que uma funcdo vetorial u : (0,7) — X & Bochner integravel (B —

integravel) se existir uma sequéncia (¢, ),y de fungoes simples tal que:

(1) o, — uwem X, q.s em (0,7);

(i), Jim [l () = o ()t = 0.

k,m—so00

Neste caso, a integral de Bochner de u, é por definicao, o vetor de X dado por

T T
/ w(t)dt = lim [ o, (t)dt
0

v—00 0

onde o limite é considerado na norma de X.

Uma funcao vetorial v : (0,7) C R — X ¢ fracamente mensuravel quando a fungao
numérica ¢t — (@, u (t)) for mensuravel, V& € X', onde X' é o dual topolégico de X; dize-
mos que u é fortemente mensuravel quando u for limite quase sempre de uma sequéncia
(¢0v),en de fungoes simples. Em particular, quando u for fortemente mensuravel, entao a

aplicac@o t — |lu (t)]|y € integravel a Lebesgue.

Aqui denotamos por LP (0,7;X),1 < p < oo, o espago vetorial das (classes de)
fungdes u : (0,7) — X fortemente mensuraveis e tais que a funcdo ¢ — [ju(t)|5 ¢

integravel a Lesbegue em (0,7"), munido da norma
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T 1/p
nmmmfxfz(/|mamgﬁ) |
0

Quando p =2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

) = [ 0(6) 0 (s
Por L> (0,T; X) representamos o espago de Banach das (classes de) fungoes
u:(0,7) CR— X,
que sao fortemente mensuraveis e tais que t — ||u(t)[|y € L*(0,7). A norma em
L*>(0,T; X) é definida por

||UHL°°(0,T;X) = SUpPeSSic)o.1] u()]]x -

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7;X) é um espago
reflexivo e separével, cujo dual topologico se identifica ao espago de Banach L (0,T; X"),
onde p e g sao indices conjugados, isto é, % + é = 1. No caso, p = 1, o dual topologico do
espago L' (0,T; X) se identifica ao espago L> (0,T; X’). A dualidade entre esses espacos

¢ dada na forma integral:

(u, U)(LP(O,T;X))/XLP(O,T;X) = (u, U>LQ(O,T;X’)><LP(O,T;X) :
Defini¢ao 2.9.1. Uma funcgao f :[0,T] — X € integravel se existe uma sequéncia (Sk)

de fungoes vetoriais simples, tal que,

T
/ [|Sk(t) — f(t)||xdt — 0, com k — oo,
0

se f € integrdvel, define-se

T T
/ FOdp = Tim [ Se(t)t.
0

k—o0 0

T
A expressao / f(t)dp é dita integral de Bochner de f, em relagao a p.
0
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Exemplo 2.9.1. Sejam u € LP(0,T;X), 1 <p < oo, e p € D(0,T). Consideramos a
fungio T, : D(0,T) — X, definida por

Tu(gp):/o u(s)(s)ds,

onde a integral € calculada no sentido de Bochner em X. A aplicacio T, € linear e conti-
nua de D (0,T) em X e por esta razdo é denominada distribuicao vetorial. A distribuicdo
T, € univocamente determinada por u e, neste sentido, podemos identificar u com a distri-
bui¢ao T, por ela definida e, portanto, LP (0,T;X) < D' (0,T;X) com injecio continua

e densa.

O espago das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado es-
paco das distribuigbes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual denotamos por
D'(0,T; X).

Defini¢ao 2.9.2. Seja T € D' (0,T;X). A derivada de ordem n € definida como sendo

a distribui¢io vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

T I dny
— = (-1 T, — )V 9(0,7T).
(Ge) =0 (155 ) v en )

Por C°([0,7];X), 0 < T < oo, estamos representando o espago de Banach das

fungoes continuas w : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||UH00([0,T];X) = tgﬁ% [ ()]l x

Por C? ([0,7T]; X), denotamos o espago das fungoes u : [0, 7] — X fracamente con-

tinuas, isto ¢, a aplicagdo ¢t — (v,u (t))y, y € continua em [0,7], Vv € X'.

Quando X = H ¢é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacdo t — (u(t),v),, v € H.
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2.10 Um Resultado de Regularidade

Vamos enunciar um teorema sobre regularidade, que ¢ de grande importancia para
garantir as condi¢oes do teorema de existéncia, antes porém, precisamos de trés lemas au-

xiliares, os quais omitimos as devidas provas (|4]). Vejamos:
Lema 2.10.1. Seu € L*(0,T,X), « € L*(0,T,X") e § € C>([0,T]), entdo:

d
E(% nx =W, n)xx ¥neX,

%(9%) =0u +0'u

Demonstragao. ver [32]. O

Lema 2.10.2. Considere o espago de Hilbert W = {u; uw € L*(0,T;X) e u' € L*(0,T; X")},

como o produto interno

(u, v)w = (u,v)r20,7;x) + (W', V") L2(0,7:x7)-

Entao o conjunto dos vetores v =60n com 6 € C*([0,T]) en € X € total em W.

Demonstragao. ver [32]. O

Teorema 2.10.1. (de Regularidade) Seja Y um espaco de Hilbert tal que X — Y, X é

denso em Y e a imersao de X em Y € continua. Tem-se:

i) Seu e W entiou e C°([0,T);Y),

ii) Se u,v sao funcoes satisfazendo i) entao a fung¢ao t — (u(t),v(t))y € absoluta-

mente continua e vale a sequinte igualdade:

d

2 (@), o))y = (1), v(t))xox + (u(t), v'(8)xx,

onde a derivada no primeiro membro da igualdade € a derivada no sentido das distri-

buigoes sobre (0,T) da fungio (u(t),v(t))y.
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Demonstragao. ver [32]. O

2.11 Transformada de Fourier e teorema da compaci-
dade envolvendo Derivadas Fracionais

Para alguns resultados neste trabalho, se faz necessario o uso de transformada de
Fourier. Neste capitulo listamos suas principais propriedades, fizemos alguns resultados
mais simples, que nao fogem ao escopo deste trabalho, e enunciamos alguns teoremas
com as referéncias de onde estao as suas respectivas demonstracoes. Alguns resultados de
analise complexa, como condi¢oes de Cauchy-Riemann e Teorema dos Residuos, podem
se fazer necessarias para o melhor entendimento do texto a seguir, esses resultados podem

ser encontrados em |[7].

A transformada de Fourier é defina por f f f(z)e ™™sdz com a inversa sendo,

flz) = 27T f f Je*™5ds. O operador ¢ denotado por L[-](s), com - sendo a fungao em

que foi aphcada a transformada de Fourier.

A primeira propriedade das transformadas de Fourier que vamos mostrar é a do des-

locamento, esse resultado diz que, L[f(z — a)](s) = e 2™ F(s).

/ f(z — a)e ™®**dx fazendo v’ =z — a

/ f —227r (z'+a) sd.fl?

/ f —i27x’s —zQﬂ'asdx

_ e—i?ﬂas / f(x/)e—iQﬂ':c’sdm/
—00
_ e—iQﬂasf(S)

Outra propriedade, é a da derivacao, que é E[d’;(;”)](s) = i2msF(s), ela pode ser provada



2.11 Transformada de Fourier e teorema da compacidade envolvendo Derivadas Fracionais 52

da seguinte forma,

/ df(.il?) 6—i27rzsdl,
Lt

_ /OO lim f(il? + h’) — f(l') e—i?wxsdx

h—0

_ hm/ f —127rxsdl, o hm/ f(l')
h—0 h—0 J_ h

*ZQ”hsf( ) — f(s)

= lim aplicando a propriedade anterior
h—0 h
¢ —i2mhs
-1
= lim f(s)(e ) aplicando o limite fundamental temos
h—0 h
i2msf(s).

Teorema 2.11.1 (Igualdade de Parseval). Sejam f,g € L?, se f,g € L?, entdo

/f dw—/fﬁ

Demonstragao. ver [45]. O

Corolario 2.11.1 (Teorema de Plancharel). Se f = g pelo Teorema (2.11.1) temos,

| ls@pds= [ i

Nosso objetivo agora é generalizar o teorema da compacidade de Aubin-Lions para
espacos que envolvem derivadas fracionadas. Este resultado nos permite provar a exis-
téncia de solugoes fracas para o problema de forma mais simples. Sem o uso desta
ferramenta, a demonstracao de tal resultado seria demasiado trabalhosa, e, para o caso

em que a viscosidade é constante e positiva, tal demonstracao pode ser encontrada em [5].

Para os proximos resultados estamos assumido que Xy, X e X; sao trés espagos de
Hilbert tal que,

X() cXCX; (2111)
a imersao entre eles é continua e a

imersao de Xy em X é compacta. (2.11.2)

A derivada em t de ordem 7 de v ¢ a inversa da transformada de Fourier de (2i7s)v,
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oum l/)? = (2ims)"V(s). Para dado v > 0, nos definimos o espago,
H(R; Xo, X1) = {v € L*(R; Xy), D]v € L*(R; X;)}.
Este é um espago de Hilbert com a norma,

2 ~12
||V||H(]R;X0,X1) = (||V||L2(R;X0) + |||S|’YV||L2(R;X1))1/2'

Associamos qualquer subconjunto K € R, o subespago H}. de H” definido como o conjunto

das fungoes u € H” com suporte contido em K:
Hi(R; Xo, X1) = {u € HV(R; Xo, X1), supp(u) C K}

Teorema 2.11.2. Seja X, X, X1 dado nas condi¢oes acima, entao para qualquer conjunto

limitado K e qualquer v > 0, a imersio H}-(R; Xo, X1) — L*(R, X) é compacto.

Demonstragao. ver [45)]. O



Capitulo 3

Introducao ao método de Elementos Fini-
tos

3.1 Introducao

O texto dessa segao foi feito com base nos livros, [§] e [23], abordamos o tema de
elementos finitos do ponto de vista teérico e pratico, com tedrico queremos dizer que,
definimos formalmente um elemento finito como uma tripla (7, P,X), e, a parte pratica
onde construimos o método de elementos finitos resolvendo um problema eliptico definido

a seguir.

Seja Q :=(0,1) x (0,1), e 9N sua fronteira,

(3.1.1)

—Au(xy, 1) = 2sin(mxy) sin(mxs), com x € €
u(ry, x2) = x1, onde x € 0S).

O método dos elementos finitos, de forma resumida, nada mais é que uma forma de
construir espagos finitos V, C V, onde V pode ser L*(Q), H*(Q2), H} (), a construgio
desses espagos deve seguir trés aspectos, que denotamos por (FEM1),(FEM2) e (FEM3).

Defini¢ao 3.1.1. (FEM1) O primeiro aspecto € a triangulariza¢ao, Tp,, sobre o domi-
nio Q, onde este € divido em wm nimero finito subelementos T, em que as sequintes

propriedades sao satisfeitas:

1. Para cada T € Ty, o conjunto T € fechado e seu interior € nao vazio e conexo.

2. Para cada T € Ty, sua fronteira 0T é Lipchitz-Continua.

3. Q=Uper, T
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. Para cada Ty, Ty € Tp,, com Ty # Ty, int(Ty) Nint(Ty) = 0.

. Para cada aresta de um triangulo Ty € Ty, ou ela € um subconjunto de OS2 ou € aresta de

um outro triangulo Ty € Tp,.

Uma vez que a triangularizagao 7T, esta estabelecida, definimos o espaco de elementos

finitos Xy, que é o espaco das funcoes de dimensao finita definidas sobre o conjunto €.

Dado o espago de elementos finitos X}, nés definimos o espago de dimensao finita,
Pr := {up|r ‘ vy, € X3}, gerado pelas restrigoes vy |r das fungoes v, € Xj com T € Ty,
Como nosso objetivo é resolver o problema no espago H'(2), nos precisamos de condigoes

suficientes que garantem as imersoes X, — H'((Q).

Teorema 3.1.1. Assuma que as imersoes Pr < H'(T) para todo T € Ty, e Xj, — C°(Q).
Entao temos as imersoes,

Xy, — H'(Q),

Xon := {vn € Xp|vn =0 em 00} — Hy(Q).

Demonstragao. ver [§]. O

Definigao 3.1.2. (FEM?2) O sequndo aspecto do método de elementos finitos €, 0s espagos

Pr,T € Ty, contém polindmios, ou, pelo menos, fungoes que "sao proximas”a polinémios.
Agora nosso espago de trabalho se reduz a Vj;, = Xy

Defini¢ao 3.1.3. (FEMS3) O terceiro aspecto dos elementos finitos €, existe pelo menos
uma base candnica no espago Vi, em que seus elementos correspondem a fungoes que tem

suporte tao pequeno quanto for possivel.

Quando nao é possivel obter uma triangulacao que satisfaca a quinta propriedade de
(FEM1), dizemos que o elemento que estamos lidando é non-conforming, por outro lado,
neste trabalho estamos usando apenas os elementos em que tal propriedade é valida, e

eles sao conhecidos por conforming.

3.2 Alguns elementos importantes

Equipemos o espago R? com a base candnica {ej,es}. Para cada inteiro k& > 0,

denotamos por Py o espaco de todos os polindémios de grau menor ou igual a £ com as
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variaveis x, e xo, ou seja, polinomios da forma

P(l’) = Z Yo%,

|| <k

. . ) 2+k
com a dimensao de P, dada por dimP, = " :

Por exemplo, se £ = 2 entao dimP, = 6, portanto podemos escolher o seguinte
conjunto de indices v = (1,1,1,1,0,0) que nos resulta no seguinte polinémio p(x1,xs) =
Yo + M1T1 + Y2T1T2 + Y3T2.

2

Um triangulo, 7' C Q é um conjunto formado por trés pontos a', a?,a® € R?, que sao

chamados de vértices, estes vértices formam a matriz,

1,2 3
ap ay a

A=ld @ &,
1 1 1

e esta ¢ inversivel. Com isso, podemos escrever o triangulo, 7', da seguinte forma,

3 3
T = {x:ZAjaj\ogAj < 1,j:1,2,3,ZAj:1}.

j=1 j=1

As coordenadas que vamos usar sao conhecidas como coordenadas de baricentro, \; =
Az);,1 < j < 3. Qualquer ponto z € R?, com respeito a trés vértices é dada pela solugao,

Unica, do sistema linear,

onde a matriz gerada pelos elementos (aﬁ-) acima corresponde a matriz A.

Exemplo 3.2.1. Dado o conjunto de pontos I := {(0,0),(1,0),(0,1)}, o tridngulo T, em

coordenadas baricéntricas, formado pelos pontos de I, € dado pela resolucao do sistema

(1, 22) = A1(0,0) + A2(1,0) + A3(0, 1)
Ao = 11
)\3 = T2

Mt A+ A3=1
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com 1550 temos,

Para descrever nosso primeiro elemento finito, nos precisamos provar que o polindémio
D Zla\ <1 Yo%, de grau um, ¢ unicamente determinado pelos seus trés vértices. Para

provar isso basta provar que o sistema linear,

> @) =gy, 1< <3

jal<1

que pode ser escrito da seguinte forma,

1 aj a T H1
1 a2 a2l |n]|=|mw (3.2.1)
1 ai a3} \3 1

tem uma e apenas uma solucao. Como a matriz é quadrada, basta provar a existéncia

ou a unicidade, mas a existéncia é 6bvia ji que as coordenadas baricéntricas satisfazem
_ , . . . o 3

a propriedade de A\i(a’) = 0%, 1 < i,j < 1, entdo o polindmio, p(x) = > 74 uiNi(w)

tem a propriedade desejada de interpolacao. Como consequéncia disso nés provamos a

identidade,
n+1

pla) = > pla)

Exemplo 3.2.2. Seja o triangulo T, com seus vértices no conjunto I := {(—3,0), (1,0),(0,1)},

2
e um polinomio p(z), onde p(I,) = 3,p(Iy) = 2,p(I3) = —1, onde, I, = (—%,0),]2 =
(%, 0), e, I3 = (0,1). Resolvendo o sistema, de forma similar ao exemplo obtemos,

—2x1 — 1
M(z) = Z1 2$2+ ,
2x1 — 1
No(2) = %7
)\3(1’) = T9.
Com isso,
. —2LU1 — 7.’132 +5

p(x) =2 1 (z) + 3X2 — LA3(x) = 5
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Note que, nos pontos Iy, Is, I3 o polindmio p assume os valores desejados,

1) =

p(h) 9 9 3
—21 —Txg+5 —2-1-7.04+5

p<[2): . 2 2 = 2 2 :2
—2x1 —Txo+5 —2-0—7-1+5

p(Is) = —— 5 L = 5 = 1.

Definicao 3.2.1. Defimos como grau de liberdade do elemento finito, denotado por Xr, o
conjunto dos para@metros que definem uma fun¢dao no espaco Py(T), ou seja, este conjunto

consiste no valor da fung¢ao nos vértices.

Por exemplo, o grau de P;(T') ¢ dado pelo conjunto X7 := {p(a’)|1 < i < 3}. Segue a
baixo dois tipos de elementos usados, sao eles, o elemento de Courant, também chamado
de P, pois é preciso um polinémio de grau um para interpolar os vértices, e o elemento
conhecido como P, ou quadratico, porque é necessario um polinémio de grau dois para

interpolar seus vértices.

&

Figura 3.1: Triangulo de Courant, também conhecido como P;.

Figura 3.2: Triangulo conhecido com P, formado por seis pontos.

O polinémio usado para interpolar o triangulo quadratico é,

p= Z AL(2A; — D)p(ag) + 24)\i>\jp(aij)>

i=1 i<j
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ele pode ser obtido através da identidade, A\, (a;;) = %(5;“ +0k), 1 <i<j<3,1<k<3.

Com isso, nos podemos descrever um elemento finito como uma tripla (7', P, ¥r), T €
Tn, P um conjunto de fungoes que chamamos de base, e 33 o conjunto de graus de liberdade

deste elemento.

3.3 Familia de elementos finitos afins

Nesta secao estamos interessados em estudar como duas familias de elementos finitos
se relacionam. Seja (T, Pr,¥7) uma familia de tridngulos quadraticos(que sao interpola-
dos por polindémios de grau dois), queremos descrever tal familia da forma mais simples
possivel. Seja T um tridngulo com vértices @', com pontos médios @' = %(di + a’),
1<i<j<3 el := {p(a’),1 <i < 3;p(ay),1 <i<j <3} Entao para cada elemento

finito (T, Pr, ¥7) na familia, existe uma tunica transformagao afim, invertivel,

F,: 7 € R* = Fp(%) = Br¥ + by,

onde By é uma matriz 2 x 2 e by € R?, tal que

Figura 3.3: Transformacéo afim, Fr de T em 7.

Como as transformagcoes afins preservam os pontos médios, estabelecemos uma bijecao
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iel » = Fr(z) € T, entre os pontos dos conjuntos T e T. E natural associarmos o
espago,

Qr = {p:T—HRp:ﬁoFTfl,ﬁEﬁ},
com o espaco P. Entao segue automaticamente disso que )y = Pr, porque é uma

transformacao afim. Essas transformacoes também sao conhecidas como isoparamétricas.

Em outras palavras, podemos associar o elemento (7T, Pr,¥7) com o elemento de

referéncia (’f, 3, P) de tal forma que,

T = Fn(T),
Pr = {p:T%R‘pzﬁoF‘l,ﬁEp}

Sr o= {p(Fr(a')),1 <i<3;p(Fr@a})):1<i<j<3}.

Nossa tarefa agora é dar uma descri¢cao precisa da construgao do espaco de elemento

finito, com elementos finitos (T, Pr, Xr), T € Tp,. Nos definimos o conjunto
Ne=J M
teTh

onde Ny denota o conjunto de vértices do elemento finito (7', Pr, ¥r). Para cada b € Ny,
T(A), A € A(b), denota todos os elementos finitos em que tem b como seu vértice. Entao

o espago de elemento finito X, associado é definido por,
Xy, = {U = (VT)TGTh S H PT‘UT()\)(b) = UT(M)U)),VZ) € Ny, V\u € A(b)} ,
TeT,

e uma fun¢ao no espaco X}, é unicamente determinada pelo conjunto, ¥, := {v(b) }b € Nh} ,

que é chamado de grau de liberdade de um espago de elementos finitos.

3.4 Exemplo

Nesta segao resolvemos o problema eliptico (3.1.1).

Seja@ := (0,1) x (0,1), e 9Q sua fronteira,

{ —Au(zy, ) = 2sin(mxy) sin(mxs), com x 1= (1, 25) € Q (3.4.1)

u(zy,x9) = x1, onde x € 0Q.
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Primeiro passo para resolver esse problema usando elementos finitos é fazer uma

triagularizacao do dominio (). Queremos 72 elementos, procedemos da seguinte forma:

62 64 66 68 70 72
61 63 63 &7 69 71

50 52 54 56 58 60
4 51 5 5 5 5

38 40 42 44 46 48
3 3 41 4 4 4

26 28 30 32 34 36
25 27 29 31 33 35

14 16 18 20 22 24
13 15 17 19 21 23

2 4 6 10 12
L 3 5 7 9 11

Figura 3.4: Malha utilizada no problema (3.1.1]).

157 158 159 160 161 162 163 1ed 165 166 167 168 169

144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 |156

I - L] - L] - L] L] - L] - L] +}

131 132 133 134 135 136 137 138 139 140 141 142 [143
. . . . . . . . . . .

118 119 120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
- - - L] - L]

105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 (117
. . . . . . . . . . .

02 93 Q4 95 26 o7 08 29 100 101 102 103  [104
L] - L] L]

53 54 33 56 37 5% 59 60 6L 62 63 54 63
HO 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52
R7 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 '39

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Figura 3.5: Vértices utilizados no problema ((3.1.1)).

Com a triangularizagao 7j, do dominio () estabelecida, faremos a formulagao variacio-
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nal do nosso problema. Considere o espaco Vj, := {vh|vh € C°(Q), vilr € Por YT € Tp }.
Suponha que u;, € Vj seja uma solucao aproximada de (3.1.1), e considere v, € V.
Fazendo o produto interno em L?(Q) entre (3.1.1)) e v, obtemos,

(—Aup, vp) = (2sin(may) sin(rzs), vp)

/ —Auhvth =

h Q

como o produto escalar da normal com sua fronteira é nulo

/ —Auhvth = — Vuthth,
Qn Qn

/ 8uh 8Uh 4 8uh 8vh
Qn (9371 al'l 81'2 8:1;2

vh(Vuhﬁ)daQ—/ Vuthth,
Q

dQ

ou na forma de produto interno do H'(Q))

((up,vp)) = (2sin(mxy) sin(wxs), vg).

Podemos escrever u;, = Z;V:hl up(bj)w; e v, = vazhl w;, com up(b;) € By e (w;)N uma

base do espago V}, substituindo temos,

dw; dw; ow; Ow . .

—J v b v ) VO — 9 ’

o O, Or, up(bs) + O (%Zguh(bj) Q o sin(mwy ) sin(7wxg)w;

(/Qh a;Uj 82}1 - (9;0; azjz dQ) un(bs) = /h 2sin(may ) sin(mas). (3.4.2)

Segundo passo é escolher um elemento de referéncia para fazer os calculos, (1", Py, ¥7),

o triangulo e os pontos escolhidos do elemento foram:

n

(0, 0) (0.5, 0)
® ®

1,0
(’;)&

Figura 3.6: Triangulo de referéncia, 7.

O motivo desse triangulo ter sido escolhido é pela facilidade de, a partir de transfor-

macao afim, transforma-lo em outro tridngulo. Com isso, é mais facil calcular integrais
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utilizando a Quadratura de Gauss.

O conjunto das fungoes de base utilizado foi
Py = {1 (2w — 1), We(20y — 1), w3(2w3 — 1)4wq1g, 410903, 401103},

lembrando que, w;(a;) = &;; e wi(a}) = 5 (i + Okj)-

No caso do triangulo 7", as fungoes wy, wy € ws sao dadas por,

wi(n,§) =1—-n—¢,

wQ =1,
w3 = f
Por conveniéncia denotamos as fungoes em Pj,, por wi,ws, --- ,wg. Note que, devido w]

estar em coordenadas baricéntricas, podemos escrever os vértices, {vy, v, U3, V12, V13, V23 }

de um triangulo, T, qualquer. Portanto podemos escrever, os pontos x1, s como,

3

Ty — sz(£7 T])’UZ c €1 (343)
=1
3

Ty =— Z UN)Z(f, 77)’01 * €9 (344)
=1

a equacao acima pode ser escrita na forma de sistema,

x vi—ovf) (vi—of vy
2 (v —v3) (vy —vY) 3 Uy
onde vj- ¢ a coordenada j do vértice i, assim obtemos a transformacao afim Fr(z) =

B.& + br.

A inversa da transformagao Fr, é dada por,

1 (((vs—@ <v%—v%>> (m)_<<v3—v$> (v} — )
det(B) \ \ (v} —02) (v} —v2)) \s (v3 —v3) (vf —vf)
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Com isso, temos o que é preciso para calcular a matriz de rigidez. Lembrando que,

wi(w1, x9) = w; (§(w1, T2), M1, 2)) entdo, (3.4.7)
Owy(w1,22) _ Owp(§,m) 06 | Owi(&,m) In (3.48)
ox; on  Ox; Oxr; Oux; o

com ¢ =1,2.

Com isso podemos transformar uma integral,
ow Ow
H —,— | dQ

| cemiremlar

onde J(&,7n) sendo jacobiana da mudancga de base, como estamos lidando com triangulos,

em,

lembramos que |.J(£,7n)| = 2(Area do triangulo).

Para montar o sistema de equagoes procedemos da seguinte forma, criamos 72 matrizes

em branco, depois usamos o seguinte algoritmo para calcular suas entradas,

Data: ¥ := {v1, -+ ,v6} 0 conjunto dos rétulos dos vértices;
Ay := a matriz nula, associada ao elemento k, de ordem 72;
fort=1---6do

for j=1---6do
Avi,vj = Avi,vj +

on oxy, on oxy, on oxy, oxy,

end

end

Algorithm 1: Matriz de rigidez

2 (Owi(&n) o dwy(€m) an \OwiEn) o owr(&n) o .
<fTr 1l o) oe . Suil n)_n)< Pl Oy %)Q\Area(T)]dx),

Para montar a matriz de rigidez resultante, A, basta somar as 72 matrizes calculadas
utilizando o algoritmo , para calcular o vetor de forca externa, procedemos de modo

similar. Obtemos entao o sistema,
Au =0,

onde A é a matriz calculada acima, b é o vetor forca e u o vetor dos coeficientes que
queremos achar. Para impor as condicoes de contorno, basta fazer Aj; = d5; se sempre

que k for o rotulo de um vértice da fronteira, e by o valor do ponto na fronteira.

Fazendo esses calculos, o erro obtido na norma L? ¢ 0.00131703.



Capitulo 4

Navier-Stokes

Neste capitulo estudamos as equagoes de Navier-Stokes em um dominio retangular.
Primeiramente vamos deduzir as equacoes de Navier-Stokes a partir das leis de conserva-
¢ao de massa e momento, depois, estudar essas equagoes no caso bidimensional, dentro
desses estudos, iniciamos fazendo a formulagao fraca do problema estabelecido em ,
aplicamos o método de Faedo-Galerkin pra provar a existéncia de solugoes fracas, pro-
vamos a unicidade de tais solugoes, seguimos entao provando existéncia de solucgao forte,
fizemos um estudo de decaimento exponencial para o caso em que a forca externa vem de
uma forca conservativa, e, as condig¢oes de fronteira sao nulas, e, por fim fizemos entao

um estudo de existéncia de solugoes periddicas.

4.1 Deducao das equacoes de Navier-Stokes para flui-
dos incompressiveis

As equacoes de Navier-Stokes com viscosidade positiva é deduzida a partir das leis
de conservacao do momento e de conservacao de massa. Representamos 0 C R? por um
aberto limitado com 0f) sua fronteira regular. Considere que € esteja cheio de um fluido,
por exemplo, agua. Representamos os pontos contidos dentro deste dominio por x :=
(21, 22, x3), €, por u(x,t) = (ui(x,t),us(x,t), us(z,t)) a velocidade do fluido no ponto =
no instante t. Considere agora uma porc¢ao infinitesimal da superficie 02, denotado por
doS2, chamamos de fluro a quantidade de massa que atravessa por doS) na diregao da
normal unitaria 7. Vamos convencionar que se o fluido estiver se deslocando no sentido
de n, entao o deslocamento sera positivo, e, negativo se estiver no sentido oposto a nn. A

quantidade de massa por unidade de volume, densidade, sera denotada por p(x,t).
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4.1.1 Conservacao de massa

Definigao 4.1.1 (Conservagao de massa). A variagao da massa de um fluido em um

dominio € € igual ao fluxo do fluido em sua fronteira OS2.

Esse lei pode ser traduzida, matematicamente, da forma:

Considere a massa do fluido em relagao ao tempo dada por,

MO = [ .0,

onde p(z,t) é a densidade do fluido. A variagdo desta equacdo em relacdo ao tempo é
dada por,

dM(t) [ 9p
dt  Jg Ot

(4.1.1)

Suponhamos que a variagao de massa dentro do dominio é por causa de um fluido entrando,

isto é,

—/ p(z, t)u, (z, t)doS2. (4.1.2)
o0

O principio de conservacao de massa diz que as equagoes (4.1.1) e (4.1.2) sao iguais,

portanto,

@dQ +/ pU,dOSY = 0,
o Ot o0

usando o teorema da divergéncia,
0
/ P 1 div(pu)dQ = 0,
o Ot
com isso, supondo que o integrando é uma func¢ao continua,

0
a—': + div(pu) = 0, pontualmente em (. (4.1.3)

Se o fluido ¢ incompressivel, entao p(z,t) = C, com C' sendo uma constante positiva,

e portanto a equagdo acima resulta em, div(u) = 0.

4.1.2 Conservacao de momento

Considere Ax = Ax;AzyAzs, um elemento de €2 com massa pAz. A quantidade de

movimento dessa massa é dada por, pAzru, com u sendo a velocidade. Pela defini¢ao de
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quantidade de movimento no continuo, temos,

mit) = /Q ol £)dS, (4.1.4)

sendo m(t) o momento do fluido.

Definigao 4.1.2. A wvariagao da quantidade de movimento m(t) de Q, em rela¢io ao

tempo, € dado pelo somatorio de todas as forcas aplicadas em ().

A variacao da quantidade de movimento de € é:
dm(t) du
—t = —dS2. 4.1.5
dt /Qp dt (4.15)
As forcas aplicadas em €2 sao do tipo tangenciais e normais. As for¢as normais sao
aplicadas em 2 de densidade f(z,t) = (fi(x,t), fa(x, ), f3(x,1)). As forgas de tangenciais
sao as tensoes internas e a viscosidade na fronteira 02, com as componentes sendo da

forma:
3
Fy(x,t) = oz, t)n;,
j=1

com ¢ = 1,2,3, onde n;, 7 = 1,2, 3, sao as componentes da normal unitaria 7, externa a

092.

Suponhamos que as fungdes o;;(z,t) € C*(Q), e que f;(x,t) sao integraveis em (2

para todo t > 0. Usando o principio da conservacao de momento temos que,
du
p—dQ = [ f(z,t)de+ [ F(z,t)doS. (4.1.6)
o dt Q 29

Escrevendo (4.1.6) na forma vetorial obtemos,

3
/pd“"dQ:/f,;(x,t)dQJr/ > oy, t)ndo, (4.1.7)
o dt Q 090

onde 1 = 1,2, 3.

Aplicando o Lema de Gauss em (4.1.7)),
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du; do;;
/ Q) = /fl xtdm—i—/z mjdﬂ (4.1.8)

para i =1,2,3.

Para fluidos homogéneos, incompressiveis e viscosos as fungoes o;;(z,t) podem ser

escritas como,

ou;  Ou;
0ij(z,t) = —p(x, )05 + p <8x~ + 09[;) ; (4.1.9)
J g

1,7 = 1,2 onde,

onde §;; é o delta de Kronecker, p(z,t) > 0 e p > 0 chamada de viscosidade do fluido.
Derivando em relagao a dz; e somando, temos,

3 00 ou; Ou;
;axj:_z a0 HH Zaxj(axj ai)’

e pelo fato de div(u) =0,

op dp
_ Z o, ——§;; = T (4.1.10)

ou; 8uj B
“Zax (8% o ) = pAu;. (4.1.11)

Substituindo (4.1.10) e (4.1.11)) em (4.1.8)),

/ d“’d@ /fzxtdQJr/( . +MAu,) ds), (4.1.12)
Q (91’]

onde i = 1,2, 3.

Como os termos dos integrandos sao continuos, temos,

em Q,i=1,2,3. (4.1.13)

du; <
Notemos que d—i ¢ a aceleragao do fluido, observando que u(z,t) = (uy(z,t), us(zy), us(zy)),

dx;
para © = (z1,2,73). Portanto, a velocidade das particulas é dada por u;(x,t) = —2

dt’
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além disso,
dt ot = 0x; "
que quando substituida em (4.1.13)) resulta em:
ou; i Ou; op
i,j=1,2,3, parat e (0,7T).
Das equagoes (4.1.14) e (4.1.3]), derivamos a equagao a seguir,
( Ou
pa - VAu+p<u ’ V)u+ Vp = f(tax)a em, €2 x (OvT)a
div(u) =0, em €, (4.1.15)

u(x) = g(x), com, z € 99,

[ u(z,0) = uo(),

onde g : Q — R3.

Estas equagoes sao conhecida como equacoes de Navier-Stokes, para fluidos incompres-

siveis e com viscosidade positiva.

4.2 Equacoes de Navier-Stokes com termo de viscosi-

dade nao-linear

Nesta secao estudamos um caso particular em que as equacoes de Navier-Stokes tem

dimensao dois e termo de reagao-difusao nao-linear, definida da seguinte maneira:

( du

div(u) = 0 em §2,
u = g em OS2,

L u(z,0) = uo(z).

P~ a(l(uy), l(uz))Au+ p(u - V)u+ Vp = f(t,z) em Q x (0,7)

(4.2.1)

A funcdo a(xy,z,) é limitada, positiva definida e Lipschtiziana, ou seja, para qualquer

= (11,22),y = (y1,y2) € R JA;, Ay > 0 de tal forma que,

0<a_ <a(x,x2) < ay,

la(z1, xe) — alyr,y2)| < Airlzy — 11| + Az|xe — yo|, para algum A;, Ay > 0.
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O operador [ é definido por I(u) = fQ udf). Os espagos que serao utilizados nessa se¢ao
sao, U := {u € (D(Q))?|div(u) = 0}, V é o fecho de U em (H}(2))* e H ¢ o fecho de U
em (L?(Q2))2. Consideramos a partir deste ponto que, ((+,-)) e || - || sdo o produto interno
e a norma em H}, e, (-,-) e | -] sdo o produto interno e a norma em L?. Omitimos as

dimensoes dos espagos sempre que nao houver risco de confusao.

4.2.1 Forma trilinear b(u, v, w)

Nesta parte vamos tratar de algumas propriedades e resultados conhecidos sobre a

forma b(w, v, w) =370, [, uwi(Divj)w; .
Lema 4.2.1. Para qualquer conjunto aberto 2
b(u,v,v) =0, Vu € V,v € Hj(Q) N L*(Q) (4.2.2)
b(u, v, w) = —b(u, w,v),Yu € V,v,w € Hy(Q) N L*(Q) (4.2.3)
Demonstracao. Para provar é suficiente mostrar a igualdade para u € Y e v €

D(Q).

2

V2
/ulev]deQ:/ule—de
Q Q 2

—1
—/Diui(vj)QdQ,
2 Jao

2

b(u,v,v) = —% Z/ div(u)(v;)*dQ = 0.

j=1"¢

Para (4.2.3)), note que,

0=0b(u,v+w,v+w)

u,v,v) + b(u,v,w) + b(u, w,v) + b(u, w, w)

b
b(u, w,v) + b(u, v, w)
e portanto b(u, v, w) = —b(u, w,v). ]
Lema 4.2.2. Seu € L*(0,T;V), entdo a func¢io Bu definida por,

(Bu(t),v) = b(u(t),u(t),v), Vv € V, para quase todo t € [0,T],

pertence a L*(0,T;V").
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Demonstracao. Para quase todo t € [0,T], Bu(t) ¢ um elemento de V’. Como b ¢é trilinear
e continua em V, aplicando a desigualdade de Hélder obtemos, (Bw,w)y < c¢|lwl?,

portanto,

T T
| IBul i< [ u)d < .
0 0

]
Lema 4.2.1. Seja 2 C R™ um aberto e considere T'= (1y,--- ,T,), onde T; € D'(Q),Vi =
1,---,n. Entao,
(T,¢) =0, Vo € U< IpeD(Q) tal que T = VP em D'(Q).
Demonstragao. Ver [45]. O

Lema 4.2.2. Seja Q) C R™ um aberto lipschitziano e p uma distribuicao.

Se p possuir todas as derivadas parciais de primeira ordem em L*(SY). Entdo p € L*(),
e, além disso,

1P]|2nrn < c(Q)[Vplr2().

Se p possuir todas as derivadas parciais de primeira ordem em H=*(). Entio p € L*(Q)e,

além disso,

ol L2onr < ||Vl a-10)-

Com L*(Q)\R := {p € L*(Q)| [, p(z)dz =0} .

Demonstragao. Ver [45]. O

4.2.2 Meétodo de Faedo-Galerkin

Definimos o seguinte problema:

( para ug e f dados, onde (4.2.4)
feL*0,T;V) (4.2.5)
ug € H, (4.2.6)
queremos encontrar u que satisfaca, (4.2.7)
w € L*(0,T;V) (4.2.8)
%(u,’u) + a(l(uy), l(u2))((w,v)) + b(u,u,v) = (f,v),Vvo € V (4.2.9)

L u(0) = uo. (4.2.10)
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Este problema é obtido pela formulacao fraca das equagoes de Navier-Stokes (P1),
feita em (|5.2.1)).

Utilizamos o método da compacidade para provar a existéncia de solugoes fracas do

problema (4.2.4)-(4.2.9)), para isso vamos seguir os seguintes passos:

i) Construimos solugoes aproximadas do problema (ou pelo menos o que sabemos se-
rem solugoes aproximadas) por "redugao a dimensao finita", pelo método de Faedo-
Galerkin. Entao provamos a existéncia das solugoes aproximadas pelo uso do teo-

rema de Caratheodory.

ii) Passamos entao o limite na dimensdo, tendo aqui para superar uma dificuldade
essencial: os operadores nao lineares encontrados nao sao, em geral, fracamente
continuos e, portanto, é necessario demonstrar que a familia de solugdes aproximadas
é (gracas as estimativas anteriores) "compacta"em uma topologia "forte"adequada
(para a qual o operador é continuo). As ferramentas aqui sdo, portanto, os teoremas

de compacidade.

Apliquemos entao o método de Faedo-Galerkin. Considere a base (w;);en, de U. Para

cada m > 0, construimos o espaco aproximado, dado por U,, = [wq, ws, -+, W,,, |, com
= gim(w; & wp(t) € V. (4.2.11)

Construimos, agora, o problema aproximado, substituindo u,,, e v = 37" | w; em (4.2.4)-
(4.2.9), utilizamos, também, o fato de que
((a(l(umi), (um2) ) um (t), w;)) = a(l(tm), (um2)) ((wnm(t), w;)), e, com isso:

(wn, (1), wy) + a(l(wm), Hume)) (W (t), w;)) + b(wn (t), wn(t), wy) =
(f(t),w;),t€[0,T],7=1,---,m, (4.2.12)
U, (0) = ugp, (4.2.13)

onde u,, ¢ a projecao ortogonal em H de ug no espaco gerado pelos elementos wy, wa, - -+, w,y,.
A equagao anterior forma um sistema diferencial nao linear para as funcoes gipm, - - -, Gmm:

m

> (Wi, w)) gl (8) + all(tm), Uum2)) Y (Wi, ;) gam () + > b(wi, wy, w;) gim (£) gim (t)

i=1 i il=1

(4.2.14)
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Invertendo a matriz ndo singular gerada pelos elementos (w;,w;),1 < i,j < m, nos

podemos escrever a equagao (4.2.13)) na forma

g;m(t) + Z Oéijgjm(t) + a(l(uml) um2 Z aljkg]m gkm Z 5zy
J=1 7=1
(4.2.15)

onde a;j, i, Bi; € R. O sistema diferencial nao linear com as condicoes iniciais
9im(0) = €; - u,(0), tem a solugdo, pelo fatos dos operadores serem mensuraveis e conti-
nuos, Lema [4.2.2] podemos entéo aplicar o teorema de Caratheodory, a solugdo maxima
¢ definida em algum intervalo [0,¢,,]. Se t,, < T, entao |u,,(t)| deve tender para oo
com t — t,,; A primeira estimativa a priori, junto com o teorema do prolongamento de

Caratheodory ([2.7.6)), mostra que isso nao pode acontecer antes de t,, = T.

4.2.3 Estimativas

Para obter as estimativas a priori, multiplicamos a equacao (4.2.13) por g;,, (), por
(4.2.1), b(wp, W, Up,) = 0, e com isso,

(2 (1), (1)) + @l ), Lttgao)) 1w (8)]|* = (F (1), (D)) (4.2.16)

Pelo fato de t — (f(t), w;) e gjm(t) sdo fungdes escalares quadrado integréaveis, entao
u,, € L?(0,T;V) ew, € L*(0,T;V), com isso,

|um|2 = (um7 um)7

dlwn () d(tn(t), um(t))

b - - = (up, (), wn(t)) + (wn(t), ul, (1) = 2(uy, (), wn(t)),
d|um(t)|2 2
— o 2a(1 (), ) [ (1))
=2(f(t), un(1))
d|w(1))? )
p +22a [l (2]
< OO0 201 ) (0]
d|w,, (t)]? 2
—— 5+ 20 [lun(@)

< 2(f (1), um(t)).
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Por outro lado,
dun(t)[” 2
AL 90U Ha) et ()]
< 2[F Dy lwm @)l
1
<o llun @I+ — 1 O},
entao,
dlwn(t)? 1
+a fua®)* < —FOI (4.2.17)
dt a_
integrando de 0 a s, obtemos,
2 o, 1 [ 2
[ (3)]” < [umO)F + — | (£ ()l dt
-Jo
< (por (22.7.4))
I 2
<fuf + o [ £ d
a—Jo
entao,
I 2
sup |um(s)? < |uol?® + —/ | f(@)]]5 dt (4.2.18)
s€[0,7] a—Jo
Disso segue que a sequéncia
U, ¢ limitada no conjunto L*°(0,7T; H), (4.2.19)
integrando (4.2.17)), de 0 a T" nos obtemos,
T 1 /7 )
unT)P 0 [ 0Pt < ol + o [ £ dt
0 -Jo
essa estimativa nos permite dizer que
a sequencia u,, ¢ limitada em L*(0,7;V). (4.2.20)

4.2.4 Existéncia de Solugoes Fracas

Nosso objetivo nesta se¢do é provar que o problema (4.2.4))-(4.2.9) possui solugao

fraca.

Teorema 4.2.1. Sejam f € L*(0,T;V’) e ug € H, entao existe pelo menos uma fungao

u que satisfaz o problema acima, e mais ainda, w € L*>(0,T; H), e € fracamente continua
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de [0,T] em H.

Demonstragao. Seja u,, : R — V definida da seguinte forma,
u(t) = u(t), quanto t € [0, 7],
u(t) =0, quando t € R — [0, 7).

O objetivo desta parte é mostrar que,

/ 5|27 |, (s)|?dt < €1, para algum v > 0, (4.2.21)

onde €1, ¢ uma constante que depende do m fixado, u(s) é a transformada de Fourier de
U,,. Com o fato de u,, ser limitada em L?(0,7;V) implicara que,

W, pertence a um conjunto limitado de H7(R; V, H). (4.2.22)

Este resultado nos permite aplicar o teorema de compacidade (2.11.2)), e, como consequén-

cia do teorema de Banach-Alaoglu, podemos afirmar que a solucao existe e converge.

Afim de provar isto, observe que (4.2.13) pode ser escrita da seguinte forma,

d('&m,'wj)
dt
- (um(t)7w]>6T7j = ]-a e, M

= (fin w)) + (Uom, w;)do (4.2.23)

onde dg, 07 sao as distribui¢oes de Dirac em 0 e T,

I = F — all(um1), H(ume)) Ay, — By,

e, a funcao f,, : [0,7] — V' é definida da seguinte forma |

Sm, em [0,7T],
0,em (—o00,0) U (T, 00).

Aplicando a transformada de Fourier em (4.2.23]),

20 (U, Wj) = (fm,wj> + (wom, w;)

— (un(T), w;)e ™1, (4.2.24)

multiplicando a equagao acima por Gj,(s), onde gj,,(s) é a transformada de Fourier de

gjm7

20T S| U |? = <fm(5>,am(s>> + (Uom, Um(S))

— (U (T), U (s))exp(—2inT's). (4.2.25)
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usando o Lema (4.2.2) podemos majorar f,,(t) por,

/0 IIfm(t)||w§/0 (LF @)l + as (O] + ¢ llun@))

segue disso,

sup Hj/"\m(s)H < €9y, Vm,
seR 4

onde &5, sendo uma constante. Por (4.2.18)),
|um(0)| S E3m, ’um(t)‘ S Eam-
com €3, € &4, sendo constantes. De (4.2.25)),

[s112n(5)[* < €2 ([t (5)]] + c3]thm(s)]
ou

|51t (5)* < e [[Tm(s)]] - (4.2.26)

Para cada ~ fixo, 7 < 1/4, nos observamos que,

1+ s

T vseR
L+ [s)2 "

|57 < e5(7)

entao,
/wmﬁmm@nms<%mo/m—iifi4@A@P@
» el | Ts

< ([@2.20)
g%/-ﬂﬁ@iw+@/ [ (s)? ds.

oo L+ 8|t 0

Por causa da igualdade de Parseval e por (4.2.20), a ultima integral é limitada com

m — oo, entao (4.2.21]) estara provado se provarmos que,

= |l (s)]
.[m1+ppwﬂsﬁ%w (4.2.27)

Pela desigualdade de Schwarz e o teorema de Parseval, podemos limitar essas integrais

por,
1/2

([ o) ([ o)

que ¢é finito porque v < 1/4, e é limitado com m — oo por (4.2.20)). A prova de (4.2.23))

foi atingida.

Por (4.2.19) e pelo teorema de (Banach-Alaoglu) nos permite dizer que, existe um
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elemento w em L*(0,7; H), e uma subsequencia, tal que,
u,, converge para u pela topologia fraca-estrela de L>°(0,7; H). (4.2.28)
Como L>(0,T; H) ¢ o espago dual de L'(0,T; H), entao para cada v € L'(0,T; H),
T
/ (e (£) — w(t), v(8))dt = 0,m' — o0, (4.2.29)
0

De modo analogo, por (4.2.20)), podemos concluir que u,,» permanece limitado em L?(0,T; V'),
e portanto, existe uma subsequencia de u,, convergindo para algum u, € L*(0,T;V) e

alguma subsequencia, que por conveniéncia vamos continuar denotando por u,,, tal que,
u,, converge para u,, pela topologia fraca estrela de L*(0,T;V). (4.2.30)
esta convergéncia diz que,
T
/ (s (£) — wa (1), w(8))dE — 0,50 € L2(0,T: V). (4.2.31)
0

Em particular por Pelo teorema da representacao de Riesz ([2.6.2]),

/O(Um/(t),'v(t))dt%/o (w4 (t),v(t))dt, (4.2.32)

para cada v € L?(0,T; H). Comparando (4.2.29) e (4.2.32)), temos,

u=mu, € L*0,T;V)NL®0,T; H). (4.2.33)

Pelo Teorema ([2.11.2) e por (4.2.22) segue,

W,y — u em L*(0,T; H) fortemente. (4.2.34)

Afim de poder passar o limite em (4.2.14]), precisamos provar que a(l(uy(t)),(uz(t))) é
limitado, por outro lado, a(xy, z5) é continua, portanto, basta provar que [(u;) é limitado.
Mas ¢é direto pois,
T T T
/ [ (Wim) — L(ug)|Pdt = / (Wi — u;)|?dt < por < C/ Ui, — w;|*dt.
: 0 0 (4.2.35)
Vi=1,2.
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Passemos agora limite em (4.2.14)), para o termo b(u, v, w) sera usado o lema (4.2.3]).
Seja 1) uma fungao continuamente diferenciavel em [0, 7] com ¢ (7') = 0. Multiplicando

W em [E2.12), e integrando por partes obtemos,
-/ (o (0), £yt + / " 1), o)) (1 (8) 055001l
-/ bt (2) 4 (1), w5 ()t = (150m105)5(0)
+/OT<f(t),'wj¢(t)>dt. (4.2.36)

Passando o limite em (4.2.36)), e como ug,, — uy fortemente em H, nos temos a seguinte

equacao,
- / (u(t), w0/ (1))t + / a0 (un), L)) ((us(t), 0i6(2))dt
" / bua(t), u(t), v(t))dt = (un, v)i)(0)
—I—/O <f(t),vw(t)>dt, (4.2.37)

isso é valido para v € {w;, ws, - -+ }, onde {w;, ws, - - - } € uma base de Y. Pela linearidade

estd equagao ¢ valida para qualquer v sendo combinacao linear das funcoes w;, pela

continuidade de (4.2.37)), para qualquer v € V.

Escrevendo, a equagao (4.2.37) com ¢ = ¢ € D((0,7T)), obtemos (4.2.10)), juntando
ao fato de (4.2.33)), concluimos que u’ € L*(0,T;V").

Agora precisamos provar que u(0) = ug (4.2.9)). Para isso multiplicamos (4.2.10]) por
¥, a mesma usada em (4.2.37)), e integramos. Depois de integrarmos o primeiro termo

por partes obtemos,
- / (u(t), v (1)) dt + / a(1(ur), (o)) ((ua(8), w20(2))) e
" / buu(t), u(t), v(t))dt = (u(0), v)8(0)

+ /0 (f(t),v(t))dt, (4.2.38)

Fazendo a diferenca entre (4.2.37)) e (4.2.38)),

(w(0) — uo, v)¥(0) = 0.
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Para 1(0) # 0, entéo,
(u(0) — up,v) =0,YVv € V.

por (2.7.5)) segue u(0) — up = 0, logo, u(0) = wy. ]

Lema 4.2.3. Se u, converge pra w em L*(0,T;V) fracamente e L*(0,T; H) fortemente,

entdo para qualquer fung¢ao w com as suas componentes em C(£2),

/0 b(ass(£), ws (1), w(t)) — /0 b(u(t), u(t), w(t)dt. (4.2.39)

Demonstra¢ao. Como a forma trilinear b(u, v, w) é antisimétrica,

/OTb(us,us,w)dt: —/OTb(us,w,us) = - i /OT/Q(us)i(Diwj)(us)jdxdt.

4,j=1

como wu, converge fortemente para w em L2(0,T;H), e, Dyw; € C(Q) esta integral

converge para,

T
5 Jo Ja
T T
—/ b(u,w,u)dt:/ b(uw, uw, w)dt,
0 0

com isso o lema esté provado. O

4.2.5 Unicidade

Nesta segao provamos a unicidade da solugdo fraca obtida no teorema [£.2.1] comega-

mos citando algumas desigualdades.

Lema 4.2.3. Sen = 2, para qualquer aberto 2,
;1 1
[vllzsg) < 21 [|v]1 720 VO 720y YV € Hi ().

Demonstragao. ver [45]. O

Lema 4.2.4. Sen =2,

|b(u, v, w)| < 22 |ul? w2 ||v]||w]? |wl]|?, Yu, v, w € HE(SQ).

Sewe L*0,T;V)NL®(0,T; H), entio Bu € L*(0,T; V") e

1
| Bl z20.0:v1y < 22 || pooo,m) || w| 20,750
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Demonstragao. ver [45)] O
Lema 4.2.5. SejamV C H e V', trés espagos de Hilbert. Se uma func¢aou € L*(0,T;V) e
sua derivadau’ € L*(0,T; V"), entiou € q.s. igual a uma fungao continua, g : [0,T] — H,
e nos temos a sequinte equacao, que € vdlida no sentido das distribuigcoes escalares em

(0,7):

dluf® _

o 2(u', u). (4.2.40)

Demonstragao. ver [45)]. O
Lema 4.2.6. Sejab(u,v,w), comw = u—v. Entao b(v,v,w)—b(u,u, w) = —b(w, v, w).
Demonstracao.

b(v,v,w) — b(u,u,w)

=b(v,v,u —v) — b(u,u,u — v)

=b(v,v,u) — b(v,v,v) — b(u,u,u) + b(u, u,v)

=b(v,v,u) — blu,v,u)

=b(v—u,v,u) =b(—w,v,u)

=b(—w,v,u —v+u) =b(—w,v,w+ v)

= b(—w,v,w) + b(—w, v, v)
ou seja, b(v,v,w) — b(u,u, w) = —b(w, v, w). O]

Teorema 4.2.2. A solu¢io uw encontrada no Teorema € unica, mais ainda, w €

q.s igual a uma fungao continua de [0,T] em H e,

u(t) = ug, em H, comt — 0. (4.2.41)

Demonstracao. Primeiramente precisamos provar o resultado sobre regularidade de solu-
¢ao. De acordo com o Lema , Bu € L*(0,T;V'), o que nos possibilita escrever u’
da seguinte forma,

u' = f —a(l(u),l(uz))Au — Bu.

Como f — a(l(u1),l(uz))Au — Bu € L*(0,T; V"), segue que v’ € L*(0,T;V’). Isto nos
possibilita aplicar o Lema (4.2.5)), que nos diz que u é q.s. igual a uma fung¢ao continua
de [0,7] em H. Portanto

u e C([0,T); H) (4.2.42)
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assim segue (4.2.41]).

Vamos agora provar a unicidade, suponha que u e v sao duas solugoes de (5.1.1),

valmos provar que u = v.

u' —a(l(ur),l(uz))Au + Bu = f,
v —a(l(v1),l(v2))Av + Bv = f

subtraindo as equacdes e fazendo ¢ = u — v,
¢ — a(l(wy), l(up)) A + a(l(vy), (v2)) Av + Bu — Bv =0, (4.2.43)
fazendo o produto interno de (E2.43) com ¢,
(¢, €) + a(l(ur), U(u2))((w, €)) — a(l(v1), l(v2))((v, €)) + b(u, u, {) = b(v,v,¢) = 0.

Aplicando o Lema (4.2.5)),

dlu(t)?

g H2alm) lu))((w, Q) — 2ali(w), l(v2)) (v, €)) = = 2b(u, . ¢) + 2b(v, v, ).
(4.2.44)
E preciso achar estimativas para as partes (II) e (I).
Para (II) aplicamos o Lema obtemos,
2b(u,u, ) — 2b(v,v,¢) = 2b(¢,v,Q)
(pelo Lema [£.2.5)
< 22(¢[li¢lflv
< a[l¢IP? + H¢P ol (4.2.45)
Para a parte (I),
a(l(u), L(u2))((u, €)) = a(l(v1), [(v2))((v,C))
= a(l(ur), l(uz))((u, €)) — a(l(v1), I(v2))((v, C))
+ a(l(u1), l(u2)) (v, €)) = a(l(ur), [(uz))((v, C))
= a(l(ur), l(u2))ICII* = [a(l(v1), U(v2)) — a(l(us), U(u2)] ((v,€)) (4.2.46)
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Substituindo (4.2.46[) em (4.2.44]),

% + 2a(l(uq), L(u)) ||| = 26(¢, v, €) 4 2[all(vy), l(vs)) — a(l(uy), (uz))] (v, €)),

por (4.2.46) e (4.2.45)),

d|¢/? 2
g 20(l(m), lu2)lI¢]

<a-|¢I*+ %IQ“IQIIUII2 + 2| a(l(v1), U(v2)) = a(l(u), I(u2))]] (v, C)),

como a(z1,xs) € limitada, e por propridades de I(u),

d|¢?
dt

2
< a|IKIP + —[CPllvll* + 20K i (ur = w)| + Ksfi(uz = v)]) [0lllI€]]-

+2a_[¢]"

Assim,
d|¢/?
dt
(escolhendo K = max{ Ky, Ks}),

2
+a[lCl® < =[P lua (O + 2| (K[ (wr = vr)] + Kl (uz = va) D] [[0l1lI€]],

2

Z|C\2’\U2(t)|\2 + 2| (K|l (ug — v1)| + Ka|l(ug — v2)])| [[]|[[C]]
2

< CL—_|C’|2||U2(t)||2 + 2K [|uy — v1| 4 |ug — | |lvf|[I<]|

(Lembrando que (u,u) = |ul* = /

u - udQ) = / u%dQ—k/u%dQ)
Q Q Q

2
¢ lua (@) + 2K (V/Tur = o1l + Juz = 02 + 2fuz — vl — 1] ) [0l

IN

< (e pela desigualdade de young)

2

< = [¢Plua(®) 2+ 2 (v/ux = or + Tz = vaP + Ttz = vaPP + e = 1) o]l <]
2
¢z () + 2K (V/2fur = 0aP + 2fuz = P ) [0l €]

IN

< (‘usando |u; —v1|? = ]Cﬂ renomeando K+v/2 para K)

2
= 2 jePuate) |+ 261¢] ol <)
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Com isso,
d|C|2 2 < ?|lug(t)|]* + 2K 4.2.47
— talidllF = ICI [ua ()" + 2K €l |w][]<]] (4.2.47)
por outro lado,
2K[¢[[|v]lI<]l
_ V2K
——=I¢lllvllv/2a-|[C]
< (Pela desigualdade de young)
K2
< o IICIP + —ICP ol
substituindo em (4.2.47]),
d|¢]? 2 K?
AT 1o < ZiePluato)IP +alicl® + = iepol?
d|¢|? 20 o K2 o e
bl b S g ¢ i
25 < P lla(t)| + ¢ Plo]
d|¢|? 2 2 K2 2
bl B =
o8 <1¢ (a2 + 2= o]
pelo Lema de Gronwall-Bellman e pelo fato de v € L*(0,7;V) e ¢ € L>(0,T; H),
t 2 KQ
[C* < [¢*(0) exp </ lua(t)[*— + —||v||2d8> ,
0 a_ a_
como |¢[*(0) = 0 pois u(0) = v(0) segue entao,
I¢]? =0,Vt € 0,77,
e, portanto u = v. O
4.2.6 Existéncia de Solugao Forte
Nesta se¢ao vamos recuperar a pressao, €, com isso, provar a existéncia de solugao

forte. Nesta se¢@o prosseguimos da mesma forma que [5]. Pelo teorema (4.2.41)), provamos

que f —a(l(uy), (ug))Au — Bu —u’ € L*(0,T; V).

1A prlorl isso nao é valido, mas usando a desigualdade de Cauchy junto medida do nosso

dominio

junto,| [, f(z)ldz* < [, |f(2)|*dz [, 1dz = meas(Q) [, |f(z)|?dz, teremos uma segunda constante que
estaremos 1ncorporando na constantc K. A demonstragdo desta desigualdade pode ser encontrada em

[21], pag. 15.
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Sejam:
¢
U(t) ::/ s)ds, F'(t / f(s)ds e B(t) / B(u(s),u(s))ds € V'.
0
Como u, f, Bu € L*(0,T;V’) entao,
U,F e 3¢cC°0,T;V') (estas sdao absolutamente continuas). (4.2.48)
Integrando a(l(uy), (u2))Au + Bu +u’ = f, e, por (4.2.48)), temos:
¢ t ¢
wl(t) — w(0) + all(uy), l(uz)) / Au(s)ds + / Bu(s)ds — / F(s)ds em V.
0 0 0

Logo:
w(t) — uo + a(l(uy), l(ug))AU (t) + B(t) = F(t) em V'Vt € [0,T].

Portanto, para todo ¢ € 0 temos,
(u(t) — u(0) + a(l(uy), l(uz)) AU (£) + B(t) — F(t), ) = 0. (4.2.49)

Definamos,
S(t) == u(t) — uo + a(l(w), l(uz)) AU () + B(t) — F(t) € V. (4.2.50)

Pelo fato de V' ser um subespago fechado em H podemos, gracgas ao teorema de Hahn-

Banach, para cada t € [0, T] estender a S(t) a um funcional T'(t) € H~*(Q) tal que,

(T(t),v) = (S(t),v),Yv € V. (4.2.51)

Mas de (4.2.49) e (4.2.51]) concluimos que,

(T'(t),¢) =0,Y¢ € V.
Pelo Lema resulta que 3P (t) € L*(Q) satisfazendo,

T(t) = VP(t) em H'(Q). (4.2.52)

Logo, de (4.2.51]) e (4.2.52)) obtemos,

VP(t)]

Substituindo (4.2.53)) em (4.2.50)),

w(t) — wg + a(l(u), l(uz))AU (t) + B(t) — F(t) = VP(t) em V', Vv € [0, T].

, = S(t) em V'Vt € [0, 7). (4.2.53)
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Como a expressao a esquerda pertence ao espago C°(0,T; V") temos VP € C°(0,T; V"),
e, portanto, podemos derivar a equacao acima no sentido das distribui¢oes, com isso:

P
u + a(l(uy), l(uz))Au — f + Bu = Vaﬁ_t em L*(0,T;V").

Podemos, com isso, afirmar que a igualdade acima se da q.s. em (0,7"). Fazendo p(z,t) =

——, resulta em,

ot
u' + a(l(uy),l(up))Au + Bu = f — Vp € L*(0,T;V").

4.2.7 Estabilidade Exponencial da solucao

Usamos o método da Energia, bem descrito em [44], para provar a estabilidade ex-
ponencial da solugao das equagoes de Navier-Stokes, quando f = V¢ é uma forca con-
servativa, u(z,0) # 0 e quando u(x) = 0 Vo € 02. Em geral ndo é possivel obter tal
estabilidade, visto que, logo abaixo, provamos a existéncia de solugoes periddicas para a
mesma, mas, quando o problema satisfaz as condi¢oes ditas acima, conseguimos provar

que tal estabilidade existe.

Para evitar que o leitor tenha que voltar algumas paginas para rever as equagoes
de Navier-Stokes, enunciaremos-la novamente, assumindo as condi¢oes estabelecidas em

(T.0.1).

1), 1) N+ (- VY 1Vp = V6 em @ x (0.7),

div(u) = 0 em (2,

Q)+ (4.2.54)
u = 0 em 0f),

\u(az,O) = up(x),
com ug(x) # 0.

A energia do sistema é definida como,

E(t) = = ||lul?
(1) = 5 llull®.
derivando em relagao ao tempo obtemos,
dE
= (uv ’u',)

= =
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Multiplicando por w o problema (Q) obtemos,

(u',u) + b(u, u,u) +1(Vp, u) — a(l(uy), l(u2))(Au,u) = (Vo,u),
—— P

=0

fazendo P := p/p + ¢ e integrando temos,

dE

= —(u, VP) +a(l(u1),(us))(u, Au).

Aplicando a primeira identidade de Green e o teorema da Divergéncia na igualdade

acima obtemos,

O = (P.V ) ~afi(ur), [w) | Vuf
=0
ou seja,
9 — i), 1w2) [V, (4.2.55)
pela desigualdade de Poincaré,
clul? < |Vul? (4.2.56)

com A > 0, entao por (4.2.55) e (4.2.56)),

dE 2
o S —all(w), Uuz)) Ayl

por outro lado, —a(l(uy), [(uz))A\|ul* < —a_\;|ul?, portanto,

dr
rr < —a_M\|ul]? = —2a_E(t)

resolvendo obtemos,
E(T) < e 2*-ME(0)

e portanto |u|?> — 0 quando ¢t — oo.

Pelo fato de que o problema que envolve o Benchmark Lid-driven cavity tem wg = 0,
nao ha estabilidade exponencial da solugao, pois FE(0) = 0, e, temos como condigao

necessaria que uo(x) # 0.
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4.2.8 Existéncia de Solucoes Periodicas

O objetivo desta secao é provar a existéncia de solugoes periddicas para as equagoes

de Navier-Stokes.

Teorema 4.2.3. Sejam Q2 C R?, aberto limitado, com fronteira 92 bem regular, e Q =

[0,T] x Q. Dado o sequinte problema,

O (i), Hua)) At (- At Vp = f em Q,

div(u) =0 em Q,
u =0 em 09,
u(z,0) = u(z,T),Vz € Q,

(4.2.57)

onde f € L*(0,T;V'). Este admite solu¢io fraca em u : Q — R?, em w € L*(0,T; H) N
L>(0,T; H) ew € L*(0,T; V).

Ou pela formulacao fraca de ,
(W' (t),v) + a(l(uy), l(u))((w(t),v)) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T),Yv €V,
(4.2.58)
u(0) = u(7). (4.2.59)

Demonstracao. Procedemos de modo similar ao provar a existéncia de solugoes fracas.
Considere {wy, -+ ,w,, -} uma base de V. Truncamos a série no m-ésimo termo, e
temos a solucao do espaco aproximado V,,,. De forma similar a demonstracao da existéncia

anterior, tomamos W, (t) := gim(t)w;,

(i (), wy) + all(ur), {(u2)) (W (t), w))) + b(tn (), wm(t), w)) = (F(t),wy);j=1,---,m
(4.2.60)
U (0) = v € V. (4.2.61)

O sistema aproximado acima possui uma solucao global, visto que por procedimento

similar ao caso da existéncia anterior obtemos a seguinte inequagao:

t
1
Ju(t)[* +/O [ ()I*ds < [o] + = fll20,rv) < e(m),

como m esta fixado, podemos estender u(t) & todo intervalo [0,7]. Nosso objetivo é

mostrar que, dentre todas as solucoes da equagao aproximada, existe ao menos uma



4.2 Equagoes de Navier-Stokes com termo de viscosidade nao-linear 88

solugao wu,, que satisfaz a periodicidade,
U (0) = up (7).
Para isto, basta provarmos que para cada m € N, a aplicagao,

T Vi — Vi

v = Ti(v) = up (1), (4.2.62)
possui um unico ponto fixo, pois, neste caso, existirda uma tunica funcao v € V,, tal que
U (T) = Tn(v) = v = u,, (0), Ym € N. (4.2.63)

Desta forma (4.2.63]) temos uma sequencia (u,,) de solugbes aproximadas tais que todas

elas satisfazem a condi¢ao de periodicidade.

Lema 4.2.7. Euxiste py > 0 tal que 7,,(B,,(0)) C B,,(0).

Demonstra¢ao. Usando em V,, a topologia induzida por H, é suficiente provarmos que
dpo > 0 tal que |7, (v)|g < po; Vv € Vi, com |v|g < po. (4.2.64)

Aplicando o Método de Energia, de forma similar a anterior obtemos,

1d 9 9
5 7w + a[[un@®l7 + b(wn(?), wn(t), wn(t))

< 5 (O + ald(), 1) (O + ban(0), (1), (1)
= (F(0) un()
SO

isso implica em,

1d 9 9
5 g wm (O + a[lun(t)]
< 2 4 9= 2
< IO + S lum(®)]
ou seja,
1d 5 G_ 5 1 9
—— — < — . 4.2.
Sl P + S a0 < £ @) (4:2.65)
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Como V — H, existe ¢y > 0 tal que:

ol (B)]* < [l ()] (4.2.66)

Portanto, de (4.2.65)) e (4.2.66) obtemos,

d 1
Zlun@OF + Gafun®)]” < —[ £

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por ecoa-t:

d 1
— (| () Pet ") < —

t 2 , cga,t‘
)y — £ (0)IRe

Integrando de 0 & 7" obtemos,

1 T
|um(t)|2€cga,t < |Um(0)|2 + _/ Hf(t)H%//ecga,tdt’
a—Jo
o que implica em,
2 _ o2 T 2 1 T 9
un®) < eSO + = [ 10
- Jo
ou seja,
—2a_ 1
(B2 < e |, (0)] + Z!\f\|ig(0’T;V,). (4.2.67)

Denotando 6 = e=%*7 e ¢ = o 1 f 11320 1y, Podemos escrever
[ ()]* < Olum(0)]* +c,

ou ainda,
1T (V)]? < OJw|? + ¢, Vv € V.
Agora, como 0 < 6 < 1 entao 0 < 1 — 0 < 1. Desta forma, existe py > 0, suficientemente
grande tal que ¢ < (1 — 6)p3. Logo, se |v| < py entao,
Olvf* +c < 0pf + (1= 0)p5 = pp-
Onde,
[T (v)]* < o3, Vm € N,

0 que prova este lema. O

Lema 4.2.8. A aplicagdo 7, : V,, — Vi, definida em (4.2.61]) é continua.
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Demonstracao. Sejam vy, vy € V,, e u,,, 2, solucoes do problema aproximado com dados
iniciais vy e vg, respectivamente. Nosso objetivo é mostrar que as solugoes sao Lipchstiz-
continua, ou seja, |7, (v1) — T (v2)| < ¢n|vr — v para algum ¢, > 0.

(u, (1), w;) + all(ur), Uuz)) (wm(t), wy)) + b(wm (L), wn(t), wy) = (f(t), w;)

(2 (), w;) + a(l(z1), 1(22)) (2 (1), w))) + b(2m(t), 2, (1), wy) = (F (L), w;).

fazendo a diferenca entre essas equagoes e definindo 1,,, = z,,, — Uy,

(M, w;) + a(l(ur), L(uz)) ((wn(t), w;)) — a(l(z1), [(z2))((zm (1), wy))
+ (W (1), U (), w;) — b(2p (1), 2m(t), w;) =0,

para evitar repetirmos as contas feitas da demonstracao da unicidade vamos apenas usar

o que 14 foi obtido, temos com isso,

d’”m’Q 2 2 2 KQ 2
<
It |’7m| Hu2m(t)H Hzm” = 07

definindo 6,,(t) = (al_uuzm(t)nz + f—f||zm||2), temos,

d|npm?
dt

- |77m|29m(t) S 0

multiplicando ambos os lados da desigualdade e~ Jo Om(s)ds

© (Imn(ne s <

Integrando a desigualdade de 0 & T,
[0 (T)Pe o &8 — |, (0)* < 0

definindo ¢, = e~ I Om(s)ds

7 (D) < |11 (0)%,
por outro lado,
N () = Um(s) = Zm(s)

ou seja,

[unm(T) — zm(T)|2 < m|um(0) — zm(0)|27



4.2 Equagoes de Navier-Stokes com termo de viscosidade nao-linear 91

podemos concluir ainda mais,
[T (V1) — T (v2)] < cp|v1 — 2],

que é o que queriamos provar. O

As hipoteses do Teorema do ponto fixo de Brouwer sao satisfeitas em virtude dos

Lemas (4.2.7) e (4.2.8), com isso temos

T Bpo(0) = By (0),

admite um ponto fixo, isto é, existe um v € B, (0) tal que 7,,(v) = v, ou seja, u,,(0) =

w,, (7). Entao, para cada m € N, existe um u,,(t) tal que u,,(0) € B,,(0) e,

(w5 (1), w)) + all(ur), Uuz)) ((wm (1), w;)) + b(wm (1), wn(t), w;) = (f(1),w;), Vj =1,

U (0) = wp ().

Do fato que u,,(0) € B,,(0) podemos repetir as estimativas obtendo uma subsequencia

(u,) de (u,,) tal que

u, = wem L=(0,T; H) (4.2.68)
w, — wem L*(0,T;V) (4.2.69)
u/, — u' em L*(0,T;V"). (4.2.70)

Das convergéncias (4.2.68])-(4.2.70) resulta, por passagem do limite na equagao aproxi-

mada o desejado em (4.2.59)). De maneira analoga a prova da condicao inicial no caso

anterior, provamos que u(0) = u(7'), o que conclui a demonstragao. ]

Neste capitulo fizemos a deducao das equagoes de Navier-Stokes por meio das leis de
conservacao de massa e de momento. Provamos a existéncia de solugoes fracas, fortes
e solugoes periddicas. Provamos a unicidade da solugao do problema que foi proposto,
demonstrando um caso em que podemos afirmar o decaimento exponencial de solucoes, e

argumentamos que nao ha decaimento exponencial no Benchmark do Lid-driven cavity.



Capitulo 5

Solucao das equacoes de Navier-Stokes via
Elementos Finitos

Nesta se¢ao falamos sobre os métodos que foram usados para encontrar as solugoes
para o problema de Navier-Stokes, em conjunto com o método de Elementos Finitos.
Comecamos enunciando o problema, explicamos sobre o método ©—scheme, que é dito
em [20] como um dos melhores métodos para se achar solugoes para tal problema. Este
método consiste em quebrar um passo temporal do método de Euler explicito em trés
sub-passos, para melhorar assim o resultado. Estamos assumindo que o método é estéavel
e convergente, no problema de Navier-Stokes, para o caso em que a viscosidade é nao-
local, que é o caso do nosso problema, podemos assumir isso visto que, como a nossa
funcao usada na viscosidade é limitada, positiva definida e lipschiziana, podemos através
do limite das mesmas estabelecer critérios de estabilidade, e, a partir deles, provar a sua
convergéncia. A demonstracao nao sera feita neste trabalho pois nao é trivial, mas a
mesma pode ser obtida adaptando os artigos [31], [26]. Fizemos a formulacao variacional
das equacoes de Navier-Stokes usando esse método, fizemos um breve estudo sobre o
método e obtivemos dele alguns critérios de estabilidade mais gerais, para depois aplica-

lo ao problema de Navier-Stokes.
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5.1 As equacoes de Navier-Stokes

Dada as equagoes de Navier-Stokes, e um dominio 2 x (0,7, onde,  C R? com

fronteira 0, suficientemente regular definida por,

( P%_TZ — a(luy, lus) Au+ p(u - V)u + Vp = f(z) onde z € Q x (0,T)

V-u=0comzxeQx(0,T1),
u=gemJdQ x (0,T)
[ u(z,0) =0em x € Q.

(5.1.1)

Nosso objetivo é encontrar um par, {u = (uy(xy, T2, 1), us(xy, 22,1)), p(x, t)} € (H(2))? x
L?(Q), que satisfaz a formulacdo fraca do problema acima, onde [,, g - 1ddQ =0, e,

n =mn(x),x € 0N, é o vetor normal a fronteira.

5.2 Formulacao Varacional das equacoes de Navier-Stokes
com reacao-difusao nao-linear

Seja v € U, q € L*(), fungoes teste, fazendo produto interno em ambos os lados da

equagao (5.1.1)), temos,
ou

(0% — a(U(n (1), Ha(£)) M+ - V4 T, 0)
= (P ) — all(un) 1)) (Bew, v) + pl(- V)i, v) + (V)

= p(aa—ltb, v) + a(l(uy), l(u))((Vu, Vv)) + /mg -vdoQ + p((u - V)u,v) — pV - v

= (P2 ) 4 al1(u) 1) (Vi, T0)) + pl(at- V), ) — ¥ -0 = (£(2), )

/ qV - udx = 0. (5.2.1)

5.3 0O método ®-Scheme

O ©-Scheme é uma técnica de operator-splitting, que é feita calculando dois tempos
intermediarios, ele € melhor descrito no livro [20]. Devido a complexidade da teoria, ndo
seré feita a prova da convergéncia da solugao usando este método para o problema de
Navier-Stokes com viscosidade nao-local, este método foi exaustivamente estudado em

[31],[20], [26]. Os trés tempos s@o calculados da seguinte forma,
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Tempo 1
( n+0 _ ,,n
Pt — aall(uy ), Mg ) At + Vi =
£ + pBali(ut), L) Aur — plu” - V)" (5:3.1)
A-ut? =0
\ un+9 — g(T]LJrG
Tempo 2:
un+1—9 o un-‘,—@
Aoap np TP VI = Ball(ud ), 1) Aurtl =
fn+l—9 + aa(z(u?—&-@)’ l(u§+9)>Aun+0 . vpn+1—9 (5.3.2)
un+179 — gZ)’H-l—Q
Tempo 3:
( n+l _ ,,n+1-0
e — aa(l(u ), () Au + V=
4 Ba(l(uy™0), W(ust0) Aur =0 — (w0 V)0 (5.3.3)
A-u"tt =0
upt =gy

\

os valores de 0, a e 3, sdo respectivamente, 1 — 1/v/2,2 —v2 e v/2 — 1.

5.4 Formulacao Variacional do método ®—Scheme

O namero At é o tamanho do intervalo temporal.
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Tempo 1:

un+9 —u”

Toa
(F00) + (Ba(l(u)), luz) Au",v) = ((u" - V)u",v)

multiplicando tudo por 8 At obtemos,

(u™ — ", v) — (0 & t)(aa(l(uf™), U(uy ™)) (Au™, v) + (0 A ) (VP v) =
(O A)(F v) + (0 A t)(Ball(u}), l(uz))(Au", v) — (0 At)((u" - V)u", v)

v) = (aa(l(ui™), l(uz ™)) (Au"" v) + (Vp"*, v) =

re-organizando os membros,

(u™,v) — (0 & ) (aa(l(ui™), U(uy ™)) (Au™, v) + (0 A ) (VP v) =

O A ) (F 0 v) + (0 A (Ball(ul), l(ud))(Au™,v) — (0 At)((u™ - V)u",v) + (u",v)
(V-u,v)=0

n+0 _ _n+6
u =9

Aplicando identidade de green,

(u"?,0) = (0 A t)(aa(l(ui™®), l(ug™) (V" Vo)) + (0 A t) (VP v) =
O A (F 0 v) + (0 A H)(Bal(ul), L(ud))(Vu™, Vo) — (0 At)((u” - V)u™, v) + (u",v)

(V-u,v)=0

n+0 _ _nt+6
u =9

aplicando o teorema da divergéncia na parte da pressao,

(™ v) = (0 A t)(aa(l(ui™), (uz ) (Vut?, Vo)) — (6 A6 (™, Vo) =
@A OF 0) + (0 A H)(Ball(u?), l(uy)(Vu", Vo) — (0 At)((u" - V)u", v) + (u",v)
(V-u" v) =0

n+60 _ _n+6
u =9y
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Procedendo de forma similar para o Tempo 2,

w10 _ o

( 1—20) At L) — aa(l(wr), 1(us)) (Au"10 v) + (Vp 10 o) =
F9Y 4 Ba(l(u), L(us)) (Aum, v) — (W™ - V)™, o)
urti=f — 93“—9

multiplicando ambos os lados por (1 — 26),

(w0 — " v) — aa(l(uy), [(u)) (1 — 20) A t)(Au"0 v)

+ (1 =20) A )V v) = (1 —20) A (F 0 v)

+ Ba(l(uy), L(u)) (1 — 20) A t)(Au"t? v) — (1 —260) A t) (w0 - V)u"™, v)
uH=0 = gnti=o

entao,

(w7 v) — aa(l(uy™?), W(us T 0)) (1 = 20) A1) (Va0 Vo))
+((1—=20) AH)(p"0 Vo) = (1 —20) A)(F 0 v)

+ Ba(l(wy™), 1(uz ™) (1 = 20) A 6)((Vu"™’, V)

— (1 =20) A ) ((u™? - V)u™ v) + (u",v),

e, para o Tempo 3,

(u"™™ v) = aa(l(uy™), L(uz ™)) (Vu™, Vo)) (0 A t) =
(0 AO(F,v) — (0 A", Vo) + (0 At)Bal(uy™ "), L(uz ™)) (VU Vo))
_ (6 A t)((un+1—9 . v)un—i-l—é)7 ’U) + (un+1—9’ ’U)

A-u"t =0
n+l _ _n+l
U =90 -

5.5 Estudo do método ®—Scheme

5.5.1 Formulacao inicial do problema

Considere o seguinte problema de valor inicial

0o Alp,t) =0 (5.5.1)

ot
©(0) = o, (5.5.2)
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onde para dado t A é um operador, podendo ser nao-linear de um espago de Hilbert H
nele mesmo, onde ¢y € H. Suponha que o operador A tenha uma decomposi¢ao nao trivial
A = A; + A,, para resolver o problema de valor inicial acima, é natural pensarmos em
usar métodos numéricos para integrar o problema, e fazer uso de tal decomposicao para

resolver nosso problema.

5.5.2 Descricao do ®—Scheme

1
2

obter a solugdo do problema de valor inicial definido em ([5.5.1))-(5.5.2), e é definido da

seguinte forma:

Seja # um ntmero no intervalo aberto (0, =), o método ©—scheme é aplicado para

Para n > 0, considere ¢" = p(n)

QOTH_G — 0
AT + A1 (" (n+0) At) + Ay(@",n A t) =0, (5.5.3)
SOnJrlfG’ o sDnJrG
A—20)At As(" (n 4+ 0) A ) + A" (n+ 1= 0) At) =0 (5.54)
SOnJrl _ sDnJrlfB
oA + A (" (D) AL+ A" (n+1—0)At)=0.  (5.5.5)

Se A é uma matriz N x N simétrica e definida positiva com, A; = aA e Ay = A, onde

a+p=1ea,p € (0,1). Nomeamos ¢ = (1 — 26), obtemos,

" — o+ 0 A taAp™? + 0 AtBAY" =0, (5.5.6)
S077,4-1—9 o wn-{—@ + "IN tﬁA(p”J’e + "IN taAQOn-H_H =0
QDnJrl _ gDnJrlfB N taA(anrl N t6A¢n+179 =0

Manipulando (5.5.6))

e — "+ 0 A taAg" 40 AtBAY" =0
= (I4+0AtaA) " = (I — 0 AtBA) "
= " = (I+0Ltad)™ (I—0AtBA)Q"

de modo analogo para os demais itens, obtemos

P = (T 40 AtBA) (I — 0 A tad) "
O = (T+0Atad) ™ (I —0AtBA) "7,
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por fim, chegamos nessa expressao,
O = (T +ab AtA) 2 (I —BONLA) 2 (T + B0 AtA) " (I —alf AtA) Q" (5.5.7)

Supondo que a solucdo do problema seja da forma o(t) = ey, com ¢ € R", os au-

tovalores e autovetores sao dadas da seguinte forma, ¢(t); = e g, com i = 1---n e
0< A <)X <---<\,. Substituindo em , obtemos,

n_ (L=BOA )™ (1—af ALN)"
T Al AT (L B0 A (5.5.8)
(1—p0)* (1 —

Nos definimos R(§) =

9/
(1+ab §)2 (1+ g o ; , para obtermos a estabilidade stiff A-stability
«
(I8]), precisamos que limg_,o |R(§)] < 1.

Calculando o limite obtemos que,

& (1/€ - BO)° (1/€ — o)
& (1/¢ + ab)* (1/¢ + 80')

lim [R(¢)| = lim (1- 595)2 (1 —ab'’§) B

£—00 §=oo | (1 + 095)2 (1+ B0°€) ‘ - gin; = B/a

com isso, precisamos que a > f3. Isso ¢ valido para |R(£)| < 1, V€ > 0,V € [, %),Va, B.

5.5.3 Andlise sobre as constantes do Método ®-Scheme

Nesta sec¢ao vamos obter valores para as constantes «,, 3 de modo que o erro do
©—Scheme seja minimizado. Vamos expandir R(§) em série Taylor com erro de ordem 3
em torno do ponto 0,

£2

R =1—¢+ 5 [1+ (8 —a)(26> — 40 +1)] + O(&®), (5.5.9)

3, vamos expandir e¢ em série de Taylor em torno do ponto 0

2

et=1-¢+ 5+ o(&%). (5.5.10)

Comparando (5.5.9) com (5.5.10) que se a = g = % ouf =1-— \%, 0 esquema possui

precisao de segunda ordem, se nenhuma dessas condi¢oes forem satisfeitas, a aproximagcao
do esquema é de primeira ordem. Suponhamos agora que temos o caso em que « e (3

foram escolhidos de modo que nds temos a mesma matriz para todos os passos parciais
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do método ©—scheme, neste caso «, 3,0 tem que satisfazer
a=[B(1—20)

isso implica em v = (1 —20)/(1—6) e B =0/(1 —0).

5.6 Solucao discreta

Para resolver o problema definido em ([5.1.1]), usamos elementos-finitos com o elemento
conhecido por "Taylor-Hood",ou, P, P,. Os elementos usados sao triangulos. Portanto
usamos um polinémio de grau dois pra velocidade e um de grau um para a pressao, ou
seja, para pressao precisamos formar um tridngulo com trés vértices, enquanto para a

velocidade, usamos os mesmos trés vertices mais trés vértices médios.

Seja T, uma triangularizagao do dominio €2, e 7,2 a mesma triangularizacao de 7j
mas usando vértices médios dos triangulos, o nimero de nos em 7T, serd chamado de M,
e 0 Tp/2, Np. O conjunto de vértices dos triangulos em 7j, sera denotado por ¥, e o dos

vértices em Ty o por Xy ).

Definimos os espagos H}\ (Tr/2) = {zn; zn € C°Q), zn|r € Po,VT € Thyo}, €, Hy(Thj2) ==
{zn;2n € COQ), 2|1 € P, € 2, =0 em 9Q, VT € Ths2}-

Para prosseguir, precisamos definir mais alguns espagos extras, o primeiro espaco que
definimos é para a malha da pressao,
Py = {aqn;qn € C°Q), qu|r € P,VT € Tp,}, os seguintes sdo para as velocidades, Vj, :=
{vn; v, € (C°())2vh|7 € Po, VT € Tppa},
Von = {vn, 0 € Vi, 0n = g, [5q 9n - ndx = 0, em 90}, e, por fim, Vo, := Vi, N (Hy(Q))>.

: _ gl 1 _ gyl 1
Claramente temos os conjuntos V,, = H, x H,, Vo, = H, X Hy,.

Vamos agora definir as bases desses espagos, para Py, {w; }1<i<n, , € para H}, {; }1<i<n, ,

da seguinte forma,

i € Ppew(P)=1,Vi=1,..., My,
wi € P e wilF) " (5.6.1)
wilP) =05 i £ j,1< j < M,
e7
wiEHlewi i :1,Vi:1,...,N,
Lew(Q) \ 562
wi(Q;) = 0sei#j,1<j< Ny

onde @Q; € Xp 0 e Py € Xj.
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Agora que temos as bases podemos escrever as fun¢ées como combinagao linear dessas,

M M No N
an = Y wiqn(B) e g = Y wign(Py), wen = Y Winn(Q5) + Y- wigen(Q;) com 7 = 1,2.
i=1 i=1 3=0 J=N
N 0
Tomemos vy, = >, W;, com r = 1,2.
=0

Para facilitar, usamos a convencao de Einstein para tensores. Como o Tempo 1 é

similar ao Tempo 3, mostra-se apenas os Tempos 1 e 2.

Tempo 1:

0

para Uip,

wwnw n+0 n+6 ~ T n+6 Ow,
HAt dr + aa(l(uf™), [(uy™)) QVinwjdx uin(QF 1) — ka(‘?xl pr(P;)

/ st ( ottt 1) | VoTasds — [ pfde) un(@)
—p </ W; S; wide ur, (QF)? /w] gd 2wzd9€ Ulh(Q?)U%(Q?))

para Usgp,

</ peAjdx+oza(l(u1n+9) uy ™)) /VIUsz]dx> uan(QF°) — (/Q wkg_f;) p(Fr)
= [ st = (sat) i) [ Vo [ o) u@)

—p </ W; gglwldx ugh(Q") / W, gd 2wzdx Ulh(@?)“ﬂt(@?))

@~ n+6 a~
(9d ldxuh(Q )+ wl@d -

\V/Z,j::l,"' 7Nh7k:17"' 7Mh~

L dw ugn Q1) = 0
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Tempo 2:
para uyp,
/p—wiwj dz + fa(l(uyt™), l(unﬂ_e))/vw'vwd:v un(QFH0)+
o (1—20) At 2 o 7 ’
_ 0w, n . Ow; n
([ e un(@) + [y S e (@) ) (@)
/fn+1 0, ( a(l(u™*0), (w2 *0)) /leijdx / (ITH)]Atdx) ulh(ij)—i-

awl n+6
</ka8x1) ph<Pk) )

para usgp,

( /Q %dm%—ﬁa(( W0, 1) / vwiijdx> umn(Q 0+

</ wjaad~1wzda:u1h(Q"+9)+/wjaad~2wzda:u2h(Q )) (Q”Jrl 9)
= [ e~ (a7 [ Vo [ e )@

ow
: P,
(/kaé?:vl)ph( k)

comi,j=1,--- Nyek=1,---, M,.




Capitulo 6

Metodologia

6.1 Metodologia

Os codigos foram feitos na linguagem C usando as bibliotecas GSL-Gnu Scientific
Library e MathGL, fizemos uma breve explicagao sobre estas bibliotecas. A biblioteca GSL
foi usada para fazer calculos envolvendo vetores e matrizes, pois ele incorpora a biblioteca
BLAS, uma biblioteca de algebra linear, que tem as melhores fungoes para calculos
matriciais e vetoriais, como multiplicacao de matrizes, e operagoes entre vetores e matrizes.
O sistema linear foi resolvido usando usando decomposicao LU. Para a plotagem de
graficos foi utilizada a biblioteca MathGL. Além da praticidade proporcionada por essas
bibliotecas, ressaltamos o fato delas serem de codigo livre, pertencem ao projeto GNU, e,
usamos a linguagem C devido ao seu alto desempenho frente as linguagens interpretadas.
Ambas ferramentas podem ser baixadas e instaladas sem maiores dificuldades por qualquer
um que queira usa-las, sem restrigcoes de uso. Para o compilar utilizamos o GCC, que foi
instalado através do MSYS2, através do MSYS2 foi feita a instagao das bibliotecas ditas
acima. Todos os codigos foram executados em um processador Core-i7 2620Q) M , rodando

com o sistema operacional Windows 10, e com 8GB de meméria RAM.

6.1.1 Biblioteca GSL

A GNU Scientific Library (GSL) é uma cole¢ao de rotinas para computagao numé-
rica. As rotinas foram escritas do zero em C e apresentam uma interface de programagao
de aplicativos (API) moderna para programadores C, permitindo que os wrappers sejam
escritos para linguagens de alto nivel. Dentre os recursos da biblioteca GSL podemos

destacar:
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Nuameros Complexos, Raizes de Polindmios, Fung¢oes Especiais, Vetores e Matrizes, Per-
mutacoes, Combinacoes, Classificacdo, Suporte BLAS, Algebra Linear, CBLAS Library,

Fast Fourier Transforms, Eigensystems.

Como exemplo, vamos resolver o seguinte sistema usando esta biblioteca,

0.1 0.60 0.57 096\ (= 1.0
041 024 099 058 | [z | |20
0.14 030 097 066 || |3.0]’
0.51 0.13 0.19 085/ \ a4 4.0

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl linalg.h>

int

main (void)

{ /#* A matriz que vai representar o nosso sistema em forma vetorialx/
double a_ data|[] = { 0.18, 0.60, 0.57, 0.96,

0.41, 0.24, 0.99, 0.58,

0.14, 0.30, 0.97, 0.66,

0.51, 0.13, 0.19, 0.85 };

2 /x O vetor com os valoressx/

double b_data[] = { 1.0, 2.0, 3.0, 4.0 };

5 /% Criamos alocamos uma matriz a partir das entradasx/

gsl matrix view m

= gsl matrix view array (a_data, 4, 4);

/*Alocamos o vetor com as constantes x/
gsl vector view b
= gsl vector view array (b_data, 4);
/+*Alocamos o vetor com a solucao */

gsl vector xx = gsl vector alloc (4);

int s;
/*Para resolver o sistema usando LU se faz necessario criar uma matriz de
permutacaox/

gsl permutation * p = gsl permutation alloc (4);

/+*Criamos a matriz de permutacao com base na matriz pre dadax/

gsl linalg LU decomp (&m.matrix, p, &s);
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2 /*Resolvemos o sistemax/

gsl linalg LU solve (&m.matrix, p, &b.vector, x);

printf ("x = \n");

gsl vector fprintf (stdout, x, "%g");

/«Desalocamos os elementosx/
gsl permutation free (p);
gsl vector free (x);

return 0;

como solu¢do obtivemos x = (—4.05205, —12.6056, 1.66091, 8.69377) .

6.1.2 Biblioteca MathGL

Uma biblioteca para criar graficos cientificos de alta qualidade no Linux e no Windows.
Um codigo para o manuseio e plotagem rapida de grandes arrays de dados. Uma biblioteca
para trabalhar em regimes de janela e terminal e para inclusao facil em outro programa.
Um codigo com grande e renovagao de graficos. A biblioteca MathGL tem mais de 50
tipos gerais de graficos para 1D, 2D e matrizes de dados 3D. Pode exportar graficos para
arquivos bitmap e vetoriais (EPS ou SVG). Possui interface OpenGL e pode ser usado
em programas em terminais. Possui fungoes para manipulacao de dados e linguagem
MGL de script para simplificagao de plotagem de dados. Ela também tem varios tipos de
transparéncia e iluminagao suavizada, fontes vetoriais e anélise de simbolos semelhantes
ao TeX, sistema de coordenadas curvilineas arbitrarias e muitas outras coisas uteis (veja

a secao de fotos na pagina inicial (http://mathgl.sf.net/)).

Uma simples plotagem da funcao sin(x), pode ser feita da seguinte forma,

#include <mgl2/mgl.h>
int main ()
{
Aloca um grafico
mglGraph gr;
/ Escreve a funcao atraves do Fplot
gr.FPlot ("sin (pixx)");
Grava o grafico em um arquivo
gr. WriteFrame ("test .png");

}
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6.2 Teste de Lid-driven cavity

Devido a dificuldade em obter solugoes exatas para as equagoes de Navier-Stokes,
em particular para o caso em que a viscosidade é do tipo nao-local, visto que este é um
problema inédito, e, portanto nao ha solugoes analiticas para o mesmo, nao temos, por
isso, solugoes prévias para comparar os resultados. Entao, como forma de averiguar se
obtivemos solugoes corretas precisamos empregar o Benchmark Lid-driven cavity, que é
um método bem estabelecido para tal, como dito no texto acima. Nao faremos as analises
de erro neste trabalho devido a dificuldade, e, visto que muitos artigos nao as fazem, como
por exemplo, [I7, 25 39], e, mesmo quando é possivel determinar uma solugao analitica
para o problema o erro obtido das solugoes aproximadas sdo grandes, [31) 46], neste ultimo
o erro chegou a ser da ordem 1072 mesmo quando a malha foi suficientemente refinada

com 16384 elementos.
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Resultados

7.1 Simulacoes

Suponha que o dominio retangular Q := [0, 1] x [0, 1] esteja cheio de um fluido com
densidade p e viscosidade dependente do tempo a(t), com a nas condi¢oes dadas em .
Em um momento inicial, ¢ = 0 o fluido estd em repouso, e entao é aplicada na parte
superior do dominio €2, onde y = 1, uma velocidade com moédulo igual a 1. Nestas
condic¢oes estudamos o comportamento de tal fluido, usando alguns valores constantes
para a densidade e viscosidade, e entao comparamos o resultado obtido com o resultado
quando usamos uma viscosidade do tipo nao-local. Usamos as equagoes de Navier-Stokes,
definidas em (|5.1.1f), para estudar o movimento de tal fluido. Neste trabalho estamos
interessados em estudar o comportamento dos campos de velocidades dentro do dominio,
e as diferencas obtidas nas stream-lines quando usamos uma viscosidade positiva e uma

do tipo nao-local.
Podemos exemplificar nosso dominio com a seguinte imagem:

onde as linhas pretas representam as paredes estacionarias e os vetores em vermelho
representam o campo de velocidade que esta sendo aplicado dentro do fluido. Para as ma-
lhas, discretizamos o dominio utilizando triangulos retangulos, de forma similar a Figura
, para os campos de velocidade utilizamos como func¢oes de base polinomios de grau
2, cada simulacao foi feita em uma malha com 625 pontos, totalizando 1250 pontos, visto
que sao necessarias duas malhas para a velocidade. Para a pressao, foi utilizado polind-
mio interpolador de grau 1, e, para essa malha, foi utilizado 169 pontos. Ntmero total
de tridngulos em cada malha foi de 288, tendo como area 7—12 A quantidade de triangulos
das malhas da pressao e de velocidade sao as mesmas. O tempo simulado foi entre 0 e 1

com o At = 0.05, ou seja, foram executados 20 passos.
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Figura 7.1: Malha inicial.

Usamos como viscosidade nao local a fungao a(xy, z5) := 3 4 sin(xy) + cos(xs), para
as densidades e viscosidades positivas foram utilizados os seguintes valores: p = 0.001,
p = 0.0001, p = 0.002, e x = 0.25. Esses valores para p e u foram escolhidos com base no
artigo [26].

7.2 Resultados Obtidos

Como executamos o Lid-driven cavity em cada passo, esperamos que conforme o tempo
passe, a solugao entre mais dentro do redemoinho e as linhas aumentem em quantidade e

intensidade.
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Para p = 0.001 e viscosidade nao-local, o vortice teve centro (0.5,0.75), em formato

eliptico com érea aproximada de 0.34U.A. Conforme ¢ se aproximava do valor 1, o ta-

manho do vortice manteve o tamanho de 0.34UA. Conforme o valor de ¢ aumentava,

podemos notar o aumento das "stream-lines", como previsto em [ Podemos notar que o

campo vetorial ficou com um tom mais claro conforme avangamos no tempo, isso significa

Os resultados obtidos se

que a intensidade do vortice aumentou, como era o esperado.

assemelham com os obtidos por [39].



7.2 Resultados Obtidos 109

T T T — T N
P )
et SN
‘ e BN
R NS IEREEY o0
Sttt R =]
Pl EERER
ERRERERN Iy
ol fiiyiaaax AR 0o
.,:\\\\\\\\ S LAA A :
Slfiianaass ARy S
HERIR NN A AAR TR
NN AN
priaaaNas AN AW
<t iraNaNNw ARy <t
d—\ﬁ\\\\\\ — LA =
TN NN R R R A A
HOAN N RN R R e LA |
A NAANARSS e S A,
NORN N N Y e S
[ NN LI L Ly N
TN AN NN —. LA [=]
ORUROR R e et e e
RNGNENGNCAC A s
LR e
P =) - :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 7.4: p = 0.001, vicosidade nao local, "= 1..
7.2.2 Densidade p = 0.0001 e viscosidade nao-local

Para p = 0.0001 e viscosidade nao-local, foram obtidos os seguintes resultados:

T T I 1 N
T =
T SISO
; Py oy o
R 7Y NIEEREY o0
Sl Suirniy S
LEfraraanaxy YRR
PIELAANAN AR EEE
ol firriaaass el 0
.,:\\\\\\\\\ LA AL :
[
(=] TEENNANNAS AR EE <
HERRIA NN AR
FPE AN NNNS LA AN
RS AR
<t LN NN NN oLl <t
Sriltyyyannnss ARy =
TN NN R LA
U NN RN e LA A |
LN NN RN AR
NORN N N Y e et A
NN YY) ~
TN ANNNN s a i A =)
W R A
xRN ™S ~aa i
R Sl s PP ar's
o NN R T S S . | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 7.5: p = 0.0001, vicosidade nao local, 7" = 0.

Para p = 0.0001 e viscosidade nao-local, o vortice teve centro (0.5,0.75), em formato
eliptico com érea aproximada de 0.23U.A. Conforme ¢ se aproximava do valor 1, o tamanho
do vortice se expandiu na vertical e cresceu até atingir o tamanho de 0.34U A.Conforme o
valor de ¢t aumentava, podemos notar o aumento das "stream-lines", como previsto em [I}
Podemos notar que o campo vetorial ficou com um tom mais claro conforme avangamos
no tempo, isso significa que a intensidade do vortice aumentou, como era o esperado. Os

resultados obtidos se assemelham com os obtidos por [39].
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como previsto em [[] Podemos notar que o campo vetorial ficou com um
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Para p = 0.001 e viscosidade positiva p = 0.02, foram obtidos os seguintes resultados:
um unico vor

Para p = 0.001 e viscosidade u

(0.457 0.75
stream

n

tom mais claro conforme o valor de ¢ aumentava, isso significa que a intensidade do vortice
aumentou, como era o esperado. Os resultados obtidos se assemelham com os obtidos por

39].

7.2.3 Densidade p = 0.001 e v

um formato el
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dade pu = 0.25
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Para p = 0.001 e viscosidade p = 0.25, o vortice teve centro (0.5,0.8), em formato

eliptico com &rea aproximada de 2.513UA. Conforme ¢ se aproximava do valor 1, o

tamanho do vortice se expandiu na vertical e cresceu até atingir o tamanho de 0.34U A.

onforme o valor de ¢ aumentava, podemos notar o aumento das "stream-lines", como
Conf lor de t tava, pod t to das "st lines",

previsto em[I] Podemos notar que o campo vetorial ficou com um tom mais claro conforme

avanc¢amos no tempo, isso significa que a intensidade do vortice aumentou, como era o

esperado. Os resultados obtidos se assemelham com os obtidos por [39)].
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Conclusoes e trabalhos futuros

8.1 Conclusoes

Podemos concluir que obtivemos solucoes similares, tanto quando usamos viscosidade
positiva quanto quando usamos viscosidade nao-local. Devido a dificuldade de obter
funcoes que satisfazem as hipoteses para a viscosidade nao-local, trabalhamos apenas com
uma. Quando usamos uma viscosidade nao-local, obtivemos uma maior uniformidade das

stream-lines no tempo ¢ = 0, que quando usamos uma viscosidade constante.

8.2 Trabalhos futuros

Neste trabalho, na parte analitica, fizemos um breve resumo de resultados importantes
relacionados a analise funcional, fizemos a deducao das equacoes de Navier-Stokes, pro-
vamos a existéncia de solugoes fracas, fortes, unicidade das solugoes, solugoes periddicas,

e, estabelecemos um critério para haver decaimento exponencial da solugao.

Para a parte numérica, executamos o Lid-driven cavity benchmark, para investigar o
comportamento das solugoes obtidas. Na parte de discretizacao usamos elementos finitos
para simular a parte espacial, e, para a parte temporal usamos o método conhecido como

©-Scheme. Os resultados obtidos condizeram com o que era esperado, [29],[22], [31].

Para trabalhos futuros podemos estender diversas propriedades relacionadas com o
problema , por exemplo dependéncia continua dos dados iniciais de posse que o
problema ((1.0.1)) seja bem posto, pode-se ainda generalizar (|1.0.1]) com relagao a solva-
bilidade (existéncia e unicidade das solugoes fraca e forte) considerando o operador nao

linear A, Apz), Ap), € finalmente considerar o problema (4.2.1]) para obter os mesmos
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resultados para Ay ..y, Também podemos estudar a desigualdade variacional associada
a0 nosso problema e obter os resultados de existéncia e unicidade e analisar o problema
(4.2.1) em dominio nao limitado e com fronteira mével. Considerando, ainda, operadores

com expoente variavel, para outros problemas, ver [3| [19] [41] [1] [2].

Vale ressaltar que existe poucos resultados na literatura relacionado com o problema
(4.2.1]) considerando os operadores mencionados anteriormente. Além disso pode-se ainda
estudar a analise numérica do problema em questao e suas simulagoes usando métodos

adequados, por exemplo, o método de Rothe.
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