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Resumo

Gliomas sao tumores cerebrais primarios agressivos e invasivos, no qual o mais co-
mum e maligno, glioblastoma multiforme, possui uma combinagao de rapido crescimento
e invasibilidade. Intimeros trabalhos existentes tratam o crescimento de gliomas em meios
homogéneos, porém, o cérebro na realidade ¢ um meio heterogéneo constituido de massa
cinza e massa branca, por este motivo existe a necessidade de levar em consideracao
as caracteristicas mais proximas das condigoes reais do cérebro. O objetivo do traba-
lho é simular computacionalmente o crescimento do glioma em geometria 3D em meio
heterogéneo. Utilizando-se um modelo continuo para o estudo do tumor, foram desen-
volvidos c6digos computacionais para simular de maneira numérica a evolugao dinamica
do glioma. Inicialmente utiliza-se o método de diferencas finitas para resolver a equagao
reativa-difusiva, a qual fornece o valor da concentracao de células cancerosas. De posse
dos valores das concentracoes de células doentes obtidas pela solucao da equagao dife-
rencial parcial, calcula-se o raio do tumor através da margem detectavel do tumor. Com
os resultados da evolucao do raio em funcao do tempo, foram implementado os métodos
estocasticos baseados nas teorias de Cone Causal e Monte Carlo. Os resultados encon-
trados se mostraram satisfatorios tanto para a evolugao do raio do tumor quanto para a
representacao tridimensional do glioma. Ao final do trabalho pode-se concluir que é pos-
sivel calcular a evolugao de gliomas em 1D e representa-la em 3D com o uso de métodos
estocésticos. Esta mesma metodologia pode ser usada para representar crescimento de
tumores cerebrais em massa branca e massa cinza.



Abstract

Gliomas are aggressive and invasive primary brain tumors, in which the most common
and malignant glioblastoma has a combination of rapid growth and invasiveness. Nume-
rous extant works address the growth of gliomas in homogeneous, however, the brain is
actually a heterogeneous medium consisting of gray matter and white matter, so there is a
need to take into account the real characteristics of the brain. The objective of this work
is to simulate the computationally the growth of glioma in 3D geometry in heterogeneous
environment. Using a continuous model for the study of the tumor, computational codes
were developed to numerically simulate the dynamic evolution of the glioma. Initially, the
finite difference method is used to solve the reactive-diffusive equation, which gives the
value of the cancer cell concentration. Given the values of the patient cell concentrations
obtained by the solution of the partial differential equation, the tumor radius is calcula-
ted through the detectable margin of the tumor. With the results of the evolution of the
radius as a function of time, stochastic methods were implemented based on theories of
Causal Cone and Monte Carlo. The results found were satisfactory both for the evolution
of the tumor radius and for the three-dimensional representation of the glioma.At the end
of the work it was concluded that it is possible to calculate the evolution of gliomas in 1D
and represent it in 3D with the use of stochastic methods. This same methodology can
be used to represent growth of brain tumors in white matter and gray matter.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

O crescimento desordenado de células que invadem tecidos e érgaos do corpo, podendo
se espalhar para outras regioes inicialmente nao afetadas, compreende a um conjunto de
centenas de doencas que recebe o nome de cancer. Como essas células se dividem com
muita rapidez, elas tendem a ser muito agressivas e incontrolaveis, gerando a formagao de
tumores (actimulo de células cancerosas) ou neoplasias malignas. Em contrapartida, um
tumor ¢é considerado benigno quando ha uma massa localizada de células que se multi-
plicam de maneira lenta e se assemelham ao seu tecido original, quase nunca oferecendo

risco a vida de um paciente [1, 2, 3.

Cada conjunto distinto de células existentes no corpo gera um tipo diferente de cancer,
ou seja, para cada tecido do corpo tem-se um tipo especifico de doenca. Para ilustrar essa
diferenciacao do tipo de cancer quanto a localizacao, pode-se citar os carcinomas, com
origem nos tecidos epiteliais, e os sarcomas, que tém os tecidos conjuntivos como origem.
A velocidade com que as células se multiplicam e a capacidade de invadir outros 6rgaos
vizinhos ou muitas vezes distantes(metéastase) é uma outra maneira de se diferenciar os
tipos de cancer |1, 4]. Segundo dados do INCA, estao previstos mais de 600 mil novos

casos de cancer para 2018 no Brasil.

Neste trabalho é estudado um tipo especifico de cancer chamado de glioma. Os gliomas
sao tumores cerebrais primarios altamente agressivos que invadem extensivamente o tecido
normal circundante antes do inicio dos sintomas. Estes tumores recebem uma graduagao
variando de I até IV, conforme sua malignidade e velocidade de crescimento. Os gliomas

de grau I sao tratados como benignos com baixa velocidade de crescimento, os de grau II
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normalmente sao considerados benignos, porém podem evoluir para tumores de grau mais
elevados, enquanto os de grau III e IV sao considerados como tumores malignos, havendo

algumas distingoes entre eles [2].

Geralmente, as células cancerosas de maior grau sao mais capazes de invadir tecidos
normais e assim sao consideradas malignas. Entretanto, mesmo com suas habilidades

invasivas, os gliomas raramente realizam metastase para fora do cérebro [3].

Gliomas de alto grau, também chamados de glioblastoma multiforme, grau IV segundo
Organiza¢ao Mundial da Satde(OMS), é o tipo mais comum de glioma encontrado em
adultos. Este se distingue por alta necrose e por um crescimento mais rapido e mais inva-
sivo. Pacientes com glioblastomas (GBM) possuem cem porcento de taxa de mortalidade
e um tempo médio de sobrevivéncia de 10 a 12 meses apds o diagnostico e tratamento,

com pouca incidéncia de sobrevida acima de trés anos [2].

Os pacientes com glioblastomas podem apresentar diversos sintomas como dor de ca-
bega, nduseas, alteragoes de personalidade, dificuldade na fala e convulsoes. O tratamento
convencional indicado para pacientes diagnosticados com a doenca consiste em cirurgia
para remocao parcial ou total do volume tumoral, seguido do uso de radioterapia. Mesmo
apos a retirada do tumor por cirurgia, células remanescentes podem causar recorréncia.

Em alguns casos faz-se a combinagao de radioterapia e quimioterapia |1, 5].

1.2 Viabilidade e Justificativa do trabalho

A simulacao computacional do crescimento do tumor cerebral pode auxiliar na esti-
mativa da expectativa da vida de pacientes, assim como estimar efeitos futuros dos danos
cerebrais em relacao aos sentidos e atitudes dos individuos e ajuda também na avaliacao

da eficiéncia dos tratamentos aplicados [6].

Para se simular computacionalmente o crescimento de gliomas ou de qualquer outro
problema encontrado na natureza é preciso antes entender o comportamento do evento, e
buscar analogos matematicos que possam descrever o fendémeno em questao com o maximo

de aproximacao dos paradmetros relevantes do problema.

Esta sendo proposto o uso de um modelo continuo e de métodos estocasticos para
o estudo do crescimento e evolucao dos gliomas. Os modelos continuos derivam, nor-
malmente, da solu¢do de uma equagao diferencial parcial (equacao de reagao - difusao)

enquanto os métodos estocésticos utilizados estarao baseados nas teorias do cone causal
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e Monte Carlo.

Modelos continuos para solucao de problemas reativos-difusivos sao geralmente de
alto custo computacional quando realizados em 2d e literalmente impraticaveis quando a

solugao é levada a uma dimensao acima.

A grande possibilidade de éxito e também relevancia deste trabalho é utilizar uma
solugao em apenas uma dimensao no espago e transpor esta solu¢ao para trés dimensoes a
partir de métodos estocasticos. Outro ponto a se destacar é que por vias desta metodologia
é possivel acompanhar visualmente a evolucao do tumor e fazer quantifica¢des dindmicas

de fragao volumétrica, concentragao, e avanco do raio médio.

1.3 Objetivos

O objetivo geral do presente trabalho é simular computacionalmente a evolucao do
crescimento do glioma em meio homogéneo e dominio 3D a partir de duas metodologias

estocasticas.

Os objetivos especificos sao solucionar a equacao reativa-difusiva homogénea em uma
dimensao. Utilizar o método de diferencas finitas para discretizacao das varidveis espacial
e temporal. Calcular as concentragoes das células cancerosas em todos os pontos da
malha discreta. Gerar o volume esférico discreto a partir do raio do tumor utilizando o
método do Cone Causal e gerar também o volume nao uniforme do tumor de acordo com

a anisotropia radial da concentragao a partir do uso do método de Monte Carlo.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Além do presente capitulo, este trabalho se apresenta dividido em mais quatro capi-
tulos. No capitulo 2 sao apresentados todos os referenciais teéricos utilizados no trabalho,
tanto da parte do estudo dos gliomas (modelo continuo) quanto da parte dos métodos esto-
césticos (cone causal e Monte Carlo) aplicados nesta dissertagao. O capitulo 3 é mostrado
como os conceitos tedricos abordados no capitulo 2 sao de fato aplicados no trabalho. No
capitulo 4 sao expostos os resultados computacionais obtidos apds a implementacao dos
métodos e do modelo de crescimento pré-definidos anteriormente no capitulo 3 e por fim
no capitulo 5 sao apresentados as consideracoes finais do trabalho e algumas propostas

para trabalhos futuros;



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Neste capitulo é apresentado a fundamentacao tedrica utilizada para a elaboragao do
presente trabalho.A primeira se¢ao do capitulo hd uma definicao de gliomas e na segao
2.2 sao apresentados os modelos matemaéticos utilizados por pesquisadores no estudo de
gliomas. Em 2.3, as teorias por traz dos métodos estocasticos do cone causal e Monte

Carlo sao definidas.

2.1 Gliomas

Gliomas sao neoplasias de células gliais (células neurais capazes de se dividir) que
geralmente ocorrem no hemisfério cerebral superior, mas que pode ser encontrado em
todo o cérebro . Sao lesoes malignas do cérebro caracterizadas por sua propensao para se

proliferar e invadir o tecido de aparéncia normal [3].

Estes cérebros com tumores mostram diversos tragos anatomicos e metabodlicos que se
manifestam diferentemente entre os pacientes, variando sua agressividade em gliomas de
baixo grau (I e IT) para gliomas de alto grau (Il e IV). Aproximadamente 50% dos pacientes
com gliomas sao diagnosticados com glioblastoma multiforme (GBM), um Glioma de grau
IV segundo dados da Organizagao mundial da Satide, que é considerado como o tipo mais

agressivo de tumor cerebral em adultos [4].

A dificuldade em tratar gliomas origina-se principalmente da invasividade das popu-
lagoes de células do tumor. Apesar dos tratamentos extensivos, incluindo a ressec¢ao
cirtirgica, radioterapia e quimioterapia, os GBMs tém uma propensao a recorrer e provar

ser fatal com uma sobrevida média de aproximadamente 1 ano [4].

Segundo Swanson 7|, a modelagem matematica é uma ferramenta poderosa para
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analisar problemas biologicos, permitindo desenvolver e testar hipoteses que possam le-
var a uma melhor compreensao do processo biologico. Os aspectos essenciais para uma

abordagem mais realista de um modelo bem posto sao:

e uma compreensao e apreciagao solida dos aspectos dos problema biologico;
e uma representacao matematica realista do importante fendomeno biolégico;

e encontrar solucoes tteis, de preferéncia quantitativas do que é crucialmente impor-

tante,

e uma interpretacao bioldgica dos resultados matematicos em termos das ideias e

previsoes. A matematica é ditada pela biologia e nao vice-versa [§].

De extrema importancia para a modelagem matematica, cada uma das variaveis da
formulacao pode ser considerada individualmente ou em conjunto para avaliar sua rele-
vancia ao problema bioldgico em estudo e sugerir hipéteses ou conclusoes que possam ser

testadas biologicamente [7].

Em comparagao com resultados reais, o modelo pode ser modificado para emular
mais precisamente os fendmenos. Este processo iterativo de calcular os resultados do
modelo e fazer comparacoes biologicas podem continuar até o ponto em que o modelo
sugere experimentos apropriados para esclarecer partes do mecanismo biolégico ainda

nao compreendido e para enfim fazer previsoes realistas [§].

Modelos computacionais que descrevem a dinamica de gliomas foram iniciado na dé-
cada de 90, onde os primeiros estudos objetivaram-se a modelar o efeito da quimioterapia

e da ressecao cirurgica sobre a evolugao de gliomas de grau IV |9, 10, 11].

Apesar da estrutura matematica introduzida na época ainda estar em uso, houveram
avancos consideraveis em sua forma de abordagem. Em particular, modelos digitais do
cérebro, fornecidos por imagens de ressonancia magnética, que permitem implementar as

equagoes biofisicas em uma anatomia virtual precisa [12].

Assim, por sua vez, permite-se refinar o modelo, introduzindo, por exemplo, uma
mobilidade celular diferente de acordo com a localizacao do cérebro: matéria branca e

matéria cinzenta [13].

Em Stamatakos [4] aplicou-se a teoria padrao de reagao-difusao a um problema espe-
cifico em um dominio esférico de um tumor sélido avascular crescente. E suposto que o

tumor é perfeitamente esférico em forma e que cresce de maneira radialmente simétrica.
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A fase inicial de crescimento avascular pode ser estudada em laboratorio através da cul-
tura de células cancerigenas sob a forma de esferoides multicelulares. E bem conhecido
que estes esferoides, cultivados a partir de linhas celulares tumorais ou espécimes reais de
tumores in vivo, possuem crescimento cinético que sao muito semelhantes aos tumores in

vivo. Em razao disto os tumores sao aproximados por esferoides.

No trabalho apresentado por Bellomo [2] é dito que o volume do glioma pode ser

47r3
3

aproximado a equagao do volume da esfera V = , essa aproximacao se deve ao fato
do tumor ser considerado como um esferoide. Esta suposicao é consistente com a borda
detectavel do tumor agindo como uma onda esfericamente simétrica via aproximacao de

Fisher.

2.2 Modelos de Crescimento de Gliomas

O avango tecnologico em exames radiologicos atual, nos oferece técnicas de obtengao
imagem nao invasivas que nos permite detectar a anatomia de tumores cerebrais como
anomalias nas atividades moleculares. Como exemplo destes exames pode-se citar a res-
sonincia magnética por imagem (sigla em inglés MRI- Magnetic Resonance Imaging) e a

tomografia por emissao de positron (sigla em inglés PET - Positron Emission Tomography)
4]

A complexidade biologica dos gliomas torna o tratamento dificil. Para um plane-
jamento efetivo das estratégias de tratamento, é importante obter informagoes sobre as
taxas de crescimento e invasao do tumor. Assim o uso de modelos matemaéticos (utilizando
dados obtidos pelas MRI e/ou humanos) podem auxiliar na quantificagdo dos efeitos da

terapia no crescimento e invasao de tumores malignos [3].

Recentemente, vem sendo propostos modelos para compreender a dindmica espacial
e a proliferacao das células de gliomas em fun¢ao do tempo. Esses modelos podem ser

divididos em duas abordagens: continua, discreta e hibrida.

2.2.1 Modelos Discretos

Com o advento da computagao e evolugao dos hardwares, aumentaram significativa-
mente a capacidade de armazenamento e processamento de dados. Devido a este motivo,
o uso de modelos discretos para o estudo do crescimento de gliomas vem se tornando cada

vez mais comum. Os modelos discretos, tém como caracteristica descrever o comporta-
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mento evolutivo do tumor & um nivel microscopico, considerando as interagoes de uma

célula individual com outra célula ou com o ambiente [4].

Os primeiros modelos discretos utilizados pela fisica para o estudo de tumores foram

propostos por Eden e Willians & Bjerknes (Apud [14]).

O modelo de Eden é definido em uma malha de dimensao "d"onde pontos vazios sao
células normais e pontos ocupados sao células cancerosas. No inicio do problema todos
os pontos sao considerados vazios, tendo apenas um ponto ocupado no centro da malha,
ou seja, supoe-se que exista apenas uma célula cancerosa e tudo se inicie a partir desta.

Os pontos da interface possuem pelo menos um vizinho do tipo oposto ao dele.

Existem trés variagoes dos modelos de Eden:

e Fden A - Pontos da periferia do tumor sao escolhidos ao acaso, com a mesma
probabilidade e um ponto vazio na vizinhanca também ¢é escolhido ao acaso e por

fim é ocupado;

e Eden B - Pontos vazios da interface do tumor é escolhido com igual probabilidade

e é ocupada;

e Eden C - Um ponto da periferia do tumor é escolhido com igual probabilidade e

todos os seus vizinhos sao ocupados;

Esse processo de ocupacao de pontos é repetido em cada método até que se atinja o
numero de células desejadas.Os trés modelos de Eden geram padroes esféricos com bordas

rugosas.

O Modelo de Willians & Bjerknes foi construido para estudar o crescimento de tumores
na camada basal de um epitélio. Neste modelo, as células da periferia do tumor além
ocupar um vizinho vazio, também podem elas proprias se transformarem em pontos vazios,

ou seja, células cancerosas podem se transformar em células normais [14].

No artigo apresentado por Smolle [9] foi apresentado um modelo estocastico em uma
malha quadrada onde as células podiam se dividir, mover ou morrer com igual probabili-

dade, de modo que pgiv, + Pmov + Prmor = 1.

Simulagoes computacionais com Autoématos celulares, no estudo de crescimento de
tumores, sao utilizados para representar caracteristicas macroscopicas do crescimento por
meio de quatro parametros microscopicos (probabilidade de divisao, espessura necrotica

base, espessura proliferativa base e extensao maxima do tumor) [15].
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Foi proposto em Patel et al. [16] um modelo de autémato celular para examinar os
papéis da densidade vascular do tecido hospedeiro e do metabolismo do tumor na capaci-
dade de um pequeno numero de células transformadas monoclonais se transformarem em

um tumor invasivo.

2.2.2 Modelos Continuos

Modelos continuos avaliam o crescimento e disseminacao da densidade de células do

tumor em um nivel macroscopico, com aplicabilidade muito limitada a nivel celular.

Trabalhos que apresentam modelos continuos para o estudo do crescimento e prolife-
ragao de tumores cerebrais sao descritos por equagoes diferenciais parciais (EDPs) e/ou
integro-diferenciais acopladas, que levam em conta a evolugao de populagoes de células

tumorais como variaveis continuas, excluindo o carater discreto das células [14].

Modelos matematicos continuos foram usados inicialmente na metade da década de
1990 por (Tracqui, Cruywageni, Cook, Burgess) [10, 11, 17, 18] para apresentar um aspecto
teorico que descrevesse a natureza invasiva dos gliomas, com ou sem regime de tratamento,
considerando duas caracteristicas relevantes: proliferagao e difusao (mobilidade das células

do glioma).

Estes modelos acima citados mostram que a taxa de difusao é mais determinante na

sobrevivéncia do paciente em relagao a taxa de proliferagdo do tumor [3, 13].

No presente trabalho é abordado o comportamento macroscopico do crescimento do
tumor por meio de um modelo continuo e com o auxilio dos métodos do cone causal e de

Monte Carlo para visualizar em 3 dimensoes a dinamica evolutiva do glioma.

O modelo inicial que descreve a dinamica de crescimento do glioma em um meio

homogéneo representado por uma equagao de reacao e difusao:

8_0 =V.J + pc,

ot (2.1)
J =DV,

O termo difusivo, J, representa o fluxo de migracao das células do glioma, descrito
pela lei de Fick, onde as células se movem de uma regiao de maior concentracao para uma
regiao de menor concentracao. Uma maneira de ilustrar essa situacao descrita pela lei de
Fick é imaginar uma gota de leite caindo em uma xicara de café. Pode-se notar que a gota

de leite ao entrar em contato com o café, comega a se dispersar em todas as dire¢oes. Isso
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ocorre devido as moléculas de café estarem em movimento e se chocarem com as moléculas
de leite, forgando seu deslocamento. Em um nivel macroscopico, o comportamento destas

particulas apresentam um movimento de difusao.

O modelo, quando levado em conta as condigoes inicias e de contorno, pode ser posto

da seguinte forma:

% = V.(DVc¢) + pe, em

c(z,0) =co; n.Ve=0 em 00

(2.2)

onde:

c(x,t) é a concentragao de células em cm?; t é o tempo em dias; D representa a mobilidade
em?/dia; p é a taxa de proliferacio em 1/dia; ¢y é a concentracao inicial de células
cancerosas; n é o vetor unitario normal ao contorno 92 n.Ve = 0 nao ha tumor para fora

do cranio;

O cérebro humano na realidade, nao é um meio homogéneo, composto por um tnico
tecido em sua totalidade, mas sim heterogéneo, dividido em dois tecidos: matéria branca
e matéria cinza. Gliomas tipicamente surgem na substancia branca lobar ou na matéria

cinzenta profunda do cérebro.

Nos estudos recentes sobre a velocidade de invasao e proliferacao de células tumorais,
tem sido suposto que os gliomas que surgem na matéria cinzenta profunda do cérebro vao
demorar mais para se tornar de tamanho fatal em comparacao com lesoes na substancia
branca lobar, onde espera-se que a invasao e migrac¢ao seja mais rapida e os tumores podem
atingir tamanho fatal mais cedo comparado com células similarmente proliferativas em

um local profundo de matéria cinzenta [19].

Segundo o trabalho apresentado por Swanson [13], para se considerar a heterogenei-
dade espacial do tecido cerebral, o coeficiente de difusao D se torna uma fun¢ao da posicao
(x), desta maneira é possivel diferenciar as regides com matéria cinza e branca do cérebro,
ou seja, de acordo com o local onde o tumor se encontra a constante de difusao terd um

valor especifico.

O modelo que descreve a dinamica de crescimento do glioma em um meio heterogéneo

em fungao dos parametros D(x) e p é dado por:

Jc
5 V.(D(x)Vc) + pe (2.3)
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onde : D(x) = D, (matéria cinza); D(x) = D,, (matéria branca) e D,, > D,;

Os parametros D, D,, D, e p sao estimados experimentalmente através de duas
imagens de ressonancia magnética (MRI) ou através do atlas anatdomico BainWeb. A
partir do conhecimento desses parametros também é possivel estimar a velocidade de

crescimento do raio do tumor, de acordo com a aproximagao de Fisher [2, 7, 13] :

Caso Homogéneo

v=2/Dp: (2.4)

Caso Heterogéneo

vg = 24/ Dyp; (2.5)

Uy = 24/ Dyp; (2.6)

Onde: v, - Velocidade de crescimento na matéria cinza; e v, - Velocidade de cresci-

mento na matéria branca;

Se faz necessario assumir que o tumor cresce em duas fases, na primeira o tumor é
puramente proliferativo na forma de uma pequena e densa lesao e somente depois de um
certo tempo decorrido o tumor se torna difusivo [10, 11, 17, 20, 18]. A equagao (2.3)
s6 pode ser aplicada a partir da fase dois ser iniciada, assegurando assim a condicao de

contorno que diz que nao ha tumor para fora do cérebro [13].

2.2.3 Modelos Hibridos

O termo hibrido se da ao fato de se utilizar uma fusao de duas abordagem distintas.
Com o intuito de tornar o problema estudado mais proximo da realidade, pode-se fazer uso
de uma combinacao dos modelos discretos e continuos anteriormente explicados. Deste
modo, serao levados em conta no estudo dos gliomas aspectos tanto microscopicos quanto

macroscOpicos.

Como exemplo de modelos hibridos cita-se o desenvolvido por Tanaka [21]. Este
modelo é utilizado para simular o crescimento do glioma e invasao de células malignas.
A porcao discreta do modelo é capaz de capturar interagoes intercelulares, incluindo
migragao celular, comunicagao intercelular, heterogeneidade da populagao celular espa-

cial,diferenciacao do fenotipo, eventos epigenéticos, proliferacao e apoptose. Combinado



2.3 Modelos Estocasticos 22

a isso, tem-se um modelo continuo que permite que o tamanho dos tumores (observados

através de imagens de MRI) possa ser avaliado.

2.3 Modelos Estocasticos

Modelos estocasticos representam situagoes em que existe uma incerteza, ou seja,
sao modelos para processos que apresentem uma certa aleatoriedade [22]. A palavra
estocastica vem da palavra grega stokhazesthai que significa apontar ou adivinhar. Na
vida real, a incerteza faz parte do dia a dia, entao modelos estocasticos podem de fato,

representar um grande ntmero de fenémenos.

O Contrario de um modelo estocastico é um modelo deterministico, que prevé resul-
tados com cem porcento de certeza . Os modelos deterministicos sempre possuem um
conjunto de equagoes que descrevem as entradas e saidas do sistema com exatidao. Por
outro lado, os modelos estocéasticos provavelmente produzirao resultados diferentes toda

vez que o modelo for executado.

Um modelo estocastico reflete todas as informagoes do problema estudado, onde pro-
babilidades sao atribuidas a cada evento especifico do estudo, e essas probabilidades nos

permitem fazer previsoes futuras ou fornecer informagoes complementares ao fenémenos

[23].

De um ponto de vista de aplicagao, o célculo estocastico pode ser descrito como um
campo da matematica que envolve o calculo infinitesimal de fungoes nao diferencidveis.
O uso deste tipo de calculo se faz necessario quando se precisa introduzir fatores até
entao nao previstos no modelamento. Neste ponto as probabilidades entram em agao e os

resultados sdo o calculo de fungoes aleatorias ou processos estocésticos [24].

Em algumas areas do conhecimento, acompanhar comportamento evolutivo da geo-
metria de um sistema fisico no tempo pode se tornar algo complexo de se prever. No
caso do crescimento de gliomas, o posicionamento do ntucleo do tumor e a diregao em
que este crescera pode-se dar de maneira completamente aleatoria [25]. Nesses casos,
a utilizacao de métodos estatisticos fornecem aproximacgoes razoaveis para tal compre-
ensao/visualizagdo. O ramo da matematica que auxilia na solugdo destes problemas se

chama Geometria Estocéstica, que tem foco em estruturas geométricas aleatorias [22].

Os processos estocasticos sao onipresentes em sistemas bioldgicos. Exemplos impor-

tantes da aplicacao variam desde de diferenciacao celular, migracao de animais a risco de
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doengas infecciosas [26].

A interface das células cancerosas malignas com o tecido saudavel circundante fornece
outro cenario relevante para os processos estocasticos. A perturbacao do equilibrio entre
as células neoplasicas (com crescimento desordenado) formadas precocemente e as células
normais resultam na invasao e disseminagao das células malignas e, eventualmente, a

transicao de um tumor benigno para um tumor maligno.

Essa interacao célula a célula é crucial na definicao da base de estagios avancados
do cancer: diferentes caminhos nas fases iniciais do crescimento produzirao diferentes
histérias naturais do tumor, que serao refletidas nao apenas nas distintas morfologias

exibidas mas também na diversidade de respostas as terapias [26].

2.3.1 Método do Cone Causal- MCC

Uma das primeiras utilizagoes deste método foi visto em Cahn [27] na area de metalur-
gia, onde foi utilizado o método do cone causal para processos de nucleacao e crescimento
cinético em um dominio finito. No trabalho de Chan foi usado o método do cone causal
em contra partida a teoria JMAK (Kolmogorov-Johnson-Mehl-Avrami), que leva em conta

"volumes estendidos"que sao construgoes que permi-

fatores como "nucleos fantasmas'e
tem estimativas exatas da fracao transformada. Com o uso do MCC nao hé a necessidade

da utilizacao de tais fatores.

Ainda na area metalargica, Rios e Villa [28] fizeram uso do método do cone causal

para aplicacao de geometria estocastica em transformacoes de nucleagao e crescimento.

Antes de apresentar a teoria por tras do método é importante definir alguns conceitos
com relagao aos processos de nucleacao e crescimento. Para isso, quatro elementos basicos

e fundamentais precisam ser definidos primeiramente:

e Nucleagao: apresenta a taxa com que novos nucleos serao formados;

e Dimensao do Crescimento: define em quantas dimensoes o crescimento se dara,

ou seja, em 1D, 2D ou 3D;

e Taxa de Crescimento: representa a taxa com que uma caracteristica do sistema

é alterada;

e Impingement: situagdo em que novas regioes geradas comecam a interferir no

crescimento do outro;
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O processo nucleagao e crescimento é um modelo de simulagao, utilizado em condicoes
em que nucleos nascem em certo tempo e se localizam de maneira aleatorias no espaco, e
cada nucleo individual gera uma regiao que ira evoluir no tempo de acordo com uma lei

de crescimento determinada [29].

O cone causal de um ponto z em um tempo t nos fornece informacoes da densidade de
volume média e também da fracao volumétrica dos processos de nucleacao e crescimento,

representado por C(z,t) [29].

O cone causal ¢ definido como a regiao espago-tempo:

Cla,t) = {(y,s) € [0.t] x {R" : v € ©L(y)}} (2.7)

de modo que ao menos um evento de nucleacao precisa ocorrer com intuito de cobrir
o ponto x em um tempo t, ou seja, é um subconjunto de Rt x R%. Onde ©!(y) é o grio

obtido com a evolugao t > s para um ntucleo q surgiu em s e y.

V,(2,t) = P(x € ©') = P(N(C(z,1)) > 0) (2.8)

V, ¢ a fracao volumétrica transformada, P é a probabilidade que exista N pontos em

C(z,t) e ©! & a regiao transformada no tempo.

Assumindo G como a taxa de crescimento dependendo apenas de t, assim, diz-se que
r € OL(y) é equivalente a y € OL(x); a se¢ao no tempo s € [0,t] do C(x,t) é apenas
a regiao coberta por um grao que nasce em uma posi¢ao x e cresce até um intervalo de

tempo t, deste modo a equagao acima se torna:

Cla,t) ={(y.5) € [0,1] x {R" : y € Br(s()}} (2.9)

onde Bpsy(x) é a bola centrada em x e raio R(s,t) = [ G(r)dr

A teoria do cone causal, em uma visao tridimensional, fala que existe pelo menos
um nucleo transformado em um ponto da matriz dentro da esfera de raio R, centrada
nesse ponto. Com o aumento do raio a cada iteragao, o volume da esfera aumenta e a

probabilidade de haverem nticleos, dentro da esfera, também aumenta [30].

A juncao de todas as esferas que evoluem com o tempo, cria-se um "Cone do Tempo",
cujo o nome do modelo. Assim tem-se um problema em quatro dimensoes, trés dimensoes

espaciais e uma dimensao temporal. E relevante dizer que cada ponto isolado dentro da
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matriz possui seu "cone"independente [30].

A figura 2.1 é uma ilustracao direta para essa situacao citada no paragrafo anterior,
porém, é importante ressaltar, que para facilitar a visualizacao e melhor compreensao

foram utilizadas duas dimensoes espaciais e uma dimensao temporal.

0 . g - tempo

Figura 2.1: Representacao tridimensional do cone causal
Fonte:|[30]

2.3.2 Método de Monte Carlo - MMC

O método de Monte Carlo foi formalizado em 1949, por artigo publicado por John
Von Neumann e Stanislav Ulam. O nome se deu ao carater aleatorio dos jogos de roletas

comum em cassinos, em especial o cassino de Monte Carlo.

As varias técnicas comumente referidas como métodos Monte Carlo compreendem
abordagens para imitar eventos estocasticos que podem ser decompostos em processos
isolados e em abordagens estatisticas para resolver numericamente integrais definidas

multidimensionais .
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As simulagoes de Monte Carlo sao geralmente relacionadas com grandes séries de ex-
perimentos com computadores usando ntimeros aleatorios nao correlacionados. O método
se tornou bastante difundido gracas aos avancgos da tecnologia de processamento de dados

por computadores [31].

Normalmente, os modelos de Monte Carlo podem ser divididos em trés etapas ca-
racteristicas. Na primeira etapa, o problema fisico sob investigacao é traduzido em um
modelo analogo probabilistico ou estatistico. Na segunda etapa, o modelo probabilis-
tico é resolvido por um experimento de amostragem estocastica numérica, incluindo um
grande nimero de operagoes aritméticas e logicas. Na terceira etapa, os dados obtidos

sao analisados usando métodos estatisticos [32].

Em varias aplicagoes diretas do método de Monte Carlo, o problema fisico é simulado
sem haver a necessidade de se descreverem as equagoes matematicas que modelam o
comportamento real do sistema, necessitando apenas que o problema fisico estudado seja
descrito por funcgoes densidades de probabilidade, que descrevem o processo fisico do

fenémeno de estudo.

Assim, o MMC se da em estimar determinadas quantidades, analisando como o sis-
tema se comporta apdés um nimero grande de eventos analisados individualmente. Ou
seja, para resolver um problema através do MMC se faz necessario somente simular mate-
maticamente o problema fisico em questao e nao mais resolver uma equacao ou conjunto

de equagoes que regem o problema [33].

O método de Monte Carlo se qualifica pela impossibilidade de se ter a solu¢ao analitica
do problema, mas o esperado ¢ de uma boa aproximacao do resultado apdés um grande

nimero de amostras serem processadas.

No trabalho de Astolfo [34] foi descrito uma prova de conceito para rastreamento
de células in vivo usando células de tumor F98 com nanoparticulas de ouro carregadas,
que imita o glioblastoma multiforme, em modelo de camundongo. Antes do estudo in
vivo , um referencial teérico baseado em simulagoes de Monte Carlo foi desenvolvido, que
permitiu otimizar configuracoes em equipamentos de imagem. As previsoes tedricas foram

comparadas ao resultado dos experimentos in vivo.

No ano de 2015, Mason et al. [35] usou o modelo de Monte Carlo para estudar
a cinética e anisotropia do modelo de crescimento de graos. A adequacao de algumas
caracteristicas (previstas em alguns modelos de Monte Carlo chamados de Ising e Potts )

para a simulagao do crescimento de graos foi examinada, e varias modificacoes na funcao
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Hamiltoniana e na probabilidade de transicao foram propostas.

O modelo resultante foi mostrado nao so6 para reproduzir o habitual comportamento
de simulagoes de crescimento de graos, mas também para reduzir substancialmente o
efeito da rede subjacente de pixels na microestrutura em comparagao com simulacoes

contemporaneas.

Em Tan et al. [36] foi investigado uma abordagem para simulagdo de Monte Carlo
com intuito de modelar o crescimento de graos na presenca de temperatura nao uniforme,

que poderia variar com o tempo.

Primeiro dimensionaram o MMC para os processos fisicos de crescimento através da
adaptagao de dados experimentais. Com base no relacionamento de escala, derivou-se
uma func¢ao de probabilidade de selecao de local de grade para considerar o efeito de um

campo de temperatura que varia espacialmente.

Das diversas técnicas de utilizacdo do método de Monte Carlo existentes (hit-or-
Miss, Metropolis, Ising, Potts), foi usado neste trabalho um modelo chamado por alguns
autores como método de Monte Carlo cinético. Para a aplicagao deste sao necessarios trés
informagoes basicas:

1. Func¢ao Densidade de Probabilidade;
2. Gerador de numeros aleatorios;
3. Técnicas de amostragem;

A funcao densidade de probabilidade (FDP) representada por f(z) é uma medida de
observar x , de modo que:

e f(z) >0, desde que nao existam valores negativos;

e f(z) é normalizada no dominio de z, ou seja: [ % f(x)dx = 1;

rmin

Em associagao a essas fungoes, tem-se as fungoes densidade cumulativas, equagao 2.10,

definidas como:

/wmw f(2)Ydz = e(x) (2.10)

man

Com as seguintes propriedades:
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e ¢(xmin) = 0 no inicio do dominio;

e ¢(xmax) =1 no fim do dominio.

Toda simulacao de Monte Carlo necessita de um gerador de ntimeros aleatorios. Estes
nimeros possuem aleatoriedade com intuito de se aproximar ao ocorrido na natureza.
Estes nimeros compreendem um intervalo de |0,1] por exemplo, e sdo uteis na tomada de
decisao para problemas fisicos que apresentam um ntmero grande de resultados possiveis

33].

De posse das fungoes densidade de probabilidade que representam o fendémeno fisico
estudado e de um gerador de ntmeros aleatorios é possivel estabelecer técnicas de amos-
tragem que relacionam as FDP e os nimeros aleatorios r. Para tal, é necessario que se
tenha uma FDP f(z) valida em um intervalo qualquer [a,b]. Se tal funcdo é integravel
no mesmo intervalo, é possivel construir a funcao de probabilidade cumulativa dada pela

equagao (2.10).

Se f(z) estiver normalizada temos que ¢(b) = 1. Como c¢(z) esta compreendida entre
o intervalo [0,1], é possivel analisar essa fungao de probabilidade cumulativa por meio da
variavel r que é distribuida uniformemente entre 0 e 1, tal que r = ¢(x), ou x = % Assim,
pode-se encontrar um de x da fun¢ao densidade de probabilidade por meio de um nimero

aleatorio r.



Capitulo 3

Metodologia

Neste capitulo serao apresentados os métodos utilizados para resolver a equacao dife-
rencial parcial e uma apresentacao de como o método do cone causal e Monte Carlo foi
aplicado no problema estudado de posse dos resultados obtidos com a solug¢ao da equagao

reativa-difusiva.

Na se¢ao 3.1 é apresentado como as variaveis foram admensionalizadas, 3.2 o método
numeérico usado para a solucao da EDP, 3.3 analise de estabilidade do método numérico,
3.4 é apresentado como o raio do tumor é calculado, 3.5 é mostrado como o método do
cone causal foi empregado ao trabalho, 3.6 é mostrado como o método de Monte Carlo
foi aplicado no crescimento de gliomas e por fim, na secao 3.7 é apresentado a sequencia
de passos que o cddigo computacional obedece para fornecer os resultados obtidos no

presente trabalho.

3.1 Admensionalizacao

A equacao de reacao e difusao estudada neste trabalho foi resolvida em uma dimen-
sdo, desta forma o dominio espacial é dado por = € [0,L], onde L é o tamanho do
dominio, adotado como 20cm, sendo o tamanho médio de um cranio humano. Pode-se
escrever a equagao 2.2 de maneira admensionalizada (por conveniéncia computacional),
para isso precisa-se admensionalizar as variaveis presentes na EDP. Essas admensionali-
zagoes usadas no presente trabalho seguem como as usadas em [5, 37|.Assim as variaveis
se apresentam da forma:
cl?

C_O.

I=—,t=pte c=

I &

Desta maneira, o dominio espacial computacional se apresenta como z € [0,1], e o



3.1 Admensionalizacao 30

dominio temporal fica como t € [0, pts], assim a cada termo da equagdo 2.2 pode ser

reescrita da seguinte forma:

eTermo Temporal:

dc _ Ocot dc _ pcy e

ot otot ot I3 ot (3.1)
e Termo Difusivo:
Oc Oc 0T 1 0¢
o T 2
Oor O0x0x Loz (3:2)
e
2 1 92 2
802 8020080 (3.3)

dx*  [?07* L5012

Com as variaveis admensionalizadas, a substitui¢ao destas na equagao 2.2 tem-se:

pco 0 Dcy 0%*c  pey _
Do o p° (34)

Fazendo algumas simplificagoes:

dc D 9%
—=——+cC 3.5
of o ¢ (35)
Para a EDP se manter sem dimensao, toma-se D* = Nk na equacao 2.2 admensio-
P
nalizada:
o
a—j_ = D'V +¢ (3.6)

A condigao inicial imposta ao problema seguindo o utilizado por [5, 37| ,diz que existe

uma concentracao inicial de células e é definido:

(7, 0) = L3 1007, (3.7)

e com condi¢ao de contorno n.Ve = 0, que diz nao havera metéastase,ou seja, nao existe

tumor para fora do cérebro.
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3.2 Meétodo de Diferengas Finitas

O uso da diferenciacao fornece uma medida da taxa de variacao de uma grandeza fisica
com o passar do tempo. Grandezas que variam com o tempo sao amplamente estudadas
em disciplinas da area da ciéncia. Pode-se citar como exemplo de grandezas que variam

com o decorrer do tempo a velocidade e a aceleragao [38].

Uma funcao que necessite ser diferenciada pode ser dada como uma expressao analitica
ou como um conjunto de pontos discretos. Se tal funcao for dada como uma expressao
matemaética simples, sua derivada pode ser encontrada analiticamente. Porém, quando
a expressao é dificil ou impossivel, é necessario utilizar diferenciagao numérica. Quando
a expressao ¢ apresentada como um conjunto de pontos discretos, utiliza-se um método
numeérico para realizar a diferenciacao. A diferenciagdo numeérica também é importante

em alguns dos métodos numéricos empregados na solucao de equagoes diferenciais [38|.

No presente trabalho, foi utilizado o método de diferencas finitas para resolver o
problema descrito pela equacao diferencial parcial admensionalizada 3.6. Assim, o dominio
continuo do problema foi discretizado produzindo uma malha com um ntmero finito de

pontos discretos.

Utilizando aproximacoes por equacgoes algébricas obtidas por séries de Taylor é pos-
sivel discretizar o problema e suas condigoes iniciais e de contorno. Substituindo essas
aproximacoes no modelo tem-se um sistema de equagoes algébricas linear. Deste modo,

a solugdo numérica do problema se da resolvendo esse sistema de equagdes [5].

Para a solucao do problema admensional em um 1D foi utilizado o método de Crank-
Nicolson implicito pela sua precisao de segunda ordem e estabilidade ja testadas anteri-

ormente em trabalhos que estudam o crescimento de gliomas apresentados por [5, 39].

O método de Crank-Nicolson implicito discretiza a parte temporal do modelo através
da formula de diferencas finitas centrada de primeira ordem, porém a parte espacial é
aproximada pela média de cada férmula de diferencas finitas no passo de tempo “k + 17
e no passo de tempo anterior, “k”, assim como foi empregado em [5, 39.
T — 7

M

O dominio espacial é discretizado em M secoes (Ai’ = ) , € o dominio tem-

_ tr—1t . o
poral foi dividido em K segoes (At = I ) , onde i’ representa o ponto inicial e 'f’ o

ponto final.
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i —1,n+1 n+1) i +1,n+1
(2 n }=(i'n J=I - G{?-I— nt1) (n + 1)-ésimo nivel

= o n-ésimo nivel

Figura 3.1: Representacao Esquemética do Método de Crank-Nicolson
3.2.1 Foérmula de Diferencas Finitas - Série de Taylor

Teorema 3.2.1 (Teorema de Taylor [40]) Suponha que f € C"[a,b], que fV
exista em [a,b] e que xy € [a,b]. Para todo x € [a,b], existe um nimero £(x) entre xo e
tal que f(x) = P,(x) + R.(x), onde

[ (o) n xS (o)

n!

Pu@) = F(ao)+£ (w) a0+ 2 ()24t

O polinémio de Taylor de grau n, P,(x), apresentado no teorema acima, quando
tomado o limite com n — oo recebe o nome de série de Taylor de f em g, e R,(x) é

chamado de erro relativo a P,(x) [41, 40].

Para a obtencao da férmula de diferengas finitas ¢ utilizado a aproximagao para a
condi¢ao de contorno do modelo. A condicao de contorno do problema, que diz que nao
ha fluxo para do dominio, ou seja, % = 0 tanto no primeiro quanto no tltimo n6é do

dominio 1D.

Conhecendo trés pontos da fungao é possivel aproximar as derivadas no primeiro né
do contorno: (z,C(z)), (z+Ax,C(z+ Ax)) e (z+2Az,C(Z + 2Ax)). Deste modo pode-se

aproximar a derivada como:

— ~ a;C(Z) + axC (T + Ax) + a3C(T + 2Ax), (3.8)

sendo T a posi¢ao do nd, os valores de C(z + Ax) e C(Z + 2Ax) sdo aproximados por
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série de Taylor do seguinte modo:

([~ " (
C(z+ Az) = C(7) + C'(7) Az + 02(‘37) Az® + ¢ 3@ 8Az? + O(Az?) (3.9)
e
C(z +2Az) = C(z) + C'(z)2Ax + 02—('56)4A:E2 + Cg—Em)SAx?’ + O(Ax*) (3.10)
Substituindo 3.9 e 3.10 em 3.8, obtem-se:
/ 4 A 2 1 A 3 111
% ~ (a1 +ay+a3)C(T)+(ay+2a3) AxC' (T)+ (az + ;3) T @)+ (az + 853) =" (@)
(3.11)

Com os trés pontos do contorno deve-se haver trés restricoes para os coeficientes
nao determinados, e para se ter uma precisao de segunda ordem na derivada primeira, é
necessario impor os seguintes vinculos ao sistema: (a; + as + az) = 0; (az + 2a3)Azr = 1;
(ag +4daz)Az? =0 [5].

A solucgao para esse sistema é:

3 2 1

e o= —a = ——— 12
2Ax’a2 Ax’a3 2Ax (3.12)

a; =

Substituindo a solucao do sistema 3.12 em 3.8 tem-se a aproximacao de diferengas finitas
para a primeira derivada da concentragao em funcao da posicao, com segunda ordem de

precisao:

8cN 1

5=~ 53 [=30(&) +40(2 + Ax) - O(z + 28a)] (3.13)

representando em notacgao indicial:

1
o E[—?)Cz + 402'_;,_1 — Ci+2] (314)

|
2

De maneira anéloga é possivel se obter a formula de diferengas finitas para os demais
termos da equagao 3.6 . Deste modo sao apresentadas as formulas de diferencas finitas
para os demais termos restantes da equacao 3.6:

e Avancada no tempo - -

gc  CH'—CF

o A7 (3.15)
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eCentrada de 2* ordem

o%c . Ciy1 —2C; + Ciy

or2 Az (3.16)
e Avancada de 2* ordem
¢ —3C; +4C; 11 — Cipo
or 2AT (3.17)
eRetrasada de 2 ordem
85 . SCZ - 401‘—1 + Ci_g (3 18)

oz AT
No método de Crank-Nicolson , as derivadas do modelo sao aproximadas pelas equa-

¢oes 3.8 e 3.9 porém, os termos espacias sao aproximados a partir da média das féormulas

de diferencas finitas, logo:

(3.19)

CH1—CF D (CH =208 4 O Ok, —2Ck +CF L\ OF1 4 CF
—_ = — + +
At 2 A7? A7z? 2

Fazendo algumas manipulagoes

_ _ D*At , - _ _ _ _ _ At , - _
Okl _ CF = A (CFH =20 + CH 4+ CF L —2CF + CF ) + > (CF 4+ CF)
(3.20)
D*At
Definindo A\ = A—;EQ;
assim:

_ e A - . . _ e - At .
CH1 —CF = 3 (CFH =20 + CH + CF L —2CF + CF ) + > (CF 4+ CF) (3.21)

Que por fim resulta na equagao algébrica abaixo:

X AL\ - A A AL\ . A~
70?:11 + <1 +A— 7) O+l — §ijf = 50{11 + (1 — A+ 7) CF 4+ 50{“_1 (3.22)
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As equacoes do contorno também sao aproximadas pela média das equagoes 3.10 e
3.11 [5, 39]. A condigao de contorno diz que ndo ha tumor para foram do cérebro, ou seja,
a derivada da concentracao em funcao da posicao é igual a zero. Logo, foi utilizado como
contorno os trés primeiros pontos do dominio em uma dimensao e os trés ultimos pontos

desta reta finita de pontos, como apresentado:

ePrimeiro ponto da malha

1 _3c_¢k+1 4C_Vk+1 _ C_fki-f—l _3C_¢k 4C_1k _ C(k
- i S+ it Sl ) (3.23)
2 2AT 2AT
eUltimo ponto da malha
L (3CHHL — A0 + Oty | 3Ck, 40k +Ch ) o)
2 2AZ 2AT '
Reescrevendo
ePrimeiro ponto da malha
30 £ ACKT — b 430k — 40 + Ck 525
4A7T B 4A7 '
eUltimo ponto da malha
3 — 40 + Oy —3Ch, +4Cy, — Oy (3.26)

4AZ 4AZ

Com as discretizacoes 3.15, 3.18 e 3.19, forma-se um sistema de equagoes lineares de
cada n6 do problema em passo do tempo [5, 39], que pode ser representada da seguinte

forma:

AXHFE = pF (3.27)

onde:
VW= EX* (3.28)

At At
Tomando p =1 — > +Aey =1+ -5 A, as matrizes tridiagonais A e E tem a
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forma: ~ 3 ) 1 ~
_ — — 0 0 0
4%@ AT 4%1:
‘—5' (2 —“5 O 0 0 0
A A
—— —— 0 0 0
A= 0 7 7 2
A A
0 0 0 5 © —— 0
. . o T 3
L 4AAZT Az AAT
[ - ! 1 0 0 0 ]
4%% AT 4%:%
— WY — 0 0 0 0
2 A 2 A
— — 0 0 0
E = 0 2 ¥ 2
A A
0 0 0 — (0 — 0
R 3
0 0 0 O - — — ——
L AIAT Az AAZT

O vetor que carrega as incognitas a cada passo de tempo

~k+1
Chr

~k+1
CEW+1

Pode-se notar que em cada iteracao no tempo, faz-se primeiro a multiplicacao da
triz B tor soluca de t terior X*. Apos i istema li
matriz E com o vetor solu¢ao no passo de tempo anterior X”. Apds isso, o sistema linear

é resolvido.
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3.3 Analise de Estabilidade

Ao lidar com problemas fisicos que variam com o passar do tempo, se torna indis-
pensavel o controle dos erros fruto das aproximacoes feitas no modelo, de modo que nao

tenham influéncia na solug¢do do método numeérico aplicado [42].

Foi utilizado o método de anélise de estabilidade de Von Neumann para analisar o
crescimento do erro. A escolha do método se deu ao fato de se poder remover as condi¢oes

de contorno para a analise de estabilidade de problemas lineares |5, 41].

O método diz que a solu¢ao numérica S,, obtida pela simulagao é dada pela solu¢ao

exata S, do problema acrescida de um erro € proveniente das aproximacoes.

Sp =S +¢€ (3.29)

A solugao exata satisfaz a equacao, deste modo o erro também deve satisfazer a equagao
para que possuam a mesma propriedade de crescimento para o erro numérico e para a

solucao numeérica [43].

O método de Von Neumann considera que o erro pode ser expresso em termos de uma
expansao em séries de Fourier
M
€(z,t) = E et (3.30)

m=1

onde a ¢ uma constante, k = ** ¢ o ntimero de onda e M = Aix.

Porém, a equacao para o erro é linear, com isso pode-se fazer a substitui¢ao de qualquer
um dos termos na equagao.Isso quer dizer que cada componente da série apresenta o

mesmo comportamento da série como um todo. Logo:

e(z,t) = e™e™™ (3.31)

Substituindo o erro na equacao discreta que descreve o fendémeno estudado no presente
trabalho 3.22 pode-se determinar em quais condigoes o fator de crescimento (G) vai se
manter controlado. Para que a solucao seja estavel ao longo das iteragoes no tempo, é

necessario que o erro diminua a cada nova iteragao. Ou seja:

G| <1, (3.32)

Substituindo 3.31 na equacao discreta 3.22 temos:
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A )
. _ea(t—l-At) 61k(x+Am)+

5 ea(t-I—At) eikx_éea(t-l—At) eik(x—Aac) _ )\eateik(x-l—Aac) _l_weateikx_f_éeateik(x—Aa:)

@
(3.33)

Fazendo algumas simplificagoes e usando a relagao

ikAx —ikAx At At
cosﬁz%;gpzl_k)\_?;zp:l_)ﬂ_?

chegamos a seguinte relacao para o fator de crescimento GG para o método de Crank

Nicolson:

Acosf) + 1 — A+ (&
G = et = 2 &) (3.34)
—Acos) + 14+ X —(5)
onde \ = %,9 = kAx e k é o namero de ondas.
Para ser satisfeita a condigao de estabilidade 3.32 se faz necessério ter:
At
1—cost) — — >0 3.35
(1= cost) = 51 > (3:35)
Pode-se notar que para o pior caso de estabilidade, quando cosf) = 1, tem-se:
At
=<9 3.36
2\ T ( )

Pode-se notar que haveré instabilidade principalmente para o pior caso, quando cosf =
1. Uma anélise mais detalhada da estabilidade para este problema é feita em [5]. Um
estudo grafico da equagao (3.35) mostra que com escolhas apropriadas para At e A pode-se
obter |G| proximo de 1. Logo, valores At e AT da ordem de 1073 garantem a estabilidade

do método de Crank-Nicolson para os valores de D e p considerados neste trabalho.

Para analisar a instabilidade do método, acompanhou-se a variagao do angulo 6 e se

utilizou trés valores para At e Ax.

e 1° caso) At = 0,001 e Az = 0,001;
e 2° caso)At = 0,001 e Az = 0,01;

e 3° caso)At =0,1e Az =0, 1;

Segundo a figura 3.2, valores do primeiro e segundo caso foram satisfatorios, apre-
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41_
:3_

-1+t == 1° caso]|
2° caso
3° caso

I
N

G(Fator de Crescimento do Erro)

o 1 2 3 4 5 6
Grau(radiano)

Figura 3.2: Fator de Crescimento do Erro para Método de Crank-Nicolson

sentando valores de crescimento do erro menor ou igual a zero, porém o primeiro caso

mostrou uma melhor discretizacao para minimizacao do erro.

O 3° caso apresentou valor maior do que um para o fator de crescimento. Para
ualquer valor de # a condicao nao sera satisfeita, apresentando uma instabilidade do
9

método para estes valores de discretizacao.

3.4 Raio do Glioma

No estudo macroscopico dos gliomas sua forma é adotada como um esferoide, e essa
aproximacao quanto a sua geometria se dé aos resultados obtidos em imagens de resso-
nancia magnética. O célculo do raio é feito através da margem detectavel do tumor que

é de 40.000 células/cm? ou de 61,26% da concentragao inicial do tumor [44].

0 se @ < 61, 26;

T = _ 90
t
o &0

> 61, 26;

&I

Co

Deste modo o programa percorre as posi¢oes do vetor concentragao a cada passo de

tempo procurando em qual posi¢ao do dominio espacial se encontra o raio do tumor.
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3.5 Cone Causal

O método do cone causal ¢ fundamental neste trabalho, pois fica incumbido para este
método fazer a transposicao do dominio em uma dimensao para trés dimensoes. Além
disso o método do cone causal age como uma fronteira delimitadora para o método de
Monte Carlo. De modo que nao pode existir valores de concentracao para fora da esfera

gerada em um dado instante de tempo t qualquer em anélise.

O programa utiliza os valores do raio do tumor obtidos pela solu¢ao da equagao 2.2 e
assim ¢é possivel calcular o volume do glioma. Como o problema estudado neste trabalho
se trata do crescimento de tumores, o método nao necessita procurar onde hé niicleos para
transforma-los. O céncer se encontra concentrado em uma regiao especifica do espaco,
logo, a cada valor de raio, obtido pela margem detectéavel do glioma, o programa ira
transformar todos os ponto internos ao raio inicial. Assim, a cada incremento no valor do
raio, o algoritimo transforma todos os pontos existentes entre o raio anterior e o atual,
gerando uma nova esfera de maior volume que a anterior. Esse processo se repete enquanto

novos valores de raio forem passados para o cone causal.

Ao final deste processo, o programa nos fornece cascas esféricas concéntricas trans-

pondo o dominio inicial em uma dimensao para um dominio tridimensional.

A figura 3.3 ilustra o crescimento do glioma para diferentes valores de raio, obtidas
através do método do cone causal. Como a forma dos gliomas sao adotadas como um

esferoide, a aproximagcao fornecida pelo método apresenta uma boa representacao.

Raio 4

Raio 3

Raio 1 Raio 2

Figura 3.3: Transposi¢ao do dominio 1D para 3D pelo método do Cone Causal
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O método também nos possibilita uma visualizacao de como as concentragoes das
células do tumor se distribuem em funcao dos diferentes valores de raio. Como o problema
é descrito por uma equacao reacao-difusao, ja era esperado que a regiao com maior valor

de concentragao esteja localizada no centro do tumor e o menor valor em sua borda.

A figura 3.4 representa em duas dimensoes como as concentragoes das células do

glioma se apresentam em func¢ao do raio no método do cone causal.

RL R1 ‘RS A8 RE:RE AT

Figura 3.4: Distribuicao das concentragoes em fungao do Raio do glioma

O volume do cone causal , pode ser calculado pelo polinémio ajustado em funcao do

tempo para t > 1 como na equagao 3.37 [45]:

I A U 9t 347
! 22 30 36

V(1) (3.37)

A equacao 3.37 nao é valida para t = 0. E possivel se desprezar os termos com
poténcias pequenas, isso se deve ao fato de que para tempos muito grande (tendendo
ao infinito) os termos com grau menores que dois passam a ser insignificantes quando

comparados com o termo de grau trés.

Deste modo a expressao se reduz a equagao 3.38

vy = T8 (3.38)

Logo, pode-se dizer que o erro do método do cone causal é proveniente destes termos

negligenciados na equagao 3.37.
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3.6 Método de Monte Carlo

Uma das caracteristicas dos gliomas ¢ o fato de crescer aleatoriamente em qualquer
direcao sem que haja uma maneira de prever para qual direcao iré se infiltrar e se espalhar.
Por este motivo o método de Monte Carlo foi escolhido para simular o crescimento do

glioma em trés dimensoes.

Para aplicacao do método de Monte Carlo se faz necessério a utilizagao de uma fungao
densidade de probabilidade. Esta funcao foi gerada a partir dos resultados obtidos pelos
valores de concentracao de células do glioma (valores obtidos pela solugao da equagao 2.2)

em cada passo de tempo.

As concentragoes possuem um valor méximo de células no centro que vai diminuindo
de acordo com que se afasta do mesmo. Deste modo, ao dividir o maior valor de concen-
tragao (proximo ao centro) pelos valores de concentra¢ao dos demais pontos da malha,
obtém-se um gradiente de concentragao, que vai variar de um (no centro) até proximo de

zero quanto mais for se afastando.

Na figura 3.5 esta representado uma ilustracao para a funcao densidade de probabili-

dade em funcao do raio do tumor em um dado tempo qualquer.

BRI R2'R3 R4 RS:RERT

Figura 3.5: Representacao da fun¢ao densidade de probabilidade em fungao do raio do
glioma

Anteriormente, o programa, através do método do cone causal ja calculou a esfera

méxima que pode chegar o glioma em instante de tempo inicial . Deste modo tem-se o
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dominio maximo que o método de Monte Carlo pode utilizar para comecar a realizar as

nucleagoes.

Assim, apds a FDP ser calculada o programa sorteia aleatoriamente um ponto dentro
da esfera obtida pelo método do cone causal e gera um nimero aleatorio entre [0,1] e exe-
cuta a seguinte condi¢ao: se o numero aleatério for menor ou igual a FDP referente aquele
ponto, entao ele transforma esse ponto, caso a condicao nao seja satisfeita o algoritimo

nao transforma o ponto e parte para outro ponto da malha tridimensional.

A condicao anteriormente citada é repetida para todos os pontos existente dentro da
esfera gerada pelo MCC no tempo ty. Para cada ponto diferente sorteado dentro da esfera

um novo numero aleatoério é gerado para testar a condicao imposta.

Ao incrementar o tempo, uma nova concentragao é calculada fornecendo uma nova
funcao densidade de probabilidade, e deste modo, o método de Monte Carlo é novamente
aplicado ao problema realizando os testes para todos os pontos do novo dominio espacial

gerado pelo método do cone causal. Isto se repete até cobrir todo o dominio temporal.

3.7 Coédigo Computacional

Os codigos computacionais presentes no trabalho foram desenvolvidos em linguem

Fortran 90 por meio do IDE Microsoft Visual Studio 2012F.

As imagens geradas para a simulagao do crescimento do tumor foram obtidas por
meio do programa Tecplot. Os graficos foram obtidos por meio do software Wolfram

Mathematica 11%.

O co6digo computacional utilizado no trabalho respeita aos seguintes passos:

e Entrada de dados que alimentam a matriz A e o vetor b;

e O sistema linear é resolvido fornecendo as concentragoes e o raio do tumor para

cada incremento de tempo;

e Com os raios calculados o método do cone causal gera esferas responsével pela
transposi¢ao do dominio 1D para 3D e também funciona como limitador espacial

para o método de Monte Carlo;

e O método de Monte Carlo utiliza as FDPs obtidas pelas concentracoes de células
em fungao do raio e um gerador aleatorio de nimeros entre [0,1], para verificar a

condicao previamente definida, para por fim realizar as nucleagoes.
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e Eisses processos se repetem até o tltimo incremento de tempo.

Para ilustrar os passos acima citados, a figura 3.6 apresenta o digrama de blocos do

c6digo computacional.

Néo

Definicdo dos
Inicio do paramentros de AX=b ».| CalcularRaio

Processamento entrada das | doCGlioma
Matrizes A e E,
condigao inicial .
Y Sim
1
|
sim Y
Crescimento Crescimento Entrada de Dados:
Saida de Dados |M—— ——————— Métodode |« Método do Cixf)
Nao Monte Carlo GCone Causal r(t)
k4
| cry |
¥
Visualizacédo Fim do
em 30 Processamenta

Figura 3.6: Diagrama de blocos do cédigo computacional



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo sao expostos os resultados obtidos pela implementacao dos modelos
teodricos descritos no capitulo revisao bibliogréfica e suas implementacoes em metodologia.
Na secao 4.1 foi feito a verificagao do coédigo unidimensional, 4.2 sao apresentado os
resultados obtidos em uma dimensao,4.3 é feito uma anélise da evolugao do raio do tumor

em funcao dos parametros D e p e a segao 4.4 os resultados em trés dimensoes.

Os resultados mostrados no presente capitulo foram calculados em um notebook sam-
sung, windows 10, processador Intel(R) Core(TM) i7-3* Geragao, HD de 1 terabyte, me-

moria RAM 6GB, sistema operacional de 64bits e processador com base x64.

O tempo médio gasto em cada simulagao foi em torno de 15 minutos.

4.1 Verificagao Unidimensional

Considerando o problema em uma dimensao espacial com D* = 1 e condigoes iniciais

2t As solucoes exatas e

e de contorno de modo que a solucao seja c(x,t) = cos(x)e”
numeéricas sao apresentadas com diferentes discretizagbes na parte temporal. A parte

espacial foi mantida a discretizagao Ax = 0,001

Pode-se notar pela figura 4.1 que o erro ¢ menor a medida que aumenta-se a discre-
tizagdo da parte temporal At. Apresentando um erro numérico de £ = 0,005 para um

At = 0,004 e um erro £ = 0,0002 para At = 0,001

Os resultados apresentados se justificam pela anélise de estabilidade e das estimativas
classicas do erro, levando em conta que o problema é condicionalmente estavel para a

metodologia usada.
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C(x.t)

0E

— Analitica
— At=0,004
—— At=0,001

X

Figura 4.1: Simulagao para Diferentes At

4.2 Resultados Unidimensionais

Os parametros utilizados nas simulagoes foram baseados nos dados retirados dos ar-

tigos e dissertagoes que serviram como base tedrica para esta dissertacgao 37, 5].

O raio do tumor é calculado a partir da margem detectavel, apresentado no capitulo

3 segao 3.4. Assim, é possivel se obter o gréfico, Figura 4.2, onde foi calculado o raio do

tumor através desta margem detectavel, margem azul na figura. Em outras palavras, o

comprimento desta margem, no eixo x, é o raio do tumor(1,4cm).

C(x.t)

10 18 20

x(cm)

Figura 4.2: Concentracao Inicial do Tumor com a Margem detectavel
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Os dominios espaciais e temporais foram discretizados com valores encontrados em
[14]. As discretizagdes para o espago e tempo sao respectivamente Ax = 0,001 e At =
0,001. Esses valores garantem a estabilidade do método de diferencas finitas usado para

resolver a equagao 2.2.

Para uma segunda validacao do c6digo computacional, utilizou-se inicialmente valores
de D e p encontrados no trabalho de Rockne et al. [37], com o intuito de comparar a
evolucao do raio do tumor em funcao dos dias. Na figura 4.3 a, é apresentado curvas
do crescimento do raio em funcao do tempo para diferentes doses de terapia e também
é apresentado uma reta para o caso sem tratamento. Comparando com a figura 4.3 b,
pode-se notar que o raio inicial e final s@o iguais, mostrando que o c6digo implementado
neste trabalho é capaz de reproduzir com boa aproximacao os valores reproduzidos em

trabalhos anteriores.

@
o

@
.

Untreated Growth - ’
.

N
o

)

3.5

o

3.0

T1Gd MRI Visible Tumor Radius (cm)

=
o

Raio(cm)

) ) XRT )
-60 -40 -20 0 20 40 60 80
Time (Days) XRT Startatt=0 20

o

|
@
=)

1.5

0 20 40 60 80
Tempo (dias)

(a) Evolugao do Raio Nao tratado. Fonte [37] (b) Evolugao do Raio Néo tratado Simu-
lado

Figura 4.3: Verificacao do codigo através do Raio do Glioma

Além da situacao descrita anteriormente, foram simulados duas situacoes distintas
para os valores de coeficientes de difusao. Esses valores escolhidos foram retirados do
artigo de Swanson [13], onde foi estudado o crescimento de um glioma com distingao
da regiao do cérebro em que se encontravam, ou seja, matéria branca (MB) ou matéria

cinza (MC). Neste trabalho foram discutidos algumas diferencas quanto a velocidade de



4.2 Resultados Unidimensionais 48

crescimento do tumor (obtidos pela aproximagao de Fisher) em relagao ao local em que o

mesmo se encontra.

Os valores usados no trabalho para os coeficientes de difusao e reacao foram respec-

tivamente D, = 0,0013cm?/dia, D,, = 0,0065cm?/dia e p = 0.012/dia.

Utilizando estes valores de constantes de difusao, reacao, Az e At no codigo imple-
mentado obtivemos as concentracoes em funcao da posicao e do tempo, e por meio da

margem detectavel do tumor foi possivel calcular os raios em func¢ao do tempo.

A tabela 4.1 nos mostra como o raio do tumor evolui com o passar do tempo de acordo

com o seu respectivo coeficiente de difusao.

Tabela 4.1: Evolucao dos Raios do tumor

Tempo(dias) | Raio D, (cm) | Raio Dy(cm)
0 1,40 1,40
8 1,52 1,52
17 1,68 1,66
%5 1,82 1,78
33 1,96 1,90
46 2,10 2,00
50 2,24 2,12
58 2,38 2,22
66 2,52 2,32
75 2,64 .42
83 2,78 2,52

De acordo com (Murray, Swanson, Elaff [3, 13, 6]) o raio detectével por imagem e o
raio letal sao respectivamente 1,5cm e 3,0cm. O tempo médio para atingir o raio maximo,
suficiente para matar um individuo, é cerca de 80 a 110 dias, o que vai de acordo com o0s

resultados obtidos nas simulacoes do presente trabalho.

Na figura 4.4 a, é apresentado os resultados adquiridos na simulagao para um coefici-
ente de difusao na matéria branca enquanto na figura 4.4 b, os valores do raio do glioma
na matéria cinza, utilizando em ambos os parametros retirados de [13] para cada meio.
Nestes graficos nota-se uma diferenga no raio maximo atingido em um periodo médio de
oitenta dias. Essa diferenga no raio final estd de acordo com o encontrado na teoria que diz
que a velocidade de crescimento do tumor é maior na matéria branca quando comparado

com a matéria cinza [3, 2, 13].

Isso deixa claro que dependendo da localizagao inicial do tumor, o tempo para atingir

o seu raio letal vai variar de acordo com sua posi¢ao, sendo mais rapido na matéria branca
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Figura 4.4: Evolug¢ao do Raio do Glioma em Func¢ao do Tempo

e mais devagar na matéria cinza. De acordo com a aproximagao de Fisher (equagao 2.4)

os valores encontrados em Swanson [13] temos v,, = 0,018cm/dia e v, = 0,008cm/dia.

4.3 Evolucao do raio do tumor em funcao dos parame-
tros D e p

O modelo de reagao e difusao apresentado no presente trabalho reproduz a dinamica
do glioma como fun¢ao dos parametros D e p. Esses parametros sao calculados, como
dito anteriormente no capitulo 2, a partir de duas imagens de ressonancia magnética sem
utilizagao de alguma forma de tratamento. De posse destes valores é possivel estimar a

velocidade de crescimento aproximado do raio do tumor [3].

A variacao de tais parametros possibilita a distingdo do grau do tumor, sendo os
considerados de alto grau (IV) com valores altos de D e p , os dois de grau intermediérios
com valores baixo valor de D e alto de p (III) ou alto de D e baixo de p (II) e por fim os

gliomas de baixo grau (I), com valeres baixo de D e de p [2].

Para apresentar a dindmica da evolugao do raio do glioma em func¢ao da variagao
dos parametros D e p utilizou-se um intervalo de dez vezes o valor dos parametros como
recomendado em [13, 20]. Deste modo os valores utilizados foram: D, = 0,0065cm?/dia,

Digizo = 0,00065cm? /dia, paie = 0,012/dia € ppaizo = 0,0012/dia.

O resultado da evolugao do raio do tumor para esses diferentes valores de D e p é

apresentado na Figura 4.5

De acordo com os graficos da figura 4.5 é possivel notar que a velocidade de crescimento
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Figura 4.5: Grafico da Evolucao do Raio do Tumor com variacao dos parametros D e p

do raio do tumor esta diretamente ligado ao valor de p. Nos gliomas de grau III e
IV onde foi usado o pgt, 0 raio do tumor atinge o tamanho letal em um periodo de
aproximadamente de 110 dias apoés poder ser detectado por imagem (linha continua do

grafico).

Quando utilizado 0 ppeize 0 raio permanece proximo a margem detectavel do tumor,
nao havendo muita variagao. Porém o raio do tumor de grau I é ligeiramente maior que
o de grau II no final de um perfodo de 110 dias. O fato do glioma de grau I apresentar
um raio maior que o de grau II em 110 dias(figura 4.5) ¢ explicado pela relagao 5. Essa
razao explicita o quao proliferativo ou difusivo um tumor pode ser, e comparando essa

razao para os graus I e II tem-se: Graul = £+ =1,84; Graull = %= =0, 18.

baizo alto

. <, .
Logo temos que o glioma de grau I apresenta uma relagdo & maior que o de grau
II, mostrando-se ser mais proliferativo, justificando o fato de apresentar um raio maior

glioma de grau I do que o de grau IT ao final de 110 dias (figura 4.5)

Porém pela aproximagao de Fisher (equagao 2.4) temos que a velocidade do raio do
glioma de II é maior que o de grau I: v; = 0,0018cm/dia e viI = 0,0056¢m/dia Isso foi
verificado pelo c6digo que mostrou que raio do tumor atinge o tamanho letal no glioma de
grau I em 1000 dias enquanto que o de grau II apds decorrido um total de 640 dias. Esses

valores encontrados na simulagao estao de acordo com os dados obtidos em [11, 46, 18|.

Com esses resultados apresentados pelos graficos descritos pela Figura 4.5, verifica-se
o que foi apresentado por Swanson [7], que diz que tumores predominantemente proli-
ferativos sao mais detectaveis por exames de imagem, enquanto que em tumores mais

difusivos, a mobilidade das células aumentam, se tornando mais dificeis de serem notados
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por imagens de ressonancia.

Além disso, tumores de menor grau estao associados a um tempo maior de sobrevi-
véncia, pois a velocidade de crescimento do raio do tumor é menor. J& os tumores de
alto grau sao associados a uma expectativa de vida mais baixa , por sua velocidade de
crescimento ser maior. Estes resultados sao importantes no auxilio do planejamento da
terapia, pois o conhecimento dos parametros D e p permitem obter o grau de malignidade

do tumor [5].

4.4 Resultados Tridimensionais

Os resultados adquiridos pelas simulagoes em trés dimensoes foram calculados em
uma malha cubica de 300x300x300 que fornece uma boa discretizacao da malha com um

total de 27.000.000 de pontos para serem transformados.

Nestes resultados, o esperado pelos calculos é uma representagao das concentragoes de
células do glioma em funcao da evolugao do raio em trés dimensoes. Conforme mostrado
em Chaplain [47] o tumor é perfeitamente esférico em forma e tem o crescimento de
maneira radialmente simétrica, com maior concentracao de células préoximo ao centro e
diminuindo de acordo com o distanciamento do centro. A figura 4.6 retirada de Chaplain

[47] ilustra a forma esférica do glioma.

t=21

1+

1.5

0.5

Figura 4.6: Representacao do Glioma como Esfera.
Fonte: [47]

As esferas mostradas na figura 4.7 estao em conformidade com o apresentado em Ta-
naka [21]. Nelas pode-se notar uma simetria esférica e além disso, é também possivel se ver
aspectos irregulares nas suas bordas, o que se é esperado quando analisados experimentos

in vitro do crescimento de gliomas [48].
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Figura 4.7: Evolucao do Raio do Tumor na Matéria Branca e Cinza em Fungao do Tempo

Uma ilustragao para essa forma irregular dos gliomas pode ser verificada na figura
4.8, em que é perceptivel o quanto irregular sao suas bordas. Nesta imagem temos na

primeira fileira ressecoes cirtrgicas de glioma e nas duas abaixo sao gliomas cultivados in

vitro.

Figura 4.8: Ressecoes Cirtrgicas de Gliomas e Gliomas in vitro.
Fonte: [49]

Em Bellomo [2] é dito que o volume do glioma pode ser aproximado a equagao do

4r3

volume da esfera V' = “T—, essa aproximagao se deve ao fato do tumor ser considerado
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como um esferoide (se aproximam da forma de uma esfera).

Os volumes dos tumores simulados no trabalho na matéria branca e na matéria cinza
estao apresentados nos graficos 4.9 a e b respetivamente.O volume inicial para as duas
figuras coincidem (pois o raio inicial é igual para ambos) apresentando o valor aproxi-
mado de 11,5 ¢m? e o volume final apés um periodo de 80 dias na MB e na MC sao

respectivamente de 92 ecm? e 65 cm?.

Os valores encontrados neste trabalho estao de acordo com os valores médios de volume
encontrados na teoria para o volume detectavel inicial e para o volume letal. Em Burgess
et al. [18] é apresentado uma faixa de valores para o volume detectavel que compreende
um intervalo de 10 em? a 29 em?, enquanto o volume letal do tumor esta dentro de um

intervalo aceito de 58 em? até 100 em?.

80 R 60
% ol vg 50
g é 40
2 40 2 30
o S
> =
20 20
: 10
14 16 18 20 22 24 26 28 14 16 18 20 22 24
Raio(cm) Raio(cm)
(a) Volume Matéria Branca (b) Volume Matéria Cinza

Figura 4.9: Volume do Glioma em Func¢ao do Raio

Uma caracteristica marcante dos glioblastomas, é que ao invés de formar uma massa
s6lida de tumor com limite bem definido, ele tende a formar um gradiente suave das con-
centracoes de células. E sabido que as células tumorais se infiltram nos tecidos adjacentes
do cérebro, podendo ser encontrado varios centimetros além do aumento da massa tumo-
ral visivel em imagens de ressonancia magnética. Embora o avango em exames de imagens
seja bastante relevantes, ainda hoje nao é possivel identificar areas de baixa infiltragao de

células tumorais [25].

Na pratica atual, o planejamento da radioterapia é tipicamente baseado no volume
bruto do tumor visivel nas imagens de ressonancia magnética. Muitos praticantes respon-
dem pelo crescimento infiltrativo expandindo o volume bruto do tumor com uma margem
de 1 a 3 cm para formar o volume clinico alvo , que é irradiado por uma dose homogénea

de 60 Gy (gray). O atual procedimento de planejamento de tratamento pode ser melho-



4.4 Resultados Tridimensionais 54

rado pela contabilizacao de duas caracteristicas de crescimento de gliomas: crescimento

anisotropico do tumor e a densidade de células tumorais que varia espacialmente [25].

Para uma analise do carater anisotropico das concentragoes nos resultados apresenta-
dos neste trabalho, é necessario uma visualizagao do interior do tumor, pois deste modo é
possivel analisar como as concentracoes de células estao se distribuindo desde o centro até
a borda do glioma. Assim, foi feito um corte transversal no glioma para uma percepgao

de tal caracteristica acima citada.

Na figura 4.10 sao apresentados duas imagens do glioma simulado no trabalho. A
figura (a) representa a distribuicao das concentragbes pelo método do cone causal, en-
quanto a figura (b) mostra o resultado final apds a implementa¢ao do método de Monte
Carlo. Ambas as imagens representam o estado do glioma com mesmo raio, concentragao
e mesmo instante de tempo. E perceptivel a diferenca na representacio das concentracoes
de células em cada caso. Na figura (a) vé-se uma figura lisa, com densidade homogénea
em toda extensao do raio. Por sua vez, a figura (b) mostra uma varia¢do na concentragao
de células. A regiao de maior concentragao localiza-se no centro, porém a medida que vai
se aproximando da borda menos pontos sao transformados, diminuindo a concentracao
de células. A ideia é representar o gradiente de concentragoes apresentado em Unkelbach
[25]. Deste modo, nota-se menos espagos proximo ao nicleo e mais espagados em diregao

a margem externa.

A combinagao dos métodos de Monte Carlo e do cone causal se mostram eficazes para
a representagao de gliomas, visto que segundo Stamatakos e Bellomo [4, 2| os gliomas sao
considerados como esferoides, assim o método do cone causal gera uma esfera lisa que
serve como um delimitador e o método de Monte Carlo realiza as transformacgoes dando

o carater anisotropico das concentracoes e gerando uma esfera com bordas irregulares.

A figura 4.11 retirada de Kansal et al. [15], mostra um corte transversal de um glioma
em trés dimensoes com uso de métodos discretos por meio de um autéomato celular com o
uso de quatro parametros microscopicos como ja mencionado anteriormente no capitulo
2 secao 2.2.1. Neste ponto apresentado na figura 4.11, o tumor atingiu o raio letal de 3,0
cm, e a regiao em preto representam células mortas, em amarelo células com baixo nivel
de oxigénio e em vermelho representam as células proliferativas. Nesta figura é possivel
notar que o padrao esférico com bordas irregular se assemelha com o apresentado na figura
4.10 b simulada no presente trabalho. Apesar do uso de metodologias distintas para o

estudo do glioma, as geometrias finais dos tumores se mostram bem proximas.
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Figura 4.10: Concentragao de Células em Fungao do Raio

Figura 4.11: Corte Transversal Glioma Via Método discreto.

Fonte: [15]

Ja na figura 4.12, extraida de Tanaka [21] onde se utilizou metodologia hibrida para
a simulacao de um glioblastoma multiforme ap6s atingir o raio letal. Nota-se uma seme-
lhanga com o mostrado na figura 4.10, seguindo o padrao esférico com bordas irregulares.
Visto que em Tanaka [21] a parte continua foi resolvida uma EDP em trés dimensoes e apos

isso foi utilizado um método estocastico que leva em consideragao diversos parametros.

Estes parametros incluem o nimero de dias desde o ultimo evento de proliferacao,
numero de dias desde o ultimo evento de migracao de células e a localizacao da célula em

coordenadas esféricas. Novas células migratorias sao adicionadas a matriz com proliferacao
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Extent of radial migration: R, = 30.865 mm

Figura 4.12: Glioma em 3D Via Método Hibrido.
Fonte: [21]

e os contadores de migragao sao definidos como zero e o raio igual a raio atual do tumor
com angulos 0 e ¢ aleatoriamente prescrito. Em seguida, cada célula migratoria de glioma
¢ avaliada quanto a prolifera¢ao, migragao ou apoptose (morte celular). Uma fungao teste

gaussiana normal, é gerada para determinar a probabilidade de proliferacao.

Nas figuras 4.13 e 4.14 estao apresentadas as variagoes das concentracoes em funcgao
do raio do tumor para os dois valores de coeficientes de difusao usados no trabalho a
cada passo do tempo. Na legenda da figura estao apresentados a concentragao méxima

(proximo ao centro) de cada figura, tanto na matéria branca (MB) quanto na matéria
cinza (MC).

E possivel notar pela sequéncia de figuras 4.13 e 4.14, que a concentracao de células ao
final de um periodo de 83 dias é maior na matéria branca em comparacao com a matéria
cinza. Isso era esperado visto que o coeficiente de reagao (p) ¢ o mesmo para ambos os
casos. Porém os coeficientes de difusao (D, e D,) sao distintos em cada matéria, sendo
que o coeficiente de difusao na matéria branca é maior que o coeficiente de difusao na

matéria cinza [13].
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste Capitulo sao apresentadas as conclusoes mais importantes do trabalho assim

como sugestoes para trabalhos futuros.

O crescimento de tumores cerebrais apresentado no trabalho podde ser representado
por uma equacao de reacao e difusao, em que a solucao desta equagao fornece as con-
centragoes de células por unidade de area. Para a solucao da EDP acima citada foram
utilizados métodos numéricos (diferengas finitas para discretizagdo da variavel espacial e
o método de Crank-Nicolson para a discretizagao da variavel temporal) que se mostraram
eficazes em virtude dos resultados alcancados, tanto na estabilidade quanto na precisao

em comparac¢ao com resultados teoéricos.

A solugao da equacao reativa-difusiva forneceu os valores da concentragao para todos
os pontos da malha em diferentes tempos. De posse destes valores foi possivel calcular
o raio do tumor, através da margem detectavel, para todos os tempos analisados. Esses
raios calculados em diferentes tempos se mostraram razoéveis quando confrontados com

os valores teodricos do raio inicial detectavel e do raio letal.

A utilizacao dos métodos estocésticos, Cone Causal e Monte Carlo, possibilitou a
geracao do volume do glioma. Com isso, pode-se mostrar a variagao das concentragoes de
células em funcao do raio do tumor, apresentando assim um gradiente de densidade de

células que explicita o carater anisotropico das concentragoes.

Conclui-se que a solucao da equacao diferencial parcial em uma dimensao fornece va-
lores razoaveis em comparacao com os trabalhos encontrados em duas ou mais dimensoes,
porém com um custo computacional significativamente menor. Isso é facil perceber pelo
fato do sistema matricial (equagao 3.27) apresentado no capitulo 3 se¢ao 3.2, onde a ma-

triz de coeficientes A e E sao tridiagonais, enquanto que em duas dimensoes a mesmas



5 Conclusoes e Trabalhos Futuros 60

matrizes se tornam pentadiagonais como visto em |[5].

Outro ponto que se pode concluir, é que os métodos estocasticos escolhidos para ser
usado neste trabalho, utilizam os valores de concentracao e raio do tumor (provenientes
da solu¢do da EDP em 1D) e de ntimeros aleatérios para testar a condi¢ao criada para
realizar as nucleagoes e gerar o glioma em trés dimensoes, enquanto que os demais mé-
todos estocésticos estudados para a elaboracao do presente trabalho utilizam no minimo
4 parametros distintos. O que mais uma vez mostra um custo computacional menor no

método usado em comparagao com os textos usados como referéncia.

Para trabalhos futuros é sugerido a inclusao de um termo relativo a alguma terapia,
seja quimioterapia ou radioterapia (ou ambas em conjunto), para acompanhar o involugao
do raio do glioma em fungao do tratamento. Outra sugestao é a simulacao do crescimento
de um glioma com velocidade de crescimento diferente para cada regiao, simulando um

meio heterogéneo.
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