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Resumo

Nesta dissertação demonstramos a existência e o comportamento assintótico da solu-
ção fraca da equação de viga de quarta ordem não linear com dissipação forte e perturbação
de ordem inferior do tipo p(x)−Laplaciano de�nida por

∂2u

∂t2
+ ∆

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
−∆

(
∂u

∂t

)
+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
= g (x, t) em QT ,

u = 0, ∆u = 0 em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x) em Ω.

Onde Ω ⊂ RN , N ≥ 3, é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, 0 < T <∞,
QT = Ω× (0, T ) e ∂QT = ∂Ω× (0, T ).

Para demonstrar a existência da solução fraca utilizamos o método de Faedo-Galerkin
acoplado com resultados clássicos de Análise Funcional, espaços de Lebesgue e Sobolev
com expoentes variáveis.

Aplicamos uma técnica desenvolvida por Nakao [58] e obtivemos o decaimento expo-
nencial e polinomial da solução fraca, onde o referido decaimento depende do expoente
variável.

Finalmente, analisamos numericamente um caso particular do problema onde foi apli-
cado o método de elementos �nitos nas coordenadas espaciais e o método das diferenças
�nitas na coordenada temporal. Obtivemos os resultados computacionais para três simu-
lações realizadas através da linguagem de computação Python com o software FEniCS
onde foram alterados o particionamento da malha, o tempo �nal e as condições iniciais.



Abstract

In this dissertation we demonstrate the existence and asymptotic behavior of the weak
solution of the nonlinear fourth-order beam equation with strong dissipation and lower
order perturbation of the type p(x)−Laplacian de�ned by

∂2u

∂t2
+ ∆

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
−∆

(
∂u

∂t

)
+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
= g (x, t) in QT ,

u = 0, ∆u = 0 on ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x) in Ω.

Where Ω ⊂ RN , N ≥ 3, is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, 0 < T <∞,
QT = Ω× (0, T ) and ∂QT = ∂Ω× (0, T ).

To demonstrate the existence of the weak solution we used the Faedo-Galerkin method
coupled with classical results of Functional Analysis, Lebesgue and Sobolev spaces with
variable exponents.

We applied a technique developed by Nakao [58] and obtained the exponential and
polynomial decay of the weak solution where the said decay depends on the variable
exponent.

Finally, we analyze numerically a particular case of the problem where the �nite
element method was applied to the spatial coordinates and the �nite di�erence method
to the temporal coordinate. We obtained the computational results for three simulations
performed using the Python computing language with the FEniCS software where the
mesh partitioning, the �nal time and the initial conditions were changed.
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Glossário

d(x, y) : Distância do ponto x até y dada pela métrica d

(X, d) : Espaço métrico

C[a, b] : Espaço das funções f : [a, b] −→ R tais que f é contínua em [a, b]

‖ · ‖X : Norma de�nida no espaço X

(X, ‖ · ‖X) : Espaço normado

(X, τ) : Espaço topológico do conjunto X pela topologia τ

X ′ : Espaço dual de X

X ′′ : Espaço bidual de X

⇀ : Convergência fraca
∗
⇀ : Convergência fraca estrela

σ(X,X
′
) : Topologia fraca

σ(X ′, X) : Topologia fraca estrela

supp(ϕ) : Conjunto de pontos do domínio de ϕ, em que esta não se anula

C∞0 (Ω) : Espaço das funções in�nitamente diferenciáveis e com suporte

compacto contido em Ω

q.t.p. : Quase em todo ponto

q.s. : Quase sempre

L2(Ω) : Espaço de Lebesgue das funções quadrado integráveis

Lp(Ω) : Espaço de Lebesgue das funções p integráveis

L∞(Ω) : Espaço de Lebesgue das funções essencialmente limitadas

Lploc(Ω) : Espaço de Lebesgue das funções localmente integráveis



Glossário

D(Ω) : Espaço topológico formado por C∞0 (Ω) munido da convergência

dada pela de�nição (2.6.1)

D′(Ω) : Espaço das distribuições sobre Ω

Wm,p(Ω) : Espaço de Sobolev das funções u ∈ Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω),

onde |α| ≤ m

Wm,p
0 (Ω) : Fecho de C∞0 (Ω) no espaço Wm,p (Ω)

W−m,p′ (Ω) : Espaço dual de Wm,p
0 (Ω)

(Ω,M, µ) : Espaço de medida

p(x) : Expoente variável

Lp(x)(Ω) : Espaço de Lebesgue de expoente variável

Wm,p(x)(Ω) : Espaço de Sobolev de expoente variável

∆p : Operador p−Laplaciano
∆p(x) : Operador p(x)−Laplaciano
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Capítulo 1

Introdução

Nas últimas décadas as equações diferenciais parciais envolvendo expoentes variáveis

tem atraído a atenção de diversos pesquisadores, principalmente os matemáticos. As refe-

ridas equações são munidas de operadores denominados p−Laplaciano, p(x)−Laplaciano,
p(x, t)−Laplaciano ou p(u)−Laplaciano. De�nimos cada um deles, respectivamente, por

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
,

∆p(x)u = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p(x)−2

∂u

∂xi

)
,

∆p(x,t)u = div
(
|∇u|p(x,t)−2∇u

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p(x,t)−2

∂u

∂xi

)
,

∆p(u)u = div
(
|∇u|p(u)−2∇u

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p(u)−2

∂u

∂xi

)
.

O interesse em estudar problemas envolvendo os aludidos operadores foi estimu-

lado por suas aplicações em processos de �ltração em meios porosos não homogêneos

[16, 19], equações de onda [5, 9, 35, 41, 42, 55, 56, 57, 59, 72, 76], equações de vi-

gas não lineares [21, 53], elasticidade não linear [1, 30, 78], restauração e segmentos de

imagens [4, 22, 23, 25, 73, 74], �uxo de �uidos eletro reológicos ou termo reológicos

[2, 15, 17, 18, 32, 33, 71], equações de placa com viscoelasticidade, termo elasticidade

ou termo viscoelasticidade [6, 11, 38, 46].

Existe uma literatura su�cientemente grande sobre a existência, a unicidade e o

comportamento assintótico das soluções de equações diferenciais envolvendo o operador

p−Laplaciano. Nessa literatura destaca-se o artigo de Ferreira, Raposo e Santos [39] onde
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foi estudado a existência de soluções fracas para a seguinte equação hiperbólica sobre um

domínio cilíndrico
utt − div (|∇u|p−2∇u)−∆ut = f(x, t) em QT = Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em x ∈ Ω,

u|ΓT = 0 em ΓT = ∂Ω× [0, T ].

Autuori, Pucci e Salvatori [20] discutiram a estabilidade assintótica das soluções para

sistemas de Kirchho� com expoentes variáveis do tipo{
utt −M (Fu(t)) div

(
|∇u|p(x)−2∇u

)
+Q(x, t, u, ut) + f(x, u) = 0 em R+

0 × Ω,

u(x, t) = 0 em R+
0 × ∂Ω,

onde M(τ) = a+ bτ γ−1, τ ≥ 0 com a, b ≥ 0, γ > 1 e Fu(t) =

∫
Ω

(
|∇u|p(x)

p(x)

)
dx.

O pioneiro nos estudos de problemas hiperbólicos com o operador p(x, t)−Laplaciano
foi o matemático russo Antontsev [9] analisando a existência de soluções locais, globais e

o blow-up para o seguinte problema
utt = div

(
a(x, t)|∇u|p(x,t)−2∇u

)
+ α∆ut + b(x, t)|u|σ(x,t)−2u+ f(x, t) em QT ,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em x ∈ Ω,

u|ΓT = 0 em ΓT ,

onde QT = Ω× [0, T ] e ΓT = ∂Ω× [0, T ].

Além desse trabalho, destacam-se na literatura de expoentes variáveis os artigos de

Ferreira e Messaoudi [38], Antontsev e Ferreira [10, 11]. O operador p(x, t)−Laplaciano
é uma generalização natural dos operadores p−Laplaciano e p(x)−Laplaciano, porém seu

nível de complexidade é su�cientemente maior.

O primeiro trabalho envolvendo o operador p(u)−Laplaciano foi desenvolvido pelos

pesquisadores Andreianov, Bendahmane e Ouaro [8]. Recentemente, Chipot e Oliveira

[27] desenvolveram um artigo envolvendo o referido operador onde foi estudado o seguinte

problema {
− div

(
|∇u|p(u)−2∇u

)
= f em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(1.1)

Os autores destacaram que a grande di�culdade em analisar problemas com o operador

p(u)−Laplaciano se baseia no fato de que nem a formulação fraca de (1.1) pode ser escrita

como igualdade em termos de dualidade em espaços de Banach.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos gerais

Neste trabalho abordamos uma equação de viga de quarta ordem não linear com

dissipação forte e perturbação de ordem inferior do tipo p(x)−Laplaciano em um domínio

limitado.

Demonstramos a existência de solução fraca e o comportamento assintótico da referida

solução.

Analisamos numericamente um caso particular do aludido problema e o simulamos

computacionalmente.

1.1.2 Objetivos especí�cos

Demonstrar que a referida equação possui uma solução fraca através do método de

Faedo-Galerkin com resultados clássicos de Análise Funcional, espaços de Lebesgue e

Sobolev com expoentes variáveis.

Através do lema de Nakao [58] concluir que a solução fraca possui um comportamento

assintótico exponencial ou polinomial, dependendo do expoente variável.

Analisar numericamente um caso particular de nosso problema sobre um domínio bi-

dimensional. Aplicar o método de elementos �nitos nas coordenadas espaciais e o método

das diferenças �nitas na coordenada temporal.

Realizar três simulações computacionais através da linguagem de computação Python

e do software FEniCS. Obter os resultados computacionais para três simulações alterando

o particionamento da malha, o tempo �nal e as condições iniciais para o aludido problema.

1.2 Estrutura da dissertação

No segundo capítulo, apresentamos os principais conceitos e de�nições sobre Análise

Funcional, espaços de Lebesgue e Sobolev com expoentes variáveis, também são de�ni-

dos os operadores p−Laplaciano e p(x)−Laplaciano que são necessários para a melhor

compreensão do problema abordado na referida dissertação.

No capítulo 3, enunciamos as hipóteses fundamentais sobre o aludido problema para
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as demonstrações da existência e do comportamento assintótico da solução fraca.

No quarto capítulo foram realizadas a análise numérica e três simulações computa-

cionais de um caso particular de nosso problema através da linguagem de computação

Python com o software FEniCS.

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos as conclusões dessa dissertação e as reco-

mendações para os trabalhos futuros.



Capítulo 2

Fundamentação teórica

Neste capítulo apresentamos uma breve revisão sobre os espaços métricos, normados

e topológicos, além disso, dissertamos sobre o espaço dual e o espaço re�exivo. Revisamos

os conceitos e teoremas fundamentais de Análise Funcional, tais como o suporte de uma

função, a desigualdade de Young, a desigualdade de Hölder e o teorema da convergência

dominada. Posteriormente, de�nimos os espaços de Lebesgue com expoente constante e

logo após iniciamos os estudos das distribuições escalares com o objetivo de explicitar os

espaços de Sobolev com expoente constante. Em seguida, explicitamos as distribuições ve-

toriais, os espaços de Lebesgue e Sobolev de expoente variável. Finalmente, enunciamos as

principais propriedades dos operadores p−Laplaciano e p(x)−Laplaciano. Para mais deta-

lhes, indicamos as referências [3, 18, 24, 26, 28, 33, 34, 36, 40, 44, 47, 51, 54, 70, 77].

2.1 Espaços métricos

Iniciamos essa primeira seção de�nindo uma métrica sobre um conjunto X.

De�nição 2.1.1 Suponhamos que X seja um conjunto não vazio, chamamos de uma

métrica sobre X uma função d : X × X −→ R que satisfaz as seguintes condições para

quaisquer x, y, z ∈ X:

i) d(x, y) ≥ 0;

ii) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

iii) d(x, y) = d(y, x);
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iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

As propriedades (i) e (ii) caracterizam a métrica como sendo uma função não nega-

tiva. A propriedade (iii) estabelece que d é uma função simétrica nas variáveis x e y.

Finalmente, denominamos a propriedade (iv) como sendo a desigualdade triangular.

Duas métricas d1 e d2 de�nidas sobre um conjunto X são denominadas equivalentes

se existir uma constante c > 0 tal que d1(x, y) ≤ cd2(x, y) para todo x, y ∈ X.

De�nimos um espaço métrico como sendo um par (X, d), onde X é um conjunto não

vazio e d uma métrica. Quando não houver ambiguidade, chamamos de espaço métrico

simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.1.1 Suponhamos que X = C[a, b], onde

C[a, b] = {f : [a, b] −→ R; f é contínua em [a, b]} .

Notemos que d : X ×X −→ R de�nida por

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

é uma métrica em X.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ X arbitrários.

i) d(x, y) ≥ 0.

De fato, para todo t ∈ [a, b], temos |x(t)− y(t)| ≥ 0, sendo assim,

max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)| ≥ 0.

ii) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

Suponhamos que d(x, y) = 0. Assim, para todo t ∈ [a, b] temos

0 = d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|.

Isso implica que

0 = |x(t)− y(t)|, ∀ t ∈ [a, b].

Consequentemente, x(t) = y(t) ∀ t ∈ [a, b].
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Por outro lado, suponhamos que x(t) = y(t) ∀ t ∈ [a, b], então

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)| = max
t∈[a,b]

|x(t)− x(t)| = 0.

Portanto, d(x, y) = 0.

iii) d(x, y) = d(y, x).

De fato, para todo t ∈ [a, b], segue que

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)| = max
t∈[a,b]

|y(t)− x(t)| = d(y, x).

Logo, d(x, y) = d(y, x).

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Notemos que,

d(x, z) = max
t∈[a,b]

|x(t)− z(t)|.

= max
t∈[a,b]

|x(t)− z(t) + y(t)− y(t)|.

= max
t∈[a,b]

| [x(t)− y(t)] + [y(t)− z(t)] |.

≤ max
t∈[a,b]

{|x(t)− y(t)|+ |y(t)− z(t)|} .

≤ max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|+ max
t∈[a,b]

|y(t)− z(t)|.

= d(x, y) + d(y, z).

Ou seja, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Portanto, de (i), (ii), (iii) e (iv), concluímos que d é uma métrica de�nida em X.

Consequentemente, (X, d) é um espaço métrico.

Exemplo 2.1.2 Sejam X = C[a, b] e d : X ×X −→ R de�nida por

d(x, y) =

∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt.

Notemos que d é uma métrica em X.

Demonstração: Sejam x, y, z ∈ X arbitrários.

i) d(x, y) ≥ 0.
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De fato, para todo t ∈ [a, b], temos |x(t)− y(t)| ≥ 0, sendo assim,∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt ≥ 0.

ii) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

Suponhamos que d(x, y) = 0, assim

0 = d(x, y) =

∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt

e como |x(t)− y(t)| ≥ 0 para todo t ∈ [a, b], isto implica que |x(t)− y(t)| = 0 ∀ t ∈ [a, b],

consequentemente x(t) = y(t) ∀ t ∈ [a, b].

Por outro lado, suponhamos que x(t) = y(t) ∀ t ∈ [a, b], então |x(t)− y(t)| = 0.

Daí,

d(x, y) =

∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt =

∫ b

a

0dt = 0.

Portanto, d(x, y) = 0.

iii) d(x, y) = d(y, x).

De fato, para todo t ∈ [a, b], segue que

d(x, y) =

∫ b

a

|x(t)− y(t)|dt =

∫ b

a

|y(t)− x(t)|dt = d(y, x).

Logo, d(x, y) = d(y, x).

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Notemos que,

d(x, z) =

∫ b

a

|x(t)− z(t)|dt.

=

∫ b

a

|x(t)− z(t) + y(t)− y(t)|dt.

=

∫ b

a

|[x(t)− y(t)] + [y(t)− z(t)]| dt.

≤
∫ b

a

|x(t)− y(t)| dt+

∫ b

a

|y(t)− z(t)| dt.

= d(x, y) + d(y, z).

Ou seja, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
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Portanto, de (i), (ii), (iii) e (iv), concluímos que d é uma métrica de�nida em X.

Consequentemente (X, d) é um espaço métrico.

2.1.1 Espaços métricos completos

Seja (X, d) um espaço métrico.

De�nição 2.1.2 Uma sequência (xn)n∈N em X é denominada de sequência de Cauchy

quando, para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que se m > N e n > N , então d (xm, xn) < ε.

Exemplo 2.1.3 Seja (X, d) um espaço métrico onde X = R e d(x, y) = |x − y|. A

sequência (xn)n∈N dada por xn =
1

n
com n > 0 é de Cauchy em X.

Demonstração: De fato, para todo ε > 0 basta considerarmos N ∈ N tal que N >
1

ε
,

ou seja,
1

N
< ε.

Suponhamos m > N e n > N , sem perda de generalidade podemos considerar n > m,

assim temos que n > m > N >
1

ε
e então

d(xm, xn) = |xm − xn| =
∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ =
1

m
− 1

n
<

1

m
<

1

N
< ε.

Portanto, (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy em X.

Exemplo 2.1.4 Toda sequência convergente é uma sequência de Cauchy.

Demonstração: De fato, suponhamos um espaço métrico (X, d). Sejam (xn)n∈N em X

e x ∈ X tais que

lim
n→∞

xn = x,

ou seja, para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que se n > N então d(x, xn) <
ε

2
.

Se m,n ∈ N com m > N e n > N então d(x, xm) <
ε

2
e d(x, xn) <

ε

2
, então

d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn).

<
ε

2
+
ε

2
.

= ε.

Portanto d(xm, xn) < ε, consequentemente, (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy.
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Exemplo 2.1.5 Toda sequência de Cauchy é limitada.

Demonstração: Sejam (X, d) um espaço métrico e (xn)n∈N uma sequência de Cauchy,

isto é, para todo ε > 0, existe N ∈ N tal que se m > N e n > N , então d (xm, xn) < ε.

Notemos que, o conjunto {xn; n > N} está contido na bola B(xN+1, ε), logo é limitado.

Além disso, o conjunto {xn; n ≤ N} é �nito e, consequentemente, é limitado.

Portanto, o conjunto {xn; n ∈ N} = {xn; n ≤ N}
⋃
{xn; n > N} é limitado.

De�nição 2.1.3 Um espaço métrico (X, d) é dito completo se toda sequência de Cauchy

converge em X.

Exemplo 2.1.6 Suponhamos que (X, d) seja um espaço métrico onde X = (0, 1] com a

métrica euclidiana d(x, y) = |x− y|. A�rmamos que (X, d) não é completo.

Demonstração: Com efeito, seja (xn)n∈N dada por xn =
1

n
com n > 0. Demonstramos

no exemplo (2.1.3) que (xn) é uma sequência de Cauchy. Porém, notemos que

lim
n→∞

1

n
= 0 /∈ X.

Portanto, (xn) não converge em X, logo o espaço métrico (X, d) não é completo.

2.2 Espaços normados

Nesta seção de�nimos a norma e um espaço normado. Posteriormente, explicitamos

as de�nições de espaço de Banach e espaço de Hilbert.

De�nição 2.2.1 Suponhamos que X seja um espaço vetorial real. Uma norma em X é

uma aplicação ‖ · ‖ : X −→ R que satisfaz as seguintes condições para todo x, y ∈ X e

λ ∈ R:

i) ‖x‖ ≥ 0;

ii) ‖x‖ = 0 se, e somente se, x = 0;

iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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As propriedades (i) e (ii) caracterizam a norma como sendo uma função não negativa.

A propriedade (iii) é conhecida como dilatação da norma. Finalmente, denominamos a

propriedade (iv) como sendo a desigualdade triangular.

De�nimos um espaço normado como sendo um par (X, ‖ · ‖), onde X é um espaço

vetorial real e ‖ · ‖ uma norma. Quando não houver ambiguidade, chamamos de espaço

normado simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.2.1 Seja (X, ‖ · ‖) um espaço normado. A�rmamos que d : X × X −→ R
de�nida como d(x, y) = ‖x− y‖ é uma métrica em X.

Demonstração: De fato, supondo que (X, ‖ · ‖) seja um espaço normado, então é ne-

cessário demonstrar que d de�ne uma métrica em X, para isto, as quatro condições da

de�nição (2.1.1) devem ser satisfeitas. Suponhamos x, y, z ∈ X arbitrários e λ ∈ R, assim:

i) d(x, y) ≥ 0.

Com efeito, d(x, y) = ‖x− y‖ ≥ 0 pois (X, ‖ · ‖) é um espaço normado e consequen-

temente a condição (i) da de�nição (2.2.1) é válida, isto é, ‖x− y‖ ≥ 0.

ii) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y.

Suponhamos que d(x, y) = 0. Assim,

0 = d(x, y) = ‖x− y‖.

Logo, ‖x−y‖ = 0. Usando o fato de que (X, ‖·‖) é um espaço normado, então usando

a condição (ii) da de�nição (2.2.1) segue que

x− y = 0 =⇒ x = y.

Por outro lado, consideremos que x = y, assim x − y = 0. Novamente, pelo fato de

que (X, ‖ · ‖) é um espaço normado, podemos utilizar a condição (ii) da de�nição (2.2.1)

e consequentemente ‖x− y‖ = 0. Sendo assim, 0 = ‖x− y‖ = d(x, y).

iii) d(x, y) = d(y, x).
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Trivial, notemos que

d(x, y) = ‖x− y‖.

= ‖(−1)(y − x)‖.

= | − 1|‖y − x‖.

= ‖y − x‖.

= d(y, x).

Dessa maneira, d(x, y) = d(y, x).

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Observemos que,

d(x, z) = ‖x− z‖.

= ‖x− z + y − y‖.

= ‖(x− y) + (y − z)‖.

≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖.

= d(x, y) + d(y, z).

Logo, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Portanto, de (i), (ii), (iii) e (iv), concluímos que d(x, y) = ‖x − y‖ é uma métrica

de�nida em X.

Dizemos que a métrica d(x, y) = ‖x− y‖ é induzida pela norma e consequentemente

todo espaço normado é, em particular, um espaço métrico. A recíproca não é válida.

De�nição 2.2.2 Um espaço de Banach é um espaço normado (X, ‖ · ‖) completo com

relação a métrica induzida pela norma.

De�nição 2.2.3 Um espaço vetorial normado (X, ‖ · ‖) denomina-se espaço de Hilbert,

se X é um espaço de Banach e a norma é induzida por um produto interno.

2.3 Espaços topológicos

Antes de explicitar o conceito de espaço topológico, enunciamos a de�nição de topo-

logia em um conjunto X.
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De�nição 2.3.1 Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos

de X, chamados subconjuntos abertos segundo a topologia τ , satisfazendo as seguintes

propriedades:

i) X e o subconjunto ∅ são abertos;

ii) A união de uma família qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

iii) A interseção �nita de uma família de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto.

De�nimos um espaço topológico como sendo um par (X, τ), onde X é um conjunto

e τ uma topologia. Quando não houver ambiguidade, chamamos de espaço topológico

simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.3.1 Seja X um conjunto qualquer. Considerando todos os subconjuntos de X

como abertos de X, temos que a família de todos esses subconjuntos forma uma topologia

em X, chamada topologia discreta. Para que X seja um espaço métrico, basta considerar

a métrica d(x, y) = 1 se x = y e 0 caso contrário.

Exemplo 2.3.2 A família que consiste apenas dos subconjuntos ∅ e X também constitui

uma topologia τ em X, denominada topologia caótica.

Para que duas métricas de�nam o mesmo espaço topológico é necessário e su�ciente

que elas sejam equivalentes.

2.3.1 Espaço dual

De�nição 2.3.2 Denotamos por X
′
o conjunto das funções f : X −→ R que são lineares

e contínuas, isto é,

X
′
= {f : X −→ R ; f é linear e contínua}.

O conjunto X
′
é denominado o espaço dual de X e a norma nesse espaço é dada por

‖f‖X′ = sup
‖x‖x∈X<1

|f(x)|.

Denotamos por f(x) = 〈f, x〉, quando f ∈ X ′ e x ∈ X, onde 〈·, ·〉 é o produto interno

pela dualidade X
′
, X.



2.3 Espaços topológicos 25

Proposição 2.3.1 Uma aplicação linear f é contínua se, e somente se, ela é limitada.

Demonstração: Com efeito, pela continuidade de f temos que para todo ε > 0 existe

δ > 0 tal que

‖x‖ < δ =⇒ |f(x)| < ε.

Isso signi�ca que para cada x ∈ X,
δ

‖x‖
x satisfaz a condição

∥∥∥∥ δ

‖x‖
x

∥∥∥∥ ≤ δ, assim

temos que ∣∣∣∣f ( δ

‖x‖
x

)∣∣∣∣ < ε =⇒ |f(x)| ≤ ε

δ
‖x‖.

Consequentemente, concluímos que f é uma função limitada.

De maneira recíproca, supondo que f seja limitada, então é necessário demonstrar

que f é contínua. Lembremos que, f é limitada se existe c > 0 tal que |f(x)| ≤ c‖x‖.
Portanto, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que se ‖x − y‖ < δ então |f(x) − f(y)| < ε.

Basta tomarmos δ =
ε

c
e aplicar a linearidade de f .

2.3.2 Espaço re�exivo

De�nição 2.3.3 Denotamos por X
′′
o conjunto das funções f : X ′ −→ R que são lineares

e contínuas, isto é,

X
′′

= {f : X ′ −→ R ; f é linear e contínua}.

O conjunto X
′′
é denominado o espaço bidual de X e a norma nesse espaço é dada

por

‖f‖X′′ = sup
g∈X′ ,‖g‖X′≤1

|f(g)|.

Em geral, dado um espaço vetorial X qualquer, podemos de�nir o espaço dual X ′ e o

espaço bidual X ′′. Inclusive podemos relacionar o espaço X com o bidual X
′′
através da

aplicação J : X −→ X
′′
dada pela de�nição (2.3.4).

De�nição 2.3.4 Sejam x ∈ X �xo e a aplicação f −→ 〈f, x〉 de X ′ em R. A aplicação

f é um elemento de X
′′
. De�nimos de forma natural

〈J(x), f〉 = 〈f, x〉 = f(x), ∀ x ∈ X, ∀ f ∈ X ′ .

De�nição 2.3.5 Seja X um espaço de Banach, dizemos que X é um espaço re�exivo,

quando a aplicação J de�nida acima é sobrejetora.
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De�nição 2.3.6 Dizemos que um espaço normado X é separável, se existe um subcon-

junto enumerável e denso em X.

Nas seguintes de�nições (2.3.7) e (2.3.8), enunciamos dois tipos de convergências que

são utilizadas durante toda a dissertação, são elas a convergência fraca e a convergência

fraca estrela, denotadas respectivamente por ⇀ e
∗
⇀.

De�nição 2.3.7 (Convergência fraca) Sejam X um espaço de Banach e (un)n∈N uma

sequência de X. Então un ⇀ u se, e somente se, 〈ϕ, un〉 −→ 〈ϕ, u〉 , ∀ ϕ ∈ X
′
.

De�nição 2.3.8 (Convergência fraca estrela) Suponhamos que X seja um espaço de

Banach, ϕ ∈ X ′ e (ϕn)n∈N uma sequência de X
′
. Diz-se que ϕn

∗
⇀ ϕ se, e somente se,

〈ϕn, u〉 −→ 〈ϕ, u〉 ,∀ u ∈ X.

De�nição 2.3.9 Seja X um espaço de Banach e f ∈ X ′. Denotamos por φf : X −→ R
o funcional linear de�nido como φf (x) = 〈f, x〉. Com f percorrendo o conjunto X

′
nós

obtemos uma coleção (φf )f∈X′ de funções de X em R.

Enunciamos nas seguintes de�nições (2.3.10) e (2.3.11) os conceitos de topologias que

são fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

De�nição 2.3.10 A topologia fraca, denotada por σ(X,X
′
) em X, é a topologia mais

�na associada a coleção (φf )f∈X′ .

Analogamente, podemos de�nir a topologia fraca estrela.

De�nição 2.3.11 A topologia fraca estrela, denotada por σ(X
′
, X) em X

′
, é a topologia

mais �na associada a coleção (φx)x∈X .

2.4 Suporte de função, desigualdade de Young e teo-

rema da convergência dominada

Fizemos as seções subsequentes baseadas na dissertação de mestrado defendida por

Dos Santos, em 2008, para mais detalhes indicamos [34].
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Sejam Ω ⊂ Rn, aberto, limitado e ϕ : Ω −→ R uma função contínua. Denominamos

suporte de ϕ, ao fecho, em Ω, do conjunto dos pontos x pertencentes a Ω onde ϕ não se

anula. Denota-se o suporte de ϕ por supp (ϕ). Simbolicamente, tem-se

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0} em Ω.

Destacamos as funções ϕ : Ω −→ R, com suporte compacto contido em Ω, que sejam

in�nitamente diferenciáveis. Com esse intuito, de�namos o espaço C∞0 (Ω) como sendo o

espaço vetorial das funções in�nitamente diferenciáveis e com suporte compacto contido

em Ω. Os elementos de C∞0 (Ω) são denominados funções testes em Ω. Simbolicamente

temos,

C∞0 (Ω) = {ϕ : Ω −→ R; ϕ ∈ C∞(Ω) com supp(ϕ) compacto em Ω} .

Proposição 2.4.1 (Desigualdade de Young) Sejam a, b ∈ R, p e q tais que
1

p
+

1

q
= 1,

então

|a||b| ≤ |a|
p

p
+
|b|q

q
. (2.1)

A igualdade ocorre se, e somente se, |a|p = |b|q.

Demonstração: Se ϕ(t) = (1− λ) + λt− tλ =⇒ ϕ′(t) = λ(1− tλ−1) e se λ− 1 < 0 temos

que:

• ϕ′(t) < 0 para t < 1;

• ϕ′(t) > 0 para t > 1.

Logo para t 6= 1, temos ϕ(t) > ϕ(1) = 0, de onde (1 − λ) + λt ≥ tλ (a igualdade só

vale se t = 1).

Se b 6= 0 a desigualdade segue substituindo t por
|a|p

|b|q
. Por outro lado, se b = 0 a

proposição é trivial.

Teorema 2.4.1 (Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)n∈N uma sequên-

cia de funções reais de�nidas em Ω ⊂ R, integráveis tais que fn(x) −→ f(x), q.t.p. em

Ω. Se existe uma função g : Ω −→ R, integrável, tal que para todo n temos |fn(x)| ≤ g(x)

q.t.p. em Ω, então ∫
Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx.

Demonstração: Ver [24].
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2.5 O espaço de Lebesgue Lp(Ω)

Nesta seção exibimos as principais de�nições e teoremas sobre os espaços de Lebesgue,

para mais detalhes indicamos as referências [33, 47, 54].

Suponhamos um conjunto aberto Ω ⊂ Rn e p ∈ R de forma que 1 ≤ p <∞, os espaços

denotados por Lp(Ω) são espaços vetoriais formados pelas classes de funções mensuráveis

u : Ω −→ R, tais que
∫

Ω
|u(x)|pdx é �nita, ou seja,

Lp(Ω) = {u : Ω −→ R, mensuráveis;
∫

Ω

|u(x)|pdx <∞}.

O espaço vetorial acima torna-se um espaço normado quando o munimos com a se-

guinte norma ‖ · ‖Lp(Ω) : Lp(Ω) −→ R+ de�nida por

‖u‖p = ‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

.

Por outro lado, o espaço vetorial L∞(Ω) é formado pelas classes de funções u : Ω −→ R
que são essencialmente limitadas, ou seja,

L∞(Ω) = {u : Ω −→ R, mensuráveis; ∃ c ≥ 0, |u(x)| ≤ c q.t.p. em Ω}.

O espaço vetorial L∞(Ω) torna-se um espaço normado quando o munimos com a

seguinte norma ‖ · ‖L∞(Ω) : L∞(Ω) −→ R+ de�nida por

‖u‖∞ = ‖u‖L∞(Ω) = inf{c; |u(x)| ≤ c q.s. em Ω}.

O teorema (2.5.1) explicita as importantes propriedades dos espaços de Lebesgue.

Teorema 2.5.1 Sejam um conjunto aberto Ω ⊂ Rn e p ∈ R de forma que 1 ≤ p ≤ ∞,

então

i) Lp(Ω) é um espaço de Banach;

ii) Se 1 < p <∞, então Lp(Ω) é um espaço re�exivo e uniformemente convexo;

iii) Se 1 ≤ p <∞, então Lp(Ω) é separável.

Demonstração: Ver [24].

Se 1 ≤ p ≤ ∞ denotamos por q o número de�nido por:
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i)
1

p
+

1

q
= 1 se 1 < p <∞;

ii) q = 1, se p =∞ e, analogamente, q =∞ se p = 1.

O número p é denominado expoente conjugado de q.

Teorema 2.5.2 (Representação de Riesz) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e q seu expoente conju-

gado. Se ϕ ∈ [Lp(Ω)]′, então existe um único v ∈ Lq(Ω) tal que

〈ϕ, u〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀ u ∈ Lp(Ω).

Além disso, temos que ‖v‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖Lq(Ω).

Demonstração: Ver [70].

O teorema (2.5.2) permite-nos identi�car [Lp(Ω)]′ ∼= Lq(Ω) onde 1 ≤ p ≤ ∞ e

1

p
+

1

q
= 1.

Teorema 2.5.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e q seu expoente conju-

gado, se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e além disso∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u(x)‖p‖v(x)‖q. (2.2)

Demonstração: Os casos em que p = 1 ou p = ∞ seguem de modo imediato. Se

1 < p <∞, então utilizando a desigualdade de Young (2.1) temos que

|u(x)||v(x)| ≤ 1

p
|u(x)|p +

1

q
|v(x)|q.

Assim, ∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ 1

p
‖u(x)‖pLp(Ω) +

1

q
‖v(x)‖qLq(Ω).

Consequentemente, segue que uv ∈ L1(Ω). Substituindo u por λu onde λ > 0, então∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ λp−1

p
‖u(x)‖pLp(Ω) +

1

λq
‖v(x)‖qLq(Ω).

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para λ ∈ (0,∞),

temos que o mínimo ocorre quando λ = ‖u(x)‖−1
Lp(Ω)‖v(x)‖q/pLq(Ω) como queríamos demons-

trar.
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Corolário 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se p = 2 e q = 2, então a desi-

gualdade (2.2) é denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz e de�nida como∫
Ω

|u(x)v(x)|dx ≤ ‖u(x)‖2‖v(x)‖2. (2.3)

Demonstração: Ver [45].

Um resultado importante demonstrado em [45] é dado por∣∣∣∣∫
Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣2 ≤ ∫
Ω

|u(x)v(x)|2dx ≤ ‖u(x)‖2
2‖v(x)‖2

2. (2.4)

Observação 2.5.1 Quando p = 2, o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert, isto é, um

espaço de Banach com um produto interno de�nido por

(u, v)2 = (u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

Notemos que pela desigualdade de Hölder (2.2) a integral acima é �nita.

Outros espaços clássicos em Análise Funcional são os espaços localmente integráveis

Lploc(Ω), que são constituídos pelas classes de funções u : Ω −→ R tais que para todo

compacto K ⊂ Ω tem-se ∫
K

|u(x)|pdx <∞.

Notemos que se 1 ≤ p ≤ ∞, então Lp(Ω) ⊂ Lploc(Ω).

Lema 2.5.1 (Du Bois-Reymond) Seja u ∈ Lploc(Ω), com∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω),

então u(x) = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração: Ver [3].

Dizemos que uma sequência (un) converge para u em Lp (Ω) se ‖un − u‖Lp(Ω) −→ 0

com 1 ≤ p ≤ ∞. A proposição (2.5.1) estabelece que a convergência em Lp (Ω) resulta na

origem de uma convergência pontual.

Proposição 2.5.1 Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, 1 ≤ p ≤ ∞, u ∈ Lp (Ω) e (uk)k∈N uma

sequência em Lp (Ω) convergindo para u em Lp (Ω). Então existe uma subsequência de

(uk), ainda denotada por (uk), tal que:
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i) uk (x) −→ u (x), q.s. em Ω;

ii) |uk (x)| ≤ h (x), q.s. em Ω, ∀ k ∈ N, com h ∈ Lp (Ω) .

Demonstração: Ver [24].

2.6 Distribuições escalares

Suponhamos α = (α1, α2, . . . , αn) um multi-índice de números inteiros não negativos.

Denotamos por |α| = α1 + α2 + · · · + αn a ordem do multi-índice e por Dα a derivada

parcial de ordem |α| de uma função da seguinte maneira

Dαu =
∂|α|u

∂α1
x1 . . . ∂αnxn

.

Se α = (0, 0, . . . , 0), então por de�nição D0u = u.

A seguir na de�nição (2.6.1), enunciamos a convergência no espaço das classes de

funções que são in�nitamente diferenciáveis com suporte compacto contido em Ω, ou

seja, estabelecemos a convergência em C∞0 (Ω) e com isso tornamos-o um espaço vetorial

topológico.

De�nição 2.6.1 Seja (ϕn)n∈N uma sequência de funções em C∞0 (Ω). Dizemos que (ϕn)

converge para ϕ em C∞0 (Ω) e denotamos por

ϕn −→ ϕ em C∞0 (Ω)

se existe um compacto K tal que supp(ϕ) ⊂ K, supp(ϕn) ⊂ K para todo n e

Dαϕn −→ Dαϕ, uniformemente em K para todo multi-índice α.

Indicamos por D(Ω) o espaço vetorial topológico formado por C∞0 (Ω) munido da

convergência dada pela de�nição (2.6.1).

De�nição 2.6.2 Uma distribuição T sobre Ω é um funcional linear de�nido em D(Ω),

tal que

lim
n
〈T, ϕn〉 = 〈T, ϕ〉

para qualquer sequência (ϕn) convergindo para ϕ em D(Ω).
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Notemos que uma distribuição é um elemento do espaço dual de D(Ω). Denotamos

por D′(Ω) o espaço de todas as distribuições sobre Ω.

Exemplo 2.6.1 Seja u ∈ L1
loc (Ω), de�namos Tu : D(Ω) −→ R por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx.

Nessas condições, observemos que Tu é um funcional linear. Devido a unicidade da

integral está bem de�nido e como

〈Tu, αϕ1 + ϕ2〉 =

∫
Ω

u(x) (αϕ1(x) + ϕ2(x)) dx.

=

∫
Ω

αu(x)ϕ1(x)dx+

∫
Ω

u(x)ϕ2(x)dx.

= α 〈Tu, ϕ1〉+ 〈Tu, ϕ2〉 .

Então Tu é linear e além disso, se ϕn −→ ϕ, então supp (ϕn − ϕ) ⊂ K ⊂ Ω, para

algum K e daí

|〈Tu, ϕn − ϕ〉| =
∣∣∣∣∫

Ω

u(x) (ϕn(x)− ϕ(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ max
K
|ϕn(x)− ϕ(x)|

∫
K

|u (x)| dx.

Assim, se n −→∞, então maxK |ϕn(x)− ϕ(x)| −→ 0 e portanto |〈Tu, ϕn − ϕ〉| −→ 0,

isto é

lim
n
〈T, ϕn〉 = 〈T, ϕ〉 .

Na de�nição (2.6.3) enunciamos o conceito generalizado de derivada, ou seja, a deri-

vada de uma distribuição.

De�nição 2.6.3 Sejam T ∈ D′(Ω) e α um multi-índice. A derivada (no sentido das

distribuições) de ordem α de T é de�nida como sendo o funcional linear

DαT : D (Ω) −→ R

tal que

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ϕ ∈ D (Ω) .

De�nição 2.6.4 Seja (Tn) uma sequência de distribuições em D′(Ω), dizemos que (Tn)

converge para T ∈ D′(Ω), quando n −→∞ e denotamos por

Tn −→ T em D′(Ω)
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se, e somente se,

lim
n
〈Tn, ϕ〉 = 〈T, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).

2.7 O espaço de Sobolev Wm,p(Ω)

Os espaços de Sobolev Wm,p(Ω) são subespaços dos espaços de Lebesgue Lp(Ω), cujos

elementos possuem derivadas no sentido das distribuições ainda nos espaços Lp(Ω), isto

é, se Ω é um subconjunto aberto do Rn, p ∈ R tal que 1 ≤ p ≤ ∞ e m um inteiro não

negativo, de�nimos

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω) ∀ α, |α| ≤ m}

onde Dα é a derivada no sentido das distribuições.

Observação 2.7.1 Ao mencionarmos que a derivada, Dαu ∈ Lp(Ω), de u é no sentido

das distribuições, signi�ca que existe uma função v = Dαu ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

u(x)Dαϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Se 1 ≤ p < ∞, então de�nimos nos espaços de Sobolev uma norma que leva em

consideração as derivadas das funções

‖u‖m,p = ‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

.

Se p =∞, então munimos os espaços de Sobolev com a seguinte norma

‖u‖m,∞ = ‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Teorema 2.7.1 Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto, 1 ≤ p ≤ ∞ e m um número inteiro

não negativo, então

i) Wm,p (Ω) é um espaço de Banach;

ii) Se 1 ≤ p <∞, então Wm,p (Ω) é separável;

iii) Se 1 < p <∞, então Wm,p (Ω) é uniformemente convexo.

Demonstração: Ver [3].
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De�nimos o espaço W 1,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) no espaço W 1,p (Ω).

Denotamos o dual topológico de W 1,p
0 (Ω) por W−1,p′ (Ω) onde p é o expoente conju-

gado de p′, isto é,
1

p
+

1

p′
= 1.

Podemos realizar uma caracterização de W−1,p′ (Ω) com o seguinte teorema (2.7.2).

Teorema 2.7.2 Se f ∈ W−1,p′ (Ω), então existem f0, f1, . . . , fn em Lp
′
(Ω) tais que

〈f, u〉 =

∫
Ω

f0(x)u(x)dx+
n∑
i=1

∫
Ω

fi(x)
∂u(x)

∂xi
dx, ∀ u ∈ W 1,p

0 (Ω) .

Demonstração: Ver [26].

Notemos que, no sentido das distribuições temos∫
Ω

fi(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx = −

∫
Ω

−fi(x)
∂ϕ(x)

∂xi
dx.

= 〈D (−fi) , ϕ〉.

= −∂fi
∂xi

.

Portanto, segue que

f = f0 −
n∑
i=1

∂fi
∂xi

.

A relação acima justi�ca a notação de W−1,p′ (Ω) para o dual topológico de W 1,p
0 (Ω).

2.8 Espaços Lp (0, T ;X) e as distribuições vetoriais

Antes de de�nirmos as distribuições vetoriais, enunciamos alguns resultados relevantes

para o que se segue.

De�nição 2.8.1 A tripla (Ω,M, µ) é um espaço de medida se:

i) M é uma σ-álgebra em Ω, ou seja,

(a) ∅ ∈ M.

(b) A ∈M =⇒ Ac ∈M.

(c)
⋃∞
n=1An ∈M sempre que An ∈M, ∀ n.

ii) µ é uma medida, µ :M−→ [0,∞] ou seja,
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(a) µ(∅) = 0.

(b) µ(
⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An) sempre que (An) é uma família de membros dis-

juntos emM.

iii) Ω é σ-�nito, isto é, existe uma família enumerável (Ωn) em M tal que Ω =
⋃∞
n=1 Ωn

e µ(Ωn) <∞, ∀ n.

Como exemplos de medidas, podemos citar a distância em R e a área em R2. Os

conjuntos de E ∈ M que satisfazem a propriedade µ(E) = 0 são chamados conjuntos de

medida nula. Como exemplos de conjuntos de medida nula, em (a, b), podemos tomar o

conjunto E como sendo um conjunto enumerável de pontos de (a, b), e outro exemplo de

conjunto de medida nula, em Q := [a, b]× [a, b], como sendo um conjunto enumerável de

retas contidas em Q.

De�nição 2.8.2 Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e X um espaço de Banach de

norma ‖ · ‖X . Uma função vetorial ϕ : Ω −→ X é dita simples se existe somente um

número �nito n de Mi ∈M disjuntos, com µ (
⋃
Mi) <∞ tais que ϕ(t) = ϕi constante e

diferente de zero em Mi e ϕ(t) = 0 em Ω\
⋃
Mi, além disso, sua integral é de�nida como

sendo o vetor de X dado por ∫
Ω

ϕdµ =
n∑
i=1

µ (Mi)ϕi.

De�nição 2.8.3 Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e X um espaço de Banach de

norma ‖ · ‖X e dual X ′. Uma função ϕ : Ω −→ X é dita fracamente mensurável se para

toda f ∈ X ′ a função

t 7−→ 〈f, ϕ(t)〉

é mensurável.

De�nição 2.8.4 Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e X um espaço de Banach de

norma ‖ · ‖X . Uma função ϕ : Ω −→ X é dita fortemente mensurável ou apenas men-

surável se existe uma sequência de funções simples convergindo fortemente para ϕ em

q.t.p.

Lembremos que uma sequência (ϕn) em um espaço de Banach de norma ‖·‖X converge

fortemente para o elemento ϕ ∈ X se ‖ϕn − ϕ‖X −→ 0.
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De�nição 2.8.5 Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e X um espaço de Banach de

norma ‖ · ‖X . Uma função ϕ : Ω −→ X é dita Bochner integrável ou apenas integrável se

existe uma sequência de funções simples ϕn : Ω −→ X tal que, para todo n, a função

t 7−→ ‖ϕn(t)− ϕ(t)‖X

é integrável e além disso

lim
n

∫
Ω

‖ϕn(t)− ϕ(t)‖Xdµ = 0.

Teorema 2.8.1 (de Bochner): Sejam (Ω,M, µ) um espaço de medida e X um espaço

de Banach de norma ‖ · ‖X . Uma função fortemente mensurável ϕ : Ω −→ X é Bochner

integrável se, e somente se, ‖ϕ‖X é integrável em Ω.

Demonstração: Ver [24].

Suponhamos a, b ∈ R, X um espaço de Banach e 1 ≤ p < ∞. Os espaços deno-

tados por Lp (a, b;X) são constituídos pelas classes de funções fortemente mensuráveis

u : (a, b) −→ X tais que a função t 7−→ ‖u (t)‖pX é integrável a Lebesgue em (a, b) e são

munidos pela norma

‖u‖Lp(a,b;X) =

(∫ b

a

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

.

Por outro lado, espaço denotado por L∞ (a, b;X) é formado pelas classes de funções

fortemente mensuráveis que são essencialmente limitadas no intervalo (a, b) tais que a

função t 7−→ ‖u (t)‖pX ∈ L∞(a, b). A norma em L∞ (a, b;X) é de�nida por

||u||L∞(a,b;X) = sup ess
t∈(a,b)

||u(t)||X .

Quando X é re�exivo e separável com 1 ≤ p < ∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço

re�exivo e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X ′),

onde p e p′ são expoentes conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Se p = 1, então o dual

topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identi�ca ao espaço L∞ (0, T ;X ′) e a dualidade entre

esses espaços é dada na forma integral

〈u, v〉(Lp(0,T ;X))′×Lp(0,T ;X) = 〈u, v〉Lp′ (0,T ;X′)×Lp(0,T ;X) .

Se p = 2 e H é um espaço de Hilbert, então L2 (a, b;H) é um espaço de Hilbert munido

do produto interno

(u, v)L2(a,b;H) =

∫ b

a

(u (t) , v (t))H dt.
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Observação 2.8.1 Se 1 ≤ p ≤ ∞, então Lp (0, T ;H) é um espaço de Banach.

De�nição 2.8.6 Uma distribuição vetorial sobre (a, b), com valores em um espaço de

Banach X, é uma transformação linear

T : D(a, b) −→ X,

ϕ 7−→ 〈T, ϕ〉

contínua em D(a, b), ou seja, para toda sequência (ϕn) com ϕn −→ ϕ em D(a, b) então

lim
n
〈T, ϕn〉 = 〈T, ϕ〉 em X.

Por D′(a, b;X) denotamos o espaço das distribuições vetoriais sobre o intervalo (a, b)

com valores em X.

De�nição 2.8.7 Seja T ∈ D′ (a, b;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (a, b) com valores em X dada por〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (a, b) .

2.9 O espaço de Lebesgue Lp(x)(Ω)

Nesta seção explicitamos as principais propriedades dos espaços generalizados de

Lebesgue Lp(x)(Ω), para mais detalhes indicamos as referências [18, 24, 33, 36, 44].

Suponhamos que Ω ⊂ Rn seja um conjunto aberto e mensurável. A função mensurável

p(x) : Ω −→ [1,∞) é denominada de expoente variável.

O espaço generalizado de Lebesgue é formado pelas classes de funções mensuráveis

u : Ω −→ R, tais que
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx é �nita, ou seja,

Lp(x)(Ω) = {u : Ω −→ R, mensuráveis; ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx <∞}.

Munimos o referido espaço com a norma de Luxemburg

‖u‖p(x) = ‖u‖Lp(x)(Ω) = inf
{
λ > 0; ρ

(u
λ

)
≤ 1
}
. (2.5)

Denotamos por

p− = inf ess
x∈Ω

p(x)
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e

p+ = sup ess
x∈Ω

p(x).

Se p+ é �nito, então o expoente variável p(x) é limitado e além disso temos as seguintes

relações

min
{
‖u‖p−

Lp(x)(Ω)
, ‖u‖p+

Lp(x)(Ω)

}
≤ ρ(u) ≤ max

{
‖u‖p−

Lp(x)(Ω)
, ‖u‖p+

Lp(x)(Ω)

}
. (2.6)

A a�rmação (2.6) pode ser representada de forma equivalente por

min
{
ρ(u)

1
p− , ρ(u)

1
p+

}
≤ ‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ max

{
ρ(u)

1
p− , ρ(u)

1
p+

}
. (2.7)

Teorema 2.9.1 O espaço Lp(x)(Ω) munido com a norma de Luxemburg dada pela equação

(2.5) é um espaço de Banach. Se 1 < p− ≤ p+ <∞, então Lp(x)(Ω) é re�exivo e separável.

Demonstração: Ver [18, 36].

O espaço dual
(
Lp(x)(Ω)

)′
é identi�cado por Lp

′(x)(Ω) onde p(x) e p′(x) são expoentes

conjugados tais que
1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1.

No espaço de expoente variável de Lebesgue, a desigualdade de Hölder é válida.

Teorema 2.9.2 (Desigualdade de Hölder) Suponhamos que u ∈ Lp(x)(Ω), v ∈ Lp′(x)(Ω)

e 1 < p(x) <∞, então∫
Ω

|uv|dx ≤
(

1

p−
+

1

(p′)−

)
‖u‖Lp(x)(Ω)‖v‖Lp′(x)(Ω) ≤ 2‖u‖Lp(x)(Ω)‖v‖Lp′(x)(Ω). (2.8)

Demonstração: Ver [18].

Teorema 2.9.3 Se p(x) e q(x) são expoentes variáveis tais que p(x) ≥ q(x) q.s. em Ω,

então Lp(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Demonstração: Ver [18, 36].

Teorema 2.9.4 (Representação de Riesz) Suponhamos que p− > 1. Se p(x) e p′(x)

são expoentes conjugados, então para toda f ∈ Lp(x)(Ω) existe um único v ∈ Lp′(x)(Ω) tal

que

〈f, u〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀ u ∈ Lp(x)(Ω). (2.9)

Demonstração: Ver [36].
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2.10 O espaço de Sobolev Wm,p(x)(Ω)

Os espaços generalizados de Sobolev Wm,p(x)(Ω) são os subespaços dos espaços de

Lebesgue com expoente variável Lp(x)(Ω), cujos elementos possuem derivadas no sentido

das distribuições ainda nos espaços Lp(x)(Ω), isto é, se Ω é um subconjunto aberto do

Rn, p(x) : Ω −→ [1,∞) e m um inteiro não negativo, de�nimos o espaço de Sobolev com

expoente variável por

Wm,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω); Dαu ∈ Lp(x)(Ω) ∀ α, |α| ≤ m

}
onde Dα é a derivada no sentido das distribuições.

Nesse espaço está de�nido a norma

‖u‖m,p(x) = ‖u‖Wm,p(x)(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖p(x)

Lp(x)(Ω)

 1
p(x)

.

O espaço Wm,p(x)(Ω) munido da norma acima é um espaço de Banach.

Se m = 1, então

W 1,p(x)(Ω) =

{
u ∈ Lp(x)(Ω);

∂u

∂xi
∈ Lp(x)(Ω) ∀ j = 1, 2, · · · , n

}

onde
∂u

∂xi
é a i-ésima derivada de u no sentido das distribuições, isto é,

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕdx = −

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Também podemos de�nir o espaço W 1,p(x)(Ω) por

W 1,p(x)(Ω) =
{
u ∈ Lp(x)(Ω); |∇u| ∈ Lp(x)(Ω)

}
,

onde ∇u é o vetor gradiente, isto é,

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, · · · , ∂u
∂xn

)
.

Ainda em W 1,p(x)(Ω) temos que as seguintes normas são equivalentes

‖u‖1,p(x) = ‖u‖W 1,p(x)(Ω) = ‖u‖Lp(x)(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(x)(Ω)
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e

‖u‖1,p(x) = ‖u‖W 1,p(x)(Ω) = ‖u‖Lp(x)(Ω) + ‖∇u‖Lp(x)(Ω) .

Teorema 2.10.1 Se 1 < p− ≤ p+ <∞, então Wm,p(x)(Ω) é separável e re�exivo.

Demonstração: Ver [18].

De�nição 2.10.1 Denotamos por W
m,p(x)
0 (Ω) o fecho de C∞0 (Ω) sobre Wm,p(x)(Ω).

Teorema 2.10.2 Se 1 < p− ≤ p+ < ∞, então W
m,p(x)
0 (Ω) é um espaço de Banach,

separável e re�exivo.

Demonstração: Ver [18].

Teorema 2.10.3 (Desigualdade de Poincaré) Sejam Ω limitado, p(x) ∈ C
(
Ω
)
com

p− > 1. Então existe c > 0, tal que

‖u‖Lp(x)(Ω) ≤ c ‖∇u‖Lp(x)(Ω) , ∀ u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω). (2.10)

Demonstração: Ver [33].

Dizemos que a função de expoente variável p(x) : Ω −→ (1,∞) é log-Hölder contínua

se existe uma constante positiva c tal que

|p(x)− p(y)| log |x− y| ≤ c, ∀ x, y ∈ Ω.

Teorema 2.10.4 Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira suave. Suponhamos

que p(x) : Ω −→ (1,∞) seja uma função limitada e log-Hölder contínua.

Se q(x) : Ω −→ (1,∞), com q+ < n, é uma função limitada e mensurável com

q(x) ≤ p∗ =
np(x)

n− 2p(x)
, ∀ x ∈ Ω.

Então existe uma imersão contínua

W 2,p(x)(Ω) ↪→ Lq(x)(Ω).

Demonstração: Ver [33].
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Teorema 2.10.5 Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira suave. Suponhamos

que p(x) : Ω −→ (1,∞) seja uma função limitada e log-Hölder contínua em Ω. Nessas

condições, existe uma constante c tal que para cada u ∈ W 2,p(x)
0 (Ω) temos

‖u‖
W

2,p(x)
0 (Ω)

≤ c ‖∆u‖Lp(x)(Ω) .

Demonstração: Ver [77].

Proposição 2.10.1 Sejam Ω ⊂ Rn um domínio limitado e {ωi}∞i=1 uma base ortonormal

em L2(Ω), então para qualquer ε > 0, existe uma constante Nε > 0 tal que

‖u‖L2(Ω) ≤

(
Nε∑
i=1

(∫
Ω

uωidx

)2
) 1

2

+ ε ‖u‖W 1,p
0 (Ω)

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) onde 2 ≤ p <∞.

Demonstração: Ver [18, 28].

O teorema (2.10.6) é de extrema importância pois relaciona a convergência com a

convergência fraca.

Teorema 2.10.6 Seja p(x) : Ω −→ R uma função log-Hölder contínua e limitada por

p− > 1. Se {un}∞n=1 é limitada em Lp(x) (QT ) e un −→ u quase sempre em QT quando

n −→ ∞, então existe uma subsequência de {un}, ainda denotada por {un}, tal que

un ⇀ u fracamente em Lp(x) (QT ) quando n −→∞.

Demonstração: Ver [40].

2.11 Operadores limitados, contínuos, monótonos e he-

micontínuos

Nesta seção exibimos os principais resultados sobre os operadores p−Laplaciano e

p(x)−Laplaciano, para mais detalhes aconselhamos as referências [18, 34, 44].

Suponhamos que (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y ) sejam dois espaços normados. Denominamos

de operador T toda aplicação

T : X −→ Y

e denotamos por T (x) o valor de T no ponto x ∈ X.
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De�nição 2.11.1 Dizemos que o operador T : X −→ Y é limitado, se existe uma cons-

tante positiva c ∈ R tal que

‖T (x)‖Y ≤ c‖x‖X , ∀ x ∈ X.

Se T : X −→ Y é limitado, então de�nimos sua norma por

‖T‖ = sup
x∈X

{
‖T (x)‖Y
‖x‖X

; x 6= 0

}
.

De�nição 2.11.2 Um operador T : X −→ Y é contínuo no ponto x0 ∈ X, se para todo

ε > 0, existe δ > 0, tal que

∀ x ∈ X, ‖x− x0‖X < δ =⇒ ‖T (x)− T (x0)‖Y < ε.

Dizemos que T é um operador contínuo, se T é contínuo em todo x ∈ X.

De�nição 2.11.3 Sejam X um espaço normado e X ′ seu dual topológico. Um operador

T : X −→ X ′ é monótono, se

〈T (x)− T (y), x− y〉 ≥ 0, ∀ x, y ∈ X.

Se

〈T (x)− T (y), x− y〉 > 0, ∀ x, y ∈ X com x 6= y

então o operador T é denominado estritamente monótono.

De�nição 2.11.4 Um operador T : X −→ X ′ é hemicontínuo se a função real

λ 7−→ 〈T (λx+ y), z〉

é contínua para quaisquer x, y, z ∈ X.

Proposição 2.11.1 Se o operador T : X −→ X ′ é contínuo, então é hemicontínuo.

Demonstração: Ver [34].

2.11.1 O operador p−Laplaciano

O operador p−Laplaciano é denotado por

∆p : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)
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e de�nido por

−∆pu = − div
(
|∇u|p−2∇u

)
. (2.11)

Notemos que, a equação (2.11) é equivalente a

−∆pu = −
n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
. (2.12)

Observemos que, se p = 2, então obtemos o operador Laplaciano. De fato,

∆2u = div
(
|∇u|2−2∇u

)
= div

(
|∇u|0∇u

)
= div (∇u) = ∆u,

ou ainda,

∆2u =
n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2−2

∂u

∂xi

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

)
=

n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= ∆u.

Destacamos que, as igualdades de�nidas pelas equações (2.11) e (2.12) não ocorrem

no sentido literal, pois − div (|∇u|p−2∇u) é uma função de�nida em Ω e não um funcional,

porém esta função implica na origem um funcional de�nido por

〈−∆pu, v〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx, ∀ v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema 2.11.1 O operador p−Laplaciano é limitado, contínuo, monótono e hemicon-

tínuo.

Demonstração: Ver [44].

2.11.2 O operador p(x)−Laplaciano

Nesta seção generalizamos o operador p−Laplaciano, para tanto, suponhamos que

Ω ⊂ Rn e p(x) : Ω −→ (1,∞). O operador p(x)−Laplaciano é denotado por

∆p : W
1,p(x)
0 (Ω) −→

(
W 1,p

0 (Ω)
)′

e de�nido por

−∆p(x)u = − div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
. (2.13)
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Notemos que, a equação (2.13) é equivalente a

−∆p(x)u = −
n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p(x)−2

∂u

∂xi

)
. (2.14)

Analogamente ao operador p−Laplaciano, temos que para cada u ∈ W
1,p(x)
0 (Ω) o

operador p(x)−Laplaciano implica na origem um funcional de�nido

〈−∆p(x)u, v〉 =

∫
Ω

|∇u|p(x)−2∇u∇vdx, ∀ v ∈ W 1,p(x)
0 (Ω).

Teorema 2.11.2 O operador p(x)−Laplaciano é limitado, contínuo, monótono e hemi-

contínuo.

Demonstração: Ver [44].

2.12 Outros resultados importantes

Nesta seção enunciamos outros resultados importantes de Análise Funcional que são

fundamentais no desenvolvimento da dissertação.

De�nição 2.12.1 Seja H um espaço de Hilbert. Denominamos por base Hilbertiana de

H uma sequência de elementos (ωn) de H tais que:

i) |ωn| = 1 ∀ n, e (ωn, ωm) = 0 ∀ n,m, onde m 6= n;

ii) O espaço gerado pela (ωn) é denso em H.

Lema 2.12.1 (Gronwall) Sejam ϕ : [a, b] −→ R e ψ : [a, b] −→ R funções contínuas e

não negativas. Se

ϕ (t) ≤ α +

∫ t

a

ϕ (s)ψ (s) ds

com α ≥ 0, então

ϕ (t) ≤ αe
∫ t
a ψ(s)ds, ∀ t ∈ [a, b] .

Em particular, se ϕ (t) é limitada e se α = 0, então ϕ ≡ 0.

Demonstração: Ver [51].
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Lema 2.12.2 Seja ϕ (t) contínua e não negativa em [0, T ]. Se

ϕ (t) ≤ c1 + c2

∫ t

a

[
ϕ (s) + ϕ2 (s)

]
ds,

com 0 ≤ t ≤ T e c1, c2 ≥ 0, então existem T0 > 0 e c > 0 tais que

ϕ (t) ≤ c, ∀ t ∈ [0, T0] .

Demonstração: Ver [51].

Teorema 2.12.1 (Peano) Suponhamos que I = [a, b] seja um intervalo real, D ⊆ Rn e

f : I × D −→ Rn uma função contínua. Se (t0, x0) ∈ I × D e C > 0 e T > 0 são tais

que [t0 − T, t0 + T ]×B(x0, C) ⊆ I ×D onde B(x0, C) é a bola com raio C e centrada no

ponto x0, então o sistema {
x′(t) = f(t, x(t)),

x(t0) = x0,
(2.15)

com t ∈ [t0 − γ, t0 + γ], possui pelo menos uma solução x, onde γ ≤ min

{
T,

C

M

}
e

M = max
(t,x) ∈ [t0−T,t0+T ]×B(x0,C)

|f(t, x)|.

Demonstração: Ver [69].

Teorema 2.12.2 (Arzela-Ascoli) Se a sequência (fn)∞n∈N é limitada e equicontínua,

então existe uma subsequência de (fn)∞n∈N que converge uniformemente.

Demonstração: Ver [43].

Teorema 2.12.3 (Vitali) Suponhamos que a sequência (fn)∞n∈N é equi-integrável, limi-

tada e fn(x) −→ f(x) q.s. quando n −→∞, então f ∈ L1 e

lim
n→∞

∫
Ω

|fn − f |dx = 0.

Demonstração: Ver [75].

Lema 2.12.3 (Nakao) Seja Ψ : (0,∞) −→ R uma função não negativa e limitada. Se

existem duas constantes α > 0 e β ≥ 0 tais que

sup
t≤s≤t+1

Ψ1+β (s) ≤ α [Ψ (t)−Ψ (t+ 1)] , ∀ t ≥ 0. (2.16)
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Então existem constantes positivas C e γ tais que{
Ψ (t) ≤ Ce−γt, ∀ t ≥ 0, quando β = 0,

Ψ (t) ≤ C (t+ 1)−
1
β , ∀ t ≥ 0, quando β > 0.

(2.17)

Demonstração: Ver [58].



Capítulo 3

Equação de viga não linear envolvendo o

operador p(x)−Laplaciano

Neste capítulo enunciamos as hipóteses necessárias para demonstrarmos a existência

e o comportamento assintótico da solução fraca da equação de viga de quarta ordem

não linear com dissipação forte e perturbação de ordem inferior do tipo p(x)−Laplaciano
de�nida por

∂2u

∂t2
+ ∆

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
−∆

(
∂u

∂t

)
+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
= g (x, t) em QT ,

u = 0, ∆u = 0 em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x) em Ω.

(3.1)

Onde Ω ⊂ RN , N ≥ 3, é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, 0 < T <∞,

QT = Ω× (0, T ), ∂QT = ∂Ω× (0, T ) e as funções p, f , g, u0 e u1 satisfazem as seguintes

hipóteses:

(H.1) p : Ω −→ (1,∞) é log-Hölder contínua, isto é, existe uma constante c > 0 tal

que

|p(x)− p(y)| log |x− y| ≤ c, ∀ x, y ∈ Ω

e satisfaz

1 < p− = inf
Ω
p(x) ≤ p+ = sup

Ω

p(x) <
N

2
, ∀ x ∈ Ω

onde Ω denota o fecho de Ω;

(H.2) f (x, t, s) ∈ C (Ω× [0,∞)× R) e existem constantes positivas c1, c2 e c3 tais
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que  f (x, t, s) s ≥ c1 |s|q(x) − c2,

|f (x, t, s)| ≤ c3

(
|s|q(x)−1 + 1

)
,

(3.2)

para todo (x, t, s) ∈ Ω× [0,∞)× R, onde q : Ω −→ (1,∞) é log-Hölder contínua satisfa-

zendo

1 < q− = inf
Ω
q(x) ≤ q(x) <

Np(x)

N − 2p(x)
, ∀ x ∈ Ω;

(H.3) u0 ∈ W 2,p(x) (Ω) ∩W 1,2
0 (Ω), u1 ∈ L2 (Ω) e g ∈ Lq′(x) (QT ) onde

1

q(x)
+

1

q′(x)
= 1, ∀ x ∈ Ω. (3.3)

3.1 Existência de solução fraca

Iniciamos essa seção de�nindo o conceito de solução fraca para o problema (3.1).

De�nição 3.1.1 A função u : QT −→ R é uma solução fraca do problema (3.1) se

u ∈ L∞
(

0, T ;W
2,p(x)
0 (Ω)

)
∩ C

(
0, T ;W 1,2

0 (Ω)
)
, (3.4)

∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;W 1,2

0 (Ω)
)
∩ Lq(x) (QT ) (3.5)

e

−
∫

Ω

∂u(x, 0)

∂t
ϕ(x, 0)dx−

∫
QT

∂u

∂t

∂ϕ

∂t
dxdt+

∫
QT

|∆u|p(x)−2 ∆u∆ϕdxdt

(3.6)

+

∫
QT

∇∂u
∂t
∇ϕdxdt+

∫
QT

f

(
x, t,

∂u

∂t

)
ϕdxdt =

∫
QT

g (x, t)ϕdxdt,

para todo ϕ ∈ C1 (0, T ;C∞0 (Ω)) com ϕ(x, T ) = 0.

Nesta dissertação, aplicamos o método de Faedo-Galerkin no problema (3.1) e de-

terminamos a existência de soluções fracas, para tanto, suponhamos que a sequência

{ωj}∞j=1 ⊂ C∞0 (Ω) seja uma base Hilbertiana em L2 (Ω) e que

Vn = [ω1, ω2, · · · , ωn] .

Além disso, seja

C∞0 (Ω) ⊂
∞⋃
n=1

Vn

C2(Ω)

.
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Devido ao fato de que
⋃∞
n=1 Vn é denso em C2

(
Ω
)
então temos o seguinte lema (3.1.1).

Lema 3.1.1 Se u0 ∈ W 2,p(x)(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω), então existe ψn ∈ Vn tal que

ψn −→ u0 em W 2,p(x)(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω)

quando n −→∞.

Demonstração: Ver [48].

Multiplicando a equação (3.1) por uma função arbitrária v ∈ Vn e integrando sobre

Ω, obtemos∫
Ω

[
∂2u

∂t2
+ ∆

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
−∆

(
∂u

∂t

)
+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)]
vdx =

∫
Ω

g (x, t) vdx.

∫
Ω

∂2u

∂t2
v + ∆

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
v −∆

(
∂u

∂t

)
v + f

(
x, t,

∂u

∂t

)
vdx =

∫
Ω

g (x, t) vdx.∫
Ω

∂2u

∂t2
vdx+

∫
Ω

∆
(
|∆u|p(x)−2∆u

)
vdx−

∫
Ω

∆

(
∂u

∂t

)
vdx+

∫
Ω

f

(
x, t,

∂u

∂t

)
vdx =

∫
Ω

g (x, t) vdx.

(3.7)

Utilizando a fórmula de Green no segundo termo da equação (3.7), segue que∫
Ω

∆
(
|∆u|p(x)−2∆u

)
vdx =

∫
Ω

|∆u|p(x)−2∆u∆vdx+

∫
∂Ω

∂
(
|∆u|p(x)−2∆u

)
∂n̂

vdx

−
∫
∂Ω

∂v

∂n̂

(
|∆u|p(x)−2∆u

)
dx.

(3.8)

Onde n̂ representa o vetor unitário normal externo a Ω. Por hipótese, as condições

de contorno são u = ∆u = 0 em ∂Ω, então a equação (3.8) assume a seguinte forma∫
Ω

∆
(
|∆u|p(x)−2∆u

)
vdx =

∫
Ω

|∆u|p(x)−2∆u∆vdx. (3.9)

Aplicando a fórmula de Green no terceiro termo da equação (3.7), temos

−
∫

Ω

∆

(
∂u

∂t

)
vdx =

∫
Ω

∇∂u
∂t
∇vdx−

∫
∂Ω

∂

∂n̂

(
∂u

∂t

)
vdx. (3.10)

Utilizando novamente o fato de que as condições de contorno são nulas em ∂Ω, então

a equação (3.10) torna-se

−
∫

Ω

∆

(
∂u

∂t

)
vdx =

∫
Ω

∇∂u
∂t
∇vdx. (3.11)
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Substituindo as equações (3.9) e (3.11) na equação (3.7), segue que∫
Ω

∂2u

∂t2
vdx+

∫
Ω

|∆u|p(x)−2∆u∆vdx+

∫
Ω

∇∂u
∂t
∇vdx+

∫
Ω

f

(
x, t,

∂u

∂t

)
vdx =

∫
Ω

g (x, t) vdx.

O método de Faedo-Galerkin consiste em determinar uma sequência de soluções sob

a forma

un(x, t) =
n∑
j=1

ηnj(t)ωj(x) ∈ Vn (3.12)

de modo que satisfaça o seguinte problema aproximado∫
Ω

∂2un
∂t2

vdx+

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆vdx+

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇vdx+

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
vdx =

∫
Ω

gn (x, t) vdx

(3.13)

para toda v ∈ Vn com gn ∈ C∞0 (QT ) e gn −→ g em Lq
′(x) (QT ).

Substituindo a equação (3.12) em (3.13) e supondo, sem perda de generalidade, v = ωi

com 1 ≤ i ≤ n, temos

∫
Ω

n∑
j=1

η′′nj(t)ωj(x)ωi(x)dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ηnj(t)∆ωj(x)

∣∣∣∣∣
p(x)−2( n∑

j=1

ηnj(t)∆ωj(x)

)
∆ωi(x)dx+

(3.14)∫
Ω

(
n∑
j=1

η′nj(t)∇ωj(x)

)
∇ωi(x)dx+

∫
Ω

f

(
x, t,

n∑
j=1

η′nj(t)ωj(x)

)
ωi(x)dx =

∫
Ω

gn (x, t)ωi(x)dx.

Onde η′nj(t) =
∂ηnj
∂t

e η′′nj(t) =
∂2ηnj
∂t2

.

Notemos que, quando i = 1 o primeiro termo da equação (3.14) torna-se∫
Ω

n∑
j=1

η′′nj(t)ωj(x)ω1(x)dx =

∫
Ω

η′′n1(t)ω1(x)ω1(x) + η′′n2(t)ω2(x)ω1(x) + · · ·+ η′′nn(t)ωn(x)ω1(x)dx.

=

∫
Ω

η′′n1(t)ω1(x)ω1(x)dx+

∫
Ω

η′′n2(t)ω2(x)ω1(x)dx+ · · ·+∫
Ω

η′′nn(t)ωn(x)ω1(x)dx.

= η′′n1(t)

∫
Ω

ω1(x)ω1(x)dx+ η′′n2(t)

∫
Ω

ω2(x)ω1(x)dx+ · · ·+

η′′nn(t)

∫
Ω

ωn(x)ω1(x)dx.
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Utilizando o fato de Vn ser uma base Hilbertiana em L2(Ω), então∫
Ω

n∑
j=1

η′′nj(t)ωj(x)ω1(x)dx = η′′n1(t) + 0 + · · ·+ 0.

Analogamente, quando i = j o primeiro termo da equação (3.14) torna-se∫
Ω

n∑
j=1

η′′nj(t)ωj(x)ωj(x)dx = 0 + 0 + · · ·+ 0 + η′′nj(t) + 0 + · · ·+ 0.

De�nindo a projeção Pni (t, µ, ν) : [0, T ]× Rn × Rn −→ Rn como sendo

Pni (t, µ, ν) =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ηnj(t)∆ωj(x)

∣∣∣∣∣
p(x)−2( n∑

j=1

ηnj(t)∆ωj(x)

)
∆ωi(x)dx+

(3.15)∫
Ω

(
n∑
j=1

η′nj(t)∇ωj(x)

)
∇ωi(x)dx+

∫
Ω

f

(
x, t,

n∑
j=1

η′nj(t)ωj(x)

)
ωi(x)dx.

Obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem não

linear na variável t
η′′n1(t) + Pn1 (t, ηn1(t), η′n1(t)) = Gn1(t),

η′′n2(t) + Pn2 (t, ηn2(t), η′n2(t)) = Gn2(t),
...

...

η′′nn(t) + Pnn (t, ηnn(t), η′nn(t)) = Gnn(t).

(3.16)

Onde

Gni(t) =

∫
Ω

gn (x, t)ωi(x)dx.

Observemos que o sistema (3.16) pode ser reescrito como sendo o seguinte problema

de Cauchy {
η′′(t) + Pn (t, η(t), η′(t)) = Gn(t),

η(0) = U0n, η′(0) = U1n,
(3.17)

onde

η′′(t) =


η′′n1(t)

η′′n2(t)
...

η′′nn(t)

 , Pn (t, η(t), η′(t)) =


Pn1 (t, ηn1(t), η′n1(t))

Pn2 (t, ηn2(t), η′n2(t))
...

Pnn (t, ηnn(t), η′nn(t))

 e Gn(t) =


Gn1(t)

Gn2(t)
...

Gnn(t)

 .
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Suponhamos que

X(t) = η′(t),

Y (t) = (η(t), X(t))

e

Zn(t) = (X(t), Gn(t)− Pn(t, η(t), X(t))) ,

então o sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem na variável t dado

pela equação (3.17) pode ser reescrito como{
Y ′(t) = Zn(t, Y (t)),

Y (0) = (U0n, U1n).
(3.18)

Notemos que, nosso problema foi reduzido a um sistema de equações diferenciais

ordinárias de primeira ordem na variável t. Antes de demonstrarmos a solução desse

sistema, façamos algumas observações.

Observação 3.1.1 ∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
∂un
∂t

dx ≥ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx− c4. (3.19)

Demonstração: De fato, utilizando a limitação inferior da função f dada na hipótese

(H.2) pela equação (3.2), segue que∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
∂un
∂t

dx ≥
∫

Ω

(
c1

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

− c2

)
dx.

= c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx− c2

∫
Ω

dx.

= c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx− c4.

Onde c4 = c2

∫
Ω

dx ≥ 0.

Observação 3.1.2 ∫
Ω

∇∂un
∂t
∇∂un
∂t

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx. (3.20)

Demonstração: Com efeito, notemos que∫
Ω

∇∂un
∂t
∇∂un
∂t

dx =

∫
Ω

(
∇∂un
∂t

)2

dx.
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Ou seja, ∫
Ω

∇∂un
∂t
∇∂un
∂t

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx.

Observação 3.1.3 ∫
Ω

|∆un|p(x)−2 ∆un∆
∂un
∂t

dx =
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx. (3.21)

Demonstração: Utilizando a regra da Cadeia, obtemos que

d

dt
|∆un|p(x) = p(x) |∆un|p(x)−1 1

2 |∆un|
2∆un∆

∂un
∂t

.

Ou seja,
d

dt
|∆un|p(x) = p(x) |∆un|p(x)−2 ∆un∆

∂un
∂t

.

Com isso, concluímos que∫
Ω

|∆un|p(x)−2 ∆un∆
∂un
∂t

dx =

∫
Ω

1

p(x)

d

dt
|∆un|p(x) dx =

d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx.

Observação 3.1.4

Pn(t, η, η′)η′ ≥ d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx− c4. (3.22)

Demonstração: Utilizando a equação (3.15) tem-se

Pn(t, η, η′)η′ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ηnj∆ωj

∣∣∣∣∣
p(x)−2( n∑

j=1

ηnj∆ωj

)
∆ωidx+

∫
Ω

(
n∑
j=1

η′nj∇ωj

)
∇ωidx+

∫
Ω

f

(
x, t,

n∑
j=1

η′njωj

)
ωidx.

]
(η′n1, η

′
n2, · · · , η′nn)

onde i = 1, 2, · · · , n. Daí,

Pn(t, η, η′)η′ =

∫
Ω

|∆un|p(x)−2 ∆un

n∑
i=1

∆ωiη
′
nidx+

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇

n∑
i=1

ωiη
′
nidx+

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

) n∑
i=1

ωiη
′
nidx.
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Logo,

Pn(t, η, η′)η′ =

∫
Ω

|∆un|p(x)−2 ∆un∆
∂un
∂t

dx+

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇∂un
∂t

dx+

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
∂un
∂t

dx.

(3.23)

Substituindo as equações (3.19), (3.20) e (3.21) respectivamente no primeiro, segundo

e terceiro termo da equação (3.23), demonstramos que

Pn(t, η, η′)η′ ≥ d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx− c4.

Retornando ao sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem dado

por (3.18), temos

Y ′ = Zn.

Compondo-o com Y e aplicando o produto interno, segue

Y ′Y = ZnY.

Y ′Y = (X,Gn − Pn) (η,X) .

Y ′Y = (η′, Gn − Pn) (η, η′) .

Y ′Y = η′η +Gnη
′ − Pnη′.

Y ′Y − η′η −Gnη
′ = −Pnη′. (3.24)

Aplicando a inequação (3.22) na equação (3.24), tem-se

Y ′Y − η′η −Gnη
′ ≤ − d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx−

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx− c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx+ c4.

Consequentemente,

Y ′Y +
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ η′η +Gnη
′ + c4. (3.25)

Notemos que

η′η ≤ |η′||η|. (3.26)

Aplicando a desigualdade de Young (2.1) na inequação (3.26), então

η′η ≤ |η′||η| ≤ 1

2
|η′|2 +

1

2
|η|2. (3.27)
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Analogamente, pela desigualdade de Young (2.1), temos

Gnη
′ ≤ 1

2
|Gn|2 +

1

2
|η′|2. (3.28)

Substituindo as inequações (3.27) e (3.28) em (3.25) resulta em

Y ′Y+
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ 1

2
|η′|2+

1

2
|η|2+

1

2
|Gn|2+

1

2
|η′|2+c4.

(3.29)

Por outro lado, como Y (t) = (η(t), η′(t)), então

1

2
|Y |2 =

1

2
〈(η, η′), (η, η′)〉.

=
1

2
〈η2 + η′2〉.

=
1

2

∫
Ω

∣∣η2 + η′2
∣∣2 dx.

=
1

2

∫
Ω

∣∣η2
∣∣2 +

∣∣η′2∣∣2 dx.
=

1

2

∫
Ω

∣∣η2
∣∣2 dx+

1

2

∫
Ω

∣∣η′2∣∣2 dx.
=

1

2
|η|2 +

1

2
|η′|2.

Ou seja,
1

2
|Y |2 =

1

2
|η|2 +

1

2
|η′|2. (3.30)

Além disso, como
1

2
|η|2 ≥ 0, então

1

2
|η′|2 ≤ 1

2
|Y |2. (3.31)

Usando a equação (3.30), podemos reescrever a inequação (3.29) como sendo

Y ′Y +
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ 1

2
|Y |2+

1

2
|Gn|2+

1

2
|η′|2+c4.

(3.32)

Notemos que

1

2
|Gn|2 =

1

2
〈Gn, Gn〉.

1

2
|Gn|2 =

1

2

∫
Ω

|gnωi|2 dx, onde 1 ≤ i ≤ n.
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Usando o fato de que (ωi) é uma base Hilbertiana, então

1

2
|Gn|2 =

1

2

∫
Ω

|gn|2 dx. (3.33)

Substituindo (3.33) em (3.32), segue que

Y ′Y+
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ 1

2
|Y |2+

1

2

∫
Ω

|gn|2 dx+
1

2
|η′|2+c4.

(3.34)

Usando a inequação (3.31) em (3.34), obtém-se que

Y ′Y+
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ 1

2
|Y |2+

1

2

∫
Ω

|gn|2 dx+
1

2
|Y |2+c4.

Logo,

Y ′Y +
d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ |Y |2 +
1

2

∫
Ω

|gn|2 dx+ c4.

(3.35)

Sabemos que

1

2

d

dt
|Y |2 =

1

2

d

dt
〈Y, Y 〉.

=
1

2

(〈
d

dt
Y, Y

〉
+

〈
Y,

d

dt
Y

〉)
.

=
1

2
(〈Y ′, Y 〉+ 〈Y, Y ′〉) .

=
1

2
(〈Y ′, Y 〉+ 〈Y ′, Y 〉) .

=
1

2
(2〈Y ′, Y 〉) .

= 〈Y ′, Y 〉.

= Y ′Y.

Logo,
1

2

d

dt
|Y |2 = Y ′Y. (3.36)

Fazendo a substituição da equação (3.36) em (3.35) implica que

1

2

d

dt
|Y |2+

d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ |Y |2+
1

2

∫
Ω

|gn|2 dx+c4.

(3.37)
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Integrando a inequação (3.37) de 0 até t, temos

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx−

∫
Ω

|∆un(x, 0)|p(x)

p(x)
dx+

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un(x, s)

∂s

∣∣∣∣2 dxds
(3.38)

+c1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂un(x, s)

∂s

∣∣∣∣q(x)

dxds ≤
∫ t

0

|Y (s)|2ds+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

|gn|2 dxds+ c4t.

Como t ≤ T , então

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx−

∫
Ω

|∆un(x, 0)|p(x)

p(x)
dx+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt

(3.39)

+c1

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt ≤
∫ t

0

|Y (s)|2ds+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

|gn|2 dxds+ c4T.

Através do lema (3.1.1), sabemos que un(x, 0) converge fortemente nos espaços

W 2,p(x)(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω), então |∆un(x, 0)| é limitado por uma constante c5 ≥ 0, ou seja,

|∆un(x, 0)| ≤ c5. (3.40)

Além disso, temos as seguintes limitações∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt =

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥2

L2(QT )

≤ c6, (3.41)

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt =

∥∥∥∥∂un∂t
∥∥∥∥q(x)

Lq(x)(QT )

≤ c7 (3.42)

e
1

2

∫ t

0

∫
Ω

|gn|2 dxds ≤ c8. (3.43)

Substituindo as inequações (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43) em (3.39), segue que

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx− c5 + c6 + c1c7 ≤

∫ t

0

|Y (s)|2ds+ c8 + c4T.

De�nindo c9(T ) = c8 + c4T + c5 − c6 − c1c7, então

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx ≤

∫ t

0

|Y (s)|2ds+ c(T ).
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Aplicando o lema de Gronwall, obtém-se

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx ≤ c10(T ). (3.44)

Em (H.1) nós supomos que a função de expoente variável é de�nida como sendo

p(x) : Ω −→ (1,∞), isso implica que∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx ≤

∫
Ω

|∆un|p(x) dx. (3.45)

Assim, a inequação (3.44) torna-se

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ c10(T ). (3.46)

Como
∫

Ω

|∆un|p(x) dx ≥ 0, então

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt ≤ c10(T ).

Dessa maneira, temos

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt ≤ c10(T ).

Usando o teorema fundamental do Cálculo, obtém-se

|Y (t)|2 − |Y (0)|2 ≤ c10(T ).

Consequentemente,

|Y (t)− Y (0)|2 ≤ c10(T ).

Portanto,

|Y (t)− Y (0)| ≤
√
c(T ),

onde c(T ) = c10(T ).

Denotamos por

Mn = max
(t,Y ) ∈ [0,T ]×B(Y (0),

√
c(T ))

|Zn(t, Y )|
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e por

γn ≤ min

{
T,

√
c(T )

Mn

}
onde B(Y (0),

√
c(T )) é a bola de raio

√
c(T ) centrada no ponto Y (0) ∈ R2N . Por de�ni-

ção, Zn(t, Y ) é contínua em relação a (t, Y ).

Aplicando o teorema de Peano, isto é, através do teorema (2.12.1) segue que o sistema

de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem (3.18) possui solução C1 sobre o

intervalo [0, γn], esse fato implica que o sistema de equações diferenciais ordinárias de

segunda (3.17) possui solução C2 sobre o intervalo [0, γn] denotada por η1
n(t).

Considerando que η(γn) e
∂η(γn)

∂t
são os valores iniciais de (3.17), então podemos

repetir o processo anterior e consequentemente obtemos uma solução C2 sobre o intervalo

[γn, 2γn] denotada por η2
n(t).

Sem perda de generalidade, suponhamos que

T =

[
T

γn

]
γn +

(
T

γn

)
γn, com 0 <

(
T

γn

)
< 1

onde [
T

γn

]
é a parte inteira de

T

γn
,(

T

γn

)
é a parte decimal de

T

γn
.

Se dividirmos o intervalo [0, T ] em [(i − 1)γn, iγn], i = 1, 2, · · · , L e [Lγn, T ] onde

L =

[
T

γn

]
, então existe uma solução C2 sobre o intervalo [(i − 1)γn, iγn] denotada por

ηin(t) e existe ηL+1
n (t) sobre [Lγn, T ]. Portanto, obtemos uma solução ηn(t) ∈ C2 [(0, T )]

da seguinte forma

ηn(t) =



η1
n(t), se t ∈ [0, γn] ,

η2
n(t), se t ∈ (γn, 2γn],
...

ηLn (t), se t ∈ ((L− 1)γn, Lγn],

ηL+1
n (t), se t ∈ (Lγn, T ].

(3.47)

Dessa maneira, concluímos que o problema (3.1) possui soluções locais. Nosso próximo

objetivo é demonstrar que essas soluções são globais, antes disso enunciamos os lemas

(3.1.2) e (3.1.3) que auxiliam no desenvolvimento da dissertação.



3.1 Existência de solução fraca 60

Lema 3.1.2 As seguintes estimativas são uniformes em relação a n para todo t ∈ [0, T ]∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx+

∫
Ω

|∇un|2 dx ≤ C1, (3.48)

∫
QT

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt+

∫
QT

|∆un|p(x) dxdt+

∫
QT

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt ≤ C2. (3.49)

Demonstração: Na equação (3.46) tem-se

1

2

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ c10(T ).

Consequentemente,

d

dt

∫ t

0

|Y |2 dt+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ c(T ).

|Y (t)|2 − |Y (0)|2 +

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ c(T ).

|Y (t)|2 +

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ c(T ) + |Y (0)|2 .

Devido ao fato de que |Y (0)|2 é limitado, então

|Y (t)|2 +

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.

Sabemos que |Y (t)|2 = 〈Y (t), Y (t)〉, ou seja,

〈Y (t), Y (t)〉+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.

Lembrando que Y (t) = (η(t), η′(t)), então

〈(η(t), η′(t)), (η(t), η′(t))〉+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.∫
Ω

∣∣η2 + (η′)2
∣∣ dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1. (3.50)

Notemos que por (3.12), segue que

un =
n∑
j=1

ηnj(t)ωj(x),
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então

|un|2 = 〈un, un〉.

|un|2 =

〈
n∑
j=1

ηnj(t)ωj(x),
n∑
j=1

ηnj(t)ωj(x)

〉
.

|un|2 =
n∑
j=1

η2
nj(t)ω

2
j (x). (3.51)

Usando o fato de que ωj, 1 ≤ j ≤ n é uma base Hilbertiana, então a equação (3.51)

torna-se

|un|2 =
n∑
j=1

η2
nj(t).

|un|2 = η2. (3.52)

Analogamente, usando (3.12), segue que

∂un
∂t

=
n∑
j=1

η′nj(t)ωj(x),

então ∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 =

n∑
j=1

(
η′nj(t)

)2
.

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 = (η′)

2
. (3.53)

Substituindo as equações (3.52) e (3.53) em (3.50) obtém-se∫
Ω

|un|2 +

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.

∫
Ω

|un|2dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.

Usando a desigualdade de Poincaré (2.10), temos

c11

∫
Ω

|∇un|2dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.

Logo, ∫
Ω

|∇un|2dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x) dx ≤ C1.
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Portanto, demonstramos que a estimativa (3.48) é válida.

Por outro lado, na inequação (3.37), temos

1

2

d

dt
|Y |2+

d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ |Y |2+
1

2

∫
Ω

|gn|2 dx+c4.

Como |Y |2 e
∫

Ω

|gn|2 dx são limitados, então

d

dt

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ c12.

Integrando de 0 até T ,∫ T

0

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt+ c1

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt ≤ c13.

Usando o fato de que QT = Ω× (0, T ), segue que∫
QT

|∆un|p(x)

p(x)
dxdt+

∫
QT

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt+ c1

∫
QT

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt ≤ c13.

De (3.45) obtém-se∫
QT

|∆un|p(x) dxdt+

∫
QT

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt+ c1

∫
QT

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt ≤ c13.

Por hipótese c1 ≥ 0,∫
QT

|∆un|p(x) dxdt+

∫
QT

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt+

∫
QT

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt ≤ C2.

Portanto demonstramos que a estimativa (3.49) é válida.

Por outro lado, para cada t ∈ [0, T ] temos

un(x, t)− un(x, 0) =

∫ t

0

∂un(x, s)

∂s
ds. (3.54)

Aplicando o operador gradiente na equação (3.54), segue que

∇ (un(x, t)− un(x, 0)) = ∇
(∫ t

0

∂un(x, s)

∂s
ds

)
.

∇un(x, t)−∇un(x, 0) =

∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds.
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∇un(x, t) =

∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds+∇un(x, 0).

Assim,

|∇un(x, t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds+∇un(x, 0)

∣∣∣∣ .
|∇un(x, t)|2 =

∣∣∣∣∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds+∇un(x, 0)

∣∣∣∣2 . (3.55)

Lembrando que |a+ b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2.

Se tomarmos a =

∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds e b = ∇un(x, 0), então a equação (3.55), assume

a seguinte forma

|∇un(x, t)|2 = 2

∣∣∣∣∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds

∣∣∣∣2 + 2 |∇un(x, 0)|2 . (3.56)

Sabemos que t ≤ T , então∣∣∣∣∫ t

0

∇∂un(x, s)

∂s
ds

∣∣∣∣2 ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∇∂un(x, t)

∂t
1dt

∣∣∣∣2 .
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.3), segue que∣∣∣∣∫ T

0

∇∂un(x, t)

∂t
1dt

∣∣∣∣2 ≤ ∫ t

0

∣∣∣∣∇∂un(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 dt∫ T

0

|1|2dt,

ou seja, ∣∣∣∣∫ T

0

∇∂un(x, t)

∂t
1dt

∣∣∣∣2 ≤ T

∫ t

0

∣∣∣∣∇∂un(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 dt. (3.57)

Substituindo a inequação (3.57) em (3.56), obtemos

|∇un(x, t)|2 = 2T

∫ t

0

∣∣∣∣∇∂un(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 dt+ 2 |∇un(x, 0)|2 .

Integrando sobre Ω, concluímos que∫
Ω

|∇un(x, t)|2 dx = 2T

∫
Ω

∫ t

0

∣∣∣∣∇∂un(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 dtdx+ 2

∫
Ω

|∇un(x, 0)|2 dx ≤ C3.

Lema 3.1.3 A seguinte estimativa é uniforme em relação à n,

‖|∆un|p(x)−2 ∆un‖Lp′(x)(QT ) +

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(QT )

≤ C4. (3.58)
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Demonstração: Pelo lema (3.1.2), obtemos∫
QT

∣∣|∆un|p(x)−2∇un
∣∣p′(x) ≤

∫
QT

|∇un|p(x) ≤ c14.

Então,

∥∥|∆un|p(x)−2∇un
∥∥
Lp
′(x)(QT )

≤ max


(∫

Ω

|∆un|p(x)dx

) p−−1

p−

,

(∫
Ω

|∆un|p(x)dx

) p+−1

p+

 ,

ou seja, ∥∥|∆un|p(x)−2∇un
∥∥
Lp
′(x)(QT )

≤ c15. (3.59)

Usando (H.2), segue que∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(QT )

≤ c16. (3.60)

Das inequações (3.59) e (3.60) concluímos que

‖|∆un|p(x)−2 ∆un‖Lp′(x)(QT ) +

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(QT )

≤ C4.

Portanto, demonstramos que a estimativa (3.58) é válida.

O teorema (3.1.1) garante a existência de soluções globais fracas para o referido pro-

blema (3.1).

Teorema 3.1.1 (Existência de soluções globais) Sob as hipóteses (H.1), (H.2) e

(H.3), o problema (3.1) possui solução fraca.

Demonstração: De fato, utilizando os lemas (3.1.2) e (3.1.3) existe uma subsequência
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de {un} (ainda denotada por {un}) e u tais que

∂un
∂t

∗
⇀

∂u

∂t
em L∞(0, T ;L2(Ω)),

un
∗
⇀ u em L∞(0, T ;W

2,p(x)
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;W 1,2

0 (Ω)),

∂un
∂t

⇀
∂u

∂t
em Lq(x)(QT ) ∩ L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)),

|∆un|p(x)−2∆un ⇀ ξ em Lp
′(x)(QT ),

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
⇀ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
em Lq

′(x)(QT ).

Nosso próximo objetivo é demonstrar que existe uma subsequência de {un} (ainda

denotada por {un}), tal que
∂un
∂t
−→ ∂u

∂t
em L2(Ω)

e

un −→ u em Lq(x)(QT ).

Notemos que por (3.12), segue que

∂un
∂t

=
n∑
j=1

η′njωj.

Compondo com ωj e aplicando o produto interno, temos〈
∂un
∂t

,

n∑
j=1

ωj

〉
=

〈
n∑
j=1

η′njωj,

n∑
j=1

ωj

〉
.

∫
Ω

∂un
∂t

n∑
j=1

ωjdx =

∫
Ω

n∑
j=1

η′njω
2
jdx.

Usando o fato de que (ωj)
n
j=1 é uma base Hilbertiana, então∫
Ω

∂un
∂t

n∑
j=1

ωjdx =

∫
Ω

n∑
j=1

η′njdx.

Daí, ∫
Ω

∂un
∂t

ωjdx = η′nj. (3.61)
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Consequentemente ∫
Ω

∂2un
∂t2

ωjdx = η′′nj. (3.62)

Através do lema (3.1.2), segue que η′nj(t) é uniformemente limitada em [0, T ]. Consi-

deremos 0 ≤ t1 < t2 ≤ T e integrando (3.17) em relação à t de t1 até t2, tem-se∫ t2

t1

η′′(t)dt+

∫ t2

t1

Pn (t, η(t), η′(t)) dt =

∫ t2

t1

Gn(t)dt.

∫ t2

t1

∫
Ω

∂2un
∂t2

ωjdxdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆ωjdxdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇ωjdxdt

+

∫ t2

t1

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
ωjdxdt =

∫ t2

t1

∫
Ω

gnωjdxdt.

∫
Ω

∂un(x, t2)

∂t
ωjdx−

∫
Ω

∂un(x, t1)

∂t
ωjdx+

∫ t2

t1

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆ωjdxdt

+

∫ t2

t1

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇ωjdxdt+

∫ t2

t1

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
ωjdxdt =

∫ t2

t1

∫
Ω

gnωjdxdt.

Por simpli�cação, de�namos Qt2
t1 = Ω× [t1, t2], assim temos∫

Ω

∂un(x, t2)

∂t
ωjdx−

∫
Ω

∂un(x, t1)

∂t
ωjdx+

∫
Q
t2
t1

|∆un|p(x)−2∆un∆ωjdxdt

(3.63)

+

∫
Q
t2
t1

∇∂un
∂t
∇ωjdxdt+

∫
Q
t2
t1

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
ωjdxdt =

∫
Q
t2
t1

gnωjdxdt.

Usando a desigualdade de Hölder (2.8), segue que∫
Q
t2
t1

|∆un|p(x)−2∆un∆ωjdxdt ≤ 2
∥∥∆un|p(x)−2∆un

∥∥
Lp
′(x)(Qt2t1)

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)
. (3.64)

Aplicando novamente a desigualdade de Hölder (2.8), temos∫
Q
t2
t1

∇∂un
∂t
∇ωjdxdt ≤ 2

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥
L2(Qt2t1)

‖∇ωj‖L2(Qt2t1)
. (3.65)

Ainda com a desigualdade de Hölder (2.8), obtemos que∫
Q
t2
t1

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
ωjdxdt ≤ 2

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(Qt2t1)

‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)
(3.66)
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e que ∫
Q
t2
t1

gnωjdxdt ≤ 2 ‖gn‖Lq′(x)(Qt2t1)
‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

. (3.67)

Além disso, notemos que por (3.61) temos∫
Ω

∂un(x, t2)

∂t
ωjdx−

∫
Ω

∂un(x, t1)

∂t
ωjdx = η′nj(t2)− η′nj(t1),

que implica em∫
Ω

∂un(x, t2)

∂t
ωjdx−

∫
Ω

∂un(x, t1)

∂t
ωjdx ≤ |η′nj(t2)− η′nj(t1)|. (3.68)

Substituindo (3.64), (3.65), (3.66), (3.67) e (3.68) em (3.63) segue que

|η′nj(t1)− η′nj(t2)| ≤ 2
∥∥∆un|p(x)−2∆un

∥∥
Lp
′(x)(Qt2t1)

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥
L2(Qt2t1)

‖∇ωj‖L2(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(Qt2t1)

‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

−2 ‖gn‖Lq′(x)(Qt2t1)
‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

.

Como ‖gn‖Lq′(x)(Qt2t1)
‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

≥ 0, então

|η′nj(t1)− η′nj(t2)| ≤ 2
∥∥∆un|p(x)−2∆un

∥∥
Lp
′(x)(Qt2t1)

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥
L2(Qt2t1)

‖∇ωj‖L2(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(Qt2t1)

‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)
.
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Usando a desigualdade de Poincaré (2.10), temos

|ηnj(t1)− ηnj(t2)| ≤ 2
∥∥∆un|p(x)−2∆un

∥∥
Lp
′(x)(Qt2t1)

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥
L2(Qt2t1)

‖∇ωj‖L2(Qt2t1)

+2

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(Qt2t1)

‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)
.

Notemos que pelos lemas (3.1.2) e (3.1.3) temos
∥∥∆un|p(x)−2∆un

∥∥
Lp
′(x)(Qt2t1)

é limitado.

Também temos que

∥∥∥∥∇∂un∂t
∥∥∥∥
L2(Qt2t1)

é limitado e que

∥∥∥∥f (x, t, ∂un∂t
)∥∥∥∥

Lq
′(x)(Qt2t1)

é limitado,

ou seja,

|ηnj(t1)− ηnj(t2)| ≤ c17

(
‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)

+ ‖∇ωj‖L2(Qt2t1)
+ ‖ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

)
.

Através dos teoremas (2.9.3), (2.10.4) e (2.10.5), segue que

|ηnj(t1)− ηnj(t2)| ≤ c18

(
‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)

+ ‖∆ωj‖L2(Qt2t1)
+ ‖∆ωj‖Lq(x)(Qt2t1)

)
. (3.69)

Usando (2.7), temos

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)
≤ max


(∫

Q
t2
t1

|∆ωj|p(x) dxdt

) 1
p−

,

(∫
Q
t2
t1

|∆ωj|p(x) dxdt

) 1
p+

 .

= max

{(∫ t2

t1

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dxdt

) 1
p−

,

(∫ t2

t1

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dxdt

) 1
p+

}
.

= max

{(∫ t2

t1

dt

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p−

,

(∫ t2

t1

dt

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p+

}
.

≤ max

{(
|t2 − t1|

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p−

,

(
|t2 − t1|

∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p+

}
.

= max

{
|t2 − t1|

1
p−

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p−

, |t2 − t1|
1
p+

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p+

}
.
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Logo,

‖∆ωj‖Lp(x)(Qt2t1)
≤ max

{
|t2 − t1|

1
p−

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p−

, |t2 − t1|
1
p+

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p+

}
.

(3.70)

Analogamente,

‖∆ωj‖L2(Qt2t1)
≤ max

{
|t2 − t1|

1
2

(∫
Ω

|∆ωj|2 dx
) 1

2

, |t2 − t1|
1
2

(∫
Ω

|∆ωj|2 dx
) 1

2

}
.

Isto é,

‖∆ωj‖L2(Qt2t1)
≤ max

{
|t2 − t1|

1
2

(∫
Ω

|∆ωj|2 dx
) 1

2

}
(3.71)

e

‖∆ωj‖Lq(x)(Qt2t1)
≤ max

{
|t2 − t1|

1
q−

(∫
Ω

|∆ωj|q(x) dx

) 1
q−

, |t2 − t1|
1
q+

(∫
Ω

|∆ωj|q(x) dx

) 1
q+

}
.

(3.72)

Substituindo (3.70), (3.71) e (3.72) em (3.69)

|ηnj(t1)− ηnj(t2)| ≤ c18 max

{
|t2 − t1|

1
p−

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p−

, |t2 − t1|
1
p+

(∫
Ω

|∆ωj|p(x) dx

) 1
p+

}

+ max

{
|t2 − t1|

1
2

(∫
Ω

|∆ωj|2 dx
) 1

2

}

+ max

{
|t2 − t1|

1
q−

(∫
Ω

|∆ωj|q(x) dx

) 1
q−

, |t2 − t1|
1
q+

(∫
Ω

|∆ωj|q(x) dx

) 1
q+

}
.

Assim, a sequência {ηnj(t)}∞n=1 é uniformemente limitada e equicontínua para j �xo

e n ≥ j em [0, T ]. Usando o teorema de Arzela-Ascoli, ou seja o teorema (2.12.2), existe

uma subsequência de {ηnj(t)}, ainda denotada por {ηnj(t)}, tal que {ηnj(t)} converge

uniformemente em [0, T ] para alguma função contínua ηj(t) para cada j = 1, 2, · · · �xados.

De�namos

ū(x, t) =
∞∑
j=1

ηj(t)ωj(x),

então para cada j ∈ N, segue que

lim
n→∞

∫
Ω

∂un
∂t

ωjdx =

∫
Ω

ūωjdx
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uniformemente em [0, T ]. Com a completude de {ωj} obtemos que

∂un
∂t

⇀ ū em L2(Ω)

e uniformemente em [0, T ] quando n −→∞, além disso veri�ca-se que ū =
∂u

∂t
.

Usando o lema (3.1.2) e o teorema (2.4.1) da convergência dominada de Lebesgue,

tem-se

lim
n→∞

∫ T

0

(∫
Ω

(
∂un
∂t
− ∂u

∂t

)
ωjdx

)2

dt = 0.

Através da proposição (2.10.1) existe um número positivo Nε independente de n tal

que∥∥∥∥∂un∂t − ∂u

∂t

∥∥∥∥
L2(QT )

≤ 2
Nε∑
j=1

∫ T

0

(∫
Ω

(
∂un
∂t
− ∂u

∂t

)
ωjdx

)2

dt+2ε2

∫ T

0

∥∥∥∥∂un∂t − ∂u

∂t

∥∥∥∥2

W 1,2
0 (Ω)

dt.

Além disso, pelo lema (3.1.2), obtemos

lim sup
n→∞

∥∥∥∥∂un∂t − ∂u

∂t

∥∥∥∥
L2(QT )

≤ c19ε
2.

A arbitrariedade de ε implica que

∂un
∂t
−→ ∂u

∂t
em L2 (QT ) .

Consequentemente, existe uma subsequência de {un}, ainda denotada por {un}, tal
que

∂un
∂t
−→ ∂u

∂t
q.s. em QT .

Pela continuidade de f , nós temos

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
−→ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
q.s. em QT .

Agora, nosso objetivo é demonstrar que un −→ u em Lq(x) (QT ). Sabemos que

un ∈ W 1,2 (QT ) e do teorema (2.10.4) podemos obter uma subsequência de {un}, ainda
denotada por {un}, tal que

un −→ u em L2 (QT ) e q.s. em QT .
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Usando (H.1) segue que p(x) ≤ N

2
. Com o lema (3.1.2) e o teorema (2.10.4) obtemos∫

Ω

|un|
Np(x)
N−2p(x) dx ≤ c20, ∀ t ∈ [0, T ].

Isso implica em ∫ T

0

∫
Ω

|un|
Np(x)
N−2p(x) dxdt ≤ c21.

Para qualquer subconjunto mensurável V ∈ QT , usando a desigualdade de Hölder

(2.8) e q(x) < p∗ = Np(x)
N−2p(x)

, temos∫
V

|un|q(x)dxdt ≤ 2 ‖|un|‖
L
p∗(x)
q(x) (QT )

‖1‖
L

p∗(x)
p∗(x)−q(x) (V )

≤ ‖1‖
L

p∗(x)
p∗(x)−q(x) (V )

.

Portanto, a sequência
{
|un|q(x)

}∞
n=1

é equi-integrável em L1(QT ). O teorema da con-

vergência de Vitali, ou seja, o teorema (2.12.3) implica que

lim
n→∞

∫
QT

|un − u|q(x)dxdt = 0.

Logo,

un −→ u em Lq(x) (QT ) .

Nosso próximo objetivo é demonstrar que ξ = |∆u|p(x)−2∆u. Sabemos que para todo

ϕ ∈ C1 (0, T ;C∞0 (Ω)) podemos escolher uma sequência ϕk ∈ C1 (0, T ;Vk) tal que ϕk −→ ϕ

em C1,2(QT ), onde para qualquer u ∈ C1,2(QT ) sua norma é dada por

‖u‖ = sup
|α|≤2, (x,t) ∈ QT

{
|Dαu|,

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣} .
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Para todo τ ∈ [0, T ], temos

lim
k→∞

lim
n→∞

∫
Qτ

∂2un
∂t2

ϕkdxdt = lim
k→∞

lim
n→∞

(∫
Ω

∂un(x, τ)

∂t
ϕk(x, τ)dx−

∫
Ω

∂un(x, 0)

∂t
ϕk(x, 0)dx

)
− lim

k→∞
lim
n→∞

∫
Qτ

∂un
∂t

∂ϕk
∂t

dxdt.

= lim
k→∞

(∫
Ω

ū(x, τ)ϕk(x, τ)dx−
∫

Ω

u1ϕk(x, 0)dx−
∫
Qτ

∂un
∂t

∂ϕk
∂t

dxdt

)
.

=

∫
Ω

ū(x, τ)ϕ(x, τ)dx−
∫

Ω

u1ϕ(x, 0)dx−
∫
Qτ

∂un
∂t

∂ϕ

∂t
dxdt.

= lim
n→∞

∫
Qτ

∂2un
∂t2

ϕdxdt.

Onde Qτ = Ω× (0, τ). Por (3.13), segue que∫
Qτ

∂2un
∂t2

ϕkdxdt+

∫
Qτ

|∆un|p(x)−2∆un∆ϕk +∇∂un
∂t
∇ϕk + f

(
x, t,

∂un
∂t

)
ϕkdxdt =

∫
Qτ

gnϕkdxdt.

Isso implica que

lim
n→∞

∫
Qτ

∂2un
∂t2

ϕdxdt =

∫
Qτ

gϕ− ξ∆ϕ−∇∂u
∂t
∇ϕ+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
ϕdxdt. (3.73)

Além disso, para qualquer ψ(x) ∈ C∞0 (Ω), temos∫
Ω

(ū(x, τ)− u1)ϕdx = lim
n→∞

∫
Ω

(
∂un(x, τ)

∂t
− ∂un(x, 0)

∂t

)
ψ(x)dx.

= lim
n→∞

∫ τ

0

∫
Ω

∂2un
∂t2

ψ(x)dxdt.

=

∫
Qτ

gϕ− ξ∆ϕ−∇∂u
∂t
∇ϕ+ f

(
x, t,

∂u

∂t

)
ϕdxdt −→ 0

quando τ −→ 0. Consequentemente, ū(x, t) é fracamente contínua em L2(Ω), ou seja,

ū(x, t) ∈ Cw(0, T ;L2(Ω)).

Para todo η ∈ C1([0, T ]) com η(T ) = 0 e η(0) = 1, tem-se∫
QT

∂un
∂t

η(t)ωidxdt = −
∫

Ω

un(x, 0)η(0)ωidx−
∫
QT

un(x, t)η′(t)ωidxdt.
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Se n −→∞, então∫
Ω

(u(x, 0)− u0)ωidx = 0, com i = 1, 2, · · · .

Pela completude de {ωi} em L2(Ω), concluí-se que u(x, 0) = u0.

Devido a ∇un
∗
⇀ ∇u em L∞(0, T ;L2(Ω)) e

∂un
∂t

⇀
∂u

∂t
em L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)), então

assim como feito em [50] podemos assumir que u ∈ C(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) e que existe uma

subsequência de {un}, ainda denotada por {un}, tal que ∇un(x, T ) ⇀ ∇u(x, T ) em

(L2(Ω))
N . Então, ∫

Ω

|∇u(x, T )|2dx ≤ lim
n→∞

inf

∫
Ω

|∇un(x, T )|2dx. (3.74)

Sem perda de generalidade, tomemos ϕ = uk na equação (3.73) e se k −→∞, então∫
Ω

ū(x, T )u(x, T )dx−
∫

Ω

u1u0dx−
∫
QT

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 dxdt+

∫
QT

ξ∆u+∇∂u
∂t
∇udxdt

+

∫
QT

f

(
x, t,

∂u

∂t

)
udxdt =

∫
QT

gudxdt.

(3.75)

Multiplicando (3.17) por ηnj, somando j de 1 até n, e integrando em t sobre o intervalo

[0, T ], obtemos∫ T

0

∫
Ω

∂2un
∂t2

undxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|∆un|p(x) +∇∂un
∂t
∇un + f

(
x, t,

∂un
∂t

)
undxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

gn(x, t)undxdt.

(3.76)
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Portanto,

0 ≤
∫ T

0

∫
Ω

(
|∆un|p(x)−2∆un − |∆u|p(x)−2∆u

)
(∆un −∆u) dxdt.

=

∫ T

0

∫
Ω

gnun − f
(
x, t,

∂un
∂t

)
un −∇

∂un
∂t
∇undxdt−

∫
Ω

∂un(x, T )

∂t
un(x, T )dx

+

∫
Ω

∂un(x, 0)

∂t
un(x, 0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆u+ |∆u|p(x)−2∆u (∆un −∆u) dxdt.

Pela equação (3.75), temos

lim
n→∞

sup

∫ T

0

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆u+ |∆u|p(x)−2∆u (∆un −∆u) dxdt

≤
∫ T

0

∫
Ω

gu− f
(
x, t,

∂u

∂t

)
u− ξ∆udxdt− 1

2

∫
Ω

|∇u(x, T )|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇u(x, 0)|2dx

−
∫

Ω

ū(x, T )u(x, T )dx+

∫
Ω

u1u0dx+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 dxdt.

= 0.

Assim, segue-se que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω

(
|∆un|p(x)−2∆un − |∆u|p(x)−2∆u

)
(∆un −∆u) dxdt = 0.

De�namos

Q1 = {(x, t) ∈ QT ; p(x) ≥ 2}

e

Q2 = {(x, t) ∈ QT ; 1 < p(x) < 2}

então quando n −→∞,∫
Q1

|∆un−∆u|p(x)dxdt ≤ c22

∫
Q1

(
|∆un|p(x)−2∆un − |∆u|p(x)−2∆u

)
(∆un −∆u) dxdt −→ 0.



3.1 Existência de solução fraca 75

Além disso,∫
Q2

|∆un −∆u|p(x)dxdt ≤ c23

∥∥∥∥[(|∆un|p(x)−2∆un − |∆u|p(x)−2∆u
)

(∆un −∆u)
] p(x)

2

∥∥∥∥
L

2
p(x) (Q2)

·∥∥∥∥(|∆un|p(x) + |∆u|p(x)
) 2−p(x)

2

∥∥∥∥
L

2
2−p(x) (Q2)

−→ 0.

Consequentemente, nós obtemos ∆un −→ ∆u em Lp(x)(QT ). Então, existe uma

subsequência de {un}, ainda denotada por {un}, tal que ∆un −→ ∆u quase sempre em

QT . Além disso,

|∆un|p(x)−2∆un −→ |∆u|p(x)−2∆u q.s. para (x, t) ∈ QT .

Usando o teorema (2.10.6), concluímos que ξ = |∆u|p(x)−2∆u.

Portanto, demonstramos o teorema da existência de soluções globais.

Substituimos as condições de crescimento da função f em (H.2) por novas limitações

dadas por:

(H.4) f (x, t, s) ∈ C (Ω× [0,∞)× R) e existem constantes positivas c24 e c25 tais que{
f (x, t, s) s ≥ c24 |s|q(x) ,

|f (x, t, s)| ≤ c25 |s|q(x)−1 ,
(3.77)

para todo (x, t, s) ∈ Ω× [0,∞)× R, onde q : Ω −→ (1,∞) é log-Hölder contínua satisfa-

zendo

1 < q− = inf
Ω
q(x) ≤ q(x) <

Np(x)

N − 2p(x)
, ∀ x ∈ Ω.

Corolário 2 Sejam as hipóteses (H.1), (H.3) e (H.4) e supondo que g(x, t) ≡ 0. Então

para cada u0 ∈ W 2,p(x) (Ω) ∩W 1,2
0 (Ω), existe u(x, t) : Ω × (0,∞) −→ R tal que ∀ T > 0

tem-se

u ∈ L∞
(

0, T ;W
2,p(x)
0 (Ω)

)
∩ L∞

(
0, T ;W 1,2

0 (Ω)
)
, (3.78)

∂u

∂t
∈ L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;W 1,2

0 (Ω)
)
∩ Lq(x) (QT ) (3.79)

e

−
∫

Ω

∂u(x, 0)

∂t
ϕ(x, 0)dx−

∫
QT

∂u

∂t

∂ϕ

∂t
dxdt+

∫
QT

|∆u|p(x)−2 ∆u∆ϕdxdt

+

∫
QT

∇∂u
∂t
∇ϕdxdt+

∫
QT

f

(
x, t,

∂u

∂t

)
ϕdxdt = 0,

(3.80)
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para todo ϕ ∈ C1 (0, T ;C∞0 (Ω)) com ϕ(x, T ) = 0.

Demonstração: Usando a equação do problema aproximado (3.13), temos∫
Ω

∂2un
∂t2

∂un
∂t

dx+

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆
∂un
∂t

+∇∂un
∂t
∇∂un
∂t

+ f

(
x, t,

∂un
∂t

)
∂un
∂t

dx = 0.

∫
Ω

∂2un
∂t2

∂un
∂t

dx+

∫
Ω

|∆un|p(x)−2∆un∆
∂un
∂t

+

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 +f

(
x, t,

∂un
∂t

)
∂un
∂t

dx = 0. (3.81)

Integrando a equação (3.81) com respeito à t de 0 até τ onde τ ∈ (0, T ], usando (H.4)

e o fato de que un(x, 0) −→ u0 em W 2,p(x)(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) segue que

1

2

∫
Ω

∣∣∣∣∂un(x, τ)

∂t

∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un(x, τ)|p(x)

p(x)
dx+

∫ τ

0

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt

≤ 1

2

∫
Ω

∣∣∣∣∂un(x, 0)

∂t

∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un(x, 0)|p(x)

p(x)
dx ≤ c26.

(3.82)

Onde c26 é uma constante independente de n e τ . Sendo assim, podemos prolongar

as soluções para o intervalo [0,∞) e, em seguida, usando os mesmos procedimentos do

teorema (3.1.1) demonstramos o referido corolário.

3.2 Comportamento assintótico

Nesta seção, com o auxílio do lema de Nakao, determinamos o comportamento assin-

tótico das soluções fracas obtidas pelo corolário (2).

Teorema 3.2.1 Seja p− > max

{
1,

2N

N + 2

}
. Então existem constantes C > 0 e γ > 0

tais que as soluções fracas obtidas pelo corolário (2) satisfazem:

Se q− ≥ 2, então

∫
Ω

∣∣∣∣∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 + |∆u(x, t)|p(x) dx ≤

 Ce−γt, ∀ t ≥ 0, se p+ = 2,

C(t+ 1)
− p+

p+−2 , ∀ t ≥ 0, se p+ > 2.
(3.83)

Se 1 < q− < 2, então

∫
Ω

∣∣∣∣∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣2 + |∆u(x, t)|p(x) dx ≤

 C(t+ 1)
−
p+(q−−1)
p+−q− , ∀ t ≥ 0, se p+ < q−,

Ce−γt, ∀ t ≥ 0, se p+ ≥ q−.
(3.84)
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Demonstração: De�namos

In(t) =
1

2

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+

∫
Ω

|∆un|p(x)

p(x)
dx.

A de�nição de In(t) e a desigualdade (3.82) implicam que In(t) é não negativo e

uniformemente limitado. Assim, existe M > 0 independente de n tal que In(t) ≤M para

todo t ≥ 0. Sem perda de generalidade, se �xarmos t, então de (3.81) e (H.4) temos

d

dt
In(t) +

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un∂t
∣∣∣∣2 dx+ c24

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx ≤ 0. (3.85)

Isso implica que In(t) é uma função não crescente. Denotando por

J2
n(t) = In(t)− In(t+ 1)

e integrando (3.85) sobre (t, t+ 1), segue que

J2
n(t) ≥

∫ t+1

t

∫
Ω

∣∣∣∣∇∂un(x, s)

∂s

∣∣∣∣2 + c24

∣∣∣∣∂un(x, s)

∂s

∣∣∣∣q(x)

dxds.

J2
n(t) ≥ c26

∫ t+1

t

∫
Ω

∣∣∣∣∂un(x, s)

∂s

∣∣∣∣2 dxds. (3.86)

Onde c26 > 0 é a contante de imersão de W 1,2
0 (Ω) ↪→ L2(Ω). Usando o teorema do

valor médio e (3.86), existem t1 ∈
[
t, t+

1

3

]
e t2 ∈

[
t+

2

3
, t+ 1

]
tais que

∫
Ω

∣∣∣∣∂un(x, ti)

∂t

∣∣∣∣2 dx ≤ 1

c26

J2
n(t), i = 1, 2.

Por (3.13), temos∫
Ω

|∆un|p(x)dx = −
∫

Ω

∂2un
∂t2

un +∇∂un
∂t
∇un + f

(
x, t,

∂un
∂t

)
undx. (3.87)

Integrando a equação (3.87) de t1 até t2, segue∫ t2

t1

∫
Ω

|∆un|p(x)dxdt = −
∫

Ω

∂un(x, t2)

∂t
un(x, t2)dx+

∫
Ω

∂un(x, t1)

∂t
un(x, t1)dx

+

∫ t2

t1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣2 dxdt− ∫ t2

t1

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇undxdt−

∫ t2

t1

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
undxdt.

(3.88)

A desigualdade de Hölder (2.8), o teorema (2.10.4) de imersão de Sobolev e o fato de
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In(t) ser não crescente implicam em∣∣∣∣∫
Ω

∂un(x, ti)

∂t
un(x, ti)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖un(x, ti)‖L2(Ω)

∥∥∥∥∂un(x, ti)

∂t

∥∥∥∥
L2(Ω)

, i = 1, 2.

≤ c27 ‖∆un(x, ti)‖Lp(x)(Ω) Jn(t).

≤ c28

(∫
Ω

|∆un(x, ti)|p(x)

p(x)
dx

) 1
p+

Jn(t).

≤ c28 (In(t))
1
p+ Jn(t). (3.89)

Onde a terceira desigualdade em (3.89) é obtida por

‖∆un(x, ti)‖Lp(x)(Ω) ≤
(
p+
) 1
p− max


(∫

Ω

|∆un(x, ti)|p(x)

p(x)
dx

) 1
p−

,

(∫
Ω

|∆un(x, ti)|p(x)

p(x)
dx

) 1
p+

 .

≤
(
p+
) 1
p− max

{
M,M

1
p−−

1
p+

}(∫
Ω

|∆un(x, ti)|p(x)

p(x)
dx

) 1
p+

, i = 1, 2.

Analogamente, usando o fato de que ∇un ∈ (L2(Ω))
N , p− >

2N

N + 2
e o teorema

(2.10.5), então∣∣∣∣∫ t2

t1

∫
Ω

∇∂un
∂t
∇undxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

∥∥∥∥∇∂un(x, s)

∂s

∥∥∥∥
L2(Ω)

sup
t≤s≤t+1

‖∇un(x, s)‖L2(Ω) ds.

≤ c29 (In(t))
1
p+ Jn(t). (3.90)

Usando (H.4), a desigualdade de Hölder (2.8), a desigualdade (3.86) e as limitações

de In e Jn obtemos
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∣∣∣∣∫ t2

t1

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
undxdt

∣∣∣∣
≤ 2c25

∫ t2

t1

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∂un∂t

∣∣∣∣q(x)−1
∥∥∥∥∥
L

q(x)
q(x)−1 (Ω)

‖un‖Lq(x)(Ω) dt.

≤ c30

∫ t2

t1

max


(∫

Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx

) q−−1

q−

,

(∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dx

) q+−1

q+

 dt (In(t))
1
p+ .

≤ c30

(∫ t2

t1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt

) q−−1

q−

+

(∫ t2

t1

∫
Ω

∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣q(x)

dxdt

) q+−1

q+

 (In(t))
1
p+ .

Logo, ∣∣∣∣∫ t2

t1

∫
Ω

f

(
x, t,

∂un
∂t

)
undxdt

∣∣∣∣ ≤ c31 (Jn(t))
2(q−−1)

q− (In(t))
1
p+ . (3.91)

De (3.88), (3.89), (3.90) e (3.91) segue que∫ t2

t1

∫
Ω

|∆un|p(x)dxdt ≤ 1

c26

J2
n(t) + (2c28 + c29)Jn(t) (In(t))

1
p+ + c31 (Jn(t))

2(q−−1)

q− (In(t))
1
p+ .

Então,∫ t2

t1

In(t)dt ≤ c32J
2
n(t) + c33

[
Jn(t) (In(t))

1
p+ + (Jn(t))

2(q−−1)

q− (In(t))
1
p+

]
.

De In(t+ 1) ≤ 3
∫ t2
t1
In(t)dt, In(t+ 1) = In(t)−J2

n(t) e a desigualdade de Young (2.1),

obtemos

In(t) ≤ c34J
2
n(t) + c35

[
(Jn(t))

2p+(q−−1)

q−(p+−1) + (Jn(t))
p+

p+−1

]
. (3.92)

Se q+ ≥ 2, então
2p+(q− − 1)

q−(p+ − 1)
≥ p+

p+ − 1
.

Pela limitação de Jn(t) e por (3.92) segue que

In(t) ≤ c34J
2
n(t) + c36 (Jn(t))

p+

p+−1 .
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Além disso, se p+ = 2, então

In(t) ≤ c37J
2
n(t).

Como In(t) é não crescente, pelo lema de Nakao (2.12.3), existem duas constantes

C > 0 e γ > 0 tais que

In(t) ≤ Ce−γt, ∀ t > 0.

Se n −→∞, então ∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + |∆u|p(x) dx ≤ Ce−γt, ∀ t > 0.

Se p+ > 2, então

In(t) ≤ c38(Jn(t))
p+

p+−1 .

Pelo lema de Nakao (2.12.3), existe uma constante C > 0 tal que

In(t) ≤ C(t+ 1)
− p+

p+−2 .

Se n −→∞, então∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + |∆u|p(x) dx ≤ C(t+ 1)

− p+

p+−2 , ∀ t > 0.

Se 1 < q− < 2, então
2p+(q− − 1)

q−(p+ − 1)
<

p+

p+ − 1
.

Pela limitação de Jn(t) e por (3.92) segue que

In(t) ≤ c34J
2
n(t) + c39 (Jn(t))

2p+(q−−1)

q−(p+−1) .

Se q− ≥ p+, então

In(t) ≤ c40J
2
n(t).

Novamente, pelo lema de Nakao (2.12.3), segue que existem duas constantes C > 0 e

γ > 0 tais que

In(t) ≤ Ce−γt, ∀ t > 0.
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Se n −→∞, então ∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + |∆u|p(x) dx ≤ Ce−γt, ∀ t > 0.

Se q− < p+, então

In(t) ≤ c40 (Jn(t))
2p+(q−−1)

q−(p+−1) .

Usando o lema de Nakao (2.12.3), temos

In(t) ≤ C(t+ 1)
− p

+(q−−1)

p+−q− , ∀ t > 0.

Se n −→∞, então∫
Ω

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣2 + |∆u|p(x) dx ≤ C(t+ 1)

− p
+(q−−1)

p+−q− , ∀ t > 0.



Capítulo 4

Análise numérica

Devido ao fato de não existir resultados na literatura referentes à análise numérica e as

simulações computacionais para problemas hiperbólicos com expoente variável, estudamos

um caso particular do problema (3.1) supondo p(x) = 2, f ≡ 0 e g ≡ 0. Note que, se

p(x) = 2, então o termo envolvendo expoente variável no aludido problema (3.1) passa a

ser

∆
(
|∆u|p(x)−2∆u

)
= ∆

(
|∆u|2−2∆u

)
= ∆ (∆u) = ∆2u.

Essas suposições simpli�cam análise numérica e a implementação computacional, pois

o referido problema (3.1) assume a seguinte forma
∂2u

∂t2
+ ∆2u−∆

∂u

∂t
= 0, em QT ,

u = 0, ∆u = 0, em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), em Ω.

(4.1)

Onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, 0 < T < ∞, com

QT = Ω× (0, T ) e ∂QT = ∂Ω× (0, T ).

Aplicamos o método de elementos �nitos na parte espacial e o método das diferenças

�nitas na parte temporal do problema (4.1) quando o analisamos numericamente.

Por simpli�cação, suponhamos que

∂u

∂t
= v. (4.2)

Essa mudança de variável, transforma nossa equação diferencial parcial de segunda

ordem em relação ao tempo (4.1) para o seguinte sistema equivalente de equações dife-
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renciais de primeira ordem em relação ao tempo

∂v

∂t
+ ∆2u−∆v = 0 em QT ,

∂u

∂t
− v = 0 em QT ,

u = 0, ∆u = 0 em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) em Ω.

(4.3)

Transformamos o problema (4.3) em um problema variacional supondo que ϕ1 e ϕ2

sejam duas funções testes. Multiplicando a primeira equação por ϕ1 e a segunda equação

por ϕ2 e integrando ambas sobre Ω segue que∫
Ω

(
∂v

∂t
+ ∆2u−∆v

)
ϕ1dx =

∫
Ω

0ϕ1dx.

∫
Ω

(
∂u

∂t
− v
)
ϕ2dx =

∫
Ω

0ϕ2dx.

Ou seja, ∫
Ω

(
∂v

∂t

)
ϕ1dx+

∫
Ω

(
∆2u

)
ϕ1dx−

∫
Ω

(∆v)ϕ1dx = 0

∫
Ω

ϕ1dx.

∫
Ω

(
∂u

∂t

)
ϕ2dx−

∫
Ω

vϕ2dx = 0

∫
Ω

ϕ2dx.

Isso implica que∫
Ω

(
∂v

∂t

)
ϕ1dx+

∫
Ω

(
∆2u

)
ϕ1dx−

∫
Ω

(∆v)ϕ1dx = 0. (4.4)

∫
Ω

(
∂u

∂t

)
ϕ2dx−

∫
Ω

vϕ2dx = 0. (4.5)

Notemos que, utilizando a fórmula de Green no segundo termo de (4.4), segue que∫
Ω

(
∆2u

)
ϕ1dx =

∫
Ω

∆u∆ϕ1dx+

∫
∂Ω

∂ (∆u)

∂n̂
ϕ1dx−

∫
∂Ω

(
∂ϕ1

∂n̂

)
(∆u) dx. (4.6)

Onde n̂ representa o vetor unitário normal externo à Ω. Por hipótese, a função teste

ϕ1 é nula na fronteira ∂Ω, então a equação (4.6) assume a seguinte forma∫
Ω

(
∆2u

)
ϕ1dx =

∫
Ω

∆u∆ϕ1dx. (4.7)
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Analogamente, aplicando a fórmula de Green no terceiro termo de (4.4) obtemos

−
∫

Ω

(∆v)ϕ1dx =

∫
Ω

∇v∇ϕ1dx−
∫
∂Ω

(
∂v

∂n̂

)
ϕ1dx. (4.8)

Utilizando novamente o fato de que as condições de contorno da função teste ϕ1 são

nulas na fronteira ∂Ω, então a equação (4.8) passa a ser

−
∫

Ω

(∆v)ϕ1dx =

∫
Ω

∇v∇ϕ1dx. (4.9)

Substituindo as equações (4.7) e (4.9) em (4.4), obtemos que∫
Ω

(
∂v

∂t

)
ϕ1dx+

∫
Ω

∆u∆ϕ1dx+

∫
Ω

∇v∇ϕ1dx = 0. (4.10)

As referidas equações (4.5) e (4.10) resultam em nosso problema variacional associado

ao sistema (4.3) que consiste em determinar u e v tais que, para quaisquer funções testes

ϕ1 e ϕ2 temos

∫
Ω

(
∂v

∂t

)
ϕ1dx+

∫
Ω

∆u∆ϕ1dx+

∫
Ω

∇v∇ϕ1dx = 0 em QT ,∫
Ω

(
∂u

∂t

)
ϕ2dx−

∫
Ω

vϕ2dx = 0 em QT ,

u = 0, ∆u = 0 em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) em Ω.

(4.11)

Podemos aproximar as derivadas temporais como sendo

∂u

∂t
≈ uk − uk−1

δt
(4.12)

e
∂v

∂t
≈ vk − vk−1

δt
. (4.13)

Onde de�nimos δt = tk − tk−1. Além disso, uk e vk indicam a solução no tempo tk e,

analogamente, uk−1 e vk−1 indicam a solução no tempo tk−1. Substituindo as aproximações

temporais dadas por (4.12) e (4.13) no problema variacional (4.11), obtemos o seguinte
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problema numérico

∫
Ω

(
vk − vk−1

δt

)
ϕ1dx+

∫
Ω

∆uk∆ϕ1dx+

∫
Ω

∇vk∇ϕ1dx = 0 em QT ,∫
Ω

(
uk − uk−1

δt

)
ϕ2dx−

∫
Ω

vkϕ2dx = 0 em QT ,

u = 0, ∆u = 0, em ∂QT ,

u (x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) em Ω.

(4.14)

4.1 Simulações computacionais

Nesta seção exibimos as simulações computacionais resultantes do código implemen-

tado na linguagem de computação Python com o software FEniCS. A escolha de pro-

gramar usando essa linguagem e o software é justi�cada devido ao fato do FEniCS ser

baseado no método de elementos �nitos. Para mais detalhes sobre o FEniCS indicamos

as referências [49, 52].

As simulações computacionais foram executadas em um notebook Acer, modelo Aspire

A515-52, Windows 10, 64 bits, memória RAM 8 GB e processador Intel Core i5-8265U.

Foi necessário ativar o subsistema Windows para Linux e instalar o Ubuntu 20.04 LTS.

Suponhamos que o domínio computacional seja Ω ∈ R2 tal que Ω = [0, 1] × [0, 1].

Subdividimos o domínio em uma malha particionada N×N onde N é um número natural.

Essa malha é formada por células que são triângulos retângulos, ou seja, utilizamos uma

malha triangular.

Para exempli�car, suponhamos que N = 5, ou seja, nossa malha computacional foi

particionada em 5× 5 conforme a �gura (4.1).

Notemos que o comprimento de cada intervalo ao longo do eixo x é dado por

δx =
1

N
. (4.15)

Analogamente, comprimento de cada intervalo ao longo do eixo y é dado por

δy =
1

N
. (4.16)

Suponhamos que T represente o tempo �nal, então cada intervalo de tempo é de�nido

como sendo

δt =
T

N
. (4.17)
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Figura 4.1: Malha computacional particionada em 5× 5.

Destacamos que, devido ao fato de estarmos utilizando o método de Euler explícito,

então a condição de convergência de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) deve ser obrigatóri-

amente satisfeita, isto é,
δt

δx
+
δt

δy
≤ 1. (4.18)

As equações (4.15) e (4.16) implicam que δx = δy, então a condição de convergência

(4.18) passa a ser
δt

δx
+
δt

δx
≤ 1,

ou seja,
2δt

δx
≤ 1. (4.19)

Substituindo as equações (4.15) e (4.17) em (4.19), segue que

2

T

N
1

N

≤ 1. (4.20)

Logo,

2
T

N

N

1
≤ 1. (4.21)

Portanto, concluímos que a condição de convergência de Courant-Friedrichs-Lewy

(CFL) para nosso problema é dada por

2T ≤ 1. (4.22)
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O algoritmo (1) apresenta o pseudocódigo com as principais etapas do código im-

plementado na linguagem de computação Python com o software FEniCS. O algoritmo

procede da seguinte maneira:

1. Inicialmente, são declarados N e T que representam, respectivamente, o particiona-

mento da malha e o tempo �nal.

2. Usando os valores de N e T , então determinamos o intervalo de tempo dado pela

equação (4.17).

3. Construimos uma malha computacional sobre Ω = [0, 1] × [0, 1] onde a referida

malha possui o particionamento N ×N e suas células são triângulos retângulos, ou

seja, construimos uma malha triangular.

4. De�nimos o espaço de funções de elementos �nitos, que para nosso problema consiste

de um epaço de funções misto.

5. Criamos uk, uk−1, vk, vk−1 e as funções testes ϕ1 e ϕ2 que pertencem ao espaço de

funções de elementos �nitos.

6. De�nimos cada uma das equações do problema numérico (4.14).

7. Aplicamos as condições iniciais sobre nosso problema numérico (4.14).

8. De�nimos as condições de fronteira para o referido problema numérico (4.14).

9. Iniciamos a variável temporal t sendo nula.

10. Criamos uma estrutura de repetição na qual enquanto t ≤ T faça:

11. Resolvemos o problema numérico (4.14) e obtemos uk e vk.

12. Plotamos as soluções uk e vk. Além disso optamos por salvar tais soluções em um

arquivo externo.

13. Atualizamos as soluções, isto é:

uk−1 ←− uk

vk−1 ←− vk

14. Atualizamos a variável temporal, ou seja, t←− t+ δt.

15. Encerramos a estrutura de repetição e o código computacional.
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Algoritmo 1

1: Declarar N e T

2: Calcular δt

3: Construir a malha

4: De�nir o espaço de funções de elementos �nitos

5: Criar os vetores que representam as soluções e as funções testes sobre o espaço de

funções de elementos �nitos

6: De�nir o sistema de equações

7: Aplicar as condições iniciais no sistema

8: De�nir as condições de fronteira

9: Declarar t = 0

10: enquanto t ≤ T faça

11: Resolver o sistema

12: Plotar a solução

13: Atualizar a solução

14: t←− t+ δt

15: �m enquanto

Uma das aplicações físicas de nosso problema consiste em considerarmos o domínio

como sendo uma placa constituída de um material genérico completamente rígido e está-

tico, ou seja, a placa não se deforma e não se desloca. Aplicamos uma força (carregamento)

sobre a placa no tempo t = 0 e retiramos a referida força imediatamente sobre a placa.

Os resultados obtidos nas simulações contabilizam a distribuição de força sobre a placa.

Vale ressaltar que no descarregamento, isto é, na retirada da força, a placa permanece

intacta porém a distribuição de força sobre o material foi contabilizada.

Destacamos que não foi necessário transformar as equações nosso problema para equa-

ções adimensionais, visto que o FEniCS nos permite utilizar escalas genéricas para as

coordenadas espaciais, para a coordenada temporal e para a unidade de força.

Por questões de tempo computacional, optamos por escolher o particionamento da

malha, isto é, os valores de N como sendo 300, 250 e 400, respectivamente para as simu-

lações 1, 2 e 3.
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4.1.1 Simulação 1

Nesta primeira simulação computacional consideramos que N = 300, isso implica

que a malha foi particionada em 300 × 300. Fixamos o tempo �nal em T = 0, 3 e

consequentemente o intervalo de tempo é dado por

δt =
0, 3

300

ou seja,

δt = 0, 001.

Destacamos que, a condição de convergência CFL em (4.22) para essa simulação é

dada por

2(0, 3) ≤ 1

isto é,

0, 6 ≤ 1.

Notemos que a condição CFL é satisfeita.

Além disso, suponhamos que as condições iniciais no tempo t = 0 são

u (x, y, 0) = sin (πx) sin (πy)

e

v (x, y, 0) = sin (πx) sin (πy) .

No tempo t = 0 obtivemos que nosso problema se comporta da seguinte maneira:

Figura 4.2: Simulação 1: t = 0.
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Quando o tempo assume o valor t = 0, 009 então o código retorna o seguinte resultado:

Figura 4.3: Simulação 1: t = 0, 009.

Para t = 0, 02 a placa assume a forma:

Figura 4.4: Simulação 1: t = 0, 02.
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Quando t = 0, 031 o resultado do código fornecido é dado por:

Figura 4.5: Simulação 1: t = 0, 031.

Evoluindo o tempo para t = 0, 047 obtemos:

Figura 4.6: Simulação 1: t = 0, 047.
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Se t = 0, 067 então o código resulta em:

Figura 4.7: Simulação 1: t = 0, 067.

Quando t = 0, 1 a placa assume a forma:

Figura 4.8: Simulação 1: t = 0, 1.
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Com o tempo t = 0, 141 o código retorna o seguinte resultado:

Figura 4.9: Simulação 1: t = 0, 141.

Se t = 0, 189 obtemos:

Figura 4.10: Simulação 1: t = 0, 189.
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Considerando t = 0, 224 a placa assume a seguinte forma:

Figura 4.11: Simulação 1: t = 0, 224.

Finalmente, quando t = T = 0, 3 a placa não sofre a ação de forças:

Figura 4.12: Simulação 1: t = T = 0, 3.
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4.1.2 Simulação 2

Nesta segunda simulação a malha computacional foi particionada em 250× 250, isto

é, o valor de N = 250. O tempo �nal foi estabelecido como sendo T = 0, 4 isso implica

que o intervalo de tempo foi dado por

δt =
0, 4

250

ou seja,

δt = 0, 0016.

Veri�camos se a condição de convergência CFL dada por (4.22) para a referida simu-

lação foi cumprida

2(0, 4) ≤ 1

isto é,

0, 8 ≤ 1.

Logo, a condição CFL foi satisfeita.

Nessa simulação, as condições iniciais no tempo t = 0 foram

u (x, y, 0) = x

e

v (x, y, 0) = y.

Quando t = 0 o código computacional gerou o seguinte resultado:

Figura 4.13: Simulação 2: t = 0.
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Para t = 0, 0032 obtemos:

Figura 4.14: Simulação 2: t = 0, 0032.

Se t = 0, 0080 então a distribuição da força sobre a placa foi dada por:

Figura 4.15: Simulação 2: t = 0, 0080.
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Para t = 0, 0112 segue o resultado obtido:

Figura 4.16: Simulação 2: t = 0, 0112.

Considerando t = 0, 0160 o código retorna como resultado:

Figura 4.17: Simulação 2: t = 0, 0160.
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Para t = 0, 0208 obtemos:

Figura 4.18: Simulação 2: t = 0, 0208.

Evoluindo o tempo para t = 0, 0256 o código resulta em:

Figura 4.19: Simulação 2: t = 0, 0256.
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Assumindo que t = 0, 0336 segue que:

Figura 4.20: Simulação 2: t = 0, 0336.

Quando t = 0, 0432 obtemos como resultado:

Figura 4.21: Simulação 2: t = 0, 0432.
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Para t = 0, 0512 o código gerou o seguinte resultado:

Figura 4.22: Simulação 2: t = 0, 0512.

Suponhondo que t = 0, 0864 então obtemos:

Figura 4.23: Simulação 2: t = 0, 0864.
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Caso t = 0, 1152 então o código fornece como resultado:

Figura 4.24: Simulação 2: t = 0, 1152.

Quando t = 0, 1984 segue que o resultado obtido foi:

Figura 4.25: Simulação 2: t = 0, 1984.
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A placa não sofre a ação de forças quando t = 0, 2864 :

Figura 4.26: Simulação 2: t = 0, 2864.

Finalmente, quando t = T = 0, 4 a placa permanece sem forças aplicadas:

Figura 4.27: Simulação 2: t = T = 0, 4.
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4.1.3 Simulação 3

Suponhamos que, nesta última simulação computacional, N = 400 isso signi�ca que

a malha foi particionada em 400 × 400. Para o tempo �nal consideramos T = 0, 5 isso

implica que o intervalo de tempo foi dado por

δt =
0, 5

400

ou seja,

δt = 0, 00125.

Veri�camos que a condição de convergência CFL dada por (4.22) para a referida

simulação foi satisfeita

2(0, 5) ≤ 1

isto é,

1 ≤ 1.

Nessa simulação, as condições iniciais no tempo t = 0 foram

u (x, y, 0) = xy

e

v (x, y, 0) = xy.

Quando t = 0 obtemos o seguinte resultado:

Figura 4.28: Simulação 3: t = 0.



4.1 Simulações computacionais 104

Evoluindo o tempo para t = 0, 00375 segue que:

Figura 4.29: Simulação 3: t = 0, 00375.

Para t = 0, 00875 o código computacional retornou o seguinte resultado:

Figura 4.30: Simulação 3: t = 0, 00875.
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Se t = 0, 01625 então a placa �ca da seguinte maneira:

Figura 4.31: Simulação 3: t = 0, 01625.

Quando t = 0, 02375 obtemos:

Figura 4.32: Simulação 3: t = 0, 02375.
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Supondo t = 0, 03 segue que:

Figura 4.33: Simulação 3: t = 0, 03.

Para t = 0, 04125 o código resulta em:

Figura 4.34: Simulação 3: t = 0, 04125.
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Ao evoluir o tempo para t = 0, 05250 obtem-se que:

Figura 4.35: Simulação 3: t = 0, 05250.

Quando t = 0, 06125 o código resulta em:

Figura 4.36: Simulação 3: t = 0, 06125.
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Se t = 0, 08250 então obtemos:

Figura 4.37: Simulação 3: t = 0, 08250.

Com o tempo t = 0, 11625 o código gera o seguinte resultado:

Figura 4.38: Simulação 3: t = 0, 11625.
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Para t = 0, 14250 obtemos que:

Figura 4.39: Simulação 3: t = 0, 14250.

Ao evoluir t = 0, 19375 segue que:

Figura 4.40: Simulação 3: t = 0, 19375.
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Quando o tempo assume o valor de t = 0, 23250 o código resulta em:

Figura 4.41: Simulação 3: t = 0, 23250.

Se t = 0, 24875 segue que:

Figura 4.42: Simulação 3: t = 0, 24875.
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Percebemos que quando o tempo é de�nido por t = 0, 29375 a placa não sofre a ação

de forças:

Figura 4.43: Simulação 3: t = 0, 29375.

Conforme esperado, quando t = T = 0, 5 a placa também não está sofrendo a ação de

forças:

Figura 4.44: Simulação 3: t = T = 0, 5.



Capítulo 5

Conclusões e trabalhos futuros

5.1 Conclusões

Nessa dissertação demonstramos que a equação de viga de quarta ordem não linear

com dissipação forte e perturbação de ordem inferior do tipo p(x)−Laplaciano sobre um

domínio limitado possui solução fraca. Essa demonstração foi realizada baseada no mé-

todo de Faedo-Galerkin munido de resultados clássicos de Análise Funcional, espaços de

Lebesgue e Sobolev com expoentes variáveis.

Com o auxílio do lema desenvolvido por Nakao [58], obtivemos o comportamento

assintótico da solução fraca. Tal comportamento pode ser exponencial ou polinomial

dependendo dos expoentes variáveis.

Ao analisarmos numericamente o referido problema optamos por abordar um caso

particular, visto que atualmente não existem resultados na literatura referentes a análise

numérica e a simulação computacional envolvendo problemas hiperbólicos com expoentes

variáveis. Nesse caso particular do problema original, aplicamos o método de elementos

�nitos na parte espacial e o método das diferenças �nitas na parte temporal.

Nas simulações computacionais utilizamos a linguagem de computação Python com

o software FEniCS. Tais escolhas foram justi�cadas devido ao FEniCS ser baseado no

método de elementos �nitos. Realizamos três simulações computacionais onde foram

modi�cados o particionamento da malha computacional, o tempo �nal e as condições

iniciais.
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5.2 Recomendações para trabalhos futuros

Como recomendação para estudos futuros podemos analisar as propriedades do pro-

blema (3.1) em domínio não limitado ou com fronteira móvel. Também podem ser investi-

gadas as desigualdades variacionais relacionadas ao referido problema e suas rami�cações,

pretende-se também obter um resultado substancial para a equação diferencial parcial

de quarta ordem envolvendo expoente variável não linear sem o termo dissipativo forte

−∆
∂u

∂t
.

Como a unicidade da solução fraca do problema (3.1) não foi demonstrada, pretende-

mos usar o método da energia para veri�car se o referido problema possui, de fato, uma

única solução fraca.

Pretende-se implementar computacionalmente o problema (3.1) considerando as hi-

póteses originais enunciadas para o aludido problema, isto é, (H.1), (H.2) e (H.3).

Postulamos generalizar o problema (3.1) usando os operadores p(x, t)−Laplaciano ou

p(u)−Laplaciano.
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