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“Os numeros governam o mundo.”

Platao.
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Resumo

Nesta dissertacao demonstramos a existéncia e o comportamento assintotico da solu-
cao fraca da equacao de viga de quarta ordem nao linear com dissipacao forte e perturbacao
de ordem inferior do tipo p(z)—Laplaciano definida por

0*u ou ou

- p(x)—2 — s 27 =

RTE + A (| Ayl Au) — A (8t> +f (x,t, 815) g(z,t) em Qr,
u=0,Au=0 em 0Qr,
u(x,0) = up(z), w = uy(x) em ().

Onde Q Cc RY, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira 9 regular, 0 < T < oo,
Qr =02 x(0,T) e 0Qr = 02 x (0,T).

Para demonstrar a existéncia da solugao fraca utilizamos o método de Faedo-Galerkin
acoplado com resultados classicos de Anélise Funcional, espacos de Lebesgue e Sobolev
com expoentes varidveis.

Aplicamos uma técnica desenvolvida por Nakao [58] e obtivemos o decaimento expo-
nencial e polinomial da solucao fraca, onde o referido decaimento depende do expoente
variavel.

Finalmente, analisamos numericamente um caso particular do problema onde foi apli-
cado o método de elementos finitos nas coordenadas espaciais e o0 método das diferencas
finitas na coordenada temporal. Obtivemos os resultados computacionais para trés simu-
lagoes realizadas através da linguagem de computagdao Python com o software FEniCS
onde foram alterados o particionamento da malha, o tempo final e as condic¢oes iniciais.



Abstract

In this dissertation we demonstrate the existence and asymptotic behavior of the weak
solution of the nonlinear fourth-order beam equation with strong dissipation and lower
order perturbation of the type p(z)—Laplacian defined by

0%u ou ou

- p(r)—2 — il 7 = ;

BIE + A (|Aul Au) — A (825) +f (x,t, 875) g (z,t) in Qr,
u=0,Au=0 on 0Qr,
u(x,0) = up(z), w = uy(x) in Q.

Where Q C RY, N > 3, is a bounded domain with smooth boundary 02, 0 < T' < oo,
Qr =02 x (0,7) and 90Qr = 00 x (0,7T).

To demonstrate the existence of the weak solution we used the Faedo-Galerkin method
coupled with classical results of Functional Analysis, Lebesgue and Sobolev spaces with
variable exponents.

We applied a technique developed by Nakao [58] and obtained the exponential and
polynomial decay of the weak solution where the said decay depends on the variable
exponent.

Finally, we analyze numerically a particular case of the problem where the finite
element method was applied to the spatial coordinates and the finite difference method
to the temporal coordinate. We obtained the computational results for three simulations
performed using the Python computing language with the FEniCS software where the
mesh partitioning, the final time and the initial conditions were changed.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas as equagoes diferenciais parciais envolvendo expoentes variaveis
tem atraido a atencao de diversos pesquisadores, principalmente os mateméaticos. As refe-
ridas equacgoes sao munidas de operadores denominados p—Laplaciano, p(x)—Laplaciano,

p(z, t)—Laplaciano ou p(u)—Laplaciano. Definimos cada um deles, respectivamente, por

P72 du
8:171- ’
9 (0w ou
—di (z)—2 -
Apyu = div (|Vu|'™*Vu) = ZZI oz, (‘ oz, oz, |
Au [PED=2 gy
‘8% (‘)xz ’
n p(u)—2
Apyu = div (|Vu\p(“)_2Vu) = ; 0 (‘ Ou 3Z> .

O interesse em estudar problemas envolvendo os aludidos operadores foi estimu-

ou
a.Ti

0
T

Apu = div (|VuP~>Vu) = Z 5
i=1

Ap(m)u = div (|VU‘p(x’t)_2Vu) _ Z i
i=1 1

0

lado por suas aplicagoes em processos de filtracdo em meios porosos nao homogéneos
[16, 19], equagdes de onda [5, 9, 35, 41, 42, 55, 56, 57, 59, 72, 76], equagoes de vi-
gas nao lineares [21, 53], elasticidade nao linear [1, 30, 78|, restauracio e segmentos de
imagens [4, 22, 23, 25, 73, 74|, fluxo de fluidos eletro reologicos ou termo reologicos
[2, 15, 17, 18, 32, 33, 71], equagoes de placa com viscoelasticidade, termo elasticidade

ou termo viscoelasticidade [6, 11, 38, 46].

Existe uma literatura suficientemente grande sobre a existéncia, a unicidade e o
comportamento assintotico das solucoes de equacoes diferenciais envolvendo o operador

p—Laplaciano. Nessa literatura destaca-se o artigo de Ferreira, Raposo e Santos [39] onde
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foi estudado a existéncia de solucoes fracas para a seguinte equacao hiperbélica sobre um

dominio cilindrico
uy — div (|[VulP72Vu) — Auy = f(z,t) em Q7 = Q x [0,T],

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x) em z € €,
ulp, =0 em ['r = 00 x [0, 7).

Autuori, Pucci e Salvatori [20] discutiram a estabilidade assintotica das solugoes para

sistemas de Kirchhoff com expoentes variaveis do tipo

uy — M (Fu(t)) div (|[VulP@2Vu) + Q(z, t,u,u) + f(z,u) =0 em R x Q,
u(z,t) =0 em R x 09,

1 |VU|p(x)
onde M (1) =a+br""', 7 >0coma,b>0,v>1e Fu(t) = O dx
Q p\x

O pioneiro nos estudos de problemas hiperbdlicos com o operador p(x,t)—Laplaciano
foi o matematico russo Antontsev [9] analisando a existéncia de solugoes locais, globais e

o blow-up para o seguinte problema

uy = div (a(z, t) [ VuP@2Vu) + aAu; + b(z, t)|[u[ @D 20 + f(z,t)  em Qr,
u(,0) = up(a). w(x,0) = wn(x) ——

ulp, =0 em ['r,
onde Qr = Q x [0,T] e 'y = 082 x [0, 7.

Além desse trabalho, destacam-se na literatura de expoentes variaveis os artigos de
Ferreira e Messaoudi [38], Antontsev e Ferreira [10, 11]. O operador p(z,t)—Laplaciano
é uma generalizagao natural dos operadores p—Laplaciano e p(z)—Laplaciano, porém seu

nivel de complexidade é suficientemente maior.

O primeiro trabalho envolvendo o operador p(u)—Laplaciano foi desenvolvido pelos
pesquisadores Andreianov, Bendahmane e Quaro [8]. Recentemente, Chipot e Oliveira
[27] desenvolveram um artigo envolvendo o referido operador onde foi estudado o seguinte

problema

{ —div (|[Vuf=2Vu) = f  em Q, 1)

u=20 em Of).

Os autores destacaram que a grande dificuldade em analisar problemas com o operador
p(u)—Laplaciano se baseia no fato de que nem a formulagao fraca de (1.1) pode ser escrita

como igualdade em termos de dualidade em espacgos de Banach.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivos gerais

Neste trabalho abordamos uma equacao de viga de quarta ordem nao linear com
dissipacao forte e perturbagao de ordem inferior do tipo p(z)—Laplaciano em um dominio

limitado.

Demonstramos a existéncia de solucao fraca e o comportamento assintotico da referida

solucao.

Analisamos numericamente um caso particular do aludido problema e o simulamos

computacionalmente.

1.1.2 Objetivos especificos

Demonstrar que a referida equacao possui uma solucao fraca através do método de
Faedo-Galerkin com resultados classicos de Analise Funcional, espacos de Lebesgue e

Sobolev com expoentes variaveis.

Através do lema de Nakao [58] concluir que a solucdo fraca possui um comportamento

assintotico exponencial ou polinomial, dependendo do expoente variavel.

Analisar numericamente um caso particular de nosso problema sobre um dominio bi-
dimensional. Aplicar o método de elementos finitos nas coordenadas espaciais e o método

das diferencas finitas na coordenada temporal.

Realizar trés simulagoes computacionais através da linguagem de computacao Python
e do software FEniCS. Obter os resultados computacionais para trés simulagoes alterando

o particionamento da malha, o tempo final e as condicoes iniciais para o aludido problema.

1.2 Estrutura da dissertacao

No segundo capitulo, apresentamos os principais conceitos e definicbes sobre Analise
Funcional, espacos de Lebesgue e Sobolev com expoentes variaveis, também sao defini-
dos os operadores p—Laplaciano e p(x)—Laplaciano que sdo necessarios para a melhor

compreensao do problema abordado na referida dissertacao.

No capitulo 3, enunciamos as hipoteses fundamentais sobre o aludido problema para
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as demonstracoes da existéncia e do comportamento assintotico da solucao fraca.

No quarto capitulo foram realizadas a analise numeérica e trés simulagoes computa-
cionais de um caso particular de nosso problema através da linguagem de computacao

Python com o software FEniCS.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclusoes dessa dissertacao e as reco-

mendagoes para os trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao teodrica

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao sobre os espagos métricos, normados
e topologicos, além disso, dissertamos sobre o espaco dual e o espaco reflexivo. Revisamos
os conceitos e teoremas fundamentais de Anélise Funcional, tais como o suporte de uma
funcao, a desigualdade de Young, a desigualdade de Holder e o teorema da convergéncia
dominada. Posteriormente, definimos os espagos de Lebesgue com expoente constante e
logo ap6s iniciamos os estudos das distribuicoes escalares com o objetivo de explicitar os
espacos de Sobolev com expoente constante. Em seguida, explicitamos as distribuicoes ve-
toriais, os espacos de Lebesgue e Sobolev de expoente varidvel. Finalmente, enunciamos as
principais propriedades dos operadores p—Laplaciano e p(x)—Laplaciano. Para mais deta-
lhes, indicamos as referéncias [3, 18, 24, 26, 28, 33, 34, 36, 40, 44, 47, 51, 54, 70, 77].

2.1 Espacos métricos
Iniciamos essa primeira se¢ao definindo uma métrica sobre um conjunto X.

Definicao 2.1.1 Suponhamos que X seja um conjunto ndao vazio, chamamos de uma
métrica sobre X uma funcao d : X x X — R que satisfaz as sequintes condicoes para

quaisquer T,y,z € X:
i) d(z,y) > 0;
i1) d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;

iii) d(z,y) = d(y, r);
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i) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).

As propriedades (i) e (ii) caracterizam a métrica como sendo uma fungdo nao nega-
tiva. A propriedade (iii) estabelece que d é uma funcao simétrica nas variaveis x e y.

Finalmente, denominamos a propriedade (iv) como sendo a desigualdade triangular.

Duas métricas d; e ds definidas sobre um conjunto X sao denominadas equivalentes

se existir uma constante ¢ > 0 tal que dy(z,y) < cdy(z,y) para todo =,y € X.

Definimos um espaco métrico como sendo um par (X, d), onde X é um conjunto nao
vazio e d uma métrica. Quando nao houver ambiguidade, chamamos de espago métrico

simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.1.1 Suponhamos que X = Cla,b], onde

Cla,b] ={f : [a,b] — R; f € continua em [a,b]}.

Notemos que d : X x X — R definida por

d(@.y) = max [o(t) = y(t)

é uma métrica em X.

Demonstragao: Sejam x,y,z € X arbitrarios.
i) d(z,y) > 0.

De fato, para todo t € [a, b], temos |z(t) — y(t)| > 0, sendo assim,

max |z(t) — y(t)| > 0.
tela,b]

i1) d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
Suponhamos que d(z,y) = 0. Assim, para todo ¢ € [a, b] temos

0=d(z,y) = mmax (1) = y(t)]-

I[sso implica que
0=lz(t) —y@)], Vi ela,b].

Consequentemente, x(t) = y(t) V t € [a, b].
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Por outro lado, suponhamos que z(t) = y(t) V t € [a, ], entao

d(a,y) = max o(t) — y(1)] = max [o(t) - a(®)] = 0.

Portanto, d(z,y) = 0.

i) d(x,y) = d(y, x).

De fato, para todo t € [a, b], segue que

d(z,y) = mmax [z(t) —y(t)| = max ly(t) —z(t)| = d(y, ).

Logo, d(z,y) = d(y, v).

w) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Notemos que,

d(z,z) = max |[2(t) — 2(t)].
= max lz(t) — 2(t) + y(t) — y(t)].
= nax |[z(t) —y(®)] + [y(t) — 2()] |-
< max {o(t) —y(®)] + [y(t) — 2(B)[}
< max [o(t) —y()| + max [y(t) — 2(t)].

d(z,y) +d(y, 2).

Ou seja, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Portanto, de (i), (ii), (i) e (iv), concluimos que d é uma métrica definida em X.

Consequentemente, (X, d) é um espago métrico. [

Exemplo 2.1.2 Sejam X =Cla,b] ed: X x X — R definida por

da,y) = / 2(t) — () dt.

Notemos que d € uma métrica em X.

Demonstracao: Sejam x,y,z € X arbitrarios.

i) d(z,y) > 0.
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De fato, para todo t € [a, b], temos |z(t) — y(t)| > 0, sendo assim,

/ |z(t) — y(t)|dt > 0.

i1) d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y.

Suponhamos que d(z,y) = 0, assim

0=d(x,vy) /|x (t)|dt

e como |z(t) —y(t)| > 0 para todo t € [a, b], isto implica que |z(t) —y(t)| =0V t € [a, b],
consequentemente z(t) = y(t) ¥V t € [a, b].

Por outro lado, suponhamos que x(t) = y(t) V t € [a, ], entdo |x(t) — y(t)| = 0.

b
d(z,y) / lz(t) — y(t)|dt = / 0dt = 0.

Portanto, d(x,y) = 0.

i) d(x,y) = d(y, x).

Dali,

De fato, para todo t € [a, b], segue que

b b
d(z,y) = / 2(t) — ()| dt = / y(t) — x()dt = d(y, ).

Logo, d(x,y) = d(y, x).
i) d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Notemos que,
i) = [ et - =0t
_ /ab (2 (8) — 2(t) + y(t) — y(0)]dt.
= /ab |[z(t) —y(@O)] + [y(t) — 2(1)]| dt.

< [ ety = u®ld+ [ o) - 0]t

= d(z,y) + d(y, 2).

Ou seja, d(z, ) < d(z,y) + d(y, 2).
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Portanto, de (i), (i), (i) e (iv), concluimos que d é uma métrica definida em X.

Consequentemente (X, d) é um espago métrico. [

2.1.1 Espacgos métricos completos
Seja (X, d) um espago métrico.

Definigao 2.1.2 Uma sequéncia (x,)neny em X é denominada de sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0, existe N € N tal que se m > N en > N, entao d(x,,x,) < ¢.

Exemplo 2.1.3 Seja (X,d) um espago métrico onde X = R e d(z,y) = |z —y|. A

sequéncia (T,)nen dada por x, = — comn >0 é de Cauchy em X.
n

~ . 1
Demonstracgao: De fato, para todo € > 0 basta considerarmos N € N tal que N > —,
€
1
ou seja, — < €.
"N

Suponhamos m > N e n > N, sem perda de generalidade podemos considerar n > m,

assim temos que n > m > N > — e entao
€

1 1 1 1 1 1
Ad(Tm, Tp) = |Tm —Tp| = | — ——|=———< — < = <c¢
m n| m n m
Portanto, (z,)nen € uma sequéncia de Cauchy em X. n

Exemplo 2.1.4 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao: De fato, suponhamos um espago métrico (X, d). Sejam (x,)nen em X
e x € X tais que

lim z, =z,
n—oo

ou seja, para todo £ > 0, existe N € N tal que se n > N entao d(z,z,) <

DO ™

£ £
Se m,n € Ncom m > N en > N entdo d(z,z,,) < 5 e d(z,z,) < 2 entao

d(xm,x,) < d(xp,x)+d(z,z,).

L fLE
2 2
= E&.

Portanto d(x,,,x,) < €, consequentemente, (,),en ¢ uma sequéncia de Cauchy. m
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Exemplo 2.1.5 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao: Sejam (X, d) um espago métrico e (x,)n,eny uma sequéncia de Cauchy,

isto ¢, para todo € > 0, existe N € N tal que se m > N e n > N, entao d (z,, x,) < €.

Notemos que, o conjunto {x,; n > N} esta contido na bola B(xy,1, €), logo é limitado.

Além disso, o conjunto {x,; n < N} é finito e, consequentemente, é limitado.

Portanto, o conjunto {x,; n € N} = {z,; n < N} | {z,; n > N} ¢ limitado. ]

Defini¢ao 2.1.3 Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy

converge em X.

Exemplo 2.1.6 Suponhamos que (X, d) seja um espaco métrico onde X = (0,1] com a

métrica euclidiana d(x,y) = |x — y|. Afirmamos que (X, d) nao é completo.

~ . ) 1
Demonstracao: Com efeito, seja (z,)neny dada por z, = — com n > 0. Demonstramos
n

no exemplo (2.1.3) que (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Porém, notemos que

1
lim —=0¢ X.
n—oo N
Portanto, (z,) nao converge em X, logo o espaco métrico (X, d) ndo é completo. n

2.2 Espacos normados

Nesta secao definimos a norma e um espaco normado. Posteriormente, explicitamos

as definicoes de espaco de Banach e espaco de Hilbert.

Definicao 2.2.1 Suponhamos que X seja um espaco vetorial real. Uma norma em X é

uma aplicagao || - || : X — R que satisfaz as sequintes condig¢ées para todo z,y € X e
A€ R:

i) =] = 0;

i1) ||z]| = 0 se, e somente se, x = 0;

i) (Al = [Afll]l;

w) flz+yll < [l +[lyll-
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As propriedades (i) e (i7) caracterizam a norma como sendo uma fungao nao negativa.
A propriedade (iii) é conhecida como dilatagdo da norma. Finalmente, denominamos a

propriedade (iv) como sendo a desigualdade triangular.

Definimos um espago normado como sendo um par (X, || - ||), onde X é um espaco
vetorial real e || - || uma norma. Quando ndo houver ambiguidade, chamamos de espago

normado simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.2.1 Seja (X, || -||) um espa¢o normado. Afirmamos que d : X x X — R

definida como d(x,y) = ||x — y|| € uma métrica em X.

Demonstragao: De fato, supondo que (X, || - ||) seja um espago normado, entido é ne-
cessario demonstrar que d define uma métrica em X, para isto, as quatro condicoes da

defini¢ao (2.1.1) devem ser satisfeitas. Suponhamos z,y, z € X arbitrarios e A € R, assim:
i) d(z,y) > 0.

Com efeito, d(x,y) = ||l — y|| > 0 pois (X, || - ||) € um espago normado e consequen-

temente a condi¢ao (i) da defini¢do (2.2.1) é valida, isto é, ||z — y|| > 0.
i1) d(z,y) = 0 se, e somente se, © = y.

Suponhamos que d(z,y) = 0. Assim,
0=d(z,y) = llz -yl

Logo, ||z —y|| = 0. Usando o fato de que (X, ||-||) € um espaco normado, entao usando

a condicdo (i7) da definicao (2.2.1) segue que
r—y=0=z=y.
Por outro lado, consideremos que x = y, assim x — y = 0. Novamente, pelo fato de

que (X, | - ||) é um espago normado, podemos utilizar a condi¢ao (ii) da defini¢ao (2.2.1)

e consequentemente ||z — y|| = 0. Sendo assim, 0 = ||z — y|| = d(z,y).

i) d(x,y) = d(y, x).
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Trivial, notemos que

d(z,y) = |z =yl
= =Dy =2
= | =1Ully —=[.
= ly — =[]
= d(y,z).

Dessa maneira, d(x,y) = d(y, x).
w) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Observemos que,

d(z,z) = |z =z,

lz =z +y =yl
Iz =y) + (y = 2)]|

< e =yl +1ly ==l
= d(z,y)+d(y, 2).
Logo, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).
Portanto, de (i), (i7), (ii7) e (iv), concluimos que d(z,y) = ||z — y|| € uma métrica
definida em X. n
Dizemos que a métrica d(z,y) = || — y|| é induzida pela norma e consequentemente

todo espaco normado é, em particular, um espago métrico. A reciproca nao é valida.

Definigao 2.2.2 Um espago de Banach é um espago normado (X, | - ||) completo com

relacao a métrica induzida pela norma.

Definicao 2.2.3 Um espaco vetorial normado (X, | - ||) denomina-se espago de Hilbert,

se X € um espaco de Banach e a norma € induzida por um produto interno.

2.3 Espacos topolbgicos

Antes de explicitar o conceito de espaco topologico, enunciamos a defini¢cao de topo-

logia em um conjunto X.
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Definicao 2.3.1 Uma topologia em um conjunto X é uma colecao T de subconjuntos
de X, chamados subconjuntos abertos sequndo a topologia T, satisfazendo as sequintes

propriedades:
i) X e o subconjunto () sao abertos;
1) A unidgo de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

iti) A intersecdo finita de uma familia de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto.

Definimos um espaco topologico como sendo um par (X, 7), onde X é um conjunto
e 7 uma topologia. Quando nao houver ambiguidade, chamamos de espaco topologico

simplesmente o conjunto X.

Exemplo 2.3.1 Seja X um conjunto qualquer. Considerando todos os subconjuntos de X
como abertos de X, temos que a familia de todos esses subconjuntos forma uma topologia
em X, chamada topologia discreta. Para que X seja um espaco métrico, basta considerar

a métrica d(z,y) =1 se x =y e 0 caso contrdrio.

Exemplo 2.3.2 A familia que consiste apenas dos subconjuntos ) e X também constitui

uma topologia T em X, denominada topologia cadtica.

Para que duas métricas definam o mesmo espacgo topologico é necessério e suficiente

que elas sejam equivalentes.

2.3.1 Espaco dual

Definicdo 2.3.2 Denotamos por X' o conjunto das fungées f : X — R que sdo lineares

e continuas, isto €,

X ={f:X —R; f ¢ linear e continua}.

O conjunto X' ¢ denominado o espaco dual de X e a norma nesse espaco é dada por

[fllx = sup [f(z)].

[[#]loex <1

Denotamos por f(z) = (f,z), quando f € X' e x € X, onde (-,-) ¢ o produto interno
pela dualidade X', X.
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Proposicao 2.3.1 Uma aplicacao linear f é continua se, e somente se, ela é limitada.

Demonstragao: Com efeito, pela continuidade de f temos que para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que
[zl <6 = |f(z)] <e.

. J . - .
I[sso significa que para cada r € X, —ux satisfaz a condicao < ¢, assim

]

—X
]l
temos que

)
1 (o) | <= = 1@l < Sl

[z
Consequentemente, concluimos que f é uma func¢ao limitada.
De maneira reciproca, supondo que f seja limitada, entdo é necessario demonstrar
que f ¢ continua. Lembremos que, f ¢ limitada se existe ¢ > 0 tal que |f(z)| < c[|z].

Portanto, para todo € > 0, existe § > 0 tal que se ||z — y|| < ¢ entao |f(z) — f(y)| < e.

€
Basta tomarmos 0 = — e aplicar a linearidade de f. [
c

2.3.2 Espaco reflexivo

Definicdo 2.3.3 Denotamos por X o conjunto das funcées f : X' — R que sdo lineares

e continuas, isto é,

X" = {f: X' — R ; f élinear e continua}.

O conjunto X' é denominado o espaco bidual de X e a norma nesse espaco é dada
por

[fllxr = sup|f(g)].

9eX’ Jlgllxr <1

Em geral, dado um espaco vetorial X qualquer, podemos definir o espaco dual X’ e o
espaco bidual X”. Inclusive podemos relacionar o espaco X com o bidual X" através da

aplicacdo J : X — X" dada pela definicio (2.3.4).

Defini¢ao 2.3.4 Sejam x € X fizo e a aplicacio f — (f,z) de X' em R. A aplicacio

f € um elemento de X". Definimos de forma natural
(J(z), f) = (fa) = f(z), Ve e X,V fe X

Definicao 2.3.5 Seja X um espaco de Banach, dizemos que X é um espaco reflexivo,

quando a aplicagao J definida acima € sobrejetora.
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Definicao 2.3.6 Dizemos que um espac¢o normado X € separdvel, se existe um subcon-

junto enumerdvel e denso em X.

Nas seguintes defini¢oes (2.3.7) e (2.3.8), enunciamos dois tipos de convergéncias que
sao utilizadas durante toda a dissertagao, sao elas a convergéncia fraca e a convergéncia

3 *
fraca estrela, denotadas respectivamente por — e —.

Definicao 2.3.7 (Convergéncia fraca) Sejam X um espago de Banach e (un), oy uma

sequéncia de X. Entdo u, — u se, e somente se, (p,u,) — (p,u),¥V ¢ € X'

Defini¢ao 2.3.8 (Convergéncia fraca estrela) Suponhamos que X seja um espago de
Banach, p € X' e (©n)pen uma sequéncia de X'. Dizse que v, — ¢ se, e somente se,

(on,u) — (p,u) ,V u e X.
Definicdo 2.3.9 Seja X um espaco de Banach e f € X . Denotamos por o X — R
o funcional linear definido como ¢¢(x) = (f,z). Com f percorrendo o conjunto X nds

obtemos uma colegao (¢y) ey de fungoes de X em R.

Enunciamos nas seguintes defini¢oes (2.3.10) e (2.3.11) os conceitos de topologias que

sao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

Definigao 2.3.10 A topologia fraca, denotada por o(X, X’) em X, € a topologia mais

fina associada a colegao (¢y) e -
Analogamente, podemos definir a topologia fraca estrela.

Definigdo 2.3.11 A topologia fraca estrela, denotada por o(X', X) em X', € a topologia

mais fina associada a colegao (¢z)pex-

2.4 Suporte de funcao, desigualdade de Young e teo-
rema da convergéncia dominada

Fizemos as secoes subsequentes baseadas na dissertacao de mestrado defendida por

Dos Santos, em 2008, para mais detalhes indicamos [34].
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Sejam ) C R", aberto, limitado e ¢ : 2 — R uma func¢ao continua. Denominamos
suporte de ¢, ao fecho, em 2, do conjunto dos pontos x pertencentes a {2 onde ¢ nao se

anula. Denota-se o suporte de ¢ por supp (¢). Simbolicamente, tem-se

supp (p) = {z € Q¢ () # 0} em Q.

Destacamos as funcoes ¢ : 2 — R, com suporte compacto contido em €2, que sejam
infinitamente diferenciaveis. Com esse intuito, definamos o espa¢o C3°(€2) como sendo o
espaco vetorial das func¢oes infinitamente diferencidveis e com suporte compacto contido
em ). Os elementos de C3°(€2) sao denominados fungdes testes em (2. Simbolicamente

temos,

C(Q) ={p: Q@ —R; p €C>®(Q) com supp(p) compacto em Q}.

. , . 1 1
Proposicao 2.4.1 (Desigualdade de Young) Sejam a,b € R, p e q tais que —+— =1,
p g
entao
al? |b?
|al|b] < % L (2.1)

A igualdade ocorre se, e somente se, |alP = |b|9.

Demonstragao: Se p(t) = (1= \) + M —t* = ¢'(t) = \(1 —t* 1) ese A — 1 < 0 temos

que:
e () <0parat <l
o /(t) >0 parat > 1.

Logo para t # 1, temos ¢(t) > ¢(1) = 0, de onde (1 — \) + At > t* (a igualdade s6
vale se t = 1).
p
Se b # 0 a desigualdade segue substituindo ¢ por %. Por outro lado, se b = 0 a
proposicao é trivial. [

Teorema 2.4.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (fy), oy uma sequén-
cia de fungoes reais definidas em Q) C R, integrdveis tais que f,(x) — f(x), ¢.t.p. em
Q. Se existe uma fun¢ao g : Q — R, integrdvel, tal que para todo n temos |f,(z)| < g(x)

g.t.p. em ), entao
/f(x)dxz lim [ f.(z)dz.
Q

n—oo QO

Demonstragao: Ver [24]. m
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2.5 O espago de Lebesgue LP((2)

Nesta secao exibimos as principais definicoes e teoremas sobre os espacos de Lebesgue,

para mais detalhes indicamos as referéncias [33, 47, 54].

Suponhamos um conjunto aberto {2 C R" e p € R de forma que 1 < p < 00, 0s espacos
denotados por LP(£2) sao espagos vetoriais formados pelas classes de fun¢oes mensuraveis

u:Q— R, tais que [, [u(x)[’dz é finita, ou seja,
LP(Q) ={u: Q — R, mensuraveis; / lu(x)|Pdr < oo}
Q

O espaco vetorial acima torna-se um espag¢o normado quando o munimos com a se-

guinte norma || - ||zr() : LP(2) — R* definida por

umu=HMM«n:(zﬂwwww) |

Por outro lado, o espago vetorial L>°(Q2) é formado pelas classes de func¢oes u :  — R

que sao essencialmente limitadas, ou seja,
L) = {u: Q@ — R, mensuraveis; 3 ¢ > 0, |u(z)| <c¢ q.t.p. em Q}.
O espago vetorial L>®(Q2) torna-se um espago normado quando o munimos com a
seguinte norma || - || e (q) : L>(Q2) — R* definida por

lulloe = llulli=() = inf{e; u(@)] < qs. em Q).
O teorema (2.5.1) explicita as importantes propriedades dos espagos de Lebesgue.

Teorema 2.5.1 Sejam um conjunto aberto 2 C R™ e p € R de forma que 1 < p < o0,

entao
i) LP(Q)) € um espago de Banach;
it) Se 1 < p < oo, entao LP(2) € um espago reflexivo e uniformemente convezo;

i1i) Se 1 < p < oo, entdo LP(QY) é separdvel.

Demonstracao: Ver [24]. ]

Se 1 < p < oo denotamos por ¢ o nimero definido por:
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L1 1

i)—+-—=1sel<p<oc;

P q

i) ¢ = 1, se p = o0 e, analogamente, ¢ = oo se p = 1.

O ndmero p é denominado expoente conjugado de q.

Teorema 2.5.2 (Representacao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e q seu expoente congju-

gado. Se ¢ € [LP(Q)]', entdo existe um tunico v € L1(Q) tal que
(p,uy = / u(z)v(z)de, ¥V u e LP(Q).
Q
Além disso, temos que ||v|| L) = ||¢llLa@)-

Demonstragao: Ver [70]. ]

O teorema (2.5.2) permite-nos identificar [LP(Q)]' = L(Q2) onde 1 <p < oo e

1 1
S+ =1
P q

Teorema 2.5.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p < 0o e q seu expoente congju-
gado, se u € LP(Q) e v € LY(Q), entdo uv € L'(Q) e além disso

/ (@) (@) < [fu(@)]l, (@), (2.2)

Demonstragao: Os casos em que p = 1 ou p = oo seguem de modo imediato. Se

1 < p < o0, entdo utilizando a desigualdade de Young (2.1) temos que

1 p lvxq
u@)llo@)] < Zlu@)l” + Zlo(@)[*

Assim,

/ Jua |d:c<—||u< DL + ||v< .

Consequentemente, segue que uv € L'(€Q). Substituindo u por Adu onde X > 0, entao

[ ue@de < X o) + o)1

Por outro lado, minimizando o lado direito da desigualdade acima para A € (0, c0),
temos que o minimo ocorre quando A = ||u(x)\|zz}(ﬂ)\|v(x)| L/q(Q) como querfamos demons-

trar. ]



2.5 O espaco de Lebesgue LP(Q) 30

Corolario 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se p =2 e ¢ = 2, entao a desi-
gualdade (2.2) € denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz e definida como

/ u(@)o(z)|dz < [u(@)2llo@). (2.3)

Demonstragao: Ver [45]. ]

Um resultado importante demonstrado em [45] é dado por

( dx

/Iu o)[*dr < Jlu(@)[3]lv(@)]3- (2.4)

Observagao 2.5.1 Quando p = 2, o espago L*(Q) é um espago de Hilbert, isto é, um

espaco de Banach com um produto interno definido por
(1), = (.00 = [ ala)o(a)d,

Notemos que pela desigualdade de Holder (2.2) a integral acima é finita.
Outros espacos classicos em Andlise Funcional sdao os espagos localmente integraveis

LP

1c(82), que sao constituidos pelas classes de funcoes u : @ — R tais que para todo

/K lu(x)|Pdr < oo.

Notemos que se 1 < p < oo, entao LP(Q2) C LY (Q).

compacto K C () tem-se

Lema 2.5.1 (Du Bois-Reymond) Seja v € L} (Q), com

/Qu(x)cp(x)dx =0, Vpe ),

entdo u(x) =0 ¢.t.p. em .

Demonstragao: Ver [3]. ]

Dizemos que uma sequéncia (u,) converge para u em L? (2) se [lun, — ul|ppq) — 0
com 1 < p < oo. A proposicao (2.5.1) estabelece que a convergéncia em L? (Q2) resulta na

origem de uma convergéncia pontual.

Proposigao 2.5.1 Sejam Q C R™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up)pey uma
sequéncia em LP () convergindo para w em LP (Q)). FEntdo existe uma subsequéncia de

(ug), ainda denotada por (uy), tal que:
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i) ug (r) — u(x), ¢.s. em §);

i1) |ug ()| < h (), g.s. em Q,V k€N, com h € LP(Q).

Demonstracao: Ver [24]. ]

2.6 Distribuicoes escalares

Suponhamos a = (ay, as, .. ., a,) um multi-indice de nimeros inteiros ndo negativos.
Denotamos por |a| = a3 + as + -+ + @, a ordem do multi-indice e por D* a derivada

parcial de ordem |a| de uma fun¢do da seguinte maneira

ol

DYy = ————.
YT e oen

Se a = (0,0,...,0), entdo por definicaio D% = u.

A seguir na defini¢cdo (2.6.1), enunciamos a convergéncia no espaco das classes de
funcoes que sao infinitamente diferenciaveis com suporte compacto contido em €2, ou
. . ~ . .
seja, estabelecemos a convergéncia em C§°(§2) e com isso tornamos-o um espaco vetorial

topologico.

Definigao 2.6.1 Seja (¢n)nen uma sequéncia de fungoes em C°(Q2). Dizemos que (¢r,)
converge para ¢ em C§°(S2) e denotamos por
pn —> ¢ em G (Q)

se existe um compacto K tal que supp(yp) C K, supp(en) C K para todo n e

D%p,, — D%, uniformemente em K para todo multi-indice o.

Indicamos por D(2) o espago vetorial topologico formado por C°(€2) munido da

convergéncia dada pela definicao (2.6.1).

Definigao 2.6.2 Uma distribuicao T sobre Q é um funcional linear definido em D(€),
tal que

lim (7', pn) = (T’ )

para qualquer sequéncia (¢,) convergindo para ¢ em D(S).
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Notemos que uma distribui¢do é um elemento do espago dual de D(2). Denotamos

por D'(€) o espago de todas as distribui¢oes sobre 2.

Exemplo 2.6.1 Sejau € L}, (Q), definamos T, : D(Q2) — R por

(T, @) Z/Qu(x)<p(x)dx.

Nessas condicoes, observemos que T, € um funcional linear. Devido a unicidade da

integral estd bem definido e como

(Tu 01+ ¢a) = /u (a1 (2) + a(2)) d.

= au(x dx—l—/ﬂu(x)wg(x)dx.

Q
= O‘< U>901> + <Tua(p2>

2

Entao T, € linear e além disso, se ¢, — @, entdo supp (p, — ) C K C Q, para
algum K e dai

(T, on — )| =

/Q u(2) (a(z) — o(2)) de

<max|<pn |/ lu (x)| dz.

Assim, sen — 00, entdo maxg |pn(x) — @(x)| — 0 e portanto (T, ¢n — ¢)| — 0,
1sto €
lign (T, pn) = (T, ) .

Na definigao (2.6.3) enunciamos o conceito generalizado de derivada, ou seja, a deri-

vada de uma distribuicao.

Definicao 2.6.3 Sejam T € D'() e a um multi-indice. A derivada (no sentido das

distribuicoes) de ordem o de T € definida como sendo o funcional linear
DT :D(Q) — R

tal que
<DaT7 ()0> = (_1)‘(1' <T7 Da(ﬁ) 2SS D (Q) :

Defini¢ao 2.6.4 Seja (T,) uma sequéncia de distribui¢oes em D'(RY), dizemos que (T,)

converge para T € D'(Y), quando n — oo e denotamos por

T, — T em D'(Q)
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se, e somente se,

ligbn (T, )= (T,p), Y ¢ € D).

2.7 O espago de Sobolev W™P((2)

Os espagos de Sobolev WP () sao subespacos dos espacos de Lebesgue LP(€2), cujos
elementos possuem derivadas no sentido das distribui¢oes ainda nos espagos LP(£), isto
é, se 2 é um subconjunto aberto do R”, p € R tal que 1 < p < 0o e m um inteiro nao

negativo, definimos
WmP(Q) ={ue LP(Q); Due LP(Q)V a, |a] <m}
onde D® é a derivada no sentido das distribuicoes.

Observagao 2.7.1 Ao mencionarmos que a derivada, D®u € LP(S)), de u é no sentido

das distribuigoes, significa que existe uma fun¢io v = D% € LP(Q2) tal que

/Qv($)g0(x)dx = (—1)l / u(x)D%p(z)dz, ¥ ¢ € D(Q).

Q

Se 1 < p < oo, entao definimos nos espacos de Sobolev uma norma que leva em

consideracao as derivadas das func¢oes

D=

el = lullmogey = | D 11D ullZaq

lal<m
Se p = oo, entdao munimos os espacos de Sobolev com a seguinte norma

[l o0 = Ntllyinocioy = D 1Dl ey -

laf<m

Teorema 2.7.1 Sejam 2 C R™ um conjunto aberto, 1 < p < 0o e m um nimero inteiro

nao negativo, entao
i) WmP(Q) é um espago de Banach;
i1) Se 1 < p < oo, entao W™P (Q) é separdvel;

iii) Se 1 < p < oo, entago W™P () € uniformemente convezo.

Demonstracao: Ver [3]. m
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Definimos o espaco W, ? (€2) como sendo o fecho de C5°(Q2) no espaco W' ().
Denotamos o dual topologico de W, () por W= (Q) onde p é o expoente conju-

1 1
gado de p', isto é, — + — = 1.
p p

Podemos realizar uma caracterizacao de W= (Q) com o seguinte teorema (2.7.2).

Teorema 2.7.2 Se f € W7 (Q), entio existem fo, fi,..., [, em L (Q) tais que

(f,u) = /fo d:v+2/fl  2ulz )d Y ue Wi ().

Demonstracao: Ver [26]. ]

Notemos que, no sentido das distribui¢oes temos

_ Op(x)
/fz 81’2 dr = _\/Q_fz(l‘) 8931 dz.
o
Portanto, segue que
Ofi
£ = fo—Zaj; 3

A relacio acima justifica a notacio de W~ (Q) para o dual topologico de W, ().

2.8 Espacgos L? (0,T; X) e as distribuigoes vetoriais

Antes de definirmos as distribuicdes vetoriais, enunciamos alguns resultados relevantes

para 0 que se segue.

Definicao 2.8.1 A tripla (2, M, ) é um espago de medida se:

i) M é uma o-dlgebra em ), ou seja,
(a) D € M.
() Ace M= A° e M.

() UsZ, A, € M sempre que A, € M,V n.

i) p € uma medida, u: M — [0, 00] ou seja,
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(a) u(0) = 0.

(b) wlUo, An) = >0 u(Ay) sempre que (Ay,) é uma familia de membros dis-

juntos em M.

i) Q0 € o-finito, isto é, existe uma familia enumerdvel (Q,) em M tal que Q = J,—,

e u(Qy,) < 0o, V n.

Como exemplos de medidas, podemos citar a distancia em R e a area em R2. Os
conjuntos de £ € M que satisfazem a propriedade u(E) = 0 sao chamados conjuntos de
medida nula. Como exemplos de conjuntos de medida nula, em (a,b), podemos tomar o
conjunto E como sendo um conjunto enumeravel de pontos de (a,b), e outro exemplo de
conjunto de medida nula, em Q := [a, b] X [a, b], como sendo um conjunto enumerével de

retas contidas em Q.

Defini¢ao 2.8.2 Sejam (2, M, ) um espaco de medida e X um espa¢o de Banach de
norma || - ||x. Uma funcdo vetorial ¢ : Q — X ¢é dita simples se existe somente um
nidmero finito n de M; € M disjuntos, com pu(|J M;) < oo tais que ¢(t) = p; constante e
diferente de zero em M; e (t) =0 em Q\|J M;, além disso, sua integral € definida como

sendo o vetor de X dado por
/ pdp =3 11 (M;) .
L i=1

Defini¢ao 2.8.3 Sejam (2, M, ) um espaco de medida e X um espa¢o de Banach de
norma || - ||x e dual X'. Uma fungao ¢ : Q@ — X € dita fracamente mensurdvel se para
toda f € X' a fungao

t— (f, ()

€ mensurdvel.

Definigao 2.8.4 Sejam (2, M, u) um espago de medida e X um espago de Banach de
norma || - [|x. Uma funcio ¢ : Q — X € dita fortemente mensurdvel ou apenas men-

surdvel se existe uma sequéncia de fungoes simples convergindo fortemente para @ em

q.t.p.

Lembremos que uma sequéncia (,) em um espago de Banach de norma ||-|| x converge

fortemente para o elemento p € X se ||p, — ¢||x — 0.
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Definigao 2.8.5 Sejam (2, M, ) um espago de medida e X um espag¢o de Banach de
norma || - ||x. Uma funcao ¢ : Q@ — X ¢é dita Bochner integrdvel ou apenas integrdvel se

existe uma sequéncia de funcoes simples p, : 0 — X tal que, para todo n, a funcao

t— [len(t) = w(O)x

€ integrdvel e além disso
i [ flea(t) = o(O)xd =0
noJo

Teorema 2.8.1 (de Bochner): Sejam (Q, M, ) um espaco de medida e X um espago
de Banach de norma || - || x. Uma funcao fortemente mensurdvel ¢ : Q@ — X € Bochner

integrdvel se, e somente se, ||¢||x € integrdvel em S).

Demonstragao: Ver [24]. m

Suponhamos a,b € R, X um espaco de Banach e 1 < p < oco. Os espacos deno-
tados por LP (a,b; X') sdo constituidos pelas classes de funcoes fortemente mensuraveis

u: (a,b) — X tais que a funcdo t — ||u (¢)||x € integravel a Lebesgue em (a,b) e sao

1
b v
Hu||Lp(a7b;X) = (/ ||U(t)|‘§( dt) .

Por outro lado, espago denotado por L™ (a,b; X) é formado pelas classes de fungoes

munidos pela norma

fortemente mensuraveis que sao essencialmente limitadas no intervalo (a,b) tais que a
fungao t — JJu (¢)|% € L*(a,b). A norma em L™ (a,b; X) ¢ definida por
[l Lo i) = sup ess [Ju(t)|| -
te(a,b)

Quando X é reflexivo e separavel com 1 < p < oo, entao LP (0,7; X) é um espago
reflexivo e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach L¥' 0,75 X"),
onde p e p' sdo expoentes conjugados, isto &, }D + }% = 1. Se p = 1, entao o dual
topologico do espaco L (0,T; X) se identifica ao espago L™ (0,T; X') e a dualidade entre

esses espacos é dada na forma integral
(u, U)(LP(O,T;X))’XLP(O,T;X) = (U, V) (0,7;:X")x LP(0,T:X) *

Se p = 2e H ¢ um espaco de Hilbert, entao L? (a, b; H) ¢ um espago de Hilbert munido

do produto interno

wmnmwﬂ:[<wwwumwt
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Observacao 2.8.1 Se 1 < p < oo, entao LP (0, T; H) é um espago de Banach.

Defini¢ao 2.8.6 Uma distribuicao vetorial sobre (a,b), com wvalores em um espago de

Banach X, é uma transformacao linear

T :D(a,b) — X,
p — Ty

continua em D(a,b), ou seja, para toda sequéncia (,) com v, — ¢ em D(a,b) entdo

(T, p,) = (T, ¢) em X.

Por D’'(a, b; X)) denotamos o espago das distribui¢oes vetoriais sobre o intervalo (a, b)

com valores em X.

Defini¢ao 2.8.7 Seja T € D' (a,b; X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (a,b) com valores em X dada por

d"T 0/ dh
— )= ()T, =L D .
<dtn’¢> (1) < ,dtn>,vs&€ (a,0)

2.9 O espaco de Lebesgue LP(*)(Q)

Nesta secao explicitamos as principais propriedades dos espacos generalizados de

Lebesgue LP@)(Q), para mais detalhes indicamos as referéncias [18, 24, 33, 36, 44].

Suponhamos que €2 C R" seja um conjunto aberto e mensuravel. A fun¢ao mensuravel

p(z) : Q@ — [1,00) é denominada de expoente variavel.

O espaco generalizado de Lebesgue é formado pelas classes de fungoes mensuraveis

u:Q — R, tais que [, [u(z)[P®dz ¢ finita, ou seja,
LPD(Q) = {u: Q — R, mensuréaveis; p(u) = / lu(z)[P@dr < oo}
Q
Munimos o referido espago com a norma de Luxemburg

. u
lullpy = ey = inf {2 > 0; p(5) <1} (2.5)

Denotamos por

N
p- = infess p(v)
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e
+_
p" =supess p(x).
zeQ
Se p™ & finito, entao o expoente variavel p(z) é limitado e além disso temos as seguintes
relacoes

min ull? o, g 1l g | < o) < max {lull g Nl - (26)

A afirmacao (2.6) pode ser representada de forma equivalente por

1

1
P p(W)?" b < ] o ) < max { p(w)

1 1

min {p(u) P ,p(u)F} : (2.7)

Teorema 2.9.1 O espaco LP™)(Q) munido com a norma de Luzemburg dada pela equagdo

(2.5) € um espaco de Banach. Sel < p~ < pt < oo, entio LP®)(Q) ¢é reflexivo e separdvel.

Demonstragao: Ver [18, 36]. ]

O espago dual (LP(I)(Q))/ é identificado por L7 ®)(Q) onde p(z) e p'(x) sdo expoentes

1
conjugados tais que — +

p(z) " p(z)

No espaco de expoente variavel de Lebesgue, a desigualdade de Holder é valida.

Teorema 2.9.2 (Desigualdade de Hélder) Suponhamos queu € LP@ (), v € LV @(Q)

el < p(x) < oo, entdo

1 1
[ uas < (p—_ . @,)_) lll oo 1ol oy < 2l [0l (28)
Demonstragao: Ver [18]. ]

Teorema 2.9.3 Se p(x) e q(x) sio expoentes varidveis tais que p(z) > q(x) ¢.s. em €,
entdo LP@)(Q) — LI@)(Q).

Demonstragao: Ver [18, 36]. m

Teorema 2.9.4 (Representacao de Riesz) Suponhamos que p~ > 1. Se p(x) e p/(x)
sdo expoentes conjugados, entio para toda f € LP®)(Q) existe um tinico v € LP'®)(Q) tal

que

(fyu) = /Qu(a:)v(x)dw, Y ou e LPO(Q). (2.9)

Demonstragao: Ver [36]. m
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2.10 O espaco de Sobolev W™P@)(Q)

Os espacos generalizados de Sobolev W™P(®)(Q) sio os subespacos dos espacos de
Lebesgue com expoente variavel LP(*)(Q), cujos elementos possuem derivadas no sentido
das distribuicdes ainda nos espacos LP@®)(Q), isto é, se Q ¢ um subconjunto aberto do
R”, p(x) : 2 — [1,00) e m um inteiro ndo negativo, definimos o espaco de Sobolev com

expoente variavel por
Wmre)(Q) = {ue LP@(Q); D € LPD(Q)V a, |a| < m}
onde D® é a derivada no sentido das distribuicoes.
Nesse espaco esta definido a norma
1
p(z)

[tll oy = ltlpmseroy = | D I1D°ullS0, g

|a|<m

O espaco Wm’p(””)(Q) munido da norma acima é um espaco de Banach.

Se m = 1, entao

ou
WP (Q) = {u € LPW(Q); o €L @) V=12, }
ou . . : . e
onde é a i-¢ésima derivada de u no sentido das distribuicoes, isto é,

€T

ou B Op
g axinpd:c = —/ngxidx, Vo e D).

Também podemos definir o espaco WP(®)(Q) por
Whr@(Q) = {u € LFP(Q); |Vu| € LP7(Q)},

onde Vu é o vetor gradiente, isto é,

Vo — ou Ou ou
-\ 0z 0ry’ T 0x, )

Ainda em W'P(*)(Q)) temos que as seguintes normas sdo equivalentes

[y piay = Nullwroe @

(‘9@

Lp(x)( )
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||u||1,p(x) = HUHWLP(I)(Q) = ||U||Lp<z>(9) + ||VU||Lp(z)(Q)-
Teorema 2.10.1 Se 1 < p~ < pt < oo, entdo W™P@)(Q) € separdvel e reflexivo.
Demonstragao: Ver [18]. m

Definigao 2.10.1 Denotamos por WP (Q) o fecho de C5°(Q) sobre Wm@)(().

Teorema 2.10.2 Se 1 < p~ < pt < oo, entdo Wom’p(x)(Q) ¢ um espaco de Banach,

separdvel e reflezivo.
Demonstragao: Ver [18]. ]

Teorema 2.10.3 (Desigualdade de Poincaré) Sejam Q limitado, p(z) € C (Q) com

p~ > 1. Entao existe c > 0, tal que

1,p(z
HU||Lp<z>(Q) <c ||VUHLP(I)(Q) , VueW, 3 )(Q) (2.10)

Demonstragao: Ver [33]. ]
Dizemos que a fun¢ao de expoente variavel p(z) : Q — (1, 00) é log-Holder continua

se existe uma constante positiva c tal que

Ip(z) — p(y)|log |z —y| < ¢, Vz,y € Q.

Teorema 2.10.4 Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave. Suponhamos

que p(z) : Q — (1,00) seja uma funcao limitada e log-Hélder continua.
Se q(x) : Q@ — (1,00), com q" < n, é uma fung¢ao limitada e mensurdvel com

np(r)

MY vreq.
n—2p(z)’ ve

q(z) <p* =

Entao existe uma imersao continua

WP (Q) — L19(Q).

Demonstragao: Ver [33]. m
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Teorema 2.10.5 Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave. Suponhamos
que p(x) : Q — (1,00) seja uma funcdo limitada e log-Hélder continua em . Nessas

condicoes, existe uma constante c tal que para cada u € W()Q’p(x)(ﬂ) temos
HUHWOQ-P(I)(Q) S c HAuHLP(z)(Q) .

Demonstragao: Ver [77]. ]

Proposigao 2.10.1 Sejam Q C R™ um dominio limitado e {w;};-, uma base ortonormal

em L2(RY), entdo para qualquer e > 0, existe uma constante N, > 0 tal que
1
Ne 2\ 2
[ull oy < <Z (/Q Uwidl’) ) + e [lullyprq)
i=1

para todo u € W,P(Q) onde 2 < p < co.

Demonstragao: Ver [18, 28]. ]

O teorema (2.10.6) ¢ de extrema importancia pois relaciona a convergéncia com a

convergéncia fraca.

Teorema 2.10.6 Seja p(z) : Q — R uma funcio log-Hélder continua e limitada por
p~ > 1. Se {u,}o2, € limitada em LP® (Qr) e u, — u quase sempre em Qp quando
n — 00, entdo existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que

u, — u fracamente em LP®) (Qr) quando n — oo.

Demonstragao: Ver [40]. ]

2.11 Operadores limitados, continuos, moné6tonos e he-
micontinuos

Nesta secao exibimos os principais resultados sobre os operadores p—Laplaciano e

p(z)—Laplaciano, para mais detalhes aconselhamos as referéncias [18, 34, 44].

Suponhamos que (X, || - ||x) e (Y, | - ||v) sejam dois espagos normados. Denominamos
de operador 7' toda aplicacao
T: X —Y

e denotamos por T'(x) o valor de T no ponto x € X.
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Definicao 2.11.1 Dizemos que o operador T : X — Y € limitado, se existe uma cons-

tante positiva c € R tal que

T (x)|ly <cllz]x, ¥VxeX.

Se T : X — Y é limitado, entao definimos sua norma por

I = sup { 5 o 20}

vex U l#llx

Definicao 2.11.2 Um operador T : X — Y € continuo no ponto xq € X, se para todo
e >0, existe 6 > 0, tal que

VeeX, ||z —axx <d=||T(x) = T(xo)]ly <e.
Dizemos que T' é um operador continuo, se 17" é continuo em todo =z € X.

Definicao 2.11.3 Sejam X um espaco normado e X' seu dual topoldgico. Um operador

T: X — X' é mondtono, se

(T(x) = T(y),z—y) >0, Vr,y € X.

Se
(T(@) ~T().z—y) >0, Yo,y € X comz £y

entao o operador T’ é denominado estritamente mondtono.

Defini¢ao 2.11.4 Um operador T : X — X' é hemicontinuo se a funcao real
A— (T(A\x +y), 2)

€ conlinua para quaisquer x,y,z € X.
Proposicao 2.11.1 Se o operador T : X — X' € continuo, entdo é hemicontinuo.

Demonstragao: Ver [34]. ]

2.11.1 O operador p—Laplaciano

O operador p—Laplaciano é denotado por

A, WP (Q) — WH(Q)
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e definido por
—Apu = —div (|Vuf'>Vu) . (2.11)

Notemos que, a equacao (2.11) é equivalente a
_A u——zn: 0 " Ou (2.12)
e pa dz; Ox; | :

Observemos que, se p = 2, entao obtemos o operador Laplaciano. De fato,

ou
3@»

Aou = div (|Vu|272 Vu) = div (|Vu|0 Vu) = div (Vu) = Au,

ou 2—-2

7 Ou .0
8_901> :;aﬁi

ou ainda,

)
AQU = Zl 8xZ

ou " 0%
(a{[;l> = 2 a—x? = Au.

Destacamos que, as igualdades definidas pelas equagoes (2.11) e (2.12) ndo ocorrem
no sentido literal, pois — div (|Vu|P"2Vu) ¢ uma fungao definida em € e ndo um funcional,

porém esta funcao implica na origem um funcional definido por

(—Ayu,v) = /Q \VulP~2VuVudz, ¥V v € Wol’p(Q).

Teorema 2.11.1 O operador p— Laplaciano é limitado, continuo, mondtono e hemicon-

tinuo.

Demonstragao: Ver [44]. m

2.11.2 O operador p(x)—Laplaciano

Nesta secao generalizamos o operador p—Laplaciano, para tanto, suponhamos que

QCR"ep(x): Q— (1,00). O operador p(x)—Laplaciano ¢ denotado por
Ay s WP () — (W*(2))

e definido por
—Apyu = — div (|Vu[P ™ 2Va) . (2.13)
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Notemos que, a equagao (2.13) é equivalente a

p(z)—2 ou
' 8%) . (2.14)

Analogamente ao operador p—Laplaciano, temos que para cada u € Wol’p(x)(Q) 0

operador p(x)—Laplaciano implica na origem um funcional definido
(—Ap(aytt, v) = / IVu[PO 2V uVude, ¥V v € Wy (Q).
Q

Teorema 2.11.2 O operador p(x)— Laplaciano € limitado, continuo, mondtono e hemi-

continuo.

Demonstracao: Ver [44]. ]

2.12 Outros resultados importantes

Nesta secao enunciamos outros resultados importantes de Anélise Funcional que sao

fundamentais no desenvolvimento da dissertacao.

Definicao 2.12.1 Seja H um espaco de Hilbert. Denominamos por base Hilbertiana de

H uma sequéncia de elementos (w,) de H tais que:
i) lwn| =1V n, e (wp,wn) =0V n,m, onde m # n;

1) O espago gerado pela (w,) é denso em H.

Lema 2.12.1 (Gronwall) Sejam ¢ : [a,b] — R e ¢ : [a,b] — R fungdes continuas e

nao negativas. Se
t
e <at [ o(s)u(s)ds

com o > 0, entao
(1) < aek % v ¢ e [a,0].

Em particular, se ¢ (t) € limitada e se « =0, entdo ¢ = 0.

Demonstragao: Ver [51]. ]
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Lema 2.12.2 Seja ¢ (t) continua e nao negativa em [0,T]. Se

o) <ci+oe /t [ (s) + ¢ (s)] ds,
com 0 <t<T ecy,co >0, entao existem Ty >0 e c > 0 tais que
e(t)<c, Ytel0,T.
Demonstragao: Ver [51]. m

Teorema 2.12.1 (Peano) Suponhamos que I = [a,b] seja um intervalo real, D C R" e
f i1 xD — R™ uma fungdo continua. Se (to,x0) € I x D e C >0 eT > 0 sao tais
que [to — T, to+ T) x B(xg,C) C I x D onde B(xy,C) € a bola com raio C' e centrada no

ponto xg, entao o sistema

2.15
I(to) = X, ( )

{ 2(t) = ft,z(t)),

. . . C
com t € [tg — v, to + ], possui pelo menos uma solu¢ao x, onde v < min< T, i e

M = ma | f(t, x)].

= X
(t,.’E) (S [tofT,toJrT}XB(xo,C)

Demonstragao: Ver [69]. m

Teorema 2.12.2 (Arzela-Ascoli) Se a sequéncia (f,)0%y € limitada e equicontinua,

entdo existe uma subsequéncia de (f,)%y que converge uniformemente.
Demonstragao: Ver [43]. ]

Teorema 2.12.3 (Vitali) Suponhamos que a sequéncia (f,)o%y € equi-integrdvel, limi-

tada e f,(z) — f(x) ¢.s. quando n — oo, entdo f € L' e

n—oo

lim [ |f, — fldz =0.
Q
Demonstragao: Ver [75]. ]

Lema 2.12.3 (Nakao) Seja ¥ : (0,00) — R uma fun¢do nao negativa e limitada. Se

existem duas constantes a > 0 e > 0 tais que

sup U0 (s) < a[U(t) — W (t+1)], Vi>0. (2.16)

t<s<t+1
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Entao existem constantes positivas C' e vy tais que
U (t) < Ce Vit>0, quando =0, (2.17)
\I/(t)SC’(t—i—l)_%, Vt>0, quando 5> 0. .
Demonstragao: Ver [58]. ]



Capitulo 3

Equacao de viga nao linear envolvendo o
operador p(ax)—Laplaciano

Neste capitulo enunciamos as hipbéteses necessarias para demonstrarmos a existéncia
e o comportamento assintético da solugao fraca da equagao de viga de quarta ordem
nao linear com dissipagao forte e perturbagao de ordem inferior do tipo p(x)—Laplaciano

definida por

0?u du u

- p(z)—2 — - 27 =

5 + A (|Aul Au) — A <0t> +f (x,t, 8t) g(x,t) em Qr,
u=0,Au=0 em 0Qr, (3.1)
u(x,0) = up(z), au(;; 0) = uy () em (.

Onde Q Cc RY, N > 3, ¢ um dominio limitado com fronteira 92 regular, 0 < T < oo,
Qr =02 x (0,7), 0Qr = 02 x (0,T) e as fungdes p, f, g, up e uy satisfazem as seguintes

hipoteses:

(H.1) p: Q — (1,00) & log-Holder continua, isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal
que
p(z) = p(W)|loglz —y| < c, ¥ 2,y €Q
e satisfaz

N _
1<p =infp(x) <p" =supp(z) < 5 Ve
Q Q

onde Q denota o fecho de

(H.2) f(x,t,s) € C (2 x[0,00) x R) e existem constantes positivas ¢, ¢z e c3 tais
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que
Fx,t,5)s > e |s|"@ — o,

(@ ts)] e ("7 + 1)), (3.2)

para todo (x,t,s) € Q x [0,00) X R, onde ¢ : Q@ — (1,00) & log-Hélder continua satisfa-
zendo
Np(z)

N——Qp(x)7vx69;

1 <q =infg(z) <q(r) <
Q

(H.3) ug € W@ (Q) N Wy (Q), uy € L2(Q) e g € L™ (Qy) onde

3.1 Existéncia de solucao fraca

Iniciamos essa segao definindo o conceito de solugdo fraca para o problema (3.1).

Definicao 3.1.1 A funcdo u: Qr — R € uma solucgio fraca do problema (3.1) se
we L™ (o,T; P2 (Q)) NC(0,T; W32 (Q)) | (3.4)

% € L= (0,75 L* () N L2 (0,T; Wy? () N LY (Qr) (3.5)

ou(z,0) Ou Dy ()2
- go(x,O)dx—/ ——dmdt—i—/ |Aul? AuApdzdt

/Q ot oy Ot Ot Or
(3.6)

+ V@Vgoda:dt+/ f(a:,t, %) godxdt:/ g (z,t) pdxdt,
or Ot - ot .

para todo o € C* (0, T;C5 () com ¢(x,T) = 0.

Nesta dissertagao, aplicamos o método de Faedo-Galerkin no problema (3.1) e de-
terminamos a existéncia de solucoes fracas, para tanto, suponhamos que a sequéncia

{w;}2, € C5° () seja uma base Hilbertiana em L*(Q) e que

Vn - [w17w27"' 7wn]-

Além disso, seja

= *(9)
cr@clJva
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Devido ao fato de que |2, V;, € denso em C? (£2) entdo temos o seguinte lema (3.1.1).

Lema 3.1.1 Se uy € WP (Q) N W, (Q), entio existe 1, € V,, tal que
U — ug em W@ (Q) N W, *(Q)
quando n —» Q.

Demonstragao: Ver [48]. ]

Multiplicando a equagao (3.1) por uma funcdo arbitraria v € V,, e integrando sobre

(2, obtemos
0%u ou ou
- p(z)—2 _ - g —
/ {(%2 + A (|Aul Au) A( t)—l—f(x,t, (915)} vdx /Qg(x,t)vdx,
0%u ou

ou
— v+ A (|Au®2 Ay A(—)U—l- (x,t,—)vdxz/ x,t) vdx.
q Ot? (| | ) ot f ot Qg( )
a—dex—i-/ A( \Au]p 2 Au) vdz— /A (@> vdx—l—/ f (a:,t, @) vdr = / g (z,t) vdx.
0 0 ot Q ot 0 )
3.7

Utilizando a formula de Green no segundo termo da equagao (3.7), segue que

O (| AulP@—2A
/A(’Au!p(z)zAu) vdr = /\Au!p 2AuAvd:z:+/ Ayl - u)vd:v
O 5 o0 on (3.8)
v
— AulPPD2Au) da.
/89 on (’ | )

Onde n representa o vetor unitario normal externo a ). Por hipdtese, as condicoes

de contorno sdo u = Au = 0 em 02, entdo a equagao (3.8) assume a seguinte forma

/A(|Au|p(x)_2Au) vdr = /|Au|p(x)_2AuAvdx. (3.9)
Q 0

Aplicando a formula de Green no terceiro termo da equacao (3.7), temos

ou ou 0 [0u
—/QA (E) vdr = /QVEVvdx — /852 o (815) vdz. (3.10)

Utilizando novamente o fato de que as condicoes de contorno sao nulas em 0€2, entao

ou ou
—/QA (E) vdx—/QVEVvdx. (3.11)

a equacao (3.10) torna-se
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Substituindo as equagdes (3.9) e (3.11) na equagao (3.7), segue que

aa—dex—i-/ | Aul|P®) 2AuAvda:‘+/V Voudx +/f( ,t,g—?) de:/g(x,t) vdz.
Q

O método de Faedo-Galerkin consiste em determinar uma sequéncia de solucoes sob

a forma .
t)=> mi(t)w;(x) € Vi, (3.12)
j=1
de modo que satisfaca o seguinte problema aproximado
0%u ou ou
“vd AnWHAnAd/ L / t =" d:/n t)vd
Qath:z:+/ﬂ|u| u vx—i—ﬂ T Qf Tt~ | vde Qg(x,)vx
(3.13)

para toda v € V,, com g, € C° (Qr) e g, — g em L7 ® (Qr).

Substituindo a equagao (3.12) em (3.13) e supondo, sem perda de generalidade, v = w;

com 1 <17 < n, temos

/Zn )dl’-i—/ﬂ
(3.14)

/g)(;%(twwj(xo Vw,-(a:)da:—l—/gf (%@;U%(ﬂ%(@) Wi(x)d$=/ggn (x,t) w;(z)dz.

n

> i () Aw; ()

J=1

p(z)—2 n
(Z Tl (8) Aw; (33)) Aw;(x)dx +

J=1

ann " 827771 j
Onde ,r]n]( ) 8tj € nnj(t> = atgj :

Notemos que, quando i = 1 o primeiro termo da equagao (3.14) torna-se

/Q Znﬁj(t)wj(x)wl(x)dm = /Q M (D)wr () () + 115 (Hwa () () + - - 4 0, (Dwn (2)r (2) dor

= / M (Dwr (2)wn (z)d + / 0y ()ws (2w (2)dz 4 - - - +
Q Q
/Qngn(t)wn(x)wl(@dx.

— () /Q wn(@)en (2)dz + 1/ (1) /Q wnl)or (2)dz + - +
tinlt) [ n(han(o)i
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Utilizando o fato de V,, ser uma base Hilbertiana em L*({2), entao

/QZ ngj(t)wj(x)wl($)dx =y (t)+0+---+0.

Analogamente, quando ¢ = j o primeiro termo da equacao (3.14) torna-se

/ anj(t)wj(x)wj(x)dx =0+0+---+0+n,,(t) +0+---+0.
Definindo a projecao P,; (¢, u,v) : [0,7] x R" x R®* — R™ como sendo

p(z)—2 n
(Z n”j(t)AWj(x)> Aw;(z)dx +

P (tp,v) = z”: s () Aw; ()
Q|4

(3.15)

/Q <Z n;j(t)ij(x)> Vw;(x)dz + /Qf (x,t,Zn%(t)ag(x)) w;(z)dx.

Obtemos o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem nao

linear na varidvel ¢

(0 (0) + Pt (01 (0,0 (8) = Goa(8),
G

Mo (t) + Pz (8, m02(t), m0(t)) = (3.16)

L Moo (8) + P (6,00 (8), 10,,(1)) = Gn(2)-

Onde
Goslt) = /Q o (2,1) wi(2)da.

Observemos que o sistema (3.16) pode ser reescrito como sendo o seguinte problema
de Cauchy

{ 0'(8) + Py (t,0(0), 1/ (1)) = Gin(8), 5.17)
n(0) = Uon, 7/ (0) = Uty
onde

() | [ Py (8,0 (), 7 (1)) ] [ Gou(1)
w = | "N by = | TG gy | el

| T (£) i L P (8 n (), 1 (1)) i Gin(1)
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Suponhamos que

Zn(t) = (X(t), Gn(t) — Pu(t,n(t), X(1))) ,

entao o sistema de equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem na varidvel ¢t dado

pela equacdo (3.17) pode ser reescrito como

(3.18)
Y (0) = (Uon, Urn).

Notemos que, nosso problema foi reduzido a um sistema de equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem na varidvel . Antes de demonstrarmos a solucdao desse

sistema, fagamos algumas observacoes.

Observacao 3.1.1

ou, \ Ouy,
=n >
/Qf(a:,t, 8t) atdx_cl/Q

Demonstracao: De fato, utilizando a limitacao inferior da funcao f dada na hipotese

q(z)
— ¢ | dx.

q()

Our dx — ¢y. (3.19)

ot

(H.2) pela equacio (3.2), segue que

ou, \ Ou,
) e >
/Qf(x?t’ 8t) or 1= /sz(q

ou,
ot

q(z)
= cl/ Ot dx—CQ/dx.
ol O Q
au q()
= - dx — ¢y.
Cl/Q at X Cy

Ondec4:cg/dx20. m
Q

ou,, _ Ou
V—"V—"ldr = /
/Q ot ot Q

Demonstracao: Com efeito, notemos que

ou,, _ Ou, o, \
/Qvatvatda:_/g<vat) dx.

Observacao 3.1.2
2

Ottn " 1o (3.20)

v@t
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Ou seja,
ou, _ Ou uy, |
V—"V ndm:/ V—"| dz.
/Q ot ot ol Ot
u
Observacao 3.1.3
] " A np(m)
/|Aun|p(x)2AunA Un gy = & Ldav. (3.21)
Q ot dt p(z)
Demonstracgao: Utilizando a regra da Cadeia, obtemos que
d 1 ou
— | Au, [ = p() | Ay [T ————2Au, AL
77 1At p(x) |Auy,| 3 A, Ay
Ou seja,
d Oun,
pr |Aun|p($) = p(x) \Aun|p 2 Au, A g
Com isso, concluimos que
A 9t 1 d d [ |Au,™
/|Aun|p T iy = / —— |Au, P de = — &dx.
ot o p(z) dt dt Jo p(z)
u
Observacao 3.1.4
d [ |Au,["™ Ay, | A, |1
Pnt,,”>—/Ld /V”d /—n dr —cy.  (3.22
(t,m,n")n @)y P x+ A 5 x4+ o r—cy. | )
Demonstracao: Utilizando a equacao (3.15) tem-se
p(r)—2 n
P,(t,n,n ) = Aw;j (Znnjij> Aw;dx+
j=1 j=1
/Q (Z nﬁlewj) chl-dx—i-/gf (m,t,Zn;jwj> widx.] (M1 Mgy *

_]21 ]:1

ondet=1,2,---,n. Dai,

P,(t,n,n) / | Au, [P Au, Z Aw;n),dx + / 8“"V Z winydx +

U
[ pp— . dx.

D)
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Logo,
ou ou,, _Ou Oou,, \ Ou
AV p(z)—2 n n n - -
P,(t,n,1)n _/Q\Aun| Au, A T dx—l—/QV 5 \Y T dx—l—/gf <x,t, BT ) T dz.
(3.23)

Substituindo as equagoes (3.19), (3.20) e (3.21) respectivamente no primeiro, segundo

e terceiro termo da equacao (3.23), demonstramos que

d [ |Au, ™ ?
P.(t,n,1n '2—/;dx+/ d:erc/
SR dt Jo p(z) 0 '

Retornando ao sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem dado

q(z)
dr — ¢y.

ou,,
ot

ou,,
ot

\%

por (3.18), temos
Y'=2Z,.

Compondo-o com Y e aplicando o produto interno, segue
Y'Y = Z,)Y.
VY = (X,G,—P,)(n,X).
Y'Y = (0,G,— P, (n,7).

Y'Y = n'n+G.f — P
Y'Y —-1'n—G.y = —P.ux. (3.24)

Aplicando a inequagao (3.22) na equagao (3.24), tem-se

d [ |Au, "™ Auy, | A, |7
YY -0'n—-—G < —— | —=—dx — V—| dx — /— d .
m "= dt/Q p(x) v /Q ot rTa ql Ot Tt
Consequentemente,
d [ |Au, ™ ou, |? A, |1
YY+— | /— 4 V—2| d - de <1 G.n . (3.25
Rl e “/ﬂ ot “Cl/ﬂ | drsunE G +en (3.29)
Notemos que
n'n < |n'ln]. (3.26)

Aplicando a desigualdade de Young (2.1) na inequagao (3.26), entao

1 1
n'n < |n'lin| < §|77’|2 + §|77|2. (3.27)
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Analogamente, pela desigualdade de Young (2.1), temos

Lo

1
Gur < 51Gul? + 32 (3.25)

Substituindo as inequagoes (3.27) e (3.28) em (3.25) resulta em

d Au,, p(z) 2
Y'Y 4— Ldl""/ dx+cl/
Q Q

dt Jo  p(x)
Por outro lado, como Y (t) = (n(t),n'(t)), entdo

q(z)

ou,
ot

ou,,
ot

1 1 1 1
d < Z /12 - 2 _GnQ - 112 .
v r < 2|?7| +2|n| +2| |+2|77| +cy

(3.29)

1 1
_YQ - = / / )
2| | 2((77,77),(77,77»
1 /'
= §<UQ+772>-
1

_* 2 212
—2/9‘774-7]}dx.

B %/th [ da

1 22 1/ 2|2
= = dz + - dz.
Q/Q\n\ vty | [ d

_ 1 2 1 /12

Ou seja,
1 1 1
SIYP = il + ol (330)

1
Além disso, como 5]77\2 > 0, entao

L <

5 Y] (3.31)

DN | —

Usando a equacdo (3.30), podemos reescrever a inequacao (3.29) como sendo

d A np(w) 2
Y’Y+—/ &dx—i-/ dx+cl/
dt Jo p(x) Q Q

Notemos que

q(z)

ou,,

ou,,
v ot

ot

1 1 1
de < SIYP45IGal + 50 P +ca.
(3.32)

1, 1
ilGn| - §<GnaGn>-

1 1
S|GLPP = —/ |gnws|* dzz, onde 1 <i < n.
> 2 ),
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Usando o fato de que (w;) é uma base Hilbertiana, entao

1,0, 1 )
- = - dz. .

Substituindo (3.33) em (3.32), segue que

d Au, p(z) 2
Y'Y +— de—l—/ d:ﬁ~|—01/
Q Q

dt Jo  p(z)
Usando a inequagao (3.31) em (3.34), obtém-se que

aun q(z)

ot

ou,,
ot

1 1 1
\Y4 dr < —\Y\z—l——/ |gn]2 dx+=|n|*+cy.
2 2 /g 2

(3.34)

d [ |Au,™ ou, |? .. 19@) 1 1 , 1
YYro | = - d "d<—Y2—/nd—Y2.
+dt/ﬂ () :E—I—/QV& a:—l—cl/Q 5 x_2\ \+2 ng] x—|—2| >4-c4
Logo,
d [ |du Oun D, 1 Lo
Y'Y+ ;dﬂﬂr/ Vo dx+c/ ndy < Y2+—/ o2 d + c4.
dt Jo  p(z) ol ot Ly <IYP+3 ) lonl 1
(3.35)
Sabemos que
1d o 1d
YR = (Y
2a 2atY)
1 d d
= —|((xY)Y Y=Y )].
() (i)
1
= YY)+ (rY).
1
= S(LY)+(Y))
1
= ST
= (YY)
= Y'YV
Logo,
1d
opT Y|P =YY, (3.36)

Fazendo a substitui¢cdo da equagao (3.36) em (3.35) implica que

1d ., d / | A, [P / 2 /
S Y P+— [ T —dat dz+c
2dt Yl dt Jo px) 0 "o

q(z)

ou,,
ot

ou,,
ot

1
\Y dx < |Y|2+§/ |gn|” dz—+cy.
Q

(3.37)
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Integrando a inequacao (3.37) de 0 até ¢, temos

\Aun|” /\Aun |p
Y
th/ Y ? dt+/ dz +
t
of
0o Jao

Como t < T, entao

A, [P A p
2dt/|Y|dt/’ ) d—/’un 0) da:+
/ / dxdt</ Y (s)|?ds + = //\gn\ dxds + c4T.

Através do lema (3.1.1), sabemos que w,(z,0) converge fortemente nos espagos

W2r@)(Q) N W,2(Q), entio |Auy,(x,0)| é limitado por uma constante c5 > 0, ou seja,

(9n
Un(Z, 5) dxds

(3.38)

q(z) t 1 [
d:cdsg/ |Y(s)|2ds+—/ /|gn]2dxds—i—c4t.
0 2 0 Q

Ouy(x,s)

d:):dt

(3.39)
ouy, |?

|Au,(z,0)] < cs. (3.40)

Além disso, temos as seguintes limitacoes

2
vadt dxdt:‘v@“" < ¢, (3.41)
Ot ll12(r)
a(x)
/ / Oun " i — |2 < e (3.42)
Ot |l (@r)

//\gn| drds < cs. (3.43)

Substituindo as inequagoes (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43) em (3.39), segue que

Au, |
2dt/ Y ? dt+/%dm—c5+cﬁ+clc7 /|Y )|?ds + cg + c4T.
Q

Definindo ¢o(T') = cg + c4T + ¢5 — ¢g — c1¢7, entdo

p
th/mdt /' U d</|Y )[2ds + o(T).
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Aplicando o lema de Gronwall, obtém-se

2dt/ Y ? dt + /' " dx<c10( ). (3.44)

Em (H.1) nés supomos que a fungao de expoente varidvel é definida como sendo

p(z) : Q — (1, 00), isso implica que
Au,, p(x)
/ &dx < / | AP da. (3.45)
o p() Q

Assim, a inequacao (3.44) torna-se

th/ 2 dt+/ AunP@ dz < e10(T). (3.46)

Como / | Au, [P dz > 0, entao
0

th/ V2 dt < exo(T).

Dessa maneira, temos

d [t o

— Y|“dt < c;o(T).

& [ P < e
Usando o teorema fundamental do Célculo, obtém-se

Y ()] = [Y(0)" < e1(T).

Consequentemente,

Y (1) = Y(0)]” < ero(T).

Portanto,

onde ¢(T) = ¢10(T).

Denotamos por

M, = max | Z.(t,Y)]
(t,Y) € [0,T]xB(Y(0),4/c(T))
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. o(T)
n < T,
Y < mln{ YA }

onde B(Y (0),+/c(T)) & a bola de raio y/c(T) centrada no ponto Y (0) € R?". Por defini-

¢ao, Z,(t,Y) é continua em relacao a (¢,Y).

e por

Aplicando o teorema de Peano, isto é, através do teorema (2.12.1) segue que o sistema
de equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem (3.18) possui solu¢ao C! sobre o
intervalo [0,7,], esse fato implica que o sistema de equagdes diferenciais ordinarias de

segunda (3.17) possui solugao C? sobre o intervalo [0, ~,] denotada por n} ().

on(vn)
ot

repetir o processo anterior e consequentemente obtemos uma solucdo C? sobre o intervalo

Considerando que 7(v,) e sdo os valores iniciais de (3.17), entdo podemos

[Yns 27,] denotada por 2 (t).

Sem perda de generalidade, suponhamos que
T T T
T=|—|Y%+|— ) comO0O< | — | <1
Tn Tn Tn

T . L T
— é a parte inteira de —,
n Tn

onde

T T
<—> ¢ a parte decimal de —.
n Tn

Se dividirmos o intervalo [0,7] em [(¢ — 1)y,, i), ¢ = 1,2,--- L e [Lv,,T| onde

T
L = [— , entdo existe uma solu¢ao C? sobre o intervalo [(i — 1)7,,47,] denotada por

ni (t) e existe nET1(t) sobre [Lv,,T]. Portanto, obtemos uma solucao n,(t) € C?[(0,T)]

n

da seguinte forma

m(t),  set€[0,],

M), set€ (v, 2%,

m(t) =< (3.47)
m(t),  set€ ((L— 1)y, Ly,

nEtL(t), sete (Ly,,T).

Dessa maneira, concluimos que o problema (3.1) possui solugoes locais. Nosso proximo
objetivo é demonstrar que essas solucoes sao globais, antes disso enunciamos os lemas

(3.1.2) e (3.1.3) que auxiliam no desenvolvimento da dissertacao.
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Lema 3.1.2 As sequintes estimativas sao uniformes em relagao a n para todo t € [0,T]

2
/ O dx—l—/ | A, [P dx—l—/ \Vu,|” dz < O, (3.48)
ol Ot Q Q
q(z) 2
Ottn | ™t + | A, [P dedt + 2% gpdt < ¢, (3.49)
ot ot
Qr Qr Qr

Demonstracao: Na equacao (3.46) tem-se

1d [
0 Q

Consequentemente,
d t
E/ VI dt +/ A" dg < o(T).
0 Q
YOP = YOF + [ 180, de < (7).
Q
Y (1) +/Q\Aun|p(z) dr < o(T) + [V (0)].
Devido ao fato de que [Y(0)|* ¢ limitado, entdo
Y ()] +/ | A, [P da < O
Q
Sabemos que |V (¢)]> = (Y(t), Y (£)), ou seja,
(Y(1),Y () + / | A, [P dz < O
Q
Lembrando que Y (t) = (n(t),n'(t)), entao

((n(2),n'(2)), (n(t), 7' (¢))) +/Q|Aun|p(’”) dx < Ch.

/|n2+(n’)2\da:+/ | A, [P™) dz < C. (3.50)
Q Q

Notemos que por (3.12), segue que

Up = Z Mg ()w; (),
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entao

|un|2 = <Umun>'

un|? = <Z77nj(7f)wj(93)>Zﬁnj(t)wj(l“)>-

unl* = Z??ij(t)w?(ﬂf)- (3.51)

Usando o fato de que w;, 1 < j < n é uma base Hilbertiana, entao a equacdo (3.51)

torna-se

[unl® =D iy (D).
j=1

|un|2 = (3.52)

Analogamente, usando (3.12), segue que

n
ou,,

= > (0w (a),

entao
8un 2 - , 2
5 D (1)
j=1
Auy, |” ,
= ) (3.53)

ou,,
ot

2
clx—i—/ ]Aun\p(x) dr < C].
Q

Substituindo as equagoes (3.52) e (3.53) em (3.50) obtém-se

[l +
Q
Q Q

2
5 dx+/§2|Aun|p(x)dx§C’1.

Usando a desigualdade de Poincaré (2.10), temos

Auy, | .
cn/ ]Vun\zdx—l—/ ¢ daH—/ \Aun]p( ) dx < C.
Q ol O Q
Logo,
2 8“% ? p(x)
|Vu,|*dx + dx + | |Au, """ dx < Ch.
Q ol Ot 0
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Portanto, demonstramos que a estimativa (3.48) é valida.

Por outro lado, na inequagao (3.37), temos

|Au, [ n\p /
dz-+c
dt / ' Q

Como |Y|? e / |gn|? dz sdo limitados, entdo
Q

q(z)

G
ot

ou,,

1
dzx < |Y|2+—/ |gn|” dz—+cy.
2 Ja

d [ |Au, "™ ou,, |2 ou,, |1
— [ ————d \Y4 d dzr < ci9.
dt/Q (@) x—i—/Q a1 x—i—cl/ﬂ BN T < C19
Integrando de 0 até T,
T p(x) T 2 T q(z)
A n n n
/ / [l i+ O\ Gt + e, / / O\ Gt < v,
o Ja () 0 o Jal Ot
Usando o fato de que Q1 = Q x (0,7, segue que
|Aun’p(2) / ou, 2 / ou,, q(z)
—————daxdt V——| dxdt — dzdt < c3.
/T () xrat + ) BN xat + ¢ : BN rat < ci3
De (3.45) obtém-se
ou,, 2 ou,, q(z)
/ | A, [P®) dadt + / v dadt + ¢ / Ul dpdt < ey
. - Ot - | Ot
Por hipotese ¢; > 0,
2 q(z)
/ | A, | dadt + / v it + / O | it < G,
T T at T
Portanto demonstramos que a estimativa (3.49) ¢ valida.
Por outro lado, para cada ¢ € [0,T] temos
t
8 n 9
Up(2,t) — up(z,0) = / wds. (3.54)
0 s

Aplicando o operador gradiente na equacao (3.54), segue que

V (tn(@,t) — up(z,0)) = V </Ot Mds) .

0s

Ouy,(z, s)

ds.
O0s °

¢
Vu,(z,t) — Vu,(z,0) = / \%
0
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t
Vu,(z,t) = / VMCLS + Vu,(z,0).
0 ds
Assim,
|V, (z,t)] = Oun( d —l—Vun(x,())‘ :
2
Ve (2, 1) 8“"< Oun(@,5) 1 (,0) (3.55)

Lembrando que |a + b|* < 2|a|* + 2|b)%.

Se tomarmos a = / Vauna—xs)

ds e b = Vu,(z,0), entdo a equacdo (3.55), assume
s

a seguinte forma

t 2
Vi (z, 1)) = 2 / VMds‘ + 2|V (, 0)]7. (3.56)
0

O0s

Sabemos que t < T', entao

2 2

Ouy,(x, s)d

T
< / g dunl,t)
0 ot

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.3), segue que

T 2 t 2 T
/ (@ t) S/ g dun(@,t) dt/ 12,
ou seja,
2 t 2
Qun(2,1) ) gT/ vw dt. (3.57)
0

Substituindo a inequagdo (3.57) em (3.56), obtemos

Oup(z,1)|”

t
IV, (2, 1)) :2T/ v

0

dt + 2|V, (z,0)[.

Integrando sobre €2, concluimos que

t 2
/ |V, (2, t)|* de = 2T VM
Q

dtd:v+2/ |V, (z,0) dz < Cs.
0

[
Lema 3.1.3 A seguinte estimativa € uniforme em relagao a n,
2)— Oy,
1802 Bl + |1 (8,557 ) =G 6
¢ L9 @)(Qr)
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Demonstragao: Pelo lema (3.1.2), obtemos
/ “Aun|p(1‘)—2vu”|p’(l‘) S / ’vun|p(x) S C14.
Qr T

Entao,

p~ —1 +t_1

p+
(/ |Aw, |p(”")dx) :

H|Aun|p(m)_2vunHLp’(z-)(QT) S max (/Q ]Aun|p(“)dx)

ou seja,
A D2V || oy g, < €15 (3.59)
Usando (H.2), segue que
H at LI @)(Qr)
Das inequagoes (3.59) e (3.60) concluimos que
|||Aun|p(:r QAUnHLP @) (Qr) Hf (m t, 5 )H < Cy.
L9'@)(Qr)
Portanto, demonstramos que a estimativa (3.58) é valida. m

O teorema (3.1.1) garante a existéncia de solugbes globais fracas para o referido pro-
blema (3.1).

Teorema 3.1.1 (Existéncia de solugées globais) Sob as hipdteses (H.1), (H.2) e
(H.3), o problema (3.1) possui solugao fraca.

Demonstragao: De fato, utilizando os lemas (3.1.2) e (3.1.3) existe uma subsequéncia
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de {u,} (ainda denotada por {u,}) e u tais que

(O Qu em L0, T; L2(%),
2 em L>(0, T; Wo ™™ (Q)) N L=(0, T; Wy (),
o G em L@ (Qr) N L0, T3 We(9)),
| At [P 2 A, — € em L @(Qr),

\ f (x t, a;") —~ f (m,t, %) em L7)(Qr).

Nosso proximo objetivo é demonstrar que existe uma subsequéncia de {u,} (ainda

denotada por {u,}), tal que

U, — u em LY@ (Qr).

Notemos que por (3.12), segue que

aun Z nng Wy -

Compondo com w; e aplicando o produto interno, temos

(5 Z%> : <ZZ>

Usando o fato de que (w;)7_, ¢ uma base Hilbertiana, entao

/aunijdx—/andx

Dai,
ou,,

T —wjdr = 1),. (3.61)
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Consequentemente

(3.62)

Através do lema (3.1.2), segue que 1,,,(t) é uniformemente limitada em [0, T']. Consi-

deremos 0 < t; <ty < T e integrando (3.17) em relagao a ¢ de t; até t, tem-se

/t e+ /t ® B (tn(t). o (6) dt = /t ® bt

to 82
/tl / 7 ——w;dxdt + / / | Ay, [P 72 Au,, Aw;dedt + / / V= ijd:pdt
to to
+/ /f(x,t,%) wjd:cdt:/ /gnwjd:cdt.
t1 Q t1 Q

/ Qunlt, ) / 2nlts1) i + / / | Ay [P 2 Ay Aoyt
ot Q ot

/ / 5 ijdxdth/ / (a: t, 5 )w]dxdt / /gnw]dxdt

Por simplificagdo, definamos Q;? = Q x [t1, t5], assim temos

n 7t n 7t -
/au w _Q)Wjdl’_/ s _l)wjdl’+/ | A, [P ? Ay, Aw;drdt
Q ot Q ot Q2

31

(3.63)
ouy, ou,,
+ V—Vw;dxdt + flot,— | wjdxdt = Gnwjdxdt.
Qo O Q2 ot 2

Usando a desigualdade de Holder (2.8), segue que

/QtQ | A, [P 2 Ay, Aw;dadt < 2 ||Aun]p(x)_2AunHLP,(I)(QE) HijHLp(m)(Q2> . (3.64)
1

Aplicando novamente a desigualdade de Hélder (2.8), temos

ou,,

/ V%Vu}jdmdt <2 H
QtQ at

V@i agenr (3.65)
L2<Q2) JIL (Qtl)

Ainda com a desigualdade de Holder (2.8), obtemos que

8Um aun
) W <
/Ef(a:,t, gy )w]dxdt_QHf <x o )

; : 3.66
N HWJHLQ(GC)(Qt?) (3.66)

L7@)(Qdf)
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e que
Wi dxdt < 2| gnll ;oo (At Ao A2y - 3.67
/Qif gnwjdzdt < 2| gnl| o 1(Qi2) [[will L 1(Q12) (3.67)
Além disso, notemos que por (3.61) temos
8un(x, tz) 8un(m, tl) /
que implica em
Ouy(x,t Oup(x,t
[t g [ P < ) ). G69)
Q ot Q ot

Substituindo (3.64), (3.65), (3.66), (3.67) e (3.68) em (3.63) segue que

1 (11) = g 2D < 2| Aatn P2 At gy 183l o i)

+2

+2

ou,,

Vat

Vw;
pia | @

ou,,
f (I‘, ta W)

Wi z t
Lq/(m)(sz) || jHLq( )(Qti)

-2 HgnHLqr(z)(Qg) ||Wj||Lq(z>(Q§§) :

Como [[gull L (qiz) @il paw (giz) = 0, entdo

(1) = s (12)] < 2 [ P2 At oy oy 1851 2

+2

+2

ou,,
ot

\4 VWil 2 (qi2)

12(Q)

ou,,
f (.Z’, ta W)

il pacor (g2 -
14 @(Q2) ML (@)
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Usando a desigualdade de Poincaré (2.10), temos

Mg (t1) — M (t2)| < 2 HAun|p(x)_2AunHLP'(I)(QE) HAWJ'HLp(w)(Qz?)

ou,,
ot

+2 V vajHLQ(QZ>

12(Q33)
ou,
+2||f (x t, T )

Notemos que pelos lemas (3.1.2) e (3.1.3) temos || Au, [P®) "2 Au,,

ou,, ou,,
f (l’, ta E)

ot
[ (t1) = s (t2)] < a7 (||ij||Lp<x>(Q;f) Vsl g2y + ||Wj||Lq<x>(Qg)> :

. ||WjHLq<z)(Q§§) :

L@ (Q2)

||Lp (‘L)(Q 2) é limitado.

\Y

é limitado,
L@ (Q2)

é limitado e que

12(Q)

Também temos que

ou seja,

Através dos teoremas (2.9.3), (2.10.4) e (2.10.5), segue que
(1) = g 02)] < ers (185 g+ 1805y + 1850 o gy ) - (369

Usando (2.7), temos

1

, 1Aw; P da:dt) : ( /
Q2

t

1
pt
[ Aw; || o) (@) < | Acw; [P d:cdt)

= ta =
< / | Aw; ") da:dt) : (/ / ]ij|p($) dxdt) } :
t1 Q
L ta s
< dt / | Aw; [Pt dx) ( / dt / | Aw; ) dx) .
t1 Q

1

oF
|t2—t1]/|Aw]|p(x dx> ,<|t2—t1|/|ij|p(I) dm) }
Q
) ot
= max{ |ts — |7~ /|AWJ|P dx) ,|t2—t1|p+< |ij|p(””)dx) }
Q

IN

=
~
o
~
|
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Logo,
- X
(3.70)
Analogamente,

. > . >
HA%HLz(QE) < max{|t2 —t? (/Q |Aw,|? dz) |t — 112 (/Q |Aw;|? d;p) }

Isto é,
. 3
18wl 2 (grzy < max {|t2 —ti]? (/Q |A%'\2dx) } (3.71)

1

1
1 . a 1 . at
HijHLq(z)(QE) < max {ltg —ty|a” (/Q | Aw; |9 )dx) |ts — 1|5 (/Q | Aw; | )dx) } _

(3.72)

e

Substituindo (3.70), (3.71) e (3.72) em (3.69)
-+ @\ = @\
) = )] < crmax =5 ([ 18l ae) = 0l ([ 1800 )
Q Q

1
+max{yt2 — )2 </ ]ijIQd:c) }
. 1 1
L @ 5\ X a@ g\ "
+ max } [to — t1|a | Aw;| " dx t2 — ty|e" | Aw;| T dx :
Q Q

Assim, a sequéncia {n,;(t)}>>, é uniformemente limitada e equicontinua para j fixo
en > jem [0,7]. Usando o teorema de Arzela-Ascoli, ou seja o teorema (2.12.2), existe
uma subsequéncia de {7,;(t)}, ainda denotada por {n,;(t)}, tal que {n,;(t)} converge

uniformemente em [0, 7’| para alguma funcdo continua n;(t) para cada j = 1,2, - - - fixados.

Definamos

il t) = 3 my(t)ey (),

entao para cada j € N, segue que

ouy,
lim/iwjdx:/ﬂwjdx
n—oo Q 8t Q
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uniformemente em [0,7]. Com a completude de {w,} obtemos que

ou
"~ gem L3O
T ()
. ) . ) . Ou
e uniformemente em [0, 7] quando n — oo, além disso verifica-se que @ = e

Usando o lema (3.1.2) e o teorema (2.4.1) da convergéncia dominada de Lebesgue,

" ou,  Ou 2
i [ ([ (5 =5 ) ) =0

Através da proposigao (2.10.1) existe um nimero positivo N independente de n tal

tem-se

t.

que
Ne T 2 T 2
TR T (11T ey oo
at at LQ(QT) j=1 0 9} 8t at 0 at 8t Wol,Q(Q)
Além disso, pelo lema (3.1.2), obtemos
lim sup Oun _ Ou < c19€?
- a7 < Cr9e”.
n—o0o at at L2(Qr)
A arbitrariedade de ¢ implica que
ou ou
n gu L2
at g m L Qr)

Consequentemente, existe uma subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal

que
Gun ou

ot 815

q.s. em Q.

Pela continuidade de f, nés temos

f <x t, 85; ) — f (x,t,%) q.s. em Q.

Agora, nosso objetivo é demonstrar que u, — u em L‘® (Qr). Sabemos que
€ W2 (Qr) e do teorema (2.10.4) podemos obter uma subsequéncia de {u,}, ainda

denotada por {u,}, tal que

u, — wem L (Qr) e q.s. em Q.
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. Com o lema (3.1.2) e o teorema (2.10.4) obtemos

N
Usando (H.1) segue que p(x) < 5

|un‘N—2p(z) dl’ S Cop, V t e [07T]
Q

T N
p(x)
/ / |t | N =2 dadt < cgy.
0o Jo

Para qualquer subconjunto mensuravel V € @Qr, usando a desigualdade de Holder

sk N X
(2.8) e q(z) < p* = N_g;()x), temos

[sso implica em

/|un|q(m)d$dt§2lllun\|! IR |1
Vv L a(z) ) L

2)
P (@) —a(@) (V

) < @

Qr Lr*(@)—a(@) (V)

Portanto, a sequéncia {]un|q(9‘)}zo:1 ¢ equi-integravel em L'(Qr). O teorema da con-
vergéncia de Vitali, ou seja, o teorema (2.12.3) implica que
lim |1, — u| " dxdt = 0.
n—oo
Qr

Logo,
U, — uem L1 (Qr).

Nosso proximo objetivo é demonstrar que £ = \Au!”(m)_2Au. Sabemos que para todo
© € C1(0,T;C5°(92)) podemos escolher uma sequéncia ¢, € C* (0,T; V},) tal que p, — ¢
em C12(Qr), onde para qualquer u € CY?(Qr) sua norma é dada por
ou }

_ Do, |22
o= s fipeal |

lo|<2, (z,t) € Qr
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Para todo 7 € [0, 7], temos

k—o00 n—00

L d*uy, L Oy (z, ) Oy (x,0)
,}L%OJI_,IEO/QT o2 erdrdt = lim lim (/Q Tgpk(x,r)d:v—/ﬂka(x,O)dx>

— lim lim

——dxdt.
k—oon—o0 Jo (% ot

B ' - 8un a()pk
= lim (/Qu(xm)sok(:w)dx—/Qulspk(xvmdx_/QT ot ot

. Ouy Op
= [ mgte e~ [ gt 0o~ [ TG daa

Q

. *uy,

Onde @, = Q2 x (0,7). Por (3.13), segue que

2
/ 0 u2n ordrdt + \Aun|p(x)_2AunAgok + Vaun
Q. Ot Q- ot

Isso implica que

2

n ou 0
nh_{go g 8:2 odxdt :/ gp — EAp — Vat V<,0+f< aq:) pdxdt. (3.73)

e

Além disso, para qualquer i (x) € C§°(2), temos

/Q (#fe.7) —w)pde = Jim [ (a”"gf”) - a“”éf’ 0>> (x)dz.

2
- lim/ /a“" z)dxdt.
n—oo

ou ou
= /ggp EAp — VatV<p—i—f( at)god:cdt—>0

T

quando 7 — 0. Consequentemente, @(x,t) é fracamente continua em L%*((2), ou seja,
u(z,t) € C,(0,T; L*(Q)).

Para todo n € C1([0,T]) com n(T) =0 e n(0) = 1, tem-se

/T 3;?77(t)widxdt = —/Qun(:v,O)n(O)widx —/ (2, )0 ()wdadt.

T

——dx dt).

Ouy,
Vo + f( Y ) opdxdt :/ niprpdadt.
T Ot 0.
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Se n — 00, entao

/(u(x,O)—uo)widm:O, comi=12"---.
Q

Pela completude de {w;} em L?(Q), conclui-se que u(z,0) = ug.

ou,, ou

Devido a Vu, — Vu em L>(0,T;L*(Q)) e 5 B o L2(0,T; W,2(Q)), entio

assim como feito em [50] podemos assumir que u € C(0,T;W,()) e que existe uma

subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que Vu,(z,T) — Vu(z,T) em
(L*(€2))". Entao,

/|Vu z,T)’dr < lim mf/ \Vu,(z,T)|*dx. (3.74)

n—oo

Sem perda de generalidade, tomemos ¢ = uy na equagao (3.73) e se k — 0o, entdo

/u(x,T)u(a:,T)dw—/uluodx—/
Q Q Qr
ou
+ / f ( )udult / gudxdt.
Qr Lot Qr

Multiplicando (3.17) por 7,,;, somando j de 1 até n, e integrando em ¢ sobre o intervalo

[0, 7], obtemos

2
/ /aunund dt—l—/ /\Aun|px)—|—vaun Up + f % updxdt
0 T ot
T
—/ /gn(:c,t)undxdt.
0o Ja

2
5 dxdt+/ EAu + V@Vuda:dt

ot

(3.75)

(3.76)
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Portanto,

T
0 < / / (|1AU, [P 72 A, — |AuPD 2 Au) (Au, — Au) drdt.
0 Q

T
0 Ja Q ot

ot
T
—i—/wun(agﬂ)dw—l—/ /
o Ot o Jo

T
—/ / | A, P72 Ay Au + |AulPD 2 Au (Au, — Au) dadt.
o Jo

2

Oun|* ot

ot

Pela equacao (3.75), temos

n—oo

T
lim Sup/ / | Aty P92 Ay Au + [AuP@ 2 Au (Au,, — Au) dzdt
0o Ja

T ou 1 ) 1 )
< gu— f | x,t, e EAudzdt — 5 \Vu(z,T)|*dx + 3 \Vu(z,0)|“dx
0o Jo Q Q

T 2
—/H(x,T)u(x,T)dI+/u1u0dx+/ /
Q Q o Ja

? dxdt.
=0.

Assim, segue-se que

T
lim / / (|Aw, P2 A, — [AuP 2 Au) (Au, — Au) dzdt = 0.
0 Q

n—oo

Definamos

Q1 ={(z,1) € Qr; p(z) = 2}

Q2 ={(z,t) € Qr; 1 < p(x) <2}

entao quando n — oo,

| Aty — AuP@dzdt < 022/ (|Aun|p($)_2Aun — |Au|p(w)_2Au) (Au,, — Au) dedt — 0.
Q1 1
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Além disso,

p(z)
|Au, — AulP@dedt < cos [(|Aw, PO 72 Au, — [Auf®2Au) (Aw, — Au)] 2

Q2

2
LP() (Q2)
2—p(x)

H (|Aunyl’(“”f) 4 ,Au|p(x)) 2

LT ()
— 0.

Consequentemente, nés obtemos Au, — Au em LP®)(Qr). Entdo, existe uma
subsequéncia de {u,}, ainda denotada por {u,}, tal que Au,, — Au quase sempre em
Q7. Além disso,

| A, PO 2 A, — [AulPD2Au q.s. para (z,t) € Qr.

Usando o teorema (2.10.6), concluimos que & = |Au[P®~2Aw.
Portanto, demonstramos o teorema da existéncia de solucoes globais. [

Substituimos as condigbes de crescimento da funcao f em (H.2) por novas limitagoes

dadas por:

(H.4) f(x,t,s) € C (22 x [0,00) x R) e existem constantes positivas caq € co5 tais que

(3.77)

f (l’,t, 8) S Z Coyg |3‘q(x) )
|f (2,t,8)] < o587

para todo (x,t,5) € Q x [0,00) X R, onde g : Q@ — (1,00) é log-Holder continua satisfa-
zendo
1 <q =infq(x) <qx) < , VaeqQ.
Q
Corolario 2 Sejam as hipoteses (H.1), (H.3) e (H.4) e supondo que g(z,t) = 0. Entdo
para cada ug € W2P@ (Q) N W, 2 (Q), existe u(z,t) : Q x (0,00) — R tal que ¥ T > 0

tem-se

uwe L™ (O,T; wer) (Q)) N L= (0,T; Wy? (), (3.78)
g—? € L= (0,75 L*(Q)) N L2 (0, T; Wy ? (Q)) N LY (Qr) (3.79)
ou(z,0) Ou D / ()2
_ [ = — ——r Au|P" 7 AuA
/Q T o(x,0)dx /QT 5 Be dxdt + ) |Aul ulApdxdt
(3.80)
ou ou
+ o VEV@dxdt + /T f (x,t, E) pdxdt =0,
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para todo p € C* (0, T;C5 () com ¢(z,T) = 0.

Demonstracao: Usando a equagao do problema aproximado (3.13), temos

2
Q

N TERY ot oY 815 ot

ou,, 2
ot

9%u,, Ou
m O g [ A PO A A
oo ar " /Q| tl i

ou,,
ot

o

Oup \ Oup ,

Integrando a equagao (3.81) com respeito a t de 0 até 7 onde 7 € (0,77, usando (H.4)
e o fato de que u,(x,0) — ug em WP (Q) N W, () segue que

(
/8una:7' d+/|AunxT 4 8un drdt
(3.82)
Oup(x,0) | Uy (7, 0)[P@)
< ) 128 0 g <
- Z/Q ot p(z de < cas.

Onde c96 ¢ uma constante independente de n e 7. Sendo assim, podemos prolongar
as solugoes para o intervalo [0, 00) e, em seguida, usando os mesmos procedimentos do

teorema (3.1.1) demonstramos o referido corolario. ]

3.2 Comportamento assintético

Nesta secao, com o auxilio do lema de Nakao, determinamos o comportamento assin-

totico das solugoes fracas obtidas pelo corolario (2).

2N
Teorema 3.2.1 Seja p~ > max {1, N2l Entao existem constantes C' >0 ey > 0

tais que as solugoes fracas obtidas pelo coroldrio (2) satisfazem:

Se q— > 2, entdo

J

Se 1l < q <2, entao

U e V20, sept =2
+ [Au(z, )| de < ot (3.83)
Ct+1) » =, Vt>0, sep™ > 2.

u(x,t)|?
ot

2 G

4 Au(e, P de < CEFL) 7T V20, sept <q7. (384
Ce V>0, sept >q .

ou(z,t)
ot

J
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Demonstragao: Definamos

1 2 \Aun\p(w)
I(t) = - 128al 4.
(1) 2/Q d:v+/Q (@) dzx

A definigdo de I,(t) e a desigualdade (3.82) implicam que I,(t) é ndo negativo e

ouy,
ot

uniformemente limitado. Assim, existe M > 0 independente de n tal que I,,(t) < M para

todo ¢ > 0. Sem perda de generalidade, se fixarmos ¢, entao de (3.81) e (H.4) temos

2
dx + 024/
Q

Isso implica que I,(t) ¢ uma fun¢do ndo crescente. Denotando por

q(z)

Oun| ™ 4 < 0 (3.85)

ou,,
v ot

ot

d
— I (t
o n(t) + g

J2(t) = L(t) — L,(t + 1)

e integrando (3.85) sobre (t,t + 1), segue que

8un (z,5) . Ouy,(, s) a(@) dnds
2 Os '
) > eo / / 8“" (9] s, (3.86)

Onde o6 > 0 é a contante de imersao de Wy*(Q) < L*(Q). Usando o teorema do

1 2
valor médio e (3.86), existem ¢; € [t, t+ 5} ety € {t + 3 t+ 1} tais que

8un(x,ti) 1 ,
_ < —J =1, 2.
/g; at d Cog ( ) ! ’
Por (3.13), temos
0%*u ou ou
p x) o TL n n
/ |Aw, [P dx = / g2 Un V—at Vu, + f (x,t, 5 )undx. (3.87)

Integrando a equacao (3.87) de t; até tq, segue

/ /|Aun|p dxdt = /aun(;t .f2) (x7t2)d$+/wun<x7tl>dl’
Q

// ddt—/ /va“"v pddt — // ( ) ndadt.

A desigualdade de Holder (2.8), o teorema (2.10.4) de imersdo de Sobolev e o fato de

(3.88)
ou,,
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I,,(t) ser nao crescente implicam em

———up(x, t)dr| < ug (2,1 — , 1=1,2
/Q 5 up(z, t;)dz ||y (2 >HL2(Q) ot L) t
< oo [|[Aun(@, )] ot @) n(t)

AN
A
\
>

e

s

2%

H~
_@
\_/
'ﬁ+‘

S

< o (I(0)7 Ju(t). (3.89)

Onde a terceira desigualdade em (3.89) é obtida por

e
1 a

[Aun (2, )| priy < (p7)? max (

p(w ﬁ
(/ \Aun \ dm)
1 1 1 p T

Analogamente, usando o fato de que Vu, € (LQ(Q))N, p- >
(2.10.5), entao

A N p(=)
A (2, 1) dw)

p(z)

IN

e o teorema

N +2

to a
a“”v dmdt‘ < / VM sup | Vun (2, 8)| 12 ds.
t Js L2(Q) t<s<t+1
< eag (Ln(1) 7 Ju(2). (3.90)

Usando (H.4), a desigualdade de Hélder (2.8), a desigualdade (3.86) e as limitagoes
de I,, e J,, obtemos
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o) ||Un||Lq(z>(Q) dt.
La@)=1(Q)

a -1 af—1

q(z) a q(z)
dz , / Otin
Q

ai
Q(I)da:dt>q - ( / / Oun dxdt) " (I.(1))7F .
(xt )undxdt'gcm(Jn(t))z“’q_”(In(t))z#. (3.91)

ou,
ot

to
< 030/ max (/
t1 Q
to
< 30 (/ /
t1 Q

Logo,

ou,,

De (3.88), (3.89), (3.90) e (3.91) segue que

2(¢_—1) 1

/ /'A“nfp d:vdt<—J2() (2625 + €20) Ju (1) (L ()7 + a1 (Ju(1)) 7 (La(1)7 .
Entao,

[ e < a0+ x| 100 (00 + ()T (1,005 .

t1

De I,(t+1) < 3f t)dt, I,(t+1) = I,(t) — J2(t) e a desigualdade de Young (2.1),
obtemos

I,(t) < C34J2(t) + ¢35 {(Jn(t))qu+$+1l)) N (Jn(t)>pi-t1:|

(3.92)
Se gt > 2, entao

2pt(q =) p"

¢(pt—=1) ~pt-1

Pela limitacao de J, () e por (3.92) segue que

pt

[n(t) S 034J2<t) + C36 (Jn(t))ﬁ .



3.2 Comportamento assintético 80

Além disso, se p™ = 2, entao

Como [,(t) ¢ ndo crescente, pelo lema de Nakao (2.12.3), existem duas constantes
C >0e~ >0 tais que
L(t) < Ce™ ™ Vit>0.

Se n — 00, entao

2

0
i IS |AulP™ dz < Ce™, V ¢ > 0.

ot

J

Se p* > 2, entdo
p+

L,(t) < cgs(Jn(t))r 1.

Pelo lema de Nakao (2.12.3), existe uma constante C' > 0 tal que

+

L) <C(t+1) v,

Se n — 00, entao

J

Se 1 < g~ <2, entao

2 +

u\” |Auff@ de < C(t+1) 772, V> 0.

ot

2p* (g~ — 1) - pt
¢ (pt—-1) pt-1

Pela limitacao de J, () e por (3.92) segue que

2t (g™ 1)

L,(1) < c34J2(t) + c39 (Jo(t)) o @D

Se ¢~ > p*, entao
L(t) < ey (2).

Novamente, pelo lema de Nakao (2.12.3), segue que existem duas constantes C' > 0 e
v > 0 tais que
L(t) < Ce™™ Vit>0.
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Se n — 00, entao

2

9,
i IS |AulP™ dz < Ce™, V ¢ > 0.

ot

J

Se ¢~ < p*, entao
2pT (g7 =1)

L(t) < e (Ju(t)) o wF D

Usando o lema de Nakao (2.12.3), temos

pt(a—1

)
L) <Ct+1) 7, Vi>0.

Se n — 00, entao

J

2 ptg= -1

_p (" =1)
Qu)” | A de < Ct+1)" v - | Vi>0.

ot




Capitulo 4

Analise numérica

Devido ao fato de nao existir resultados na literatura referentes a analise numérica e as
simulacoes computacionais para problemas hiperbdlicos com expoente variavel, estudamos
um caso particular do problema (3.1) supondo p(x) =2, f = 0 e g = 0. Note que, se
p(z) = 2, entdo o termo envolvendo expoente variavel no aludido problema (3.1) passa a

ser
A (JAuP2Au) = A (JAu*2Au) = A (Au) = A’

Essas suposicoes simplificam anélise numérica e a implementacgao computacional, pois

o referido problema (3.1) assume a seguinte forma

0*u ) du

W—FAu—AE—O, em Qr,

u=0, Au =0, em 0Qr, (4.1)
Ou(z,0)

u(z,0) = up(x), =uy(x), em

ot

Onde Q C RY & um dominio limitado com fronteira 9 regular, 0 < T < oo, com
QT =0 x (O,T) e 8QT = 0 x (O,T)

Aplicamos o método de elementos finitos na parte espacial e o método das diferencas

finitas na parte temporal do problema (4.1) quando o analisamos numericamente.

Por simplificacao, suponhamos que

ou

ikl (4.2)

Essa mudanca de variavel, transforma nossa equacao diferencial parcial de segunda

ordem em relacdo ao tempo (4.1) para o seguinte sistema equivalente de equagoes dife-
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renciais de primeira ordem em relagao ao tempo

.
%+A2U—AU=O em Qr,
ou
Frinkae 0 em Qr, (4.3)
u=0, Au= em 0Qr,

| u(z,0) =uo(x), v(z,0) =vo(z) em .

Transformamos o problema (4.3) em um problema variacional supondo que ¢ e @9
sejam duas funcoes testes. Multiplicando a primeira equacao por ¢, e a segunda equacao

por 9 e integrando ambas sobre {2 segue que

/ (% + A%y — AU) prdr = / Op1dex.
Q Q
ou /
— —v dr = [ Opadzx.
/Q<8t )@2 o P2

/ (%) gpldx—l—/ (A%u) gplda:—/ (Av) goldxzo/wlda:.
Q Q Q Q

/ (%) gogdx—/vgpgdxz()/gpgda:.

Q Q Q

Ou seja,

I[sso implica que

[(2)ois [mi [rmis s

/ <%> wodr — / vpadx = 0. (4.5)
Q Q

Notemos que, utilizando a férmula de Green no segundo termo de (4.4), segue que

/Q (A%u) pyda = /QAuAgoldx + /ag 0 (aibu)goldx — /89 (8521) (Au) dz. (4.6)

Onde n representa o vetor unitario normal externo & 2. Por hipdtese, a funcao teste

¢1 € nula na fronteira 0S), entdo a equacao (4.6) assume a seguinte forma

/(AQu) gpldx:/AuAgoldx. (4.7)
0 Q
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Analogamente, aplicando a formula de Green no terceiro termo de (4.4) obtemos

_/ (Av) gplda::/VvVgoldx—/ (813)9016&’. (4.8)
Q Q o0 \ON

Utilizando novamente o fato de que as condicoes de contorno da funcgao teste 1 sao

nulas na fronteira 0f), entdo a equacdo (4.8) passa a ser

= /Q (Av) pyda = /Q VoV dz. (4.9)

Substituindo as equagoes (4.7) e (4.9) em (4.4), obtemos que

/ (%) <p1dx+/AuAg01d$—|—/VvV<p1dx = 0. (4.10)
Q Q Q

As referidas equagoes (4.5) e (4.10) resultam em nosso problema variacional associado
ao sistema (4.3) que consiste em determinar u e v tais que, para quaisquer funcoes testes

1 € P2 temos

0
/(8—;}) gpldm+/AuAg01dx+/VvVgpldw:0 em Qr,
Q Q Q

ou
— dx—/v dr =10 em Qr,
/Q<8t)902 o Y2 T (4.11)

u=0,Au=0 em 0Qr,
u(z,0) = up(x), v(z,0) = vo(z) em ).

\

Podemos aproximar as derivadas temporais como sendo

ou  ufF— k!
S T (4.12)
© a k k—1
v VY — vt
T (4.13)

Onde definimos 6t = t* — t*~1. Além disso, ©* e v* indicam a solucdo no tempo t* e,

k-1

analogamente, u*~! e v*~! indicam a solucio no tempo t*~1. Substituindo as aproximacoes

temporais dadas por (4.12) e (4.13) no problema variacional (4.11), obtemos o seguinte
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problema numeérico

( k_ o k—1
/ <l> <p1dm+/AukAg01dx+/Vkagpldx =0 em Qr,
Q ot Q Q
uF — k1
/ (T) podx — / vFodr = 0 em Qr, (4.14)
Q Q
u=0, Au =0, em 0Qr,
| v (x,0) = up(z), v(z,0) = vo(x) em ).

4.1 Simulacoes computacionais

Nesta secao exibimos as simulacoes computacionais resultantes do c6digo implemen-
tado na linguagem de computacao Python com o software FEniCS. A escolha de pro-
gramar usando essa linguagem e o software é justificada devido ao fato do FEniCS ser
baseado no método de elementos finitos. Para mais detalhes sobre o FEniCS indicamos

as referéncias |49, 52].

As simulagoes computacionais foram executadas em um notebook Acer, modelo Aspire
A515-52, Windows 10, 64 bits, memoria RAM 8 GB e processador Intel Core i5-8265U.

Foi necessario ativar o subsistema Windows para Linux e instalar o Ubuntu 20.04 LTS.

Suponhamos que o dominio computacional seja Q € R? tal que Q = [0,1] x [0, 1].
Subdividimos o dominio em uma malha particionada N x N onde N é um ntimero natural.
Essa malha é formada por células que sao triangulos retangulos, ou seja, utilizamos uma

malha triangular.

Para exemplificar, suponhamos que N = 5, ou seja, nossa malha computacional foi

particionada em 5 x 5 conforme a figura (4.1).

Notemos que o comprimento de cada intervalo ao longo do eixo x é dado por

1
or = —. 4.15
r= (115)
Analogamente, comprimento de cada intervalo ao longo do eixo y é dado por
Sy = (4.16)
Y= N .

Suponhamos que T represente o tempo final, entao cada intervalo de tempo é definido
como sendo

5t = (4.17)

=
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0.8

0.6
Eixo Y

0.2

0 0.2 04 0.6 0.8
Eixo X

Figura 4.1: Malha computacional particionada em 5 x 5.

Destacamos que, devido ao fato de estarmos utilizando o método de Euler explicito,
entao a condi¢ao de convergéncia de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) deve ser obrigatori-

amente satisfeita, isto é,

ot ot
— + —<1. 4.1
ox + oy — (4.18)

As equagoes (4.15) e (4.16) implicam que dx = Jy, entdo a condigao de convergéncia

(4.18) passa a ser
ot + ot <1
b dx —

ou seja,
20t

=< 4.1
S S (4.19)

Substituindo as equacgoes (4.15) e (4.17) em (4.19), segue que

T
2 <1 (4.20)
N
Logo,
T N
2= <. 421
N1-— (4.21)

Portanto, concluimos que a condi¢ao de convergéncia de Courant-Friedrichs-Lewy

(CFL) para nosso problema é dada por

2T < 1. (4.22)
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O algoritmo (1) apresenta o pseudocddigo com as principais etapas do codigo im-

plementado na linguagem de computacao Python com o software FEniCS. O algoritmo

procede da seguinte maneira:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Inicialmente, sao declarados N e T' que representam, respectivamente, o particiona-

mento da malha e o tempo final.

. Usando os valores de N e T, entao determinamos o intervalo de tempo dado pela

equagao (4.17).

Construimos uma malha computacional sobre = [0,1] x [0,1] onde a referida
malha possui o particionamento N X N e suas cé¢lulas sao triangulos retangulos, ou

seja, construimos uma malha triangular.
Definimos o espaco de funcoes de elementos finitos, que para nosso problema consiste
de um epacgo de funcoes misto.

k k—1 k )k

Criamos u®, u*~1, vk, k=1 e as funcoes testes 1 e py que pertencem ao espaco de

funcoes de elementos finitos.

Definimos cada uma das equagoes do problema numeérico (4.14).

Aplicamos as condigdes iniciais sobre nosso problema numeérico (4.14).
Definimos as condicoes de fronteira para o referido problema numeérico (4.14).
Iniciamos a varidvel temporal ¢ sendo nula.

Criamos uma estrutura de repeticao na qual enquanto t < T faga:

Resolvemos o problema numérico (4.14) e obtemos u* e v*.

k

Plotamos as solucdes u* e v*. Além disso optamos por salvar tais solucoes em um

arquivo externo.

Atualizamos as solucoes, isto é:

Atualizamos a variavel temporal, ou seja, t <— t + dt.

Encerramos a estrutura de repeticao e o codigo computacional.
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Algoritmo 1
1: Declarar N e T

2: Calcular 0t

Construir a malha

Definir o espaco de funcoes de elementos finitos

Criar os vetores que representam as solugoes e as funcgoes testes sobre o espaco de

ot

fungoes de elementos finitos

Definir o sistema de equagoes

Aplicar as condicOes iniciais no sistema
Definir as condicoes de fronteira

Declarar t =0

10: enquanto t < T faca
11:  Resolver o sistema
12:  Plotar a solucgao

13:  Atualizar a solucao
14:  t<+—t+4t

15: fim enquanto

Uma das aplicacoes fisicas de nosso problema consiste em considerarmos o dominio
como sendo uma placa constituida de um material genérico completamente rigido e esta-
tico, ou seja, a placa nao se deforma e nao se desloca. Aplicamos uma forga (carregamento)
sobre a placa no tempo t = 0 e retiramos a referida forca imediatamente sobre a placa.
Os resultados obtidos nas simulagoes contabilizam a distribuicao de forga sobre a placa.
Vale ressaltar que no descarregamento, isto é, na retirada da forca, a placa permanece

intacta porém a distribuicao de forca sobre o material foi contabilizada.

Destacamos que nao foi necessario transformar as equacdes nosso problema para equa-
coes adimensionais, visto que o FEniCS nos permite utilizar escalas genéricas para as

coordenadas espaciais, para a coordenada temporal e para a unidade de forca.

Por questoes de tempo computacional, optamos por escolher o particionamento da
malha, isto ¢, os valores de N como sendo 300, 250 e 400, respectivamente para as simu-

lacoes 1, 2 e 3.
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4.1.1 Simulacao 1

Nesta primeira simulagao computacional consideramos que N = 300, isso implica
que a malha foi particionada em 300 x 300. Fixamos o tempo final em T = 0,3 e

consequentemente o intervalo de tempo é dado por

0,3
ot = ——
300
ou seja,
ot = 0,001.

Destacamos que, a condi¢do de convergéncia CFL em (4.22) para essa simulagdo é
dada por
2(0,3) <1
isto é,
0,6 <1.

Notemos que a condicao CFL é satisfeita.

Além disso, suponhamos que as condicoes iniciais no tempo t = 0 sao

u(z,y,0) = sin (7x) sin (7y)

v (z,y,0) = sin (7x) sin (7y) .

No tempo t = 0 obtivemos que nosso problema se comporta da seguinte maneira:

09
0.8
— 0.7
— 06
— 05
— 04
0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.2: Simulacao 1: ¢t = 0.
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Quando o tempo assume o valor ¢ = 0, 009 entao o c6digo retorna o seguinte resultado:

0.9
0.8
— 07
— 06
— 0.5

— 04

0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.3: Simulacao 1: ¢ = 0, 009.

Para t = 0,02 a placa assume a forma:

09
0.8
— 0.7
— 06
— 05

— 04

0.3
02
0.1
0

Figura 4.4: Simulagao 1: ¢t = 0,02.
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Quando t = 0,031 o resultado do codigo fornecido é dado por:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 05

— 04

0.3
0.2
0.1
0]

Figura 4.5: Simulagao 1: ¢t = 0,031.

Evoluindo o tempo para t = 0,047 obtemos:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 05

— 04

0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.6: Simulagao 1: ¢t = 0, 047.
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Se t = 0,067 entao o codigo resulta em:

09
0.8
— 07
— 06
— 05
— 04
0.3
0.2

Figura 4.7: Simulagao 1: ¢t = 0, 067.

Quando t = 0,1 a placa assume a forma:

0.9
0.8
— 07
— 06
—05
— 04
0.3
0.2

Figura 4.8: Simulagao 1: ¢t =0, 1.
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Com o tempo t = 0, 141 o cddigo retorna o seguinte resultado:

09

0.8
—07
— 046
— 05
— 04
— 0.3

0.2

Figura 4.9: Simulacao 1: ¢t = 0, 141.

Se t = 0, 189 obtemos:

0.9

0.8
— 0.7
— 06
— 0.5
— 04
— 0.3

0.2

Figura 4.10: Simulacao 1: t = 0, 189.
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Considerando t = 0,224 a placa assume a seguinte forma:

09

0.8
— 0.7
— 0.6
— 05
— 04
— 0.3

0.2

Figura 4.11: Simulacao 1: t = 0, 224.

Finalmente, quando t =T = 0,3 a placa nao sofre a acao de forcas:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 0.5
— 04
— 0.3
0.2

Figura 4.12: Simulacao 1: t =T =0, 3.
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4.1.2 Simulacao 2

Nesta segunda simulacao a malha computacional foi particionada em 250 x 250, isto
é, o valor de N = 250. O tempo final foi estabelecido como sendo T" = 0, 4 isso implica

que o intervalo de tempo foi dado por

0.4
ot = ——
250
ou seja,
ot = 0,0016.

Verificamos se a condigao de convergéncia CFL dada por (4.22) para a referida simu-
lacao foi cumprida
2(0,4) <1
isto é,

0,8 <1.

Logo, a condicao CFL foi satisfeita.

Nessa simulacao, as condicoes iniciais no tempo ¢t = 0 foram

u(z,y,0) ==

v(z,y,0) =y.
Quando t = 0 o c6digo computacional gerou o seguinte resultado:

0.8
0.7
0.6
— 05
— 04
— 03
0.2

0.1

0

Figura 4.13: Simulagao 2: t = 0.
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Para t = 0,0032 obtemos:

— — 0.8
0.7
0.6
— 05
— 04
0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.14: Simulagao 2: ¢ = 0, 0032.

Se t = 0,0080 entao a distribuicao da for¢a sobre a placa foi dada por:

0.8
0.7
0.6
— 05
— 04
0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.15: Simulacao 2: t = 0, 0080.
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Para t = 0,0112 segue o resultado obtido:

0.8
0.7
0.6
—05
-~ 04
03
02
0.1
0

Figura 4.16: Simulacao 2: t = 0,0112.

Considerando ¢ = 0,0160 o cédigo retorna como resultado:

0.8
0.7
0.6

— 05

— 04
0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.17: Simulacao 2: t = 0, 0160.
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Para t = 0, 0208 obtemos:

0.8
0.7
0.6
— 05
— 04
— 03
0.2
0.1
0

Figura 4.18: Simulacao 2: t = 0, 0208.

Evoluindo o tempo para t = 0,0256 o c6digo resulta em:

0.8
0.7
0.6
—05
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.19: Simulacao 2: t = 0,0256.
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Assumindo que t = 0,0336 segue que:

0.8
0.7
— 06
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.20: Simulacao 2: t = 0,0336.

Quando t = 0, 0432 obtemos como resultado:

0.8
0.7
— 0.6
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.21: Simulagao 2: ¢ = 0, 0432.
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Para t = 0,0512 o codigo gerou o seguinte resultado:

0.8
0.7
— 06
—05
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.22: Simulacao 2: t = 0,0512.

Suponhondo que ¢ = 0,0864 entao obtemos:

0.8
0.7
— 06
—05
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.23: Simulacao 2: t = 0, 0864.



4.1 Simula¢oes computacionais

101

Caso t = 0,1152 entao o codigo fornece como resultado:

0.8
0.7
— 0.6
—05
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.24: Simulacao 2: t = 0,1152.

Quando t = 0, 1984 segue que o resultado obtido foi:

0.8
0.7
— 0.6
—05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.25: Simulacao 2: t = 0, 1984.
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A placa nao sofre a acao de forcas quando t = 0, 2864 :

0.8
0.7
— 0.6
—05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.26: Simulacao 2: t = 0, 2864.

Finalmente, quando t =T = 0,4 a placa permanece sem for¢as aplicadas:

0.8

0.7

— 0.6

—05

— 04

— 0.3

0.2

0.1

0

Figura 4.27: Simulacao 2: t =T =0, 4.



4.1 Simulacbes computacionais 103

4.1.3 Simulacao 3

Suponhamos que, nesta tultima simulacao computacional, N = 400 isso significa que
a malha foi particionada em 400 x 400. Para o tempo final consideramos 7" = 0,5 isso
implica que o intervalo de tempo foi dado por

0,5

ot =—
400

ou seja,
ot = 0,00125.

Verificamos que a condigdo de convergéncia CFL dada por (4.22) para a referida
simulacao foi satisfeita
2(0,5) <1

isto é,
1< 1.

Nessa simulacao, as condicoes iniciais no tempo t = 0 foram

u(x,y,0) = a¥

v (z,y,0) = 2v.
Quando t = 0 obtemos o seguinte resultado:

0.9
0.8
0.7
— 06
— 0.5
— 04
0.3

0.2

Figura 4.28: Simulagao 3: t = 0.
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Evoluindo o tempo para t = 0,00375 segue que:

09
0.8
0.7
— 06
— 05
— 04
0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.29: Simulacao 3: t = 0,00375.

Para ¢t = 0,00875 o c6digo computacional retornou o seguinte resultado:

09
0.8
0.7
— 046
— 05

— 04

0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.30: Simulacao 3: t = 0,00875.
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Se t = 0,01625 entao a placa fica da seguinte maneira:

0.9
0.8
0.7
— 0.6
— 05
— 04
0.3

0.2

Figura 4.31: Simulacao 3: t = 0,01625.

Quando t = 0,02375 obtemos:

0.9
0.8
0.7
— 0.6
— 05
— 04
0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.32: Simulacao 3: t = 0,02375.
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Supondo t = 0,03 segue que:

0.9
0.8
0.7
— 0.6
— 05

— 04

0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.33: Simulagao 3: ¢t = 0, 03.

Para t = 0,04125 o codigo resulta em:

09
0.8
0.7
— 06
— 05

— 04

0.3
0.2
0.1
0

Figura 4.34: Simulacao 3: t = 0,04125.
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Ao evoluir o tempo para t = 0,05250 obtem-se que:

09
0.8
— 0.7
— 06
— 05
— 04
0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.35: Simulacao 3: t = 0,05250.

Quando t = 0,06125 o codigo resulta em:

09
0.8
— 0.7
— 06
— 05
— 04
0.3
0.2

0.1

Figura 4.36: Simulacao 3: t = 0,06125.
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Se t = 0, 08250 entao obtemos:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 0.5
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.37: Simulacao 3: t = 0,08250.

Com o tempo t = 0,11625 o codigo gera o seguinte resultado:

09
0.8
— 07
— 06
— 0.5
— 04
— 0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.38: Simulagao 3: ¢t = 0,11625.
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Para t = 0, 14250 obtemos que:

0.9
0.8
— 0.7
— 006
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.39: Simulacao 3: t = 0, 14250.

Ao evoluir ¢t = 0, 19375 segue que:

0.9
0.8
— 07
— 046
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.40: Simulacao 3: t = 0,19375.
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Quando o tempo assume o valor de t = 0, 23250 o cédigo resulta em:

0.9
0.8
— 07
— 0.6
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

0

Figura 4.41: Simulacao 3: t = 0, 23250.

Se t = 0, 24875 segue que:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 0.5
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.42: Simulagao 3: t = 0, 24875.
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Percebemos que quando o tempo é definido por ¢ = 0,29375 a placa nao sofre a acao

de forgas:

0.9
0.8
— 0.7
— 06
— 0.5
— 04
— 03
0.2

0.1

Figura 4.43: Simulagao 3: ¢ = 0,29375.

Conforme esperado, quando t =T = 0,5 a placa também nao esta sofrendo a acao de

forgas:

09
0.8
— 07
— 06
— 05
— 04
— 0.3
0.2

0.1

Figura 4.44: Simulacao 3: t =T =0, 5.



Capitulo 5

Conclusoes e trabalhos futuros

5.1 Conclusoes

Nessa dissertacao demonstramos que a equacao de viga de quarta ordem nao linear
com dissipagao forte e perturbagao de ordem inferior do tipo p(z)—Laplaciano sobre um
dominio limitado possui solucao fraca. Essa demonstracao foi realizada baseada no mé-
todo de Faedo-Galerkin munido de resultados classicos de Anélise Funcional, espacos de

Lebesgue e Sobolev com expoentes variaveis.

Com o auxilio do lema desenvolvido por Nakao [58], obtivemos o comportamento
assintotico da solucao fraca. Tal comportamento pode ser exponencial ou polinomial

dependendo dos expoentes variaveis.

Ao analisarmos numericamente o referido problema optamos por abordar um caso
particular, visto que atualmente nao existem resultados na literatura referentes a analise
numérica e a simulagao computacional envolvendo problemas hiperbélicos com expoentes
varidveis. Nesse caso particular do problema original, aplicamos o método de elementos

finitos na parte espacial e o método das diferencas finitas na parte temporal.

Nas simulagoes computacionais utilizamos a linguagem de computacao Python com
o software FEniCS. Tais escolhas foram justificadas devido ao FEniCS ser baseado no
método de elementos finitos. Realizamos trés simulacoes computacionais onde foram
modificados o particionamento da malha computacional, o tempo final e as condicoes

iniciais.
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5.2 Recomendacoes para trabalhos futuros

Como recomendacao para estudos futuros podemos analisar as propriedades do pro-
blema (3.1) em dominio nao limitado ou com fronteira movel. Também podem ser investi-
gadas as desigualdades variacionais relacionadas ao referido problema e suas ramificagoes,
pretende-se também obter um resultado substancial para a equagao diferencial parcial
de quarta ordem envolvendo expoente variavel nao linear sem o termo dissipativo forte

ou
—A—.

ot

Como a unicidade da solucao fraca do problema (3.1) nao foi demonstrada, pretende-
mos usar o método da energia para verificar se o referido problema possui, de fato, uma

tnica solucao fraca.

Pretende-se implementar computacionalmente o problema (3.1) considerando as hi-

poteses originais enunciadas para o aludido problema, isto é, (H.1), (H.2) e (H.3).

Postulamos generalizar o problema (3.1) usando os operadores p(z,t)—Laplaciano ou

p(u)—Laplaciano.
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