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Resumo

A 4gua é um dos recursos fundamentais para a qualidade de vida e existéncia das
futuras geracoes, sendo sua preservacao ambiental dever de todo ser humano. Entretanto,
é notavel a existéncia de algum tipo de poluicao na maioria dos rios no Brasil e, diante
de situagoes como essa, o controle do comportamento de contaminantes em rios é extre-
mamente 1til para processos de tomada de decisao, como, por exemplo, para determinar
o melhor local para descarte de residuos domésticos e industriais, evitando, assim, uma
contaminacao do meio ambiente e contribuindo para um melhor monitoramento da qua-
lidade da agua. Neste trabalho é desenvolvido um modelo computacional para simular o
transporte de contaminantes lancados em um trecho de rio, visando estimar os valores 6ti-
mos da velocidade média e do coeficiente de dispersao utilizando o método de otimizacao
deterministica Levenberg-Marquardt. Para isso, foi realizada a discretizacao do dominio
espacial e solucao numérica do modelo matematico por meio do Método dos Volumes
Finitos (MVF), com atencao especial a investigagao do termo advectivo, uma vez que, na
literatura, encontram-se intimeros esquemas para analisar o valor das concentracoes nas
faces do volume de controle. Para validacao dos resultados, os valores numéricos obtidos
por meio da simulacao computacional foram comparados com os dados de um estudo de
caso real, referente a um experimento realizado no rio Sao Pedro, localizado na cidade de
Nova Friburgo-RJ. Os resultados encontrados mostraram-se satisfatorios no que se refere
ao ajuste entre dados experimentais e numéricos.



Abstract

As water is one of the fundamental resources for the quality of life and existence of
future generations, environmental preservation becomes the duty of every human being.
However, the existence of some type of pollution in most rivers in Brazil is notable and,
in situations like this, controlling the behavior of contaminants in rivers is extremely
useful for decision-making processes, such as, for example, to determine the best place
to dispose of domestic and industrial waste, thus avoiding contamination of the envi-
ronment and contributing to better monitoring of water quality. In this sense, in this
work a computational model is developed to simulate the transport of contaminants re-
leased in a stretch of river, aiming to estimate the optimal values of the average velocity
and the dispersion coefficient using the Levenberg-Marquardt deterministic optimization
method. For this, the discretization of the spatial domain and numerical solution of the
mathematical model were performed using the Finite Volume Method (FVM), with spe-
cial attention to the investigation of the advective term, since, in the literature, there are
numerous schemes to analyze the value of the concentrations on the faces of the control
volume. To validate the results, numerical values obtained through computer simulation
were compared with data from a real case study, referring to an experiment carried out
on the Sao Pedro River, located in the city of Nova Friburgo-RJ. The results found were
satisfactory with regard to the fit between experimental and numerical data.
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Capitulo 1

Introducao

A 4gua é um recuso natural essencial para a sobrevivéncia humana, desde crianca
aprendemos que nosso corpo ¢ 70% agua, e que precisamos nos manter hidratados e beber
agua. Até mesmo uma pessoa que nao teve acesso a um ensino educacional compreende a
importancia da agua, a sensacao de estar com muita sede e poder tomar agua, o sentimento
de tomar um banho depois de um dia longo e dificil. Contudo, a d4gua nao é necessaria sé
para os exemplos citados acima, a mesma é importante para a construcao ou fabricacao
de tudo ao nosso redor, inclusive, a energia pode ser produzida através da dgua. Segundo

o projeto Brasil das Aguas (2022):

A 4gua é, provavelmente, o Gnico recurso natural que tem a ver com todos
os aspectos da civilizagdo humana, seja como componente bioquimico de
seres vivos, como meio de vida de varias espécies vegetais e animais,
como elemento representativo de valores sociais e culturais e até como
fator de producao de varios bens de consumo final e intermediario.

No entanto, por lidar diariamente com a agua em abundancia presente em mares, rios,
lagos e represas, as pessoas continuam banalizando sua importancia e usando-a como um
bem descartavel. Entretanto, nem toda essa dgua presente no mundo é um recuso hidrico,
conforme a Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria (EMBRAPA), recurso hidrico
é toda agua proveniente da superficie ou subsuperficie da Terra, que pode ser empregada
em um determinado uso ou atividade, podendo também passar a ser um bem econémico.
Todo recurso hidrico ¢ dgua, mas nem toda agua é recurso hidrico. Logo, a dgua precisa

possuir alguma finalidade de uso para a sociedade.

Assim, a poluicao hidrica é causada por atividades humanas que geram algum impacto
sobre esse recurso natural em qualidade e quantidade. A poluicao se da devido a alteracao

das caracteristicas biologicas, fisicas, quimicas e sedimentar.
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Tais tipos de poluicao da agua podem ser pontuados como:

e Poluicao biolégica: Gerada pela introdugao de material organico na agua, feita
por proteinas, carboidratos, gorduras, bactérias, virus, protozoarios e vermes. Na
maioria das vezes transmitidos através dos esgotos e do chorume gerado por lixo

sem tratamento.

e Poluicao quimica: Pode ser intencional ou acidental, esse tipo de poluicao é cau-
sado por matérias que vao parar na agua, como fertilizantes agricolas, agrotoxicos,
esgoto sem tratamento ou industriais, lixo descartado de forma indevida, petroleo e

metais pesados.

e Poluicao sedimentar: Esse tipo de polui¢ao acontece quando existem particulas
em suspensao, originarias do solo, por conta de atividades erosivas, extragao de
minérios e desmatamento. Como em casos de rompimentos de barragens e derra-
mamento de rejeitos de minérios em rios, por exemplo, o mercirio despejado nos

corpos hidricos pelos garimpos.

e Poluigao fisica: E causada pela quantidade de dgua aquecida lancada nos rios que
foram usadas por industrias, como centrais elétricas, siderirgicas, refinarias, usinas
nucleares e industrias diversas. Logo, com o aumento da temperatura da agua, o

equilibrio do ecossistema é quebrado e peixes e plantas sao mortos.

Ainda, considerando que 97% da agua do mundo é salgada, sendo apenas 3% agua
potével, ou seja, propria para consumo e, desse percentual, apenas 29% se encontra aces-
sivel, pois o resto esta localizado nas calotas polares, a preservacao ambiental torna-se
dever de todo ser humano, o que impulsionou a Organizagao das Nagoes Unidas (ONU) a
criar, em 2004, o Dia Mundial da Agua (22 de marco). Em particular, o tema para o ano
de 2019 foi “Nao deixar ninguém para tras”, onde foi apresentado em seu relatorio, uma
perspectiva regional referente a poluicao hidrica, os quais sao descritos resumidamente, a

seguir:

e Estados Arabes: A escassez de dgua por pessoa nos Estados Arabes continuaré a

aumentar, devido ao crescimento populacional e & mudanca climatica.

e Asia-Pacifico: Em 2016, 29 de 48 paises desta regido foram classificados como
“hidricamente nao seguros”, devido a baixa disponibilidade de agua e a captacao
insustentavel de dguas subterraneas. A escassez hidrica é agravada pelos efeitos da

mudanca climética.
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e FEuropa e América do Norte: O acesso a servicos sanitarios gerenciados de
forma segura continua a ser um desafio em muitos paises, especialmente em &areas

rurais.

e América Latina e Caribe: Milhoes de pessoas que vivem na regiao ainda nao
tém uma fonte adequada de dgua potavel, enquanto um ntimero ainda maior sofre

pela auséncia de instalagoes seguras e decentes para o descarte dos excrementos.

e Africa Subsaariana: A falta de infraestrutura para a gestdo hidrica (escassez
economica de agua), em termos de armazenamento e fornecimento, assim como
para se ter melhores servigos de dgua potéavel e saneamento, desempenha um papel

direto na persisténcia da pobreza na Africa Subsaariana.

No Brasil, a Constituicao da Republica Federativa do Brasil de 1988, documento
oficial de maior importancia no pais, prevé em seu art. n® 225 que todos tém direito ao
meio ambiente ecologicamente equilibrado, bem de uso comum do povo e essencial a sadia
qualidade de vida, impondo-se ao Poder Publico e a coletividade o dever de defendé-
lo e preserva-lo para as presentes e futuras geragoes. Contudo, segundo o relatorio da
Fundacao SOS Mata Atlantica divulgado em 2022, apenas 6,9% dos rios observados estao
com qualidade da 4gua em boa condicao; 72,6% apresentaram qualidade da adgua regular;
17,8%, ruim; e 2,7%, péssima. O levantamento foi realizado em 146 pontos de coletas de
90 rios e corpos d’agua de 65 municipios, em 16 estados do bioma Mata Atlantica, por

106 grupos de monitoramento da qualidade da &4gua do Programa Observando os Rios
(SOSMA, 2022).

Entretanto, a poluigao dos rios brasileiros nao é um assunto novo, em 2012 o Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), apresentou em seu levantamento, “Indica-
dores de Desenvolvimento Sustentével”, os 10 rios mais poluidos do Brasil. Sao eles: rio
Tieté (SP), rio Iguacu (PR), rio Ipojuca (PE), rio dos Sinos (RS), rio Gravatai (RS), rio
das Velhas (MG), rio Capibaribe (PE), rio Cai (RS), rio Paraiba do Sul (RJ), rio Doce
(MG). Toda essa poluicao traz grandes impactos para a vida do brasileiro, acarretando
desde a falta de dgua potavel até problemas de satide por consumo de dgua impropria,

sao as chamadas doencas de veiculacao hidrica.

As doencas de veiculacao hidrica sao doencas em que a agua é o principal veiculo de
transmissao. As principais sao: amebiase, diarréia e gastroenterite, febre tifoide e para-
tiféide, esquistossomose, colera, hepatite aguda B, leptospirose nao especificada, doencas

infecciosas e parasitarias. Em 2019 o Brasil teve um total de 273.403 internacoes por
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doencas de veiculacao hidrica, com uma incidéncia de internacao para cada 10 mil habi-
tantes de 13,01. O numero de 6bitos por doencas de veiculagao hidrica ficou em 2.734

(Instituto Trata Brasil, 2019).

Além disso, estudos do Programa Conjunto de Monitoramento (JMP - sigla em inglés)
da Organizagdo Mundial de Satide (OMS) e do Fundo das Nag¢oes Unidas para a Infancia
(UNICEF), realizados em 2019, mostram que, cerca de 2,2 bilhdes de pessoas em todo
o mundo nao tem servicos de agua tratada, 4,2 bilhoes de pessoas nao tém servicos de
saneamento adequado, ainda por cima, estima-se que 1 em cada 10 pessoas (785 milhoes)
carecem de servicos basicos, incluindo os 144 milhoes que bebem agua nao tratada. Por
fim, todos os anos, 297 mil criancas menores de 5 anos morrem devido a diarréia associada

a agua, saneamento e higiene inadequados.

Sabendo que os impactos nos recursos hidricos encontram-se em processo acelerado
e considerando a importancia que os recursos hidricos tém para a existéncia e desenvol-
vimento das formas de vida na Terra, é necessario tomar medidas para conscientizar a
sociedade e aumentar o monitoramento quanto aos contaminantes nos rios. Visto que,

conforme Ribeiro (2019):

Os dados indicam que 74,5% dos pontos monitorados estao com quali-
dade precéria, com {ndice regular, sendo o limite minimo permitido na
legislagdo e nos padroes internacionais de qualidade da dgua para usos
miltiplos, ou seja, para abastecimento humano, irrigagao, pesca e lazer.
E, pior: 19% dos pontos analisados estdao em rios poluidos, com quali-
dade ruim e péssima, o que significa que a dgua esta impropria para o
uso. Apenas 6,5% dos pontos analisados tém qualidade boa. Essa con-
digdo agrava os riscos de escassez, potencializa conflitos por uso e gera
inseguranca hidrica.

Portanto, torna-se evidente a necessidade de ferramentas para auxiliar no monitora-
mento da qualidade das dguas, uma vez que os 6rgaos gestores do meio ambiente esbarram
em dificuldades logisticas, financeiras e operacionais: coletas e andlises de agua sao caras,

alem de requererem material e pessoal especializado (Telles, 2009).

Diante desse cenario, a modelagem se destaca, ao aperfeicoar cada vez mais modelos
que auxiliem no processo de tomada de decisoes e gestao de recursos hidricos, modelos
esses gerados a partir de equacgoes matematicas, as quais possibilitam relacionar causa
e efeito, bem como se adaptar a diferentes situacoes. Tais modelos em sua maioria sao
compostos por equagoes diferenciais ordinarias ou parciais cuja solugao analitica ¢ de
dificil obtenc¢ao, ou até mesmo inexistente, surgindo a necessidade de métodos numéricos

para resolucao e anélise.
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Com o avango dos recursos tecnologicos e necessidade de analisar uma maior quanti-
dade de dados, surgem diversos métodos numéricos com a proposta de serem mais precisos
e eficientes para iniimeros casos, das mais variadas areas das ciéncias. Porém, o método
numeérico nem sempre deve ser considerado substituto dos demais métodos, visto que o
método analitico representa melhor a matemaética e, o método experimental, a realidade,
ficando o método numérico entre ambos, aproximando-se da realidade, além de possibilitar

uma melhor analise por meio de comparacoes, envolvendo diversos cenarios.

1.1 Justificativa

A importancia do presente trabalho se da devido & grande mobilizagao mundial para
um melhor controle da qualidade de agua, em especial, a 4gua enquanto recurso hidrico
presente nos rios, lagos, lenc¢ois freaticos superficiais e atmosfera, a qual vem sendo atin-
gida cada vez mais pelos crescentes indices de polui¢cao. Diante deste cenério, é importante

buscar subsidios para monitorar a qualidade da agua de cursos d’adgua naturais.

Nesse sentido, a modelagem matematica aplicada ao problema de transporte de con-
taminantes em rios se mostra uma opcao mais vidvel financeira e logisticamente ao de-
senvolver e aprimorar modelos computacionais que auxiliem no controle da poluicao dos
rios, pois ajudam a prever o comportamento e estimar o nivel de danos que podem ser

causados pela poluicao despejada na agua.

Para este trabalho, foi utilizado como base, dados coletados no rio Sao Pedro, loca-
lizado na Regiao Serrana do Estado do Rio de Janeiro, afluente da bacia hidrografica do
rio Macaé. Tendo em vista que este tltimo possui extracao de petroleo e gas, expansao
urbana desordenada, agropecuaria e agroindistria, além do turismo sem planejamento,
torna-se fundamental um melhor monitoramento do referido rio e afluentes, sendo essa
uma pauta da prefeitura que demonstra sua preocupacao, desenvolvendo projetos em
conjunto com o Instituto Estadual de Ambiente (INEA) para recuperacdo de nascentes e

revitalizacao do antigo leito do rio Macaé.

Ademais, este trabalho possibilita relacionar os conceitos trabalhados ao longo da Pos-
Graduagao em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia, ofertada pela Escola
de Engenharia Industrial Metalargica de Volta Redonda (EEMIMVR/UFF) em parceria
com o Instituto do Noroeste Fluminense de Ensino Superior (INFES), campus regional da
Universidade Federal Fluminense (UFF), localizado em Santo Antonio de Padua, Estado

do Rio Janeiro, com a solu¢ao de problemas reais.
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Cabe ressaltar, também, que a aplicacao de contetidos matemaéticos para resolver
problemas reais por meio da modelagem, nao s6 ajuda a compreender melhor a matematica
como também humaniza a mesma, visto que trata-se de um problema real que afeta a

vida de diversas pessoas no Brasil, e no Mundo.

Por fim, este trabalho demonstra interdisciplinaridade do ser humano ao abordar
conceitos biologicos, fisicos, matematicos e (até) pedagogicos, ao buscar a forma mais

didética de explicar os contetdos, tudo isso para a resolucao do problema proposto.

1.2 Objetivos Geral e Especificos

Nesta secao sao explanados os objetivos geral e especificos que esta pesquisa visa

alcancar.

1.2.1 Objetivo Geral

Tendo como pontos norteadores desenvolver um modelo computacional para simular
o transporte de contaminantes lancados em um trecho de rio utilizando em sua solucao
numérica o emprego do Método dos Volumes Finitos, o principal objetivo desde trabalho é
analisar estratégias de aproximacao para o termo advectivo presente na equacgao de trans-
porte unidimensional (1D) que modela o problema, visando encontrar qual a estratégia
mais coerente para o problema, propondo, assim, ferramentas para contribuir no processo

de decisao e analise relacionadas a gestao de recursos hidricos.

1.2.2 Objetivos Especificos

Tem-se como objetivos especificos para esta pesquisa:

e Realizar, por meio da revisao literaria, uma melhor compreensao sobre corpos hi-

dricos e a poluicao presente nos mesmos.

e Apresentar os conceitos sobre transporte de contaminantes em corpos hidricos, para

melhor entendimento do trabalho.

e Compreender e resolver numericamente o problema 1D, tendo como base o Método
dos Volumes Finitos (MVF), com aplica¢do no rio Sao Pedro, localizado na cidade

de Nova Friburgo-RJ.
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e Compreender o emprego dos diferentes esquemas de aproximacao para o termo ad-
vectivo, baseado no Método dos Volumes Finitos, para a solucao de problemas de

transporte de contaminantes.

e Implementar e utilizar modelos computacionais para simular o transporte de polu-
ente em um trecho de rio utilizando o Método de Volumes Finitos com objetivo de

investigar a influéncia do termo advectivo.

e Realizar a variacdo de parametros buscando avaliar os diferentes esquemas imple-
mentados no modelo matematico, assim como comparar os resultados obtidos por

meio de simulagoes computacionais com dados experimentais.

e Estimar os valores 6timos para a velocidade média e coeficiente de dispersao longi-

tudinal utilizando o método de otimizacao deterministica Levenberg-Marquardt.

e Analisar os resultados obtidos de modo a ajudar em decisoes futuras relacionadas a

poluicao hidrica.

1.3 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 1, é discutido sobre poluicao em recursos hidricos, apresentando um
panorama sobre a polui¢ao hidrica nacional e mundial, além de ressaltar a escassez da
agua por conta da contaminagao dos rios. Também se encontra a visao de alguns 6rgaos e
Organizagoes nao Governamentais (ONGs) responsaveis pela sua preservagao, bem como
uma explanacao sobre como a modelagem pode auxiliar nesse problema. Por fim, sao

destacados a justificativa e os objetivos que impulsionaram este trabalho.

Em seguida, no Capitulo 2, é feito um embasamento teérico abordando conceitos sobre
as exigéncias legais que envolvem a qualidade da dgua em corpos hidricos; as caracteris-
ticas dos processos fisicos que ocorrem no corpo hidrico e o transporte de contaminantes

nos mesmaos.

No Capitulo 3, encontra-se a descricao da area de estudo com as caracteristicas do
municipio de Nova Friburgo (e distrito de Sdo Pedro) e os relatos das atividades de campo

realizadas para obtencao dos dados experimentais utilizados na pesquisa.

Posteriormente, no Capitulo 4, apresenta-se a modelagem matemética envolvendo
problemas de transporte de contaminantes e as equagoes que governam o mesmo, referente

ao estudo de caso 1D (modelo matematico). Logo apds, é explicitado o Método dos
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Volumes Finitos que, aplicado a problemas advectivos-dispersivos, gera a necessidade de
se trabalhar com funcoes de interpolacao para aproximacao das derivadas presente na
equacao. Ainda, sao salientadas as 5 funcoes de interpolacao para o fluxo advectivo que
sao investigadas no trabalho. Logo apos, é relatada a aplicacao do MVF na resolugao do

problema proposto no presente trabalho.

No Capitulo 5, é descrito o problema inverso, métodos de otimizagao e, em especial,
o Método Levenberg-Marquardt (método utilizado na pesquisa para a estimativa dos

parametros de interesse).

Adiante, no Capitulo 6, sao apresentados os resultados obtidos com aplicacao do MVF
apo6s a variacao das funcoes de interpolacao para o fluxo advectivo, as simulacées constam
com variagao dos paradmetros com algumas consideracoes entre as funcoes de interpolagao.

Em seguida, sao mostrados os resultados para a estimativa dos parametros de interesse.

Por fim, o Capitulo 7 contém as conclusoes obtidas a partir da modelagem 1D do rio

Sao Pedro (Nova Friburgo-RJ), além de recomendagoes e analises para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Embasamento Teo6rico

Para modelar o comportamento de um poluente dentro de um curso d’agua ap6s uma
liberacao acidental, se faz necessario o conhecimento de alguns conceitos fundamentais.
Assim, neste capitulo, primeiramente, sao apresentadas algumas exigéncias legais que
envolvem a qualidade da agua em corpos hidricos, caracterizando a dgua como propria
para consumo ou nao. Em seguida, é feita uma breve apressentacao sobre as teorias dos

diferentes fendmenos que regem o transporte de um produto em um curso d’4agua.

2.1 Exigéncias Legais que Envolvem a Qualidade da
Agua em Corpos Hidricos

A gestao de recursos hidricos no Brasil esteve por longo tempo reduzida a avaliacao
quantitativa das reservas hidricas, especialmente para fins de producao de energia, re-
sultado do modelo de gestao centralizado entao em vigor, basicamente voltado para as
necessidades de planejamento estratégico do setor de hidroeletricidade (Muhoz, 2000).
Nesse periodo, a crise econémica do fim do século XIX e inicio do século XX, centrada
na troca do modelo econémico de agrario para industrial, exigiu uma maior utilizacao da
energia elétrica para geragao de riquezas. Portanto, com base no contexto socioeconémico,
foi publicado o Decreto 24.643 em 10 de julho de 1934, que aprovou o Codigo de Aguas

Brasileiro.

Apesar de ter como objetivo priorizar a agua para geracao de energia elétrica, o
codigo de aguas foi de primordial importancia para o surgimento de trabalhos e discursoes
relacionadas ao uso da agua, uma vez que seu Art. 1 garante que "as aguas publicas podem
ser de uso comum ou dominicais", ja que, segundo as observacoes do proprio decreto, o

uso das aguas no Brasil tem-se regido até entao por uma legislagao obsoleta, em desacordo
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com as necessidades e interesse da coletividade nacional (Planalto, 1934).

Contudo, s6 na Constituicao de 1988 é que os recursos hidricos passaram a ser de
dominio das Unidades Federativas sendo designado, respectivamente, aos varios 6rgaos e
agentes constitucionais com o proposito de praticar as tarefas que sao constitucional ou
legalmente incumbidos. Nela aparece pela primeira vez a ideia de educagao ambiental,
além de assegurar a ordem social que diz que todos tém direito ao meio ambiente ecolo-
gicamente equilibrado, bem de uso comum do povo e essencial a sadia qualidade de vida,
impondo-se ao Poder Publico e a coletividade, o dever de defendé-lo e preserva-lo para as

presentes e futuras geragbes (Constitui¢do, 1988).

A Constituicao de 1988 também previa a criacao de um sistema de gerenciamento de
recursos hidricos. Porém, o mesmo s6 foi criado em 8 de janeiro de 1997, Lei n® 9.433, mais
conhecida como Lei das Aguas, que surgiu a partir da ideia de que s6 ha desenvolvimento
real quando ha equidade social, resultante de um processo distributivo de uma economia

ativa, mas praticada com respeito a capacidade e suporte dos ecossistemas (Munoz, 2000).

Diante disso, foi instituida a Politica Nacional de Recursos Hidricos (PNRH) e elabo-
rado o Sistema Nacional de Gerenciamento de Recursos Hidricos (SINGREH), conjunto
de orgaos e colegiados que concebe e implementa a Politica Nacional das Aguas, cujo
principal papel é fazer a gestao dos usos da dgua de forma democratica e participativa.
Com um carater descentralizado, a Lei n® 9.433/97 tem como fundamento, o respeito aos
usos miltiplos e, como prioridade, o abastecimento humano e dessedentacao animal em

casos de escassez.

A Politica Nacional de Recursos Hidricos, conta com cinco ferramentas para auxiliar

na gestao dos recursos do Brasil, sao elas:

Planos de Recursos Hidricos.

Enquadramento dos corpos de agua em classes.

Outorga dos direitos de uso de recursos hidricos.

Cobranca pelo uso de recursos hidricos.

Sistema de Informacoes sobre Recursos Hidricos.

Os Planos de Recursos Hidricos, visam orientar e viabilizar a implementacao

da Politica Nacional de Recursos Hidricos e o gerenciamento dos recursos hidricos. Sao
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elaborados por bacia hidrografica, por estado e para o pais; sao planos de longo prazo, com
horizonte de planejamento compativel com o periodo de implementagao de seus programas

e projetos.

Cabe ao Comité de Bacia Hidrogréfica, em sua area de atuacao, aprovar o Plano de
Recursos Hidricos e acompanhar sua execuc¢ao, assim como, sugerir providéncias necessa-
rias ao cumprimento de suas metas. A partir de uma visao integrada dos diferentes usos
da 4gua, os planos sao elaborados em trés niveis: bacia hidrografica, nacional e estadual.
Contam também com o envolvimento de 6rgaos governamentais, da sociedade civil, dos
usuarios e de diversas institui¢coes que participam do gerenciamento dos recursos hidricos
(ANA, 2023a).

O enquadramento dos corpos de dgua em classes, estabelece o nivel de qua-
lidade a ser alcancado ou mantido ao longo do tempo nos corpos d’dgua. Porém, nao
¢ uma simples classificagao, o enquadramento deve ser visto como um instrumento de
planejamento, pois deve tomar como base os niveis de qualidade que deveriam possuir
ou ser mantidos para atender as necessidades estabelecidas pela sociedade e nao apenas
a condi¢do atual do corpo d’agua em questao (ANA, 2023b). O enquadramento busca
“assegurar as dguas qualidade compativel com os usos mais exigentes a que forem destina-
das” e a “diminuir os custos de combate a poluicao das dguas, mediante agoes preventivas

permanentes” (Constitui¢ao, 1988).

As classes para o enquadramento dos corpos de dgua superficiais, segundo os seus usos
preponderantes, sao estabelecidas pelo Conselho Nacional do Meio Ambiente (CONAMA)
por meio da Resolucao n® 357, de 17 de marco de 2005, uma classificacao dos corpos de
agua e diretrizes ambientais para o seu enquadramento, assim como condigoes e padroes
de lancamento de efluentes. Esta resolucao apresenta diversos critérios estabelecidos para
qualidade de 4gua, os quais tem como base o Indice de Qualidade das Aguas (IQA),
desenvolvido para avaliar a qualidade da agua para o abastecimento publico, apds o

tratamento convencional.

Hierarquicamente, a classe especial é aquela que se destina aos usos que requerem
o melhor nivel de qualidade de agua e ¢ a mais restritiva a atividades humanas que
possam interferir em sua qualidade, nao sendo permitido o langamento de efluentes, mesmo
tratados. Assim, na Figura 2.1 sao apresentados os requisitos de qualidade da agua em
funcao das classes de enquadramento e usos da dgua. Quanto maior o nimero da classe
correspondente, menos exigente se torna o nivel de qualidade da dgua necessario aos usos

da mesma, diminuindo-se a restricao as atividades que possam impactar a qualidade dessas
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aguas. Ainda, a classe 4 (para adguas doces) correspondem ao menor nivel de qualidade

de agua para as classes de enquadramento (ANA, 2019).

REQUISITOS DE QUALIDADE DA ﬁE:UA EM FUI\II’,‘ﬁD DAS CLASSES
DE ENQUADRAMENTO E USOS DA AGUA
QUALIDADE DA AGUA usos
EXCELENTE : MAIS EXIGENTES
Classe especial

Classe 1

Classe ¢

Classe 4

QUALIDADE DA AGUA usos
RUIM MENOS EXIGENTES

Figura 2.1: Requisitos de qualidade da agua em fungao das classes de enquadramento e
usos da agua.
Fonte: ANA (2019).

Mesmo na classe mais inferior, h4 algumas condicoes e padroes de qualidade da agua
estabelecidos para conformidade & classe de enquadramento, como atendimento a limites
minimos para o oxigénio dissolvido, faixa de pH aceitavel, além de restri¢oes a odor, mate-
riais flutuantes e 6leos e graxas, entre outros. Alguns corpos hidricos, particularmente em
areas urbanizadas com elevada concentracao populacional, possuem trechos tao poluidos
que nao apresentam conformidade sequer com a menor classe de enquadramento, podendo
ser citadas as bacias hidrograficas dos rios dos Sinos e Gravatai, na regiao de Porto Ale-
gre (Rio Grande do Sul), assim como a bacia do Tieté, incluindo as bacias Piracicaba,
Capivari e Jundiai (PCJ), nas regides da capital paulista e Campinas. Contudo, existem

outras bacias na mesma situacao.

Para garantir a qualidade da agua, é usado como base o enquadramento dos corpos
de agua em classe segundo seu uso, conforme a Figura 2.2, o qual visa definir metas de
qualidade de 4gua a partir da sua utilizacao. Tais classes partem das mais exigentes, que
retine as melhores condicoes possiveis que um corpo d’agua pode ter, as menos exigentes,
onde sao admitidos os niveis mais elevados de poluicao. A base para essa classificagao sao
os niveis de qualidade que os corpos d’agua deveriam possuir para atender as diferentes

necessidades, estabelecidas pela sociedade.
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CLASSES DE ENQUADRAMENTO DOS CORPOS D'AGUA

USOS DAS AGUAS DOCES prp— , ; ; ]
PRESERVACAO DO EQUILIBRIO NATURAL
DAS COMUNIDADES AQUATICAS
PROTECAD DAS COMUNIDADES AQUATICAS n

RECREACAO DE CONTATO PRIMARIO

AQUICULTURA
ABASTECIMENTO PARA GONSUMO HUMANO

RECREAC AO DE CONTATO SECUNDARIO
Pm

Mandatdrio em
Terras Indigenas

Ap6s tratamento Apds tratamento Apds tratamento
simplificado corvencional conv. ou avangado

Hotaligas consumidas ~ Hortaligas, frutiferas,  Culturas arbéreas,
IRRIGACAO l’ cruas ou frutas parques, jardins e cerealiferas e
ingeridas com pelicula ~ campos de esporte forrageiras
DESSEDENTACAD DE ANIMAIS m
M"-GKM E -

Figura 2.2: Classes de enquadramento dos corpos de dguas doces.
Fonte: ANA (2019).

Por outro lado, a outorga dos direitos de uso de recursos hidricos, assegura o
controle qualitativo e quantitativo dos usos da agua e o efetivo exercicio dos direitos de
acesso a agua associado a uma garantia. Para tanto devera considerar o enquadramento
em classes de uso e a vazao do corpo hidrico. A andlise de concessao de outorga também
deveré considerar o impacto do lancamento ou captagao no corpo hidrico, diante do cenério
real da bacia hidrografica, e o atendimento as metas estabelecidas nos Planos de Recursos
Hidricos, sobretudo, para as prioridades de uso estabelecidas pelo Comité (Rodrigues,
2023).

Atualmente, a Agéncia Nacional de Aguas e Saneamento Basico (ANA) é a responséavel
por emitir outorgas para rios, reservatorios, lagos e lagoas sob o dominio da Uniao, que
sao aqueles corpos de dgua que passam por mais de um estado brasileiro ou por territorio
estrangeiro. Também sao outorgadas pela ANA as dguas armazenadas em reservatorios
administrados por entidades federais, como, por exemplo, os acudes de responsabilidade
do Departamento Nacional de Obras Contra as Secas (DNOCS) e da Companhia de
Desenvolvimento dos Vales do Sao Francisco e do Parnaiba (CODEVASF).

Ainda no que se refere as ferramentas para auxiliar na gestao dos recursos do Brasil, a

cobranca pelo uso de recursos hidricos, segundo a ANA (2021), a mesma tem como
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objetivos, obter verba para a recuperacao das bacias hidrograficas brasileiras, estimular
o investimento em despolui¢ao, dar ao usuario uma sugestao do real valor da agua e
incentivar a utilizagao de tecnologias limpas e poupadoras de recursos hidricos. Essa
cobranga nao é um imposto ou tarifa cobrados pelas distribuidoras de aguas na cidade,
mas sim uma remuneracao pelo uso de um bem publico. Todos e quaisquer usuérios que
captem, lancem efluentes ou realizem usos consuntivos diretamente em corpos de agua
necessitam cumprir com o valor estabelecido. Além disso, vale resaltar que, quem capta
agua com qualidade superior paga mais do que quem capta dgua com qualidade inferior,
assim como, quem mais polui e prejudica os usuarios do curso d’agua, mais paga, tornando

o sistema de gestao muito mais justo e racional.

Por fim, o Sistema de Informacoes sobre Recursos Hidricos, segundo o Art.
25, da Lei n® 9.433, é um sistema de coleta, tratamento, armazenamento e recuperacao
de informagoes sobre recursos hidricos e fatores intervenientes em sua gestao, cujo os
objetivos sao: reunir, dar consisténcia e divulgar os dados e informagoes sobre a situacao
qualitativa e quantitativa dos recursos hidricos no Brasil; atualizar permanentemente
as informacoes sobre disponibilidade e demanda de recursos hidricos em todo o territorio
nacional; fornecer subsidios para a elaboragao dos Planos de Recursos Hidricos (Rodrigues,
2023).

A Agéncia Nacional de Aguas e Saneamento Basico (ANA), de acordo com a sua lei de
criacao, Lei n® 9.984, de 17 de julho de 2000, tem como dever organizar, implantar e gerir
o SNIRH. Assim, a ANA atua na implementacao do Sistema Nacional de Gerenciamento
de Recursos Hidricos (SINGREH), elaborando planos de recursos hidricos em bacias hi-
drogréficas de dominio da Unido (aquelas em que o curso d’dgua passa por mais de um
estado ou pais). Nas outras esferas, a ANA atua oferecendo apoio técnico na elaboragao

dos planos.

E importante ressaltar, também, que desde a sua criacdo, a ANA possui participacio
na execucao da Politica Nacional de Recursos Hidricos, apoiando os Conselhos Nacional e
Estaduais de Recursos Hidricos, bem como os respectivos Comités de Bacias Hidrograficas,
no sentido de fornecer subsidio técnico na implantagao desta politica. Ela também estari
implantando, em conjunto com os Estados, os Comités de Bacias Hidrograficas, com suas

respectivas Agéncias de Bacia.

O Conselho Nacional do Meio Ambiente (CONAMA) e o Conselho Nacional de Re-
cursos Hidricos (CNRH) exercem papel no disciplinamento de diretrizes e procedimentos

relacionados ao instrumento de enquadramento dos corpos de 4gua, criado pela Lei n°
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9.433/97. As principais regulamentacoes para o enquadramento, no ambito federal, sao
resolu¢oes do CONAMA e do CNRH, citadas a seguir em conformidade com a (ANA,
2019):

e Resolugio CONAMA n° 357, de 17/03/2005: dispoe sobre a classificagido dos corpos
de dgua e diretrizes para o seu enquadramento, assim como estabelece as condigoes

e padroes de lancamento de efluentes.

e Resolugio CONAMA n® 396, de 03/04/2008: estabelece o enquadramento das dguas

subterraneas.

e Resolugaio CNRH n® 91, de 05/11/2008: estabelece os procedimentos gerais para o

enquadramento dos corpos d’agua superficiais e subterraneos.

e Resolugao CNRH n® 141, de 14/07/2012: estabelece critérios e diretrizes para im-
plementacao dos instrumentos de outorga de direito de uso de recursos hidricos e de
enquadramento dos corpos de adgua em classes, segundo os usos preponderantes da

adgua, em rios intermitentes e efémeros.

Outra importante norma é a NT-202.R-10, a qual estabelece critérios e padroes para
lancamento de efluentes liquidos, aprovada pela Comissao Estadual de Controle Ambiental
(CECA) n° 1.007, de 04 de dezembro de 1986, como parte integrante do Sistema de
Licenciamento de Atividades Poluidoras (SLAP) (INEA, 1986).

Esta Norma Técnica aplica-se aos lancamentos diretos ou indiretos de efluentes liqui-
dos, provenientes de atividades poluidoras, em &guas interiores ou costeiras, superficiais
ou subterraneas do Estado do Rio de Janeiro, através de quaisquer meios de lancamento,
inclusive da rede piblica de esgotos. Como critérios, os efluentes liquidos, além de obe-
decerem aos padroes gerais, nao deverao conferir ao corpo receptor, caracteristicas em
desacordo com os critérios e padroes de qualidade de agua. No caso de existéncia ou
previsao de tais caracteristicas, a Fundacao Estadual de Engenharia do Meio Ambiente
(FEEMA) estabelecera limites mais restritivos do que aqueles vigentes na lista de con-

centracoes maximas desta Norma Técnica.

Ainda por meio da CECA, a Deliberacao n® 1.995, de 10 de outubro de 1990, aprova a
DZ-942.R-7 , intitulada Diretriz do Autocontrole Programa de Efluentes Liquidos (PRO-
CON AGUA), que estabelece as diretrizes nas quais os responsaveis pelas atividades
poluidoras informam regularmente & Fundagao Estadual de Engenharia do Meio Ambi-

ente (FEEMA), por intermédio do Relatorio de Acompanhamento de Efluentes Liquidos
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(RAE), as caracteristicas qualitativas e quantitativas de seus efluentes liquidos, como

parte integrante do Sistema de Licenciamento de Atividades Poluidoras (SLAP).

2.2 O Transporte de Contaminantes em Corpos Hidri-
cos

Os estudos pioneiros de transporte de matéria comegaram com Joseph Fourier (1768-
1830) e Henri Navier (1785-1836), os primeiros cientistas a entender que o transporte por
difusao era proporcional a derivada da quantidade transportada. Quase simultaneamente,
em 1822, eles propuseram associar essa propriedade & agitacao molecular do fluido. De

acordo com Moreau (2018):

Joseph Fourier foi um fisico francés, que se tornou reitor de Grenoble,
conhecido por ter proposto a lei andloga para transferéncia de calor em
1822, em sua Teoria Analitica do Calor, onde também introduziu a série
trigonométrica agora conhecida como série de Fourier. Henri Navier era
um engenheiro de pontes e estradas que dirigiu a construcao de uma
dizia de pontes na Franca. Na Ecole Polytechnique, foi aluno de Joseph
Fourier.

No caso dos fluidos viscosos submetidos ao cisalhamento, a lei que expressa o atrito
entre as diversas camadas do fluido leva o nome de Isaac Newton (1643-1727), chamada,
de Lei de Newton da Viscosidade. Ele percebeu em seus estudos que, em muitos fluidos,
a tensao de cisalhamento é proporcional ao gradiente de velocidade, ou seja, & variacao de
velocidades na direcao de z. Os fluidos que obedecem a essa lei sao chamados de Fluidos

Newtonianos e, aqueles que nao obedecem, de fluidos nao-Newtonianos.

J& no caso do transporte de matéria, seus primeiros relatos surgiram em 1855 quando
o fisiologista Adolphe Fick (1829-1901) publicou um artigo intitulado Uber diffusion, onde
apresenta o processo de difusao molecular por analogia com o trabalho de Fourier sobre

o fluxo de calor, publicado em 1822.

Vinte e dois anos depois, Joseph Boussinesq, nos anos de 1877, passou a se interessar
pelo fendmeno da difusao turbulenta na adgua e estudar, em particular, as marés, ondula-
¢oes e redemoinhos a partir de observacdes visuais na natureza. E também a ele que se
deve a hipdtese da proporcionalidade entre fluxos turbulentos e gradientes médios (Mans-
son, 1991). Em 1874, Osborne Reynolds (1842-1912) conhecido pelo parametro usado
para distinguir os regimes de fluxo, demonstrou a existéncia de dois tipos de escoamentos,

o escoamento laminar e o escoamento turbulento, além de demonstrar uma proporciona-
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lidade entre a difusividade de um contaminante passivo e a viscosidade turbulenta ligada

as flutuacoes de velocidade.

Contudo, o verdadeiro marco dos estudos modernos sobre a dispersao de particulas
marcadas em um fluxo laminar, devem-se a Sir Geoffrey Taylor (1953-1954), em 1921,
com uma anélise intitulada Diffusion by continuous movements (Difusdo por movimentos
continuos). Este trabalho ¢ de suma importancia, pois, ainda hoje, é uma referéncia e
desde entao sofreu apenas algumas modificacoes ou ampliacoes, em particular, no caso
de escoamentos turbulentos uniformes. Esta tltima andlise considera a obten¢ao de dois

pontos essenciais:

e Um campo de turbuléncia estacionario e homogéneo.

e O observador segue as particulas marcadas em seu movimento ao longo do tempo.

Por fim, Elder (1959) e depois Fischer (1967-1969) retomaram a analise de Taylor
aplicando-a, respectivamente, a escoamentos de superficie livre em canais de laboratorio e
nos rios. Fischer, entre outros, mostrou que a simulacao de um campo de concentracao em
um plano horizontal C(x,y) é possivel a partir de um modelo bidimensional, considerando,
em particular, a taxa de transferéncia turbulenta média (as vezes chamada de coeficiente
de difusdo) na dire¢do transversal ao fluxo. O conhecimento dessa taxa representa a
maior dificuldade do problema, pois normalmente é uma incégnita que deve ser estimada

experimentalmente.

2.3 Caracteristicas dos Fendmenos de Transporte em
Rios

Quando um poluente atinge um corpo hidrico, o mesmo sofre alteracoes devido as
caracteristicas bioldgicas, fisicas e quimicas existentes na natureza. Com isso, cada corpo
d’agua apresenta diferentes caracteristicas que influencia no movimento da substancia de
um ponto de lancamento até outra regiao, onde sua concentragao ira variar de acordo com
o espaco e tempo. Nesse sentido, é importante ter conhecimento do chamado campo de

fluxo.

Um campo de fluxo é melhor caracterizado pela distribuicao de velocidade e, portanto,
diz-se que um fluxo é unidimensional, bidimensional ou tridimensional se a velocidade do

fluxo variar em uma, duas ou trés dimensoes, respectivamente (Cenzel e Cimbala, 2006).
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Além disso, o curso do rio sofre influéncia da forga/efeito de cisalhamento, ou seja, quanto
mais proximo ao fundo do rio, maior o atrito entre as moléculas de dgua e menor serd sua
velocidade. Todavia, alguns rios apresentam uma variagao de velocidade pequena, devido
a sua pouca profundidade, podendo ser ignoradas, com erro desprezivel e, assim, serem

modelados utilizando formulacoes uni ou bidimensionais, o que facilita a anéalise.

2.3.1 Adveccao

E o transporte de uma substancia concentrada de um ponto a outro. Basicamente, o
percurso que ela faz ao longo do corpo hidrico, de acordo com Oliveira (2013), é o resultado
do movimento unidirecional do fluido, de uma posi¢ao no espago para outra, nao alterando
as caracteristicas da substancia sendo transportada. Esse fenémeno é influenciado pelo
vento, o que aumenta a translacao na superficie da camada de poluicao. Porém, esta acao
¢ irrelevante se a velocidade da corrente for alta ou se o vento for fraco. E mostrado o

efeito da advecgao na Figura 2.3.

— O -2 >d —

. | |

Velocidade Média ')

Largura

- —

- >
[ >
Velocidade Média } / Profundidade
X == =
Advecgio
";T—V
X

\

Figura 2.3: Representacao de um trecho do rio com efeito advectivo.
Fonte: A Autora (2023).

2.3.2 Difusao

A difusao é uma vibracao intramolecular caracteristica de cada produto solivel. Per-
mite o movimento de moléculas de um meio onde o potencial quimico é alto para um meio
onde o potencial é menor. Em suma, a difusao se di pelo espalhamento da substancia
no corpo d’agua, o que também resulta passagem de um meio mais concentrado para
um meio menos concentrado do constituinte. Ela pode ocorrer independentemente da

existéncia ou nao da velocidade, uma vez que ha dois tipos de processos difusivos:
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Difusao molecular: E resultado da agitacdo térmica das moléculas, gerando
sua expansao no rio. Nesse caso, o meio pode apresentar velocidade média nula.
Segundo Vaz (2013), a difusdo molecular resulta do movimento aleatorio Browniano
das moléculas de agua. Um exemplo desse fenomeno se d4 ao colocar gotas de tinta

ou corante em um recipiente, a substancia ird expandir até tomar toda a superficie.

A difusao molecular é modelada pela lei de Fick , que afirma que o fluxo de difusao
é proporcional ao gradiente de concentragao (Taylor, 1954). Segundo a lei de Fick,
a difusao molecular representa o fluxo ou taxa de transferéncia de massa de um
soluto que se difunde através de uma se¢ao de area unitaria e que é proporcional
ao gradiente da sua concentragao, medido segundo a normal a esta se¢ao. Em uma

abordagem unidimensional, esse fluxo pode ser expresso por:

Jg = —Dmg—i (2.1)
em que:
J4 = Fluxo ou taxa de transporte difusivo.
C = Concentracao.
D,,, = Coeficiente de difusao molecular.
xr = Direcao em que se desenvolve o processo.

O sinal negativo na Equagao (2.1) indica que o fluxo ocorre na dire¢ao contraria
a do gradiente de concentracao, isto é, no sentido das concentracoes altas para as

concentragoes baixas.

Difusao turbulenta: A difusao turbulenta é causada por turbilhoes dos mais vari-
ados tamanhos e orientagoes existentes no escoamento (Devens, 2006). A existéncia
da turbuléncia no escoamento da agua acelera o processo de mistura da substancia,
a qual acontece de uma forma muito mais intensa que na difusao molecular, sendo
bastante eficiente para a reducao da concentracao de um poluente em meios fluidos.
Ainda conforme Mackenzie (2023), o escoamento turbulento é aquele no qual as par-
ticulas apresentam movimento cadtico macroscopico, isto é, a velocidade apresenta
componentes transversais ao movimento geral do conjunto ao fluido. O escoamento

turbulento apresenta também as seguintes caracteristicas importantes:

- Irregularidade.

- Difusividade.
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- Altos nimeros de Reynolds.
- Flutuagoes tridimensionais (vorticidade).

- Dissipacao de energia.

Contudo, o escoamento turbulento obedece aos mecanismos da mecanica dos meios
continuos e o fené6meno da turbuléncia nao é uma caracteristica dos fluidos mas do
escoamento. A natureza de um escoamento, isto é, se laminar ou turbulento, e sua
posicao relativa numa escala de turbuléncia, é indicada pelo nimero de Reynolds
(Re). O ntmero de Reynolds ¢ a relacao entre as forcas de inércia (F'i) e as forgas

viscosas (Fu):

Re = —%52 (2.2)

Na Figura 2.4 é mostrado o efeito da difusao turbulenta.
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Figura 2.4: Representacao de um trecho do rio com efeito difusivo.
Fonte: A Autora (2023).

Cabe ressaltar que os dois processos difusivos citados estao diretamente ligados, po-
dendo ocorrer de forma simultanea, dependendo das caracteristicas do curso da agua

analisado.

2.3.3 Dispersao

Ao lancar uma substancia qualquer no meio aquéatico, ela tende a se dispersar devido

ao processo chamado de diluicao que é basicamente a mistura do despejo com a agua e,
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nao necessariamente, o corpo hidrico precisa estar em movimento. Esse é, por exemplo, o
processo que ocorre quando se coloca actcar no café ou no suco. Para um melhor emba-
samento sobre o processo que ocorre com uma substancia em um corpo hidrico, a seguir,

sao apresentados alguns fenémenos responsaveis pelo deslocamento de um constituinte.

Na Figura 2.5 é ilustrado o efeito dispersivo com a presenca do perfil vertical do campo

de velocidade.
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Figura 2.5: Representacao de um trecho do rio com efeito dispersivo.
Fonte: A Autora (2023).

Ademais, certas substancias descarregadas em um curso de d4gua também podem estar
sujeitas a outros fenémenos, como adsorcao, sedimentagao, evaporagao, degradacao, etc.,
que causam uma certa perda de massa (Jabbour, 2006). Contudo, como aqui esta sendo
assumindo o principio da conservacao de massa durante o transporte do poluente, estes

conceitos nao serao discorridos no trabalho.

2.3.4 Constituinte

Entende-se como constituinte, a quantidade que pode ser representada por um polu-
ente, substancia ou tracador que é caracterizado por uma concentracao correspondente.

Pode ser classificado, segundo Telles (2009), como:

e Conservativo: é aquele cuja distribuicao espacial e temporal nao se afeta por
reacoes com outros constituintes ou com o meio aquético receptor, sua distribuicao
¢ influenciada apenas pelas caracteristicas fisicas de transporte. Um exemplo de

constituinte conservativo é o cloreto de sodio (sal de cozinha).
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e Nao-conservativo: a distribuicao espacial e temporal é afetada pela interacoes com
outros constituintes ou com o meio fluido envolvente. Exemplos tipicos incluem o

oxigénio dissolvido (OD) e a demanda bioquimica de oxigénio (DBO).

e Ativo: constituinte cuja presenca afeta as caracteristicas hidrodinamicas do escoa-
mento. Um exemplo tipico é a temperatura, que pode alterar a distribuicao espacial
de densidade, afetando as caracteristicas de turbuléncia e do proprio escoamento

médio.

e Passivo: constituinte cuja presenca nao afeta as caracteristicas hidrodinamicas do

escoamento. Como exemplo desse constituinte, pode ser citado o oxigénio dissolvido
(OD).

De acordo com von Sperling (2007), as mudangas nas concentracoes dos constituintes
ao longo do percurso de um corpo d’agua sao devidas as caracteristicas de transporte

(advecgao e difusao) e caracteristicas de cinética de reagoes (conversao).



Capitulo 3

Descricao do Problema de Trans-
porte de Contaminantes Proposto

Neste capitulo sao apresentadas algumas informagoes sobre a regiao de estudos pre-
sente neste trabalho, ou seja, o rio Sao Pedro, localizado em Nova Friburgo, estado do Rio
de Janeiro. Além disso, também é feita a descricao do experimento realizado no referido

rio.

3.1 Area de Estudo — Rio Sao Pedro

A area de estudo para a qual se aplicou a simulacao analisada neste trabalho esta
situada na regiao serrana do estado do Rio de Janeiro, dentro da bacia hidrografica do rio

2 e engloba

Macaé, a qual possui uma area de drenagem de aproximadamente 1.765 km
praticamente toda a area dos limites territoriais do municipio de Macaé, onde localiza-se
sua foz, com cerca de 1.448 km?, e ainda areas dos municipios de Nova Friburgo (142 km?),
Casimiro de Abreu (83 km?), Rio das Ostras (11 km?), Conceigiao de Macabu (70 km?) e
Carapebus (11 km?). E limitada ao norte, em parte, pela bacia do rio Macabu, afluente da
lagoa Feia, ao sul pela bacia do rio Sdo Joao, a oeste pela bacia do rio Macacu (integrante

da bacia da bafa de Guanabara) e a leste pelo Oceano Atlantico (Souza, 2009).

Os principais afluentes sao os rios Bonito, Purgatério e Pedrinhas, os corregos Abacaxi
e Carao, o rio Teimoso, os corregos Roca Velha e Belarmino e o rio Trés Pontes e, os
corregos Sana, Atalaia, Sdo Domingos, Santa Barbara, Ouro Macaé, Sao Pedro (regiao
analisada no presente trabalho) e Jurumirim e os corregos Genipapo, Guanandirana e
Sabia (SEMADS, 2001). Na Figura 3.1 é mostrado um mapa ilustrativo da bacia do rio

Macaé.
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Figura 3.1: Mapa ilustrativo da bacia hidrografica do rio Macaé, contendo a regiao de
interesse.
Fonte: Freitas (2015).

O rio Macaé, antigo rio dos Bagre, que deu origem a cidade de Macaé a partir da ocu-
pacao da regiao por uma comunidade de pescadores, mesmo rico de tanta beleza natural,
possui histérias compostas de varias interversoes do homem que alteraram profundamente
o comportamento hidrologico e rede de drenagem. De acordo com Freitas (2015), esses
rios, que eram sinuosos, foram transformados em canais retilineos por obras realizadas
pelo extinto Departamento Nacional de Obras e Saneamento (DNOS) e que tiveram ini-
cio na década de 1940. E possivel ter maiores informacées, assim como as imagens dessa

retificagdo no trabalho de Assumpcao (2009).

Outras interferéncias prejudiciais ao rio se deram a partir de 1970 com a instalacao da
PETROBRAS que abastece suas plataformas com as dguas do rio Macaé, a Usina Terme-
létrica (UTE) do Norte Fluminense que utiliza tais 4guas para resfriamento das caldeiras,
a Companhia Estadual de Aguas e Esgotos do Rio de Janeiro (CEDAE) responsavel pelo
abastecimento de &gua na regido e os agricultores (Vilas Boas, 2008). Desde entao, a
demanda pela dgua cresce intensamente, ja que a economia das cidades as margens desse

rio também aumenta, tal qual a sua populagao, que tem um crescimento exponencial.

Em particular, a area de interesse nesse trabalho, a qual esta inserida na bacia do

rio Macaé, o rio Sao Pedro, localiza-se na regiao do alto curso da bacia do rio Macag,
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pertencente & Serra do Mar e caracteriza-se por possuir uma pequena profundidade e
margens repletas de rochas, além de conter trechos sinuosos e grande biodiversidade. Tais

caracteristicas levou a criagio da Area de Protecio Ambiental (APA) de Maca¢ de Cima.

Sendo o rio Sao Pedro afluente da bacia do rio Macaé, que tem importancia econdémica
inquestionavel para o pais, justificada pelo abastecimento de toda a &rea proxima ao rio,
assim como a exploragao de petroleo e gis natural na regiao oceanica, torna-se evidente

a necessidade de melhor avaliagdo desse corpo hidrico, visto que, segundo Freitas (2015):

Podemos afirmar que a qualidade e a quantidade de dgua que chega a
foz do rio Macaé depende do que estd acontecendo nas areas mais altas
da bacia. Todos os impactos ambientais que o rio sofrer ao longo do seu
curso serdo refletidos, de alguma forma, em sua foz, situada na cidade
de Macaé.

3.2 Descricao do Experimento Realizado

O experimento realizado e descrito por Sousa (2009) buscou simular uma poluicdo
acidental no curso d’agua do rio Sao Pedro, por meio de injecoes instantaneas ou continuas
de um tragador. Para isso, segundo Sousa (2009), é necessario escolher o tragador que
representa o produto injetado e definir os meios de injecao, secao de amostragem e analise

das amostras.

Deve-se, ainda, escolher o local a ser realizada a atividade de campo, a qual esta
situada em Sao Pedro da Serra, 7° Distrito de Nova Friburgo, estado do Rio de Janeiro,
local que foi afetado por um rapido processo de transformagao espacial, social e econémica,
com fortes impactos ambientais (LimaVerde, 2005). Na Figura 3.2 ¢ mostrada a regido

de interesse.
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Figura 3.2: Localizagao do distrito de Sao Pedro da Serra.
Fonte: Ribeiro (2016).

3.2.1 Materiais e Métodos

Para o desenvolvimento da modelagem matemaética sao necessarios alguns parametros
geométricos, fisicos e hidrodinamicos. Portanto, foi realizado um levantamento batimé-
trico e altimétrico, ao longo do trecho de estudo, para a obtencao da profundidade média
H e da largura média B. O levantamento batimétrico foi executado utilizando-se trena e

régua milimetrada.

Por outro lado, as vazoes em sistemas fluviais é uma das mais dificeis varidveis a ser
obtida, pois sua medigao envolve procedimentos muitas vezes demorados, perigosos e de
alto custo. Entende-se por vazao, o volume de dgua que passa por uma determinada secao
do rio por unidade de tempo, expressa no Sistema Internacional (SI) de medidas em m?/s.
Para a obtencao dessas informacoes, os métodos que mais se destacam sao: método por
velocidade-area, método quimico, método dos flutuadores, método das se¢oes ou método

do molinete e método actustico, os quais sao descritos sucintamente a seguir:

e Método por velocidade-area: Consiste no calculo de se¢bes transversais A e na
medicao de velocidades médias U na secao. Assim, a vazao () é encontrada a partir
da multiplicacao de ambas as variaveis. Expressando matematicamente o que foi

dito anteriormente, tem-se: () = A x U. De acordo a ANA (2009) este método é o
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mais usual para cursos que tenham geometria estavel e campo de velocidades bem

comportado, o que nao se verifica em rios encachoeirados com grandes turbuléncias.

e Método quimico: Baseia-se na premissa essencial de que a vazao () do rio avaliado
nao varia dentro do intervalo de tempo de determinacao. Isso assumido, se uma
descarga nao transiente de substancia conservativa, (g, for lancada no rio, como,
por exemplo, vaso de mariotte demonstrado na Figura 3.3, apds a zona advectiva,
ocorrerd homogeneizacao em toda secao transversal, ou seja, em qualquer ponto da
secdo serd observada a mesma concentracdo resultante, C. E um método muito

utilizado em rios de montanhas que apresentam grande turbuléncia.

Figura 3.3: Execucao do método do quimico.
Fonte: Silva (2009).

e Método dos flutuadores: A medicao de vazao com flutuadores consiste em de-
terminar a velocidade em que um objeto flutuante escoa, medindo-se o tempo ne-
cessario para que este se desloque em um trecho de curso d’agua com comprimento
conhecido, observe sua aplicacao na Figura 3.4. Foi descrito pela primeira vez por
Leonardo da Vinci (1452-1519) e, segundo Santo (2001), ¢ uma metodologia reco-
mendada para quando a vazao do rio é muito alta e coloca em risco a vida dos
hidrometristas, ou quando nao se tem disponivel equipamento para uma medicao

de vazao liquida por processos mais exatos.
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Figura 3.4: Execugao do método do flutuador.
Fonte: Coferri (2017).

e Método das segoes ou método do molinete: Consiste em calcular a velocidade
de cada segao entre as verticais de medicao, de uma margem a outra, conforme apre-
sentado na Figura 3.5. Em cada perfil vertical dessa se¢ao é medida a velocidade da
agua do rio com o molinete e a profundidade do local. Com isso, a secao transversal
do rio estarad dividida em inimeras outras e, para cada subsecao, calcula-se a area
e a média das velocidades, a partir do molinete em cada vertical. Somando-se as

vazbes em cada subsegdo tem-se a vazao total do rio (Sousa, 2009).

Verticais utilizadas na medigio com molinete

4’// Superficie livre

Fundo do rio

Medigio com molinete

Areas determinadas pela vertical,
superficie livre e fundo do rio

Figura 3.5: Execucao do método do molinete.
Fonte: Silva (2009).
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e Método actustico: Muito usado na area da oceanografia. A tecnologia ADCP (do
inglés Acoustic Doppler Current Profiler) consiste em um equipamento de medigao
ADCP transmitir ondas sonoras através da &gua, que ao retornar para o equipa-
mento novamente, o mesmo reconheca as diferentes profundidades e velocidades das
linhas de corrente através do efeito Doppler, conforme a Figura 3.6. Segundo Filho
(1999), ele também pode ser utilizado para medir o seu movimento com rela¢ao ao

fundo do rio e a distribuicao dos sedimentos em suspensao na secao de medicao.
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e

Figura 3.6: Execucao do método acustico.
Fonte: HIDROMARES (2019).

No trabalho de Sousa (2009), o método adotado para o calculo da vazao na regiao de
interesse, foi o método quimico. Como o solvente é a dgua e o sal é o soluto, é possivel
formar uma mistura homogénea, onde o sal é dissolvido na 4dgua. Utiliza-se uma solugao

insaturada de sal, pois desse modo nao havera perda de massa devido & precipitacao.

Para representar um poluente lancado no curso d’agua da regiao de interesse, foi
utilizado um tragador salino (NaCl). O tragador tem como objetivo analisar a forma
como uma substancia conservativa se dissolve ao longo do escoamento, podendo, assim,
fazer consideracoes sobre o movimento do fluido. Se comparado com outros tragadores,
o NaCl apresenta vantagens como, por exemplo, solubilidade em agua, presenca natural
quase nula, nao possui efeitos nocivos ao impacto ambiental, facilidade de armazenamento

ou de quantificacao, além de um custo muito baixo.
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3.2.2 Processo de Aquisicao dos Dados Experimentais

O experimento realizado por Sousa (2009) e descrito no presente trabalho, ocorreu
no dia 26 de janeiro de 2009, com inicio as 10:50:28 A, e buscou simular um cenario de
poluicao acidental no curso de adgua em questao. Para isso, foi utilizada uma solugao
de cloreto de sodio (NaCl) como tragador e, nas operagoes de campo, contou-se com a

participacao de 5 pessoas, distribuidas nos pontos de injecao e amostragem.

As medicoes foram feitas em um trecho do rio localizado na saida da vila, em frente
a estrada do cemitério (22°19.155’S, 42°19.897°W). Na Figura 3.7 ¢ apresentada a vista

parcial de interesse do trecho do rio Sao Pedro.

Figura 3.7: Vista parcial do trecho do rio Sao Pedro.
Fonte: Sousa (2009).

Para a preparacao da solucao salina, foram utilizados 2000 g de cloreto de sodio,
diluidos em, aproximadamente, 15 [ de dgua em um balde, os quais foram liberados
instantaneamente em um ponto da secao de injecao, sobre a linha de corrente central do
escoamento. A primeira se¢ao de medicao foi escolhida a 50 m do ponto de injecao e, a
segunda, a 100 m. Foram colhidas amostras de 200 ml/ da agua a cada 15 s, totalizando

60 amostras, as quais, posteriormente, foram analisadas em laboratorio.

Antes de dar inicio as inje¢oes do sal, amostras foram colhidas no ponto de amostragem
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para a referéncia de fundo "branco" do condutivimetro, obtendo um valor médio da
concentracao existente de 15,5 mg/l. Na Tabela 3.1 sdo mostradas as configuragdes do

rio Sao Pedro no local onde foi realizado o experimento.

Tabela 3.1: Caracteristicas do rio no ponto de lancamento do tracador.

Parametros \ Valores
Area A 1,05 m?
Largura B 2,40 m
Profundidade H = A/B | 0,43 m
Vazao Q = Ax U 0,43 m3/s
Concentracao inicial Cy | 15,50 mg/I
Velocidade U 0,41 m/s




Capitulo 4

Modelagem Matematica e Solucao
do Problema Proposto

A modelagem matematica é a arte de transcrever um problema da vida real para uma
linguagem matematica e resolvé-lo, traduzindo os resultados obtidos para a linguagem do
problema real. Portanto, por tratar de problemas reais, a modelagem é interdisciplinar,
visto que um ser humano precisa de diversos conhecimentos para sobreviver, seus pro-
blemas também envolvem diferentes contetdos, voltados para as mais diversas areas das
ciéncias.

Neste contexto, para a modelagem e solucao de um problema real, deve-se levar em

consideracao os processos ilustrados na Figura 4.1.

[Problema Real /Fisico J—{ Modelo Matematico ]—{ Método Numérico }

Figura 4.1: Fluxograma dos processos de modelagem e solu¢ao de um problema real.
Fonte: A Autora (2023).

Em particular, no que diz respeito ao modelo matematico e ao método numérico,

deve-se contemplar as seguintes etapas:

1. Definir as equagoes diferenciais ou integro-diferenciais e as condig¢oes de contorno

que representam o problema sob andlise (modelo mateméatico).

2. Determinar o sistema de coordenadas que as equagoes serao escritas:
- cartesianas, cilindricas, esféricas, curvilineas, ortogonais, ou outros.

3. Definir a malha computacional a ser adotada (representagao geométrica do dominio):
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- malha estruturada e malha nao-estruturada.

4. Aproximar as equagoes (modelo mateméatico) por um sistema de equagoes lineares,
levando em consideracao pontos discretos no espaco e no tempo. Selecionar as

aproximacoes que serao utilizadas no processo de discretizacao:

- Método das Diferencas Finitas: aproximacao para as derivadas.

- Método dos Volumes Finitos: aproximacao para as integrais de volume e de

superficies.

- Método dos Elementos Finitos: fungoes e pesos.

5. Definir o método de solucao do sistema de acordo com o problema (eliptico, para-

bolico, hiperbolico, misto).

4.1 Modelagem Matematica

A formulagao matematica e computacional de um modelo de qualidade de 4gua como
principal instrumento para analise de corpos hidricos se faz por, com ela, ter uma nocao
do trajeto dos contaminantes, podendo calibrar e adaptar o modelo de acordo com a

hipotese a ser investigada.

O primeiro passo na construcao de um modelo dessa natureza consiste em delimitar
a regiao do corpo hidrico que serd estudada. Embora arbitrario, esse procedimento deve
atender as necessidades do estudo para o qual se pretende implementar a simulacao.
Posteriormente, deve-se definir as equacoes que modelam o problema a ser analisado,

assim como suas condicoes de contorno e inicial.

Usualmente, um modelo desenvolvido tem como base a lei da conservacao da massa,
proposta por Antoine Laurent Lavoisier por volta do ano de 1775, o qual afirma que “na
natureza, nada se cria, nada se perde, tudo se transforma”. Ainda, conforme Martin e
McCutcheon (1999), a massa nao pode ser criada nem destruida, apenas transferida ou
transformada. Esta lei forma a base para a maioria dos modelos de qualidade de 4gua,

que sao comumente chamados de modelos de balanco de massa.

A lei de conservacao da massa é aplicada a massa de agua em modelos de transporte
de 4gua e a massa de materiais dissolvidos ou suspensos na agua. Portanto, a equacao
de conservacao na forma conservativa pode ser descrita conforme balanco mostrado na

Figura 4.2.
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Taxa de
Taxa de Taxa de aumento de
variagao de ¢ Fluxo total de variagao C' C devido
no elemento T | Cno elemento - de devido + a fontes ou
de fluido de fluido a difusao reducao devido
_a sorvedouros |

Figura 4.2: Equacao de conservacao na forma conservativa.
Fonte: A Autora (2023).

Matematicamente, as equacoes de conservagao podem ser escritas na forma divergente

da seguinte maneira:

%_f +V(3C) =V(EVC) + S (4.1)

em que:
x,y, z sdo as coordenadas espaciais (m).

t é o tempo (s).

C = C(z,y,z,t) é a concentracdo do poluente em andlise (mg/l).

J = (U, V,W) corresponde ao vetor de velocidade nas dire¢oes x,y, z, respectivamente
(m/s).

E = E(x,y, z,t) representa o coeficiente de dispersao do poluente (m?/s).

ac
ot
V(9 C) é o termo advectivo.

V(EVC(C) é o termo dispersivo.

representa a taxa de variagao de C' num elemento fluido ao longo do tempo.

S é o termo fonte ou sumidouro relativo ao poluente.

Outros fatores importantes para a construcao de um modelo dessa natureza sao: a
condicao inicial, a qual é compreendida como a distribuicao espacial da concentracao do
poluente no momento que antecede o inicio da simulacaoas e; as condicoes de contorno,
que sao as concentracoes definidas para as fronteiras que delimitam o espaco fisico do
problema. Assim, de acordo com Menezes (2019), as condi¢oes de contorno podem ser

classificadas como:

e C. C. de Dirichlet (1° tipo): Especifica os valores que uma solu¢ao necessita

tomar no contorno do dominio, ou seja, o valor da grandeza é conhecido.

e C. C. de Neumann (22 tipo): Especifica os valores que a derivada de uma solucao
deve tomar no contorno do dominio, ou seja, especifica a derivada normal a funcao

no dominio. Esta relacionada com o fluxo da grandeza analisada na fronteira.
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e C. C. de Robin ou Mista (32 tipo): Envolve as condi¢des de contorno de 1° e
29 tipos, ou seja, relaciona tanto o valor da grandeza quanto o fluxo da grandeza

nas fronteiras.

4.1.1 Modelagem Matematica Referente ao Estudo de Caso

Além da correta escolha das condicoes inicial e de contorno, o modelo matematico
para o problema proposto neste trabalho leva em consideracao o fato de o trecho do rio
estudado ser suficientemente estreito e raso, fazendo com que as variagoes nas direcoes
transversal e vertical sejam despreziveis em relagao as variagoes longitudinais. Logo, um
modelo unidimensional que leve em consideracao apenas as variacoes na referida direcao

pode ser empregado, sendo expresso da seguinte forma:

e Equacao de Adveccao-Dispersao:

2
oC U@C’ 0°C

o Vo = e 42)
e Condicoes inicial e de contorno:
M
C(z,0)=Cy+ Zd(m), —00 < T < 0 (4.3a)
C(£oo,t) =Cy, t>0 (4.3b)

em que:
C' é a concentragao (mg/l).

t é a variavel temporal (s).

x é a variavel espacial (m).

U é a velocidade do escoamento (m/s).

E, & o coeficiente de dispersdo longitudinal (m?/s).
M ¢é a massa do constituinte (mg).

A ¢ a area da se¢ao transversal do rio (m?).;

d(z) é a fungdo Delta de Dirac.

A funcao Delta de Dirac fisicamente representa uma unidade de massa de constituinte
dentro de um espago (uma regiao) infinitamente pequeno e que tem a propriedade de ser
nula no tempo inicial em todos os lugares, exceto em = = 0 (posi¢do de inje¢ao de massa

M do constituinte), tal que:

/ d(z)dr = 1. (4.4)
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A solugao analitica para o modelo mateméatico descrito na Equagao (4.2), com condi-

¢oOes inicial e de contorno, dadas pelas Equagoes (4.3a) e (4.3b), é dada pela Equagao (4.5)

(Sousa, 2009).
M (x — Ut)?
—_— —_ 4.5
AVaAnE P ( AELt ) (45)

A solugao numérica do problema aqui descrito, foi obtida empregando o Método dos

C(x,t) =Co+

Volumes Finitos com formucao totalmente implicita, o qual é descrito na proxima secao.

4.2 Solucao Numérica do Problema Proposto

Em primeiro lugar, um método de solucoes numeéricas para resolver um problema de

forma adequada, deve atender as seguintes propriedades:

e Consisténcia: A solucao encontrada deverd convergir para solucao das equacdes,
quando a distancia entre os pontos da malha tendem para zero (intervalos de tempo
At e as subdivisdes da malha Ax, Ay eAz escolhidos). A diferenca entre a equacdo
discretizada e a exata é chamada de erro de truncamento. Geralmente, é estimado
substituindo todos os valores nodais na aproximacao discreta por uma expansao da

série Taylor sobre um tnico ponto (Ferziger, 2002).

e Estabilidade: Um método ¢é dito estavel quando ele nao amplifica os erros que
aparecem durante o processo de simula¢do numérica (erro de truncamento e/ou
arredondamento). Em outras palavras, a solugdo numeérica é a solu¢ao exata do
sistema (resolve bem o sistema linear). Segundo Ferziger (2002), a abordagem mais
amplamente usada para estudar a estabilidade de esquemas numéricos é o método

de von Neumann.

e Convergéncia: Um método é dito convergente quando a solucao das equacoes
discretizadas tendem para a solucao exata quando a distancia entre pontos da ma-
lha tende a zero. Assim, para problemas lineares, basta atender ao teorema da
equivaléncia de Lax: Consisténcia + Estabilidade = Convergéncia. Por Ferziger
(2002), a convergéncia é geralmente verificada usando experimentos numeéricos, isto

é, repetindo o célculo em uma série de malhas sucessivamente refinadas.

e Conservacao: Uma vez que o objetivo é simular numericamente equagoes da con-
servacao, estas equacoes devem ser respeitadas local e globalmente. O tratamento

das fontes ou termos do coletor deve ser consistente, de modo que a fonte total ou
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coletor no dominio seja igual ao fluxo liquido da quantidade conservada através dos

limites (Ferziger, 2002).

e Limitacao: As solucdoes numéricas devem estar dentro dos limites adequados.
Quantidades fisicamente ndo-negativas (como densidade, energia cinética da turbu-
léncia) devem sempre ser positivas; outras quantidades, como concentragao, devem

situar-se entre 0% e 100% (Ferziger, 2002).

e Factibilidade: Modelos de fendémenos que sao dificeis de serem tratados direta-
mente (turbuléncia, combustao, escoamento multifasico), devem ser desenvolvidos
para garantir solugoes fisicas realistas. Para Ferziger (2002), esse nao é um problema
numérico, mas modelos que nao sao factiveis podem resultar em solugoes nao-fisicas

ou fazer com que os métodos numéricos divirjam.

4.2.1 Malhas Computacionais

Para a solucao numérica de um problema é necessario fazer a discretizacao do dominio
analisado, sendo essa discretizacao a divisao em subdominios, elementos chamados de
células ou volumes de controle delimitado por faces e nés. Sobre os pontos centrais de cada
elemento, ou de cada no, as equgoes calculadas sao discretizadas, de forma que, quanto
mais subdominios, melhor serd o resultado aproximado até um ponto de convergéncia.
Porém, vale ressaltar que essa é uma ideia genérica, visto que, cada problema apresenta
sua propria caracteristica, sendo necessario um melhor refinamento ou nao, como, por

exemplo, em problemas com geometria complexa.

Uma forma de saber até que ponto deve-se refinar uma malha é analisar sua con-
vergéncia, segundo Silva (2016), conforme a malha é refinada e aprimorada, a variagao
de resultados nestas regioes diminui, e assume comportamento assintético, independente
da malha. Se a simulacao foi bem definida, a assintota corresponde ao resultado real da

aplicagao estudada.

No entanto, mesmo com a convergéncia, a quantidade de nos para a analise de um
problema geralmente é muito grande para ser feita por meio de calculos manuais, logo,
utiliza-se os computadores para a resolugao numeérica. Por conseguinte, ao modelar um
problema busca-se a malha que se adeque melhor a sua geometria. A seguir sao apresen-

tados os tipos de malha e as geometrias para as quais sao indicadas.
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4.2.1.1 Malhas Estruturadas

A principal caracteristica das malhas estruturadas, ou regulares, notada logo no inicio,
é seu padrao de organizacao. Como definicao, a localizagao dos volumes vizinhos a cada
volume é determinada por variacao de indices em cada direcao. Além disso, todos os seus
elementos sdo posicionados segundo um sistema de coordenadas e todos eles (exceto os
da fronteira) possuem a mesma quantidade de vizinhos, o que permite serem numerados

facilmente, seguindo uma ordem simples.

Ha vantagem em termos de memoria no armazenamento das variaveis calculadas e de
velocidade para acessar os vizinhos dos volumes durante o processamento (Castelli, 2012).
Porém, esse tipo de malha tem dificuldades em ser aplicada a geometrias mais complexas,
com quinas ou curvas. Nas Figuras 4.3 a 4.5 sao mostradas malhas estruturadas em

dominios uni, bi e tridimensional.

Figura 4.3: Malha estruturada em dominio unidimensional.
Fonte: A Autora (2023).

|
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Figura 4.4: Malha estruturada em dominio bidimensional.
Fonte: Pointwise (2012).
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Figura 4.5: Malha estruturada em dominio tridimensional.
Fonte: Sussman (2016).

4.2.1.2 Malhas Nao-Estruturadas

A ideia das malhas nao-estruturadas é muito bem traduzida pela composicao de trian-
gulos e tetraedros sobre um dominio, conforme apresentado nas Figuras 4.6 e 4.7. Apesar
disso, seus elementos podem assumir qualquer forma, com variados ntmeros de vértices,

além de diferentes ntimeros de vizinhos, o que enfatiza o aspecto de irregularidade presente

nesse tipo de malha.
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Figura 4.6: Malha nao-estruturada em dominio bidimensional.
Fonte: Pointwise (2012).
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Figura 4.7: Malha nao-estruturada em dominio tridimensional.
Fonte: Sussman (2016).

Ao contréario da malha estruturada, ela nao esta disposta em coordenadas cartesianas,
o que dificulta a estrutura dos dados, bem como a montagem de matrizes. Assim, se torna
um processo mais trabalhoso e mais lento. Contudo, sao mais flexiveis para tratamento
de geometrias complexas (Castelli, 2012). Isso garante um problema genérico, podendo

ser aplicado em qualquer tipo de dominio.

4.2.1.3 Malhas Hibridas

Malha hibrida é a aplicacao da malha estruturada em conjunto com a malha nao-
estruturada, observe a Figura 4.8, onde a malha ¢é aplicada em uma peca de um motor de

combustao interna.

Para Menezes (2019), dadas as vantagens e desvantagens das malhas estruturadas e
nao-estruturadas, nada impede que ambas sejam aplicadas ao mesmo problema, se isso for
vantajoso. Portanto, em um dominio com variagao de area regulares e sinuosas pode ser
aplicada a malha estruturada para a parte do dominio regular e a malha nao-estruturada

para a parte com uma geometria mais complexa.

Assim, o tempo é a maior vantagem no uso da malha hibrida, ja que o custo computa-
cional destinado a malha estruturada na area que contém curvas sinuosas é economizado, e

o custo necessario para a utilizagao de uma malha totalmente nao-estruturada é reduzido.
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Figura 4.8: Malha hibrida aplicada em dominio tridimensional.
Fonte: Kumar (2016).

4.2.2 Meétodos de Discretizacao de Equacoes

Apods a discretizacao do dominio, é preciso estabelecer um método de discretizagao
das equacoes tratadas no problema, no caso do presente trabalho ¢ adotado o Método dos
Volumes Finitos (MVF). O objetivo desse processo ¢ transformar a equacao diferencial
parcial que rege o problema em um conjunto de equagoes algébricas, que serao resolvidas

em cada ponto da malha.

O objetivo de um método numérico aplicado no contexto das equacoes diferencias €,
em geral, substituir as derivadas existentes na equacgao, por expressoes algébricas aproxi-
madas que envolvem a funcao incognita. Para isso, é necesséario discretizar o dominio de
interesse, e aplicar o método escolhido que, por sua vez, ird4 gerar um sistema de equagoes
e espera-se que a solucao seja a solucao da equacao diferencial. Por conseguinte, dentre
as propostas de métodos numéricos para a resolucao de equagoes diferenciais, as mais
conhecidas sao: Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Volumes Finitos
(MVF) e Método dos Elementos Finitos (MEF).

Em meio aos métodos apresentados, o Método dos Volumes Finitos ¢ mais utilizado
para solucao de problemas de transporte, pois é o inico método numérico que, em sua
esséncia, assume a conservacao da massa, a qual é uma lei da natureza e sempre ocorre
em mecanica dos fluidos. Diferentemente do Método dos Elementos Finitos, que trabalha
em problemas de estrutura, onde naturalmente a conservacao da massa ocorre, nao neces-

sitando que as equacoes dos elementos estejam na forma do balanco de massa. Ou seja, o
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MVEF assume localmente o balanco de massa para que essa caracteristica seja globalmente

satisfeita.

Além disso, o MVF tem sido um método muito utilizado pelos cientistas e engenheiros
que trabalham com a mecénica dos fluidos. Autores como Gois (2005), Telles (2009), Silva
(2016), Ferreira (2017), Coimbra (2020), entre tantas outras obras que podem ser encon-

tradas na literatura, utilizaram o referido método na solucao dessa classe de problemas.

4.2.2.1 Meétodo dos Volumes Finitos (MVF)

No Método dos Volumes Finitos (MVF), o dominio continuo é discretizado, ou seja,
dividido em subdominios também continuos, chamado de volume de controle (VC), sobre
os quais as equacgoes do problema serao aplicadas. A escolha do volume de controle é
baseada em duas técnicas de armazenamento: cell-center e a verte-center. Na primeira,
ilustrada na Figura 4.9(a), as informagoes relativas ao volume de controle sdo armazenadas
no centro dos elementos da malha e, na segunda, conforme a Figura 4.9(b), nos vértices
dos elementos da malha, de forma que os limites do volume de controle sao estabelecidos

pela ligacao entre os centroides dos elementos da malha e o ponto médio de suas faces.

vertice
VG VC
elemento
da malha
aresta
né
no
(a) Cell-center. (b) Verte-center.

Figura 4.9: Representagao do volume de controle baseado nas técnicas cell-center e verte-
center.
Fonte: A Autora (2023).

A vantagem da primeira abordagem é que o valor nodal representa a média sobre o VC
com maior precisao, além da técnica cell-center utilizar menos equacoes na construcao dos
sistemas matriciais de resolucao e uma estrutura de dados mais simples, porém, resulta
em um ndimero grande de VC. J& na técnica verte-center, as derivadas nas faces VC sao

mais precisas quando a face estd no meio do caminho entre dois nés, em contrapartida, ela
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envolve maior complexidade no armazenamento e tem como resultado matrizes maiores,
contudo, reduz significativamente o nimero de VC avaliados. A primeira técnica ¢ usada
com mais frequéncia e serd usada nesse trabalho, juntamente com uma malha estruturada

e retangular.

O MVF usa a forma integral da equagao de conservagao como ponto de partida. Para
isso sao ultilizadas técnicas de aproximacao necessarias para obter as equacoes discreti-
zadas. Assim, tem-se as funcoes de interpolacao para estimar o fluxo advectivo nas faces,

bem como aproximar as derivadas do termo dispersivo.

4.3 Aplicacao do MVF ao Problema Proposto

Para o trecho do rio Sao Pedro analisado neste trabalho foi realizada a discretizagao
do dominio unidimensional, dando origem as malhas espaciais, para que possa ser aplicado
o Método dos Volumes Finitos, cujos volumes de controle estao baseados na técnica de
armazenamento cell-center. Na Figura 4.10 é apresentada uma representagao ilustrativa
da malha espacial para o MVF, onde as letras W e F representam as direcoes Oeste e
Leste, respectivamente, as letras w e e representam suas faces, por fim, a letra P é o

centro do volume de controle.

| Volume de controle

Face do volume de controle

Centro do volume

de controle

Figura 4.10: Tlustracao da malha espacial para o Método dos Volumes Finitos.
Fonte: Adaptado de Ferreira (2017).

A obtencao das equacoes aproximadas pelo MVF se da por meio da integracao da
equacao na forma conservativa, sobre cada elemento, no espaco e no tempo. Assim:

t+At e t+At e

/ / Z dudt + / / —dmdt / / EL—dxdt (4.6)
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Integrando o termo transiente (primeiro termo do lado esquerdo da Equagao (4.6)),
em relagdo ao tempo, em intervalos de tempo At (constantes), e no espaco, de w até e

(aqui utiliza-se o teorema fundamental do calculo aplicado no intervalo (¢,t+At)), tem-se:
t+At e 50

t w

em que C% e Cffm denotam as concentracoes médias avaliadas no ponto P nos instantes

de tempo t e t + At, respectivamente.

A integracao do termo advectivo (segundo termo do lado esquerdo da Equacio (4.6)),

em relagao ao espaco e tempo, da origem a seguinte equagao:

t+At e

/ / Ug—cdxdt = UAt(C? — %) (4.8)
X
t w

Realizando a integragao no espago e tempo do termo dispersivo longitudinal (termo

) (49)

Para as derivadas das concentracoes nas faces do volume de controle, é necessario

do lado direito da Equacao (4.6)), tem-se:

oC”?

ox

t+At e 820 809

t w €

utilizar uma funcao de interpolacao espacial para extrair novas informagoes.

Neste trabalho, a aproximagdo da derivada presente na Equagao (4.9) é dada pela
série de Taylor, conforme Secao 4.4. Para o termo advectivo descrito na Equacdo (4.8),
sao analisadas distintas formulacoes, as quais sao apresentadas na Secao 4.5. Em todos

os termos anteriores utilizou-se o teorema fundamental do calculo.

4.4 Analise do Termo Dispersivo

Muitas fungoes tém suas expressoes escritas como um "polindémio infinito", isto é, uma
soma infinita de termos do tipo ¢,(x — x¢)". Portanto, uma série (de fun¢des) na forma
Yoo o Cn(x — o)™ & chamada série de poténcia (em torno de zy), em que ¢, é chamado
coeficiente da série. Ademais, o desenvolvimento de funcoes em séries de poténcias é

aplicado para diversas finalidades, sendo uma delas a resolucao de equagoes diferenciais.
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A seguir é apresentada uma descri¢ao baseada em Guidorizzi (2001).

Suponha que a funcao f tem derivadas de todas as ordens e que possa ser representada

por uma série de poténcias, com raio de convergéncia R, conforme Equacao (4.10).

flz) = icn(x —x9)", |z — 2o |[< R

n=0

f(x) =co+cr(x—x0) + calw 4+ 20)? + - + ol — 20)" + - - - (4.10)

Calculando as derivadas da fungio f(z) e fazendo z = g em f(z), f'(x), f"(z), -,

f™(x), tem-se:

O) (g
co = f(wo) = fo—(!O)
1= f'(xo) = f(1)1<!x0)

@ (g
CQIf//(CU ) _ f 2(‘ 0)

8

Cn = fn(Io) = ! n('ﬂfo)

Logo, se f(z) tem expansdo em série de poténcias centradas em g, entdo ela deve ser

da forma:

< £0) (0
f) =3 T oy (4.11)

A série da equagao é chamada série de Taylor da funcao f(z) centrada em x.

Como consequéncia, é possivel realizar a aproximacao das derivadas usando a expan-
sao de Taylor para funcoes de uma variavel. Essa aproximacao pode ser feita de trés

formas:

e Avancada.
e Atrasada.

e Centrada.

Realizando a expansao de Taylor para f(x) em torno do ponto zy, e considerando
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h = x — xg, 0 que implica em = = xy + h, tem-se:

0 f(n)(ll? ) . ) f”(x )h2 f”’(x )h3
f(:)s0+h):; . 0 (:U—h$0) = flazo)+ f'(xo)h+ 2? + 3!“ oo (4.12)

= ), R 0 P i CoO L
f(zo—h) = ; n! : (\_x _‘,; 2o)" = o) = [l 2(!) a 3!0

+--- (4.13)

Tomando como base a Equagao (4.12) e colocando f’(zq) em evidéncia, obtem-se:

flag = L0t W) = fan)  Jlah [Tl (111

Logo,

f(awg) = L0 T h})L — o) (4.15)

¢ uma aproximacao para a derivada de primeira ordem de f(z) em x, por diferengas

I

avangadas com erro de truncamento de ordem h, dado por:

o(h) = _f"(;())h _ f"'(g;))h L (4.16)

Agora, tomando como base a Equagao (4.13) e colocando f’(zg) em evidéncia, obtem-

se:

' . f(xo - h) - f(xo) f”(%)hz f”’(fb’o)h3
—f'(wo) = I T o T3
, f(xo) — fwo—h)  f"(xo)h " (xo)h?
Flag) = =22 . 0 + 2!0 — 3!0 N (4.17)

Logo,

Fa) = L) = i(azo —h) (4.18)

é uma aproximacao para a derivada de primeira ordem de f(x) em o por diferengas

atrasadas com erro de truncamento de ordem h, dado por:



4.4 Anélise do Termo Dispersivo 61

f”(l’o)h B f”/(CCo)hQ N

p(h) =+ 3 (4.19)
Por fim, tomando como base as Equagoes (4.12) e (4.13), tem-se:
. 2 FM (o h3
Colocando f'(zg) em evidéncia, obtem-se:
oy f@oth)— flmo—h)  2f"(xo)h®
f(wo) = 2h 312h
_ flwo+h) = flzg—h) [ (wo)h?
= 5 3] + (4.21)
Logo,
, xo+h)— f(zo—h
F(ag) & L0 = [lxo = ) (4.22)

2h
é uma aproximacao para a derivada de primeira ordem de f(x) em zy por diferencas

centradas com erro de truncamento de ordem h?, dado por:

o(h?) = —%!OW SR (4.23)

Por fim, para o presente trabalho é utilizada a aproximacao para a derivada de pri-

meira ordem de f(z) em z, por diferengas centradas.

Assim, tomando como base a representacao da malha na Figura 4.11, é feita uma
aproximacao para as derivadas de primeira ordem utilizando a série de Taylor em torno

dos pontos w e e, conforme Equagoes (4.24a)-( 4.24b).

Figura 4.11: Ilustracao da malha espacial.
Fonte: A Autora (2023).

e Face w

Realizando uma expancao em série de Taylor em torno de w, tem-se:
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/Ax //(Ax) ///(AI)S
0 __ e 0 0 0"\ 2/ O 2
Cf s = Cly = Ch = CO =2+ O 2 — "2+
/ACL’ //(Ax) ///(Ax)3
0 __ 0 6 0 2 0 2
Ol ae = Ch=Cl+ CH =2+ O 1 O 22

Fazendo a subtracio da Equagao (4.24b) pela Equacao (4.24a), obtem-se:

/A " &3
c;‘;—cgv:zcg—fmcg (?))') .
) 0 0
o~ 00 _Ch=Cl e

ox Az

w

(4.24a)

(4.24b)

(4.25)

Os termos desprezados, de ordem Az?, ou seja ¢(Ax?), constituem o erro de trunca-

mento devido a impossibilidade de considerar um ntmero infinito de termos.

e Face ¢

Realizando uma expancao em série de Taylor em torno de e, tem-se:

/AZE //(Aa;) ///(Ax)
0 _ e O 6 0"\ 2 /) 0"\ 2/
O s =Ch=Cl— OISl Cl 2 e
/AI' ”<A:E) ///(Ax)
_ 0 6 6 0"\ 2/ 0"\ 2/
CF se = Clh=Cl4+CYSE 4O 22 4 O 4

Fazendo a subtragdo da Equagao (4.26b) pela Equacao (4.26a), obtem-se:

/A ui A$3
02—0;;:203735%05 <§|> 4
. act| ot -
Cl = 5| =5 +elAr?)

onde, p(Az?) constitui o erro de truncamento.

Substituindo as Equagoes (4.25) e (4.27) na Equacao (4.9), tem-se:

oC? ch—-ct oY -y,
Az >_ELAt( Az Ax )

Az

oc’?

(4.26a)

(4.26D)

(4.27)
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(4.28)

A (cg — 208 + Cﬁv)

Ax

Observe que o termo transiente, expresso na Equacdo (4.7), possui as concentragoes
avaliadas nos instantes de tempo t e t + At, enquanto os termos advectivo (que sera
discutido na proxima secao) e dispersivo (Equagao (4.9)) apresentam concentracoes em
funcao de 6. Portanto, esses termos devem ser manipulados por meio de uma funcao de
interpolagao, dada pela Equagao (4.29), de forma a poder avaliar as concentragdes nos
mesmos instantes de tempo presentes no termo transiente, gerando assim, as formulagoes

explicita e implicita.

Ol =0C A + (1-0)C" (4.29)

Essa expressdo é uma combinacdo linear convexa de C**2t e C*. Quando # = 1 tem-se
que C' é dado em funcao de t + At e quando # = 0, tem-se que C' é dado em funcao de ¢.

Para 0 < 6 < 1, tem-se uma média ponderada com pesos # e 1 — 6.

Na presente pesquisa, ¢ adotada a formulacao implicita, ou seja, § = 1. Manipulando

o termo dispersivo e tomando como base a formulagao implitica, obtém-se a seguinte

)

equagao (Equacao (4.30)):

T e act|  ace
t w

- Az

e

oOt+AL oA CE&-At _ 20;3+At + Cr‘t/;-At
- ELAt( —| - ) = ELAt( A ) (4.30)

Falta, ainda, a anélise do termo advectivo, a qual é feita na proxima secao.

4.5 Analise do Termo Advectivo

Na literatura, encontram-se varios esquemas para analisar o valor das concentracoes
nas faces do volume de controle, referente ao termo advectivo. Dentre os mais conhecidos,

destacam-se:

e Esquema de Diferencas Centrais (CDS).

e Esquema Upwind (UDS).
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e Esquema Hibrido Weighted Upstream Diferencing Scheme (WUDS).
e Esquema Exponencial.

e Dentre outros.

A seguir, ¢ feita uma investigagdo para alguns esquemas de anélise para o termo

advectivo.

4.5.1 Esquema de Diferencas Centrais (CDS)

O Esquema de Diferencas Centrais (do inglés Central Diference Scheme - CDS), é
utilizado de forma muito positiva para os termos difusivos, porém, pode trazer erros
consideraveis quando aplicado aos termos advectivos. Este erro aumenta a medida que
tem-se um aumento no ntimero de Peclet (ou Reynolds) para problemas de transferéncia de
quantidade de movimento, ou seja, quando for maior do que 2. Tomando uma interpolacao
linear e considerando que as faces do volume de controle estejam situadas no meio da

distancia entre os pontos nodais, tem-se:

0 0
0 — w (4.31a)
0 0
Y = % (4.31b)

4 0
Aplicando o esquema de diferencas centrais na Equacgdo (4.8), onde C? = w e

C? = %, obtem-se:
Naars oo+ Cl)  (CY + O
//U—dxdt:UAt(cf—cg):UAt (Cr+Cp) _ (G +Cp) (4.32)
ox 2 2
t w

Adotando a formulagao implicita, ou seja, € = 1, o termo advectivo, Equagao (4.32),

resulta em:

0 0 0 0 9 _ 0 tHAL A
UAt (CP;CE)_(CW—;CP)} N (CE CW) —UAt (CE 2CW )
(4.33)
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Substituindo o resultado das Equagoes (4.7), (4.33) e (4.9) na Equacao (4.6), obtem-

se:

Ax(CHA — CL) + UAt (

(_ UAt ELAt) crran (1 . 2ELAt) e (U_At _ ELN) CLA = Ot (4.34)

Cg+At ; C%;At) _ ELAt (OtE-i-At _ QCijAt + C«%—/ﬁ-At)
X

2Az Ax? Ax? 2Ax Ax?

A Equacao (4.34) é valida para todos os volumes internos do dominio, ou seja,
027 C’37' ) ON—Qa CN—l-

Para os demais volumes em que a Equagao (4.34) deve conter as informacoes sobre as
condicoes de contorno, é necessario determinar uma equacao particular para cada um dos
mesmos. Existem diversas formas para a construcao dessa equacao, sendo adotada aqui,

a estratégia do volume ficticio, conforme mostrado na Figura 4.12.

Vol 1 Vol N

. Jictico __ Z Z .. Ficticio__

AN U .P LEL L W .P Ef i

. € w et
CG’ C"U;\.-/

Figura 4.12: Estratégia do volume ficticio na malha unidimencional.
Fonte: A Autora (2023).

Assim, aplicando a Equagao (4.34) no primeiro volume do dominio e, considerando
o valor da concentracao na fronteira como a média entre as concentragoes dos volumes

adjacentes, ou seja, Cy, = w = Cwy = 20y, — Cp, tem-se:

2Co, —CLHAt
UAt  EAt\ —0m 2ELAEN iing UAt  E AL ine
(oar~a) GiF (1452 ) o (g - ) o8 =t
(_ I ) (2C0, =Cp ™)+ 1+ Ax? Cpt I Er Ax? Cr =0

UAt 3E[At UAt  EpAt UAt 2E At
1 i+At = _ AL ot [ .
( * 2Ax * Ax? > Cpo t <2Ax Ax? ) Cr Cr Ax Ax? Cou

(4.35)

De forma similar, aplicando a Equagao (4.34) no tltimo volume do dominio, ou seja,
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Co, = % = Ops = 2Cy, — Cp, obtém-se:

2C0 —Cpr &t

<_—UAt - ELN) CLat 4 (1 + 2ELAt> ChrAt 4 (—ELN) CiAt =Cp

2Ax Ax? Ax? Ax?
UAt E; At 2F; At Er At
<_ 2Ar T A ) W (1 tAr ) G <_ A ) (200, — ) = Gk

UAt  EpAt 3E At 2B At
<——2 T A ) Car™ + (1 + ) CHit = Cp — (——A; 5 > Coy  (4.36)

Com isso, dada uma condigao inicial C(z,0) = C(z), 0 < x < L e t = 0, basta fazer

uma marcha no tempo, resolvendo as equacoes para cada volume de controle:

Equacao (4.35) = Volume 1;
Equacdo (4.34) = Volume 2 a N — 1;
Equagao (4.36) = Volume N.

Que, na forma matricial, pode ser reescrita conforme segue:

AP AE C?IH—At C{ bl
AW AP AE C;JrAt Cg b2
R o= | (4.37)
Aw Ap Ag CRe Ch1 by-1
AW Ap C?At O}V bN

Este sistema de equagoes, é resolvido pelo método de Gauss-Seidel.

Para simular o lancamento instantaneo do tracador, considera-se como condigao ini-
cial a concentracao presente no rio em todos os volumes de controle, exceto no volume
que contém a posicao de lancamento do tracador, onde ¢ levado em conta a massa do
mesmo. Cabe ressaltar que este procedimento é adotado para todos os demais esquemas

de aproximacao do termo advectivo expostos nessa secao.
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4.5.2 Meétodo de Montante (Upwind — UDS)

Conhecido como Upstream Difference Scheme, ou Upwind, é o mais simples e estavel
de todos, possui precisao de 1° ordem. Esta é a tinica aproximacao que satisfaz incondici-
onalmente o boundedness condition (critério de limitagao), ou seja, ndo produzira solucoes
oscilatorias, no entanto, ele consegue isso por ser numericamente difusivo. Além disso,
a aproximacao depende da direcao do fluxo, podendo ser para tras ou para frente. Sua

relacao é dada pelas seguintes equagoes:

Cl =08 e CV=CY U>0 (4.38a)
Cl =% e C?=CY U<0 (4.38b)

O esquema upwind, ilustrado na Figura 4.13, consiste na substituicao do valor da
funcao nas interfaces w e e de cada volume de controle pelo valor da mesma no ponto a
montante, o qual varia de acordo com o sentido da velocidade do escoamento (Versteeg
e Malalasekera, 1995). Esse volume de controle também pode mudar de acordo com a

direcao do vento.

w P E
w T 4 T
I 3

S ¥ I

Fscoamento

Figura 4.13: Tlustracao do esquema upwind na malha 1D.
Fonte: A Autora (2023).

Aplicando o esquema upwind na Equagdo (4.8), onde C? = CY, e € = CY%, obtem-se:

t+At e

/ / U%d:pdt _ UAHC? — €7 = UAHCY — ) (4.39)
t w

Adotando a formulacgao implicita, ou seja, = 1, o termo advectivo na Equacao (4.39)

resulta em:



4.5 Analise do Termo Advectivo 68

t+At e

/ / Uaa—cd:cdt = UAHCY — C%) = UAL(CHA — LAt (4.40)
xr

t w

Substituindo o resultado das Equagoes (4.7), (4.40) e (4.9) na Equacao (4.6), obtem-

se:

t-+AL o t-+At t+At
AZ(CEAY — OL) + UAHCHS — CHAY Z gy A (CE 205 + C )

Az

UAt B AL UAt | 2B At B A
(‘ Ae AL )C@w " (1 A A )ijm " (_ A ) e =G
(4.41)

A Equacao (4.41) é valida para todos os volumes internos do dominio, ou seja,
027 037' ) CN—Qa C(N—1~

De maneira analoga a aplicacao no esquema de diferencas centrais, novamente é uti-
lizada a estratégia do volume ficticio, conforme Figura 4.12. Assim, aplicando a Equacao

(4.41) no primeiro volume do dominio, ou seja, Cp, = w = Cwy = 20y, — Cp,

tem-se:
2Co, —CLA!
UAt  E At —70 UAt 2E;At Er At
<_ Ar AL:EQ ) C&—;ft + (1 + Az + AL9:2 )ijm—'— (_ Asz )C?At =Ch
UAt E; At UAt 2E;At ErAt
(——Ax ~ A ) <2001—C§f“>+(1+ Ay T AL )0?“+<— A )Ozf“:%

(1 * Ax * Ax? ) Cr T\~ Ax? Cr =Cr= (- Ar  Ax? Cou
(4.42)

De forma similar, aplicando a Equagao (4.42) no tltimo volume do dominio, ou seja,

Coy = % = Cgf = 20y, — Cp, obtém-se:
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200 —CH A1

(__UN _ ELN) CLeat | (1 LAt 2ELN) CLrat 4 <—ELN> CHAl — o,

Az Ax? Az Az? Az?
UAt EpAt UAt 2E;At Ep At
(_ Az AL;L“Q )CﬁAt+<1 * Ax * AL332 )C;+At+<_ AL:L'2 ) (20, =C™) = Co
UAt  EpAt UAt 3EpAt 2E At
<_ Ar  Ax? )O%At * (1 * Ax N Ax? )C?At =Cr - (_ Ax? )OON
(4.43)

Assim, dada uma condigao inicial C'(z,0) = C(z), 0 < 2 < L e t = 0, basta fazer uma

marcha no tempo, resolvendo as equacoes para cada volume de controle:

Equagao (4.42) = Volume 1;
Equagao (4.41) = Volume 2 a N — 1;
Equagao (4.43) = Volume N.

Na forma matricial, este sistema pode ser reescrito conforme expresso para o esquema
de diferencas centrais (Equagao (4.37)), o qual também é resolvido pelo método de Gauss-
Seidel.

4.5.3 Esquema Hibrido (Weighted Upstream Diferencing Scheme
— WUDS)

O Esquema de Diferenciacao Hibrido de Spalding (1972) é baseado em uma combina-
¢cao de esquemas de diferenciacao central e upwind. O esquema de diferenciacao central,
que é preciso de segunda ordem, é empregado para nimeros Peclet pequenos (Pe < 2)
e o esquema upwind, que é preciso de primeira ordem, mas leva em conta a transpor-
tabilidade, ¢ empregado para nimeros Peclet grandes (Pe > 2). Esta equagao pode ser
interpretada como uma equacao de balango de fluxo. Este esquema de diferenciacao hi-
brida usa férmulas por partes baseadas no nimero de Peclet local para avaliar o fluxo
liquido através de cada face do volume de controle. O nimero de Peclet é avaliado na

face do volume de controle, cujos valores de sua derivada na interface sao escritos:
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11 11
Cy = [<2+Pew)0w+ (2 Pew)CP} para —2 < P, <2 (4.44a)
Cu=Civ para Pe, > 2 (4.44b)
Co=Cr para P, < =2 (4.44c)
onde:
Pe = U/(D/L)

U = velocidade do fluxo (m/s).

L = dimenso linear caracteristica (comprimento percorrido do fluido) (m).

D = difusividade da massa (m?/s).

Aplicando o esquema hibrido na Equagao (4.8), tomando como base a Equagao
(4.44a), obtem-se:

t+At e

/ /Ua—cd:cdt = UAt(C — %)
ox

t w

_ 1 1 0 1_ 1 01 1 1 0 1_ 1 0
“olzrm) e (am) e [Gr ) o () o

_ Ly Moo o (Lo Mo (L o (2 L)
_UAt|:(2+P€e>CP+(2 PEE)CE (2+P€w)CW (2 P>CP

Cw

B (L 1N 2, (1 1Y,
—ost|- () b+ 2+ (5o )t (1.45)

Adotando a formulagao implicita, ou seja, 6 = 1, o termo advectivo, Equagao (4.45),

resulta em:

t+At e

/ / 0% gt = UAH(C? —C?)
or

t w

1 1 2 1 1
con] (e )ae 2o (- D]
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Substituindo o resultado das Equagoes (4.7), (4.46) e (4.9) na Equacao (4.6), tem-se:

11 2 11
Az(CLAY — CL) + UAL {— (5 + P_ew> CLrAL 4 P—@@O}*“ + (5 — P—@) C?At}
N (C?At — 205 + Cé‘&“)
— VL
Az

(_ (1+ 1 )UAt B ELAt) caae (1+ 2 UAL 2ELAt) ciad

2 P,) Az Ax? P.. Az Ax?
Z_ R = 4.4
* <(2 Pee> Ax Ax? ) Cr Cr (4.47)

A Equacdo (4.47) é vélida para todos os volumes internos do dominio, ou seja,

027 037' ) CN—27 C(N—1~

Analogamente a aplicacao no esquema de diferencas centrais, novamente é utilizada
a estratégia do volume ficticio, conforme Figura 4.12. Assim, aplicando a Equagao (4.47)

L . : Cw +C
no primeiro volume do dominio, ou seja, Cy, = 5= = Cy s = 2C,, — Cp, tem-se:

20y, —CLFAt

1 1 \UAt EAt\ =T 2 UAt  2E At ,
I _ 1 +At
( <2 * P, > Ax Ax? ) Cwpm 1T P., Ax * Ax? Cr

1 1 UAt ELAt t+At o t
((5 Pee> Ax Ax? )CE =Cr

1 1 \UAt E.At AL 2 UAL  2E.AL\ yoa,
(_ (2 * Pew) Ar  Ax? > (2C0, =) + (14 P., Ax * Ax? Cr

((2 Pee) Az Ax? )CE =Cr

1 3 \ UAt 3E At 1 1\ UAt EpAt
1 - t+At - = t+At
( * (2 * P, ) Az * Ax? ) Ot ((2 Pee) Az Ax? ) Cp

Cw

1 1 \ UAt EpAt
—t _ [ _ (= _
ca (L) s
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De forma similar, aplicando a Equagao (4.47) no tltimo volume do dominio, ou seja,

Coy = % = Cgf = 20y, — Cp, obtém-se:

1 1 UAt ELAt t+At 2 UAt 2ELAt t+At
S — 1
( <2+Pew> Ar AP )CW TR A A )

200 —CHAt

1 1\ UAt EAt\ =08
+<(§_Pee> Ar Ax2> Cri =Cr

2 P Az Ax? P.. Ax Ax?

(_ <1+ 1 ) Ut ELAt) crea (1+ 2 UAL 2ELAt) cia
1 1\ UAt E;At A
" ((2 Pee) Az Ax? ) (300 — C) = G

1 1\ UAt  E At i 1 3 \UAt 3BEAtY iae
— (= — 1 -
( (2 * P, ) Ax Ax? ) Cw I 2 P, ) Ax * Ax? Cr

1 1\ UAt EpAt
— t o B
- CP ((2 Pee) Az A2 ) 2CON (449)

Assim, dada uma condicao inicial C'(z,0) = C(z), 0 < 2 < L e t = 0, basta fazer uma

marcha no tempo, resolvendo as equacoes para cada volume de controle:

Equacio (4.48) = Volume 1;
Equacdo (4.47) = Volume 2 a N — 1;
Equagao (4.49) = Volume N.

Na forma matricial, este sistema pode ser reescrito conforme expresso para o esquema
de diferencas centrais (Equacao (4.37)), o qual também é resolvido pelo método de Gauss-
Seidel.

4.5.4 Esquema Exponencial

O Esquema de Diferenciacao por Lei de Poténcia de Patankar (1980) é uma apro-
ximagao mais precisa da solucao exata unidimensional e produz melhores resultados do
que o esquema hibrido. Neste esquema, a difusao é definida como zero quando, na célula,

Pe excede 10. Se 0 < Pe < 10, o fluxo é avaliado usando uma expressao polinomial.
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Por exemplo, o fluxo liquido por unidade de area na face oeste do volume de controle é

avaliado usando os seguintes critérios:

e Para 0 < P, < 10:

Cw = [Cfy — Bu(Ch — CR)] (4.50)
onde:
1-0,1P.)°
By = ( = >
e Para Pe > 10:
Cp=Cly (4.51)

Os coeficientes da equacgao discretizada unidimensional utilizando o esquema de lei de

poténcia para conveccao-difusao unidimensional constante sao dados por:

ap = Ay + Ge (4.52)

As propriedades do esquema de diferenciacao por lei de poténcia sdo semelhantes as
do esquema hibrido. O esquema de diferenciacao por lei de poténcia é mais preciso para
problemas unidimensionais, pois tenta representar a solucao exata mais de perto. Na
literatura, o esquema provou ser ttil em calculos praticos de vazao e pode ser usado como

uma, alternativa ao esquema hibrido.

Aplicando o esquema exponencial na Equacao (4.8), e usando a Equagao (4.50),

obtem-se:

t+At e

/ /U%dmdt = UAHCI—Ch) = UA [(C — B(Ch — Ch)) — (Ch = Bu(Ch — C))]

t w

(4.53)

Adotando a formulagao implicita, ou seja, 6 = 1, o termo advectivo, Equagao (4.53),

resulta em:

t+At e ac«

/ U%dxdt =UAt [(C’}*At — B(CLFAL - O?rm)) _ (C;E/I—}—At — Bu(CHA - C'éf/’m))]
t w

(4.54)

Substituindo o resultado das Equagoes (4.7), (4.54) e (4.9) na Equagao (4.6), tem-se:
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Al,(cr}fj—At o C}t;) + UAt [(O};—i—At . Be(CE—I—At o C}fj—At)) o (Olt/{}-At o Bw(cv}fj-At o C%—At))}
_ ELAt (CE&-At _ 20}5}+At + C&-}&-At)

Az

<—(1+Bw)E A$2>CW + {1+ (14 Be+ Buw) Ao T A Cp

Az Ax?

At EpA
+ (—@U b t) CHA = (4.55)

A Equacdo (4.55) é vélida para todos os volumes internos do dominio, ou seja,
027 037' ) CN—Q? C(N—1~

Analogamente a aplicacao no esquema de diferencas centrais, novamente é utilizada

a estratégia do volume ficticio, conforme Figura 4.12. Assim, aplicando a Equagao (4.55)

L . . Cw +C
no primeiro volume do dominio, ou seja, Cy, = 5= = Cyy = 2C,, — Cp, tem-se:

2Co, —CLFAt
UAt  E At TR UAt  2ELAL\ in
(_(1+5“’)E_W) Cwr {1+ 0+ B+ Bu) NN Cpot +
5 UAt  E At

“A

T Ax?

> CE+At _ C})

UAt EpAt i At UAt  2E;At AL
(—(1+Bw) Ay A9[:2>(2C’01—CP )+ 1+ (1 + Be+ Bu) Aer A2 Cp +

< UAt EpAt

—he Az Ax?

> CtEJrAt — C}fg

UAt 3EpAt UAt  E At
(1 + (2 + Be +28w) Ax + Aic? ) C’}f;‘rﬁt + <_BEA_1; _ ALg;2 ) CtE+At

(4.56)

UAt  EpAt
Ar A2 )2001

o (0

De forma similar, aplicando a Equagao (4.55) no tltimo volume do dominio, ou seja,

Coy = % = Cgy = 20y, — Cp, obtém-se:
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UAt  ELAt\ s UAt 2B AN o
( 1+ Bw) 1 AxQ)OW A+ Betfu) -+ x5 ) Cp

200, —CHAt

UAt E;At —~
() &P oo

UAt EpAt UAt 2E;At
(1 el t-+At 1 t+AL
( (14 fu) Ax Ax? )C (( Be + Bu) Ax Ax? )OP

UAt  EpAt
* (—@A—U@ T A

) (200, — CH5% = €,

( L+ h) 1 Ax?)CW A28+ Bu) "R+ R ) O
UAt E; At
=Ch~ <—56E - U) 20y (4.57)

Assim, dada uma condicao inicial C'(z,0) = C(z), 0 <z < L e t = 0, basta fazer uma

marcha no tempo, resolvendo as equacoes para cada volume de controle:

Equacao (4.56) = Volume 1;
Equacdo (4.55) = Volume 2 a N — 1;
Equagao (4.57) = Volume N.

Na forma matricial, este sistema pode ser reescrito conforme expresso para o esquema

de diferencas centrais (Equacao (4.37)), o qual também é resolvido pelo método de Gauss-
Seidel.



Capitulo 5

Problema Inverso

A modelagem computacional tem grande importancia nas diversas areas da ciéncias,
por meio da aplicacao de modelos matematicos e técnicas computacionais para analise e
compreensao em estudo de fendmenos relacionados a &reas muito complexas, utilizados
principalmente em pesquisas cientificas, simulacoes e previsoes temporais e espaciais de
fenomenos fisicos, meio ambiente, ciéncias exatas, humanas, engenharias, biologia, econo-
mia, entre outros. Nessas aplicagoes, os problemas inversos fornecem ferramentas eficazes

para obter informacoes de tais areas.

Segundo Oleg Mikailivitch Alifanov, um importante pesquisador russo na area de
problemas inversos, "a solucao de um problema inverso implica determinar causas des-
conhecidas com base na observacao de seus efeitos. Isso contrasta com o correspondente
problema direto, cuja solucdo envolve encontrar efeitos baseados em uma descri¢ao com-
pleta de suas causas”. Em resumo o que difere um problema inverso de um direto é que
ele busca a causa, enquanto o problema direto busca o efeito. Assim, observe a Figura

5.1 que ilustra os dois processos.

Solugdo do Problema Direto Solucao do Problema Inverso
Causa Efeito ? Causa ? Efeito
Processo 7
 — Processo — |:'|>_ |::"'_s
' v (Madelo Matemético) d (Modelo Matermatico) 7 Dad .
|”1’C|””'dl,:taU ndelo Maremanco ) B . ) ados
conhecida Incognita  Incognita Incegnita Expenmentais
{a) Problema Direto (b} Problema Inverso conhecidos
(a) Problema Direto. (b) Problema Inverso.

Figura 5.1: Representacao esquematica do problema direto e do problema inverso.
Fonte: Silva Neto (2012).
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Alguns exemplos comuns de uso de um problema inverso sdo: a caracterizacao tér-
mica de materiais, a identificacao de fontes poluentes em rios ou fontes de CO2 e até a

determinacao do coeficiente de convecgao forcada em varios processos térmicos.

Matematicamente, problemas inversos pertencem a classe de problemas mal-postos.
No inicio do século XX, o matematico francés Jacques Hadamard definiu um problema

bem-posto, como sendo aquele que cumpre as trés condi¢oes abaixo:

1. Existéncia: o problema devera possuir solucao.
2. Unicidade: a solucao deveré ser tnica.

3. Estabilidade: a solu¢ao tem uma dependéncia continua (suave) com os dados de

entrada.

Quando alguma das condicoes anteriores nao ¢ satisfeita diz-se que o problema é
mal-posto. Em geral, das condigoes de Hadamard, pelo menos uma nao é satisfeita num

problema inverso.

Os problemas inversos possuem uma classificagdo que varia de acordo com alguns
critérios, onde ¢ possivel organizar os objetos de interesse da modelagem inversa segundo

a sua natureza, conforme mostrado na Figura 5.2.

Classificagdo

) Natur Matureza Matureza
MNatureza Natureza atureza : :
. e da da da
Matematica Estatistica . - . .
Propriedade Solugdo Dimensao
-Explicita -Determinisitca Estimada -Parametro -Tipo 1
-Implicita -Estocastica ~Condicao Inicial -Fungio -?po ::I
. . -Tipo
-Condigio de Contorno Tlpo IV

-Termo Fonte/Sumidouro

-Propriedades do Sistema

Figura 5.2: Classificacao dos problemas inversos.
Fonte: Lugao (2022).

Na sequéncia, é feita uma breve explanacao sobre essa classificacao.
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e Natureza Matematica: é referente a como o problema inverso é estruturado, o
que gera duas classificacoes possiveis. Formulagao explicita, quando a manipulacao
do modelo é feita de forma direta de modo que os coeficientes a estimar aparecam
explicitamente. E formulacao implicita, onde, devido a complexidade das equagoes
envolvidas, essas nao podem ser rearrumadas de forma a isolar os coeficientes de

interesse.

e Natureza Estatistica: indica qual metodologia de solucao empregar no problema
inverso, podendo ser caracterizado como deterministico ou estocastico. No pri-
meiro, quando aplicada & minimizacao de problemas nao-lineares, estabelece, em
boa base matematica, um processo iterativo, que apés um certo nimero de itera-
coes, espera-se convergir para o minimo da funcao objetivo. No entanto, no segundo,
em comparagao com o primeiro, nao é preciso uma base matematica tao forte e nao
utiliza o gradiente da funcao objetivo como dire¢ao de descida. Assim, tendem a
buscar uma analogia na natureza em ordem de descobrir o minimo da funcao obje-
tivo por meio da escolha de um ponto no qual a funcao serd computada de forma
sisteméatica. Ainda, conforme Irilan (2022), nessa classificacdo, atualmente ja se
pode pensar em realizar uma nova divisdo: a do problema dito hibrido. Em tal,
faz-se uso de uma metodologia de solucao que busque utilizar os pontos positivos

de cada modelo.

e Natureza da Propriedade Estimada: é baseada em qual propriedade deseja-
se calcular. Dentro disso, pode-se considerar o problema inverso como o problema
de condigao inicial (também chamado de problema retrospectivo), problema de
termo fonte, problema de condicao de contorno, problema de propriedades
fisicas do sistema ou problema de caracteristicas geométricas do meio (esses
trés ultimos também podem ser chamados de problemas de identificacdo). Entende-
se, nessa divisao, que o problema pode se enquadrar em uma ou mais dessas cate-

gorias, de acordo com a quantidade e o tipo de incognitas a serem encontradas.

e Natureza da Solucao: classificagao se baseia na dimensao do objeto matema-
tico estimado, ou seja, uma constante (dimensao finita) ou uma fun¢ao (dimensao

infinita).

e Natureza da Dimensao: é uma extensao da classificacao anterior proposta por
Silva Neto e Moura Neto (2005), onde os problemas inversos sdo classificados con-
siderando a dimensao do modelo matematico e a dimensao dos objetos a serem

estimados. Sao categorizados da seguinte forma:
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Tipo I — Estimativa de um numero finito de parametros em modelos de

dimensao finita.

Tipo II — Estimativa de um nimero infinito de parametros ou uma funcao

em modelos de dimensao finita.

Tipo III — Estimativa de um numero finito de parametros em modelos de

dimensao infinita.

Tipo IV — Estimativa de um ntmero infinito de parametros ou uma funcao

em modelos de dimensao infinita.

Desse modo, a estimativa de parametros proposta por Beck e Arnold (1977) cor-
responde a problemas do Tipo I e do Tipo III, enquanto que a estimativa de funcoes
corresponde a problemas do Tipo II e do Tipo IV. Essa nova divisao ¢ justificada de-
vido ao aumento da complexidade em ir de um modelo de dimensao finita para outro de

dimensao infinita (Silva Neto e Moura Neto, 2013).

O problema inverso aqui considerado consiste na estimacao dos parametros da solucao
da equacao de adveccao-dispersao unidimensional, a partir de medidas experimentais das
concentracoes da solucao salina colhidas no curso d’agua em funcdo do tempo. Para a
estimativa dos parametros de interesse, ¢ utilizado o método Levenberg-Marquardt, o qual

¢ descrito na proxima secao.

5.1 Meétodo Levenberg-Marquardt

O método Levenberg-Marquardt ¢ um método de otimizacao deterministico, perten-
cente a classe dos métodos de minimos quadrados nao lineares, o qual constitui-se em um
aperfeicoamento do método Gauss-Newton que, no que lhe diz respeito, é uma variacao

do método de Newton (Benatti e Ribeiro, 2017).

Portanto, como o método Levenberg-Marquardt é um método interativo, é necessario
- —
um ponto inicial Z°, para que o mesmo possa gerar uma sequéncia (Z*) k € N de vetores
—)1 —)2 —>k . . - s . . ~
Z4N 7%, ..., Z", os quais espera-se convergir para Z*, o minimo relativo para a funcao de

entrada a ser ajustada, tal que:

I. Se Z* for a propria solugao 7 para algum k € N, o método para e fornece Z* como

solucao.
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N
II. Caso o contrario, o método gera uma sequéncia infinita de aproximacoes para Z*,

. =1 —
onde limy ., Z" = Z*.

Para tornar o método finito adota-se um raio de convergéncia ¢, tal que:

|ZM — ZF| < & (5.1)

Esse método busca minimizar a soma dos residuos ao quadrado, o qual é definido como
a diferenca entre os dados experimentais de uma determinada grandeza a ser analisada e os

respectivos resultados numéricos obtidos por meio da solugao de um modelo matemaético.

De forma geral, considerando o problema da variacao de uma determinada grandeza
ao longo do tempo, na qual os dados experimentais obtidos no ponto de observagao sao
representados por (t1,vy1), (t2,y2)s ., (ti,4i), -+ (tndas Yna), cujo modelo matematico é
dado por uma fungao f(t, Z), onde t é o instante de tempo e 7 = (21,225 -« -y Zjy oo vy Znp)
é o vetor de incognitas (informagoes desconhecidas), é possivel calcular o residuo a que se

refere o paragrafo anterior conforme mostrado na Equacao (5.2).

ft,Z) —wn
7 f(th?)_yi (5.2)
i f(tna, Z) ~ Ynd |

Com isso, a soma dos residuos (erros entre dados experimentais e os obtidos por meio
do modelo matematico) ao quadrado é expresso conforme Equagao (5.3), onde S(?) é
chamada de funcao objetivo do problema a ser minimizada.

nd

S(Z)=5R'R =3 [f(ti Z) — (5.3)
i=1
Como o objetivo é encontrar o valor minimo da Equagao (5.3), busca-se o ponto critico

de S(Z), ou seja, o vetor 7 = Z*, onde:

9S(Z)

Y (5.4)

Reescrevendo a Equagao (5.4) com base na Equagdo (5.3), obtém-se:
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= (; S 7) - yf) ~0 (55)

i=1

Aplicando a regra da cadeia na Equacao (5.5), obtém-se:

nd N af ti, Z,
> 11t 7) - y1% 0

L '8f(ti, 7)

nd ' >

> o1t 2) — Tt o

Para simplificar o desenvolvimento aqui apresentado, foi realizada uma mudanca de

notagao, conforme Equacdo (5.7).

f(t1,2) = fi

f(tnda 2) = fnd

Desse modo, a Equacgao (5.6) pode ser reescrita como:

ofr of; O fnd

(fl_yl)a_zl"_---‘i‘(fi_yi)azl+'--+(fnd_ynd) 91 =0

9 of, of,
Ul_yl)a_? ---+(fi_yi)a_::+-‘~+(fnd_ynd)§:0 (5.8)
(fl_yl)aazfld+"'+(fi_yi)ifid+"'+(fnd_ynd)gjzc_nj:0

Ao fazer outra mudanca na notacao, assume-se:
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(fl—yl)ZH

(fi—yi) =i (5.9)

(fnd - ynd) = Tnd

Com isso, reescrevendo a Equacdo (5.8) na forma matricial, tem-se:

0z 021 021 r1 0
Ofh ... Ofi ... Ofnd . =
azj‘ 82’]' 82]' T - 0 : (510)
on ... Ofi ... Ofwp
L Oznp Oznp Oznp 1 L T'nd _ | 0 |

Sabe-se que, ao derivar uma funcao escalar de uma variavel, obtém-se outra funcao de
uma variavel, porém, ao derivar uma funcao vetorial, encontra-se uma matriz, denominada
matriz jacobiana, definida como Jr, que é a matriz obtida por meio das derivadas parciais

de primeira ordem de uma funcgao vetorial.

Assim, considerando F'(zq,...,%j,..., 2np) = (f1,..., fi,--., fna) , tem-se a seguinte

matriz jacobiana relacionada ao problema apresentado nessa secao:

oh ... oh .. 0Oh
0z1 0z; Oznp
>
| o9& ... oL ... 2Ofi
JF(Z) o 0z1 0z; Oznp <511)
6f1 . 8fnd .. Ofnd
L 9znd Oznp Oznp

Como resultado, a matriz jacobina transposta, denotada como J, é obtida trocando
as colunas da matriz Jp, que se tornam as linhas da matriz J%. Portanto, os termos

matriciais da Equagdo (5.10), podem ser representados por:
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01 0z1 021
T(7\y— | of ofi O
JE(Z) = ... Sk ... e (5.12)
Oh ... Ofi .. Ofmw
- 8an aan 3znp .
1
E = T (5.13)
L Tnd -
0
0=1|0 (5.14)
0

Em seguida, fazendo uma expansao de Taylor em torno do vetor Z, dado por 2+AZ

- —
para o vetor de residuos R e, considerando um erro de truncamento ¢(AZ)?, obtém-se:

- 87”1(151, Z))

=d - 87"1(151 Z)
Z 4+ A7)~ Z A —— Az,
™ (tla + ) & (tla ) + 821 21 + + aan Z D
ri(ti, Z + AZ) = ri(ti, Z) + L)Azl + .+ L)Aznp
821 aan

arnd(tnda Z)) AZl + + arnd(tnda Z)

ntnyz AZ%ntn,Z)
Fndltna, 2 + ) % Tnaltna, Z) + 0z O0znp

Azpy

Como:

(5.15)
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ori(ti, Z) 0

of (i, Z) _9f;

_ t“Z— i) = ——(———— — 7.:]_,...’ d
0z 0z (£ ) = 4) 0z 0z ! "
Ot 2) _ 0 iy Zy—yy = 2 2) 00y g
ori(ti, Z2) 0 > of(t.2)  ofi
= tz,Z— i) = = s :1,..., d.
O0Znp O0Znp (£ )~ ) O0Znp O0Znp ! "
Entao a Equagao (5.15) pode ser reescrita como:
S S Of(t, 7 of(t,, Z
T1(t1,Z+AZ)%Tl(tl,Z)+MAzl+ ..+MAZHP
821 aan
S S 0f(t, Z) of(ti, Z)
i(ti, Z + A7) =~ ri(ty, Z) + —"= ————Az,
rilti, 2+ AZ) Rl 2) + ==t = An o = By (5.17)
S o Of(twa, Z OFf(toas Z
Fra(tnd, Z + ANZ) % Tpa(tog, Z) + MAzl NI MAznp
821 aznp
Reescrevendo a Equagao (5.17) na forma de matriz, obtém-se:
g_i % aazinlp AZl 1 (tl, Z)) (&1 (tl, Z) + AZ)
g—£ g—gj 882{; AZJ' Ti(ti, Z) ~ T’i(ti, Z + AZ))
i %f_;ld %f—znjd gz—:‘; 1L Aznp i | Tnd(tnd, Z) i i Tnd(tnda Z + AZ) i
(5.18)

Assim, tem-se a representagao para o conjunto de equagoes dispostas em (5.18):
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Je(Z2)AZ + R(Z) ~ R(Z + AZ) (5.19)

Derivando novamente a Equagao (5.19), obtém-se:

JL VI Z)AZ + JER(Z) ~ JE(Z + AZ)R(Z + AZ) (5.20)
Sabendo que,
— 1 - = —
S(Z*) = 5RT(Z*)R(Z*) (5.21)
e que
aS T T 75%\ D T x
3_2(2 ) = JNZYR(Z*) =0 (5.22)

Pode-se encontrar o valor A?, tal que 7 =7 + AZ, isto é, uma direcao de busca

de maneira que a Equagao (5.20) pode ser reescrita como:

= —JLR(Z) (5.23)

onde JI?(Z)) JF(E) é a matriz Hessiana de F.

Esse procedimento é conhecido como método de Gauss-Newton. Segundo Benatti e
Ribeiro (2017, p. 59) "o método de Gauss-Newton pode nao estar bem definido quando
JEJp ndo for definida positiva" (condigao que garante a existéncia de um minimo). Logo,
para para agilizar a convergéncia, livrar-se de inconsisténcias numéricas e corrigir esse
problema, Levenberg (1944), sugeriu a adi¢ao de um termo de regularizacao na diagonal

principal da matriz J%..Jr, de acordo com a Equagao (5.24):

[JLTp + M]AZ = —JER(Z) (5.24)

em que [ é a matriz identidade e A é o fator de regularizacao.
Em seguida e, de forma independente, Marquardt (1963), em um processo similar ao
de Levenberg (1944), propos a introdugao da matriz diag(J%Jr) no sistema exposto na

Equacao (5.24), por meio da seguinte regularizagao:
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[JLJp + diag(JETRNAZ = —JER(Z) (5.25)

na qual diag(J}Jr) denomina-se matriz diagonal, onde todos os elementos que nio per-

tencem a diagonal principal sao nulos.

N
Com isso, partindo de uma estimativa inicial Z° um processo iterativo pode ser

_,
construido de modo a gerar novas estimativas para o vetor Z*!, ou seja:

7k — 7k L AZF k=0,1,2,... (5.26)
em que Z* ¢ dado pela solucdo do sistema anterior (Equagao (5.25)).

Alguns autores, como Telles (2009) e Benatti e Ribeiro (2017), assumem o valor de
A =103 ou A = 1074 e, durante o processo iterativo, se S(Z*+1) < S(Z*), A ¢ dividido
por um fator b, sendo, A é multiplicado por um fator ¢, sendo comum na literatura

atribuir-se b = c =2 ou b = ¢ = 10.

O procedimento para encontrar os valores do vetor de incégnitas (Z), descrito pela

Equacio (5.26), é conhecido como método Levenberg-Marquardt.

Cabe ressaltar, ainda, que este procedimento é dependente da estimativa inicial ?0,
ou seja, dependendo da estimativa inicial utilizada no método Levenberg-Marquardt, o

resultado podera ser diferente, ou até mesmo nao convergir para a solucao desejada.

Na Figura 5.3 é mostrado o pseudocodigo do método Levenberg-Marquardt utilizado

para implementacao do codigo computacional desenvolvido nesse trabalho.



5.1 Método Levenberg-Marquardt 87

Pseudocédigo — Método Levenberg-Marquardt
Obtenha dados experimentais y;,i = 1, ...,nd;
Informe o valor de b, c e faga k = 0;

. . . . . =
Forneca uma estimativa inicial para Z¥ e A¥;
Defina um critério de parada.

enquanto o critério de parada ndo for satisfeito faca
Calcule J5(Z¥) e R(Z¥);
S 1, 4 o o
S(zZ%) « ER(Z")TR(Z")
resp < falso
enquanto resp < falso faca
Resolva [];(Zk)jp(fk) + diag (]ﬁ(ik)]p(ik)) /1"] AZ* = — JE(Z*) R(Z*) e obtenha AZ¥;
1 e 7% 4 075,
Calcule R(Z**1) e S(Z**1);
se S(Z**1) < S(Z¥) entido
resp « verdadeiro;
/1k+1 P /lk/b;
senio
LR Lo
fim-se
fim-enquanto
k<k+1;
fim-enquanto

Figura 5.3: Pseudocédigo elaborado para a implementagao do c6digo computacional do
método Levenberg-Marquardt.
Fonte: A Autora (2023).



Capitulo 6

Resultados e Discussoes

Com o intuito de validar e calibrar o modelo matemético resolvido pelo Método dos
Volumes Finitos, foram realizadas diversas simulagoes, com a variacao da malha computa-
cional, além de serem comparados os resultados numéricos obtidos, com a solucao analitica
e os dados experimentais relativos ao trabalho de campo descrito em Sousa (2009), cujos
parametros sao mostrados na Tabela 6.1. Estes dados também sao utilizados como base

ao longo de todas as simulagoes.

Tabela 6.1: Dados utilizados na simulacao para a regiao de interesse.

Parametros ‘ Valores
Concentragao inicial do rio 15,50 mg/I
Largura média do rio no local do experimento 2,40 m
Profundidade média do rio no local do experimento | 0,43 m
Comprimento do trecho do rio sob anélise 500 m
Tempo do experimento (tempo final) 550 s
Posicao de lancamento do poluente no dominio 100 m
Posicao de coleta do poluente no dominio 200 m

Os resultados apresentados neste trabalho foram gerados em um computador Intel
Core i5 com 8 GB de meméria RAM, sendo a implementagao computacional realizada no

software Scilab.

6.1 Variacao da Malha Espacial

Conforme apresentado no Capitulo 4, a solucao numérica das equacoes diferenciais
possui erros de aproximagao chamados de erros de truncamento gerados pelas aproxima-
¢oes das derivadas em série de Taylor (Maliska, 2004). Assim, a fim de diminuir esse erro

de discretizagao espacial, buscou-se uma representacao mais fiel ao dados experimentais.
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Inicialmente, foi feita a variacao da malha espacial buscando um melhor ajuste da solu-

¢ao numérica, tomando como referéncia os parametros descritos na Tabela 6.1, bem como

fixando a velocidade em 0,59 m/s e o coeficiente de dispersao longitudinal 1,82 m?/s,

ambos retirados de Sousa (2009). O intervalo de tempo adotado para malha temporal foi

com relagao a dura¢ao do experimento, ou seja, 550 nos (At =1 s).

Deste modo, primeiramente foi realizada a investigacao de parametros para o esquema

de diferencas centrais utilizando a formulacao implicita do MVF, com a variacao de malha

espacial em 250, 500, 750 e 1000 volumes, conforme a Figura 6.1, na qual é mostrado o

perfil das concentracoes no ponto de coleta utilizando essas diferentes discretizagoes.
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(d) 1000 volumes na malha espacial.

Figura 6.1: Perfil das concentragoes no ponto de coleta utilizando o esquema de diferencas

centrais.
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Verifica-se que o esquema de diferencas centrais obteve um resultado satisfatério, uma
vez que para a simula¢do com 250 volumes na malha espacial, Figura (6.1(a)), é possi-
vel observar que o perfil de concentracao apresenta um pico da pluma de contaminante

proximo aos dados experimentais e solugao analitica.

Em seguida, foi feita a variagao da malha espacial para o esquema upwind com formu-
lacao implicita, conforme Figura 6.2. Para se obter uma comparacao, foi feita a mesma

divisao de malha, ou seja, 250, 500, 750 e 1000 volumes na malha espacial.

Concentragao (mg/l) x Tempo (s) Concentragao (mg/l) x Tempo (s)
55 55
., = * +Experimental ., *# * +Experimental
501 . + « < Analitico 501 . -« < Analitico
. — Numérico — Numérico

Concentragdo(mg/)
Concentragdo(mg/)

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 1] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Tempo(s) Tempo(s)
(a) 250 volumes na malha espacial. (b) 500 volumes na malha espacial.
Concentragao (mg/l) x Tempo (s) Concentragao (mg/l) x Tempo (s)
55 55
. = * +Experimental . *# * +Experimental
50 Lt .+ < Analitico 50 Lt .+ < Analitico
— Numérico — Numérico

Concentragdo(mg/)
Concentragdo(mg/)

T T T T 1 T T 15

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Tempo(s) Tempo(s)
(¢) 750 volumes na malha espacial. (d) 1000 volumes na malha espacial.

Figura 6.2: Perfil das concentracoes no ponto de coleta utilizando o esquema upwind.

Diferentemente do esquema anterior, o esquema upwind s6 apresenta uma simulagao

mais representativa, ou seja, proxima aos dados experimentais e solu¢ao analitica, a partir
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de 500 volumes na malha espacial, conforme Figura 6.2(b).

Além disso, este resultado

também reforca o carater difusivo do esquema upwind, conforme exposto na Secao 4.5.2.

Concentragdo(mg/)

Concentragdo(mg/)

Posteriormente, foi feita a variagdo da malha espacial para o esquema hibrido, com

variagao de malha em 250, 500, 750 e 1000 volumes. Observe a Figura 6.3.
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(d) 1000 volumes na malha espacial.

Figura 6.3: Perfil das concentracoes no ponto de coleta utilizando o esquema hibrido.

Novamente, assim como ocorrido com o esquema de diferencas centrais, o esquema

hibrido apresenta bom resultado com 250 volumes na malha espacial. Verifica-se, ainda,

que o modelo tende a convergir, apresentando pouca diferenca na elevacao do pico de

concentracao nas simulacoes para 500, 750 e 1000 volumes, assim como constata-se boa

proximidade com os dados experimentais e solucao analitica.
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Na sequéncia, utilizando o esquema exponencial, foi realizada a variacao da malha

espacial em 250, 500, 750 e 1000 volumes, conforme mostrado na Figura 6.4.
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(d) 1000 volumes na malha espacial.

Figura 6.4: Perfil das concentracoes no ponto de coleta utilizando o esquema exponencial.

Diante das simulacoes realizadas, o esquema exponencial nao apresentou uma simu-

lacao representativa para as malhas com 250 e 500 volumes, sendo necessario um maior

refinamento da malha espacial. Todavia as simula¢oes com 750 e 1000 volumes apresen-

taram um resultado onde o pico das concentracoes numéricas esta alinhado aos mesmos

instantes de tempo em relacao aos dados experimentais e solucao analitica.
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6.2 Resultados para a Estimativa dos Parametros de
Interesse

Os resultados apresentados nesta secao foram obtidos usando o método Levenberg-
Marquardt, com a configuracao de 100 execugoes com o intuito de estimar e analisar
a velocidade (U) e o coeficiente de dispersao (FL) presentes no problema. Em cada
uma dessas execucoes, foi calculado o nimero de avaliacoes da funcao objetivo (S(?)),
imprescindivel para que o algoritmo encontre os parametros de interesse, tomando como

referéncia A = 1073, b = ¢ = 2 e critério de parada dado pelo erro relativo entre duas
k+1

iteracOes consecutivas expresso por maz|z; 2F| < 1071, Para as estimativas iniciais
70 referentes a cada uma das 100 execucoes, utilizou-se um valor tomado aleatoriamente
nos intervalos 0,1 < U < 1,0e 1,0 < Ep < 2,0. Ja para a aproximacao do termo
advectivo foi adotado o esquema de diferencas centrais, uma vez que este apresentou bons

resultados, conforme Secao 6.1.

Para uma analise estatistica dos resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquardt,
foram calculados alguns indicadores estatisticos, levando em conta o total de execucoes,
sendo esses: melhor resultado (menor S(?)), pior resultado (maior S(?)), média aritmé-
tica simples e desvio padrao da velocidade (U) e do coeficiente de dispersao longitudinal

(EL), assim como do valor e do nimero de avaliagoes da func¢ao objetivo (S (2))

6.2.1 Estimativa do Velocidade (U)

Nesta subsecao, sao salientados os resultados para a estimativa da velocidade (U)
usando o método Levenberg-Marquardt. Na Figura 6.5, é apresentado o grafico das curvas
obtidas computacionalmente para o perfil de concentracao ao longo do tempo, levando em
consideracao o melhor, pior e média dos valores estimados para U ap6s as 100 execucoes
do algoritmo e, na Tabela 6.2, ¢ mostrado o resumo de algumas informacoes estatisticas
para o parametro de interesse. O coeficiente de dispersao longitudinal (£}) foi mantido

fixo e igual a 1,82 m?/s, da mesma maneira que os demais parametros citados nessa se¢ao.

Ao analisar os resultados apresentados na Figura 6.5 e Tabela 6.2, verifica-se que héa
uma oscilacao nos valores obtidos para a velocidade média. Apesar do valor estimado no
melhor resultado estar proximo ao valor de referéncia (0,59 m/s), a média e, em especial,

o pior resultado, produzem um perfil de concentracao que destoa dos dados experimentais.
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Concentragao (mg/l) x Tempo (s)
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Figura 6.5: Perfis das concentracoes obtidas com a estimativa do parametro U pelo
método Levenberg-Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

Tabela 6.2: Resultados obtidos para a velocidade (U).
Parametros ‘ U(m/s) ‘ S(Z)

Melhor 0,592850 | 367, 548546

Pior 0,212535 | 5340, 529717
Meédia 0,52746 | 1157,716165
Desvio Padrao | 0,147614 | 1818, 367425

6.2.2 Estimativa do Coeficiente de Dispersao Longitudinal (Ep)

J& nesta subsecao, sao evidenciados os resultados para a estimativa do coeficiente de
dispersao longitudinal (E7). Assim, na Figura 6.6 encontram-se as curvas para o perfil da
concentragao numérica ao longo do tempo feitas com o melhor, pior e média dos valores
obtidos apds as 100 execucgoes do algoritmo, tal como na Tabela 6.3, onde sao mostrados
os resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquardt. A velocidade (U) permaneceu

fixa e igual a 0,59m/s, do mesmo modo que os demais parametros abordados nesta se¢ao.

Diferentemente do ocorrido nas estimativas para a velocidade média na secao ante-
rior, agora, é observado um baixo desvio padrdo (0,020001), obtido no decorrer das 100
execugoes para o valor do coeficiente de dispersao longitudinal (Ep), o que evidencia o
bom desempenho do método de otimizacao Levenberg-Marquardt para este tipo de pro-

blemética. Além disso, é possivel verificar a pouca variacao no perfil das concentracoes
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para os trés valores obtidos (melhor e pior caso, bem como a média).
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Figura 6.6: Perfis das concentracoes obtidas com a estimativa do parametro E pelo
método Levenberg-Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

Tabela 6.3: Resultados obtidos para coeficiente de dispersao longitudinal (E7).
Parametros ‘ Ep(m?/s) ‘ S(Z)

Melhor 1,442518 346, 611504
Pior 1,395394 347,147714
Meédia 1, 438420 346, 710338
Desvio Padrao | 0,020001 0,114033

6.2.3 Estimativa da Velocidade (U) e do Coeficiente de Dispersao
Longitudinal (Ey,)

Por fim, nesta subsecao, os parametros foram estimados simultaneamente. Dessa
forma, sao mostrados os resultados obtidos pelo método Levenberg-Marquardt para a

estimativa da velocidade (U) e do coeficiente de dispersao longitudinal (E7).

O grafico apresentado na Figura 6.7, exibe as curvas para o perfil da concentracao
ao longo do tempo feitas com o melhor, pior e média dos valores obtidos apos as 100
execugoes do algoritmo. J& as informacoes estatisticas envolvendo as estimativas dos
parametros de interesse sao descritas na Tabela 6.4. Os outros parametros abordados no

inicio desta secao foram mantidos constantes.
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Figura 6.7: Perfis das concentragoes obtidas com a estimativa dos parametros U e 'y pelo
método Levenberg-Marquardt no melhor caso, pior caso, média e dados experimentais.

Tabela 6.4: Resultados obtidos para a estimativa da velocidade (U) e do coeficiente de
dispersao longitudinal (Eyp).

Parametros | U(m/s) | Er(m?/s) | S(Z)

Melhor 0,591571 | 1,461806 341, 333164
Pior 0,998897 | 2,000000 11008, 187395
Média 0,603188 | 1,612968 1153, 495480
Desvio Padrao | 0,126304 | 0,213767 2416, 609361

Para essa ultima simulagao envolvendo a estimativa simultanea da velocidade e do
coeficiente de dispersao, verifica-se, com base na Figura 6.7 e na Tabela 6.4, que ha uma
boa proximidade no perfil da concentracao numérica em relagao aos dados experimentais
quando se analisa o melhor e a média dos valores estimados. No entanto, para o pior caso, o
perfil das concentragoes numéricas difere de maneira significativa dos dados experimentais.
Em especial, para este pior caso, constata-se, também, que os valores encontrados para a
velocidade, bem como para o coeficiente de dispersao, apresentam-se proximos (ou igual)

ao limite superior dos intervalos de busca, ou seja, 1 e 2, respectivamente.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nessa secao sao apresentadas as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros

oriundos dessa pesquisa.

7.1 Conclusoes

O presente trabalho buscou simular e investigar o transporte de contaminantes em um
trecho especifico do rio Sao Pedro, afluente do rio Macaé, com seu ponto de lancamento
localizado a 100 m e a sua posi¢ao de coleta a 200 m no dominio de interesse. A solucao
numérica do modelo foi obtida através do Método dos Volumes Finitos com formulacao
implicita e, para sua validacdo, foram realizadas diversas variacoes da malha espacial,
gerando cendarios hipotéticos para a injecao acidental da carga de poluentes em rios. Os

resultados foram comparados, ainda, com dados experimentais obtidos por Sousa (2009).

A primeira anélise realizada foi a variacao de malha espacial, com os diferentes es-
quemas de interpolagao para o termo advectivo, onde, para cada termo, foi realizada
simulacgoes com 250, 500, 750 e 1000 volumes. Nelas, foi possivel observar um modelo in-
condicionalmente estavel, independente da quantidade de volumes utilizados para a malha
espacial e do tipo de esquema de interpolacao usado. Além disso, também verificou-se
que os esquemas de diferencas centrais e hibrido, foram os que apresentaram uma estabi-
lidade mais rapidamente, ou seja, a partir de 250 volumes os perfis de concentracoes nao

sofreram alteracgoes significativas com o aumento do nimero de volumes.

Posteriormente, foram realizadas a estimativa dos parametros de interesse (veloci-
dade (U) e coeficiente de dispersao longitudinal (Fy)), usando o método de otimizagao

Levenberg-Marquardt. Verificou-se que, tanto de forma individual, quanto simultanea,
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ao utilizar o método de otimizacao Levenberg-Marquardt com o objetivo de investigar o
comportamento de uma pluma de contaminante em corpos hidricos ao longo do tempo, a
partir de um ponto de interesse, foi possivel representar o perfil numérico da concentracao
ao longo do tempo de maneira proxima aos dados experimentais quando se analisa o me-
lhor caso nos trés cenarios (estimativa isolada da velocidade e do coeficiente de dispersao,

bem como estimativa simultanea de ambos).

Por outro lado, quando se investiga o pior caso, apenas a estimativa do coeficiente
de dispersao obteve bons resultados. No que se refere & média dos valores estimados,
apenas a estimativa da velocidade média de forma isolada apresentou perfis discrepantes

em relacao aos dados experimentais.

Cabe ressaltar, ainda, que em todos os resultados obtidos nesse trabalho, seja para a
variacao da malha espacial ou para a estimativa dos parametros de interesse (velocidade e
coeficiente de dispersao) feita de forma isolada ou simultanea, ha uma discrepancia entre
os dados experimentais e as solugoes analitica e numérica no que diz respeito ao perfil da
concentragao apos o pico de concentragao, mais precisamente, a partir de 270 segundos.
Fato esse que carece de maior investigacao futura. No entanto, alguns motivos que podem
ter desencadeado a referida discrepancia sao as rochas presentes no leito do rio, bem como
diferencas de profundidade da lamina d’Agua e mudanca brusca no perfil da velocidade em
algum ponto do rio, uma vez que tudo isso pode influenciar na completa homogeneizagao

da concentracao salina no corpo hidrico.

Finalizando, verificou-se, ainda, que apos as variagoes da malha, bem como a esti-
mativa dos parametros e comparacao dos resultados numeéricos, obtidos na resolucao do
modelo matematico utilizando o Método dos Volumes Finitos, com a solucao analitica
e os dados experimentais, foi possivel configurar o modelo para que as simulagoes por
ele realizadas se comportassem de maneira satisfatoria na regiao de interesse, sendo uma
alternativa para o diagnostico e monitoramento das dguas de maneira a assemelhar-se a

realidade.

7.2 Trabalhos Futuros

No que se refere a futuros desdobramentos, o modelo em questao pode ser aplicado em
corpos hidricos com caracteristicas similares ou, até mesmo, ser adaptado para regioes que
possuirem a geometria parecida com a que foi analisada, podendo alterar seus parametros

a fim de calibra-lo de acordo com cada caso especifico.
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Também pode ser feita uma abordagem bidimensional, onde, além dos parametros
analisados, também constar uma investigacao do coeficiente de dispersao transversal, dada

a largura do rio.

Além disso, espera-se utilizar o método Levenberg-Marquardt em problemas com um
contexto diferente deste trabalho, visto que, a modelagem matemaética e computacional

surge como alternativa mais viavel logistica e financeiramente para intimeras abordagens.
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