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Resumo

Sistemas fisicos com dindmica cadtica possuem varias possiveis aplica¢Oes praticas.
Contudo, o sucesso de tais aplica¢oes depende da qualidade e robustez do sinal cadtico. A
maioria dos sistemas fisicos estudados até o momento apresentam caos em regioes muito
especificas dos seus espacos de parametros. Com isso, flutuagoes nos parametros do
sistema em relagao aqueles que geram caos, sejam decorrentes do processo de fabricagao
ou de outros efeitos externos, podem fazer com que deixe de gerar um sinal cadtico. Tais
problemas podem ser evitados através da caotificacao do sistema fisico, aumentando a
regiao do espaco de pardmetros na qual caos pode ser obtido. Recentemente, foi descoberto
um método de caotificacao altamente eficiente, que funciona em alguns sistemas fisicos.
Trata-se da excitacao com duas frequéncias de sistemas com potencial de dois pocos. A
fim de comprovar os estudos teodricos, neste trabalho realiza-se um estudo experimental da
dindmica caotica de um sistema fisico real. O sistema fisico considerado foi um circuito
eletronico anélogo ao oscilador de Duffing. O objetivo principal do trabalho é desenvolver
um processo automatizado de geracao de ondas e coleta de dados para aplicacao no
circuito. Essa automacao tende a facilitar anélises para esse tipo de sistema e similares.
O circuito foi modelado teoricamente para permitir que simulagoes numéricas indicassem
a regiao do espago de parametros onde investigar o circuito experimentalmente. O sistema
automatizado foi empregado para obter dados sobre a dindmica do sistema para excitacao
por uma e duas frequéncias. O dados foram analisados e mostraram boa concordéancia
com o esperado teoricamente. Mais importante, os resultados experimentais confirmaram
a eficacia do método de caotificacao por duas frequéncias.



Abstract

Physical systems with chaotic dynamics have several possible practical applications.
However, the success of such applications depends on the quality and robustness of the
chaotic signal. However, most physical systems studied to date present chaos in very
small regions of its parameter spaces. As a result, fluctuations in the system parameters
arising from the manufacturing process or other external effects, may cause it to no
longer generate a chaotic signal. Such problems can be avoided through the chaotification
of the physical system, increasing the region of parameter space in which chaos can be
obtained. Recently, it was discovered a highly efficient method of chaotification that
works on some physical systems. It involves the two-frequency excitation of systems
with two-well potential. In order to check the theoretical predictions, in this work an
experimental study of the chaotic dynamics of a real physical system. The physical
system considered was an electronic circuit analogue to the Duffing oscillator. The main
objective of the work is to develop an automated process of generating waves and collecting
data to be used with the circuit. This automation tends to facilitate analyzes for this
type of system and similar ones.The circuit was modeled theoretically to allow numerical
simulations to indicate the region of parameter space in which to investigate the circuit
experimentally. The automated system was used to obtain data on the dynamics of the
system for excitation at one and two frequencies. The data were analyzed and showed
good agreement with theoretical expectations. More importantly, the experimental results
confirmed the effectiveness of the two-frequency chaotification method.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da dinamica, que se preocupa com as for¢as e movimentos dos objetos, teve
um grande avango com as descobertas de Isaac Newton no final do século XVII [42]. Ele
desenvolveu as trés leis do movimento e criou as equacgoes diferenciais para descrever a
relagao entre a forga aplicada em um objeto e a aceleragao resultante [49]. Essas equagoes
se tornaram a base da mecanica classica e permitiram a previsao do comportamento dos
objetos em movimento [15]. A geracao seguinte de fisicos e matematicos estenderam os
métodos analiticos de Newton para problemas mais abrangentes e complexos, aplicando
para sistemas de trés corpos, problema de dificil solu¢do analitica [16]. Apos décadas,
problemas desse tipo comecaram a ser trabalhados de forma mais qualitativa. Assim,
Henri Poincaré, um matemaético francés do final do século XIX, desenvolveu um método
inovador para estudar os sistemas dindmicos complexos, e anos depois essas técnicas im-
plementadas foram reconhecidas como a base da teoria do caos [22]. Uma das ferramentas
que ele criou foi a analise topologica, que permitia estudar o comportamento de um sis-
tema sem a necessidade de resolver as equagoes diferenciais analiticamente [17]. Em vez
disso, ele usou técnicas geométricas para entender as propriedades qualitativas dos sis-
temas dinamicos, como a existéncia de o6rbitas periddicas, a estabilidade dos pontos de
equilibrio e a sensibilidade as condigoes iniciais. Essa abordagem revolucionou o estudo

da dindmica e teve implicagoes significativas em varias areas da ciéncia e engenharia.

Em 1950, a invencao do computador de alta velocidade foi um marco na histéria da
dindmica e teve um grande impacto na capacidade de modelar e simular sistemas dina-
micos complexos [36]. Antes da invengao dos computadores, as equagdes diferenciais que
descreviam o movimento dos sistemas dinamicos, geralmente precisavam ser resolvidas de
forma analitica, o que era uma tarefa &rdua e muitas vezes impossivel para sistemas mais

complexos. Com a chegada dos computadores de alta velocidade, os cientistas puderam
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usar métodos numéricos para resolver essas equacoes e obter solucoes aproximadas em
tempo habil [9]. Isso permitiu que os pesquisadores explorassem uma ampla gama de
fenémenos dindmicos em detalhes, desde o comportamento de particulas subatomicas até

o movimento de planetas inteiros em sistemas solares.

A evolugao do estudo de sistemas dinamicos levou a descoberta do caos. Este corres-
ponde a uma dinamica que, apesar de deterministica, resulta em uma dinamica complexa,
aperiodica [18]. Uma de suas principais caracteristicas é a sensibilidade do sistemas as
condicoes iniciais, pois 0 mesmo sistema, partindo de estados muitos préximos, tendem
a ter um comportamento distinto ao longo do tempo [41]. O caos hoje ndo é uma mera
curiosidade académica, tem varias possiveis aplicacoes praticas: criptografia, comunicagao
de banda larga, sonar, radares, geragdo de ntimeros aleatorios e outros [23]. O advento
dos computadores também levou ao desenvolvimento de novas técnicas de anélise de da-
dos, como a analise de séries temporais e a analise de caos, que se tornaram ferramentas

essenciais para a compreensao da dindmica de sistemas complexos.

Um exemplo de sistema dindmico nao linear que exibe comportamento complexo,
incluindo oscilagoes amortecidas, autoexcitacao e caos [27] é o oscilador de Duffing. A
motivacao de estudos sobre esse oscilador, se da em funcao de que varios sistemas fisicos
podem ser modelados, pelo menos de forma aproximada, como um oscilador de Duffing,
tais como modelos de vigas elasticas, sistemas com molas nao-lineares, molas nao-lineares,

aproximacao de baixa ordem para equacoes com nao-linearidade mais forte dentre outras.

O oscilador de Duffing é modelado por uma equagao diferencial ordinaria nao-linear
de segunda ordem. Em funcao dos parametros da equacao modelamos diferentes compor-
tamentos fisicos. O caso mais interessante é aquele no qual as forcas estao associados a
um potencial de pogo duplo. Neste caso, a dindmica pode ser bastante rica e complexa,

incluindo-se certa facilidade no aparecimento de regimes de dindmica cadtica

Representagoes graficas, como diagramas de fase ou graficos de posi¢ao em fungao do
tempo, podem ajudar a ilustrar esses diferentes comportamentos desse tipo de sistema
em resposta a diferentes valores de seus parametros. Para uma analise mais aprofundada

e visualizagoes detalhadas, é necessério utilizar ferramentas de simulagao numéricas.

Recentemente, os orientadores e seus colaboradores demonstraram teoricamente, atra-
vés de simulagoes numéricas, que a dindmica cadtica do oscilador de Duffing com poco du-
plo e outros sistemas similares pode ser melhorada através da excitagao por duas frequén-
cias [23] [24]. Observou-se uma grande caotificagdo, com grandes regides continuas de

caos, associada ainda a presenca de caos robusto.
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Devido & importancia de se terem disponiveis sistemas fisicos que gerem caos com
essas caracteristicas de robustez, buscou-se neste trabalho verificar experimentalmente
a efetividade do método de caotificacao por duas frequéncias. Para isso se utilizou um
circuito eletronico simples, analogo ao oscilador de Duffing com dois pocos de potencial.
Para uma verificagao sistemética do processo de caotificagao para diferentes amplitudes
de excitacao e frequéncias, um sistema de geracao de sinais e leitura automatizado foi

concebido e desenvolvido com base na plataforma Arduino

Dessa forma, este trabalho esta organizado como segue. No capitulo 2, fornece uma in-
troducgao aos conceitos basicos de sistemas dinamicos, incluindo definigoes e classificagoes.
Além de apresentar alguns métodos de analise para sistemas unidimensionais, bidimen-
sionais e caoticos. Também exploramos em maiores detalhes o oscilador de Duffing e

discutimos seu comportamento cadtico.

No capitulo 3, serda apresentada a analise das equagoes de movimento do circuito
eletronico andlogo aos oscilador de Duffing e uma previsao numérica de comportamento

por simulagbes computacionais pelo método de Runge-Kutta [7].

No capitulo 4, sera abordado a aplicacao da técnica de sintese direta para controle
de frequéncias através de um geracao de ondas automatizado. O gerador de sinais caé-
ticos é implementado usando um oscilador de Duffing. O circuito eletronico é projetado
para captar os comportamentos do oscilador de Duffing e converté-los em sinais elétri-
cos. Os sinais elétricos sao entao coletados por um coletor de dados automatizado usando
a plataforma Arduino Due. No Capitulo 5 serao apresentados os resultados teoricos e
experimentais, com a devida comparacao entre eles. Finalizando, no Capitulo 6 com as

consideracoes finais sobre este trabalho e suas perspectivas futuras.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

Um sistema dindmico é um modelo fisico que possui uma dindmica adjacente que
controla a evolugao de seu estado ao longo do tempo. Esses sistemas sao geralmente
usados para modelar e fazer previsoes de sistemas mecanicos, econémicos, biologicos,
entre outros. Para definir um sistema dindmico, é preciso conhecer suas equagoes de
movimento associadas ou o conjunto de equagoes que definem sua evolugao. A titulo de
exemplo desses sistemas, que sao abordados na area das ciéncias e da engenharia, citam-se

o péndulo simples, o sistema de equacoes climaticas e o sistema massa-mola.

Os sistemas dinamicos também podem ser classificados como linear ou nao linear,
continuo ou discreto, deterministico ou estocastico, autonomo e nao-autéonomo [35]. Em
geral, o termo sistema dinamico vem associado as equagoes diferenciais, sejam elas do tipo
ordinérias ou parciais. Em geral, as equacoes lineares permitem a obtencao de solucoes
exatas, enquanto as equagoes diferenciais nao lineares, sao muito complicadas de serem
resolvidas analiticamente, restando a possibilidade de sua solugao através de métodos

numéricos ou aproximativos|50].

Um sistema dinadmico do tipo continuo [35] é aquele em que o tempo evolui de forma
continua, em oposi¢ao ao caso discreto [11], no qual o tempo assume apenas certos valores
determinados. Alguns exemplos de equacoes diferenciais que descrevem sistemas continuos

Sa0:

e A equagao do oscilador harmonico simples|3] é um exemplo classico de equagao di-
ferencial ordinéria para sistema massa-mola. Nesse sistema, uma massa esta presa a

uma mola ideal e sujeita apenas a forca restauradora da mola. A equacao diferencial
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que descreve o movimento do sistema é

d*z

onde m ¢ a massa do objeto em movimento, x é a posicao da massa em relagao a

posicao de equilibrio, t é o tempo, k é a constante elastica da mola.

e A equagao do calor[48] é uma equagao diferencial parcial que descreve como a tem-
peratura varia em um meio continuo, como um soélido, liquido ou gas. A equagao é
dada por

ou

5 = QViu (2.2)

onde u é a temperatura, t é o tempo e ) é a condutividade térmica.

Contrapondo-se aos exemplos anteriores, tem-se as equagoes de tempo discreto, que sao
baseadas em diferengas finitas ao invés de derivadas. Por exemplo, os mapas sao sistemas
governados por equacgoes de tempo discreto. Essas equacoes sao chamadas de equacoes
de diferenga e podem ser representadas de forma genérica por =, 11 = f(x,). Um modelo
de equacao de tempo discreto em sistema dinamicos é a equagao logistica (2.3), utilizada

para modelar o crescimento populacional|33].
Tpy1 =121 — 2,/ K), (2.3)

em que x, ¢ a densidade populacional no instante de tempo discreto n, r é a taxa de

crescimento, K a capacidade de suporte do ambiente.

Estes exemplos citados anteriormente pertencem & categoria de sistemas dindmicos
deterministicos. Estes sistemas recebem tal nomeclatura devido ao fato que sua evolucao
é regida por leis fisicas ou naturais conhecidas [14]. Em contraposigao, existem casos
em que um sistema fisico pode ser descrito por regras estocésticas, ou aleatorias. E o
caso, por exemplo, do movimento de uma particula que pertence a um volume de um gas.
Tal particula se move no espaco sujeita a forcas de colisao com outras particulas que so
podem ser descritas em termos probabilisticos. Assim, a evoluc¢ao desse sistema é distinta
daquela mencionada nos exemplos prévios, uma vez que nao conhecemos em detalhes sua

din&mica|20].

Uma equagao diferencial nao autéonoma é uma equagao que depende explicitamente do
tempo [54]. Em outras palavras, a taxa de varia¢do de uma variavel, nao depende apenas
de funcoes das demais varidaveis do problema, mas dependente de uma certa funcao do

tempo, F(t). Como é o caso, por exemplo do caso do oscilador harmonico forgado, onde
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temos

ds _
aw =" (2.4)

D — —wir+ F(t).

Portanto, pode-se definir um sistema dindmico auténomo como um conjunto de equa-
¢oes diferenciais que nao depende explicitamente do tempo. O péndulo simples[19] é um
exemplo de sistema auténomo, no qual é formado por uma massa pontual suspensa por
um fio e que oscila em torno de sua posicao de equilibrio sob agao da forca gravitacional,
conforme figura 2.1. Observa-se que a composicao dessa sistema, onde m é massa, [ o

comprimento da corda e # a angulacao de deslocamento do péndulo.

Figura 2.1: Péndulo Simples.

L

Fonte:|[37|

No exemplo do péndulo simples, a equacao diferencial que descreve o movimento
do péndulo contém um termo que depende implicitamente do tempo, o angulo () . A

equagao diferencial (2.5) que governa o movimento do péndulo simples é
0(t) + (g/L)sen(8) = 0, (2.5)

onde 0(t) é o deslocamento angular do péndulo em relagao a posi¢ao de equilibrio, t é o
tempo, g é a aceleracao da gravidade, L é o comprimento do péndulo, H(t) é a segunda

derivada de # em relacao ao tempo.

Como um exemplo de aplicacao da descrigao da evolugao de um sistema por equacoes
diferenciais temos o modelo de Lotka-Volterra [40]. Essa modelo, também conhecido como
modelo de presa-predador, é um sistema de equacgoes diferenciais que descreve a dindmica
entre duas espécies em um ecossistema, uma atuando como a presa e a outra como o
predador. Esse modelo, consiste em duas equagoes diferenciais conforme equagao (2.6),

onde temos
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de __ .

9 = ax — bxy
dy _
dc

2.6
cry — dy, 20

em que x é a populagao de presas, y é a populacao de predadores e as demais variaveis
representam parametros no modelo. Essas equagoes (2.6) descrevem as taxas de variagao
das populagoes ao longo do tempo. A primeira equacgao descreve como a populagao de
presas cresce a uma taxa proporcional a sua propria populagao (termo az) e diminui a
uma taxa proporcional ao numero de encontros com predadores (termo bzry). A segunda
equagao descreve como a populacao de predadores aumenta a uma taxa proporcional ao
namero de encontros com presas (termo czy) e diminui a uma taxa proporcional a sua

propria populagao (termo dy).

Esse sistema pode gerar oscilagoes periddicas nas populagoes de presas e predadores.
Quando a populagao de presas aumenta, a populacao de predadores também aumenta
devido ao maior niimero de presas disponiveis para alimentacao. No entanto, & medida
que a populagao de predadores cresce, a disponibilidade de presas diminui, o que resulta
em uma diminui¢ao na populagao de predadores. Esse ciclo se repete, criando um padrao

de oscilagao.

E importante ressaltar que o modelo de Lotka-Volterra é uma simplificacao da di-
namica complexa dos ecossistemas e possui limitagoes. Por exemplo, assume-se que as

populacoes de presas e predadores sao homogéneas e interagem de maneira linear.

Assim sendo, observa-se que existem diversos exemplos de sistemas dinamicos em
diferentes areas da ciéncia e da engenharia, como dito na introducao deste capitulo. Na
secao a seguir, passa-se a apresentar exemplos de sistemas descritos por equagoes de
Unica variavel e multiplas variaveis. Em adicao a essa apresentagao, abordaremos que tais
sistemas podem ser descritos por variaveis que nao evoluem de forma continua, mas sim

de forma discreta.

2.1 Tipos de sistemas

2.1.1 Sistema unidimensional

Os sistemas dindmicos unidimensionais[39] sao sistemas em que a dindmica ¢ descrita

por uma unica variavel de estado. Esse tipo de sistema é representado pela equagao
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diferencial ordinéaria
dx

a:

em que x é a variavel de estado, t o tempo e f uma funcao de x, que determina a evolucao

f(@), (2.7)

do sistema. Cabe ressaltar que a solugao do sistema dindmico unidimensional consiste

em encontrar as fung¢oes x(t) e a evolucao do sistema esta sujeita as condigbes iniciais

x(ty) = zo.

Assim sendo, para analisar e visualizar o comportamento dindmico de um sistema, é
necessario utilizar o retrato de fase. O retrato de fase é uma representacao num espago n-
dimensional, no qual n é o niimero de equacoes de primeira ordem que definem a evolucao
do sistema, das possiveis trajetorias que este pode seguir a partir de uma dada condi¢ao
inicial. Nesse sentido, no retrato de fase as coordenadas do ponto representam os valores
das variaveis de estado do sistema em um dado momento, e a trajetéria do ponto no

espago de fase representa a evolugao temporal do sistema [18].

Além disso, os retratos de fase podem ser usados para identificar os pontos de equilibrio
do sistema, que correspondem a pontos estacionarios no espago de fase, bem como para
visualizar as possiveis 6rbitas das trajetorias deste sistema em torno dos ditos pontos de
equilibrio[4]. Uma vez que um sistema atinge um ponto de equilibrio, ele permanece nesse
estado, desde que nao haja uma pertubacgao externa que o faga mudar. Existem diferentes
tipos de pontos de equilibrio a depender do comportamento do sistema em torno deles,

podendo ser estavel, instavel e semi-estavel [52].

Figura 2.2: Campo vetorial para o sistema & = sen(x)
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Fonte:|[38|

Para melhor entendimento da dindmica de sistemas unidimensionais e os tipos de
retratos de fase que podem surgir a partir deles, é importante definir e analisar os pontos

fixos [45]. A nivel de exemplificagao, a figura 2.2 ilustra o campo vetorial relacionado a
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equagao nao linear (2.8)

T = sen(x). (2.8)

Observando o sinal de & consegue-se analisar para onde o campo vetorial “flui” (re-
presentado graficamente pelas setas). Em regioes em que & > 0 o fluxo é para direita, em
regioes onde & < 0 o fluxo é para esquerda e nos pontos em que & = 0, o sistema encontra-
se num ponto de equilibrio [38]|. Esses pontos em que & = 0 s@o, justamente, os pontos
fixos, que sao classificados em trés grupos, como ja mencionados: estaveis, semi-estaveis

e instaveis.

Os estéaveis (também conhecidos como atratores ou sumidouros), sdo representados
graficamente pelos pontos cheios. Um ponto é considerado estavel se, quando o sistema ¢é

perturbado a partir desse ponto, as solugoes retornam para ele ao longo do tempo.

Os semi estaveis, responde de forma mista as perturbagoes, ou seja, dependendo da
magnitude da perturbacao inicial, o sistema pode ou nao retornar ao ponto fixo. Em
funcao do comportamento, os pontos semiestaveis sao representando por um ponto misto,
conforme figura 2.3. E por ultimo, os instaveis (também conhecidos como repulsores ou

fontes), sao representados graficamente pelos pontos vazios.

Figura 2.3: Ponto fixo semi-estavel
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X

Fonte:|[50]

Um ponto fixo é considerado instével se, quando o sistema é perturbado a partir desse
ponto, as solugoes se afastam dele ao longo do tempo. Cabe ressaltar que, os pontos
estaveis desempenham um papel importante na estabilidade e convergéncia do sistema,
enquanto os pontos instaveis podem indicar transig¢oes, bifurcagoes ou outras mudancas

qualitativas no comportamento dinadmico.

Isto posto, visando melhor entendimento, na equagao (2.8) os pontos fixos irdao ocorrer
quando sen(z*) = 0, logo, eles serdao =* = nm onde n é um namero inteiro. Linearizando
as equagoes do sistema ao redor desse ponto fixo dos pontos fixos z*, obtemos que se n é

impar os pontos sao estaveis e se par, sao instaveis.

Na figura 2.4 observa-se o comportamento do sistema para essa equagao, onde os
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pontos estaveis sao preenchidos por bolinhas pretas ou cheias. Ja os pontos instaveis sao

preenchidos por bolinhas vazias e o campo vetorial tende a solugao do retrato de fase.

Figura 2.4: Retrato de fase do sistema x = sen(z)

Fonte:|45]

A partir do exposto, em conclusao desta subsecao, nota-se que para o sistema uni-
dimensional, a dindmica de um ponto fixo s6 pode ser estavel, semi-estavel e instavel.
Porém, um sistema unidimensional nao pode apresentar um comportamento oscilante do
fluxo em torno de um ponto fixo. Para sistemas com maiores dimensoes, outros elementos

de classificacao e analise sao necessarias, o que passa a ser explorado na proxima subsecao.

2.1.2 Sistema bidimensional

Um sistema dinamico bidimensional ¢ um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
que descrevem a evolugdo temporal de 2 variaveis de estado interdependentes [39]. A

forma geral de um sistema bidimensional &,

&= flz,y)
dt 2.9
W — g(x,y), 29)

onde z e y s@o as variaveis de estado, f(x,y) = & e g(z,y) = y sdo fungdes que descrevem

a taxa de mudanca de z e y, respectivamente, em relacao ao tempo.

A solugao do sistema dindmico bidimensional consiste em encontrar as fungoes x(t) e
y(t), que satisfazem as equagoes (2.9), sujeitas as condigoes iniciais z(tg) = zo € y(to) = Yo-
Antes de apresentar um modelo de aplicacao de anéalise de um sistema bidimensional,
importante ressaltar, que o retrato de fase apresenta curvas mais complexas em funcao
de existir maior volume acessivel no espaco de fase, assim as trajetorias tende ao fluxo
de solugao [1]. Dessa forma, os pontos fixos de um sistema podem receber diversos tipos
de classificagao. Na figura 2.5, observa-se a representacao geral de todos os tipos de

classificacao de pontos fixos de um sistema dindmico bidimensional.
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Figura 2.5: Classificacao de pontos fixos de um sistema bidimensional

Centro N6 estavel Foco estavel
Ponto de sela NG instavel Foco instavel
Fonte:|[46]

Por exemplo, um ponto fixo atrator é quando, as trajetérias que comecam, sufici-
entemente, proximas do ponto fixo, permanecem proximas a ele para todos os tempos ¢
posteriores e elas convergem para o ponto fixo quando ¢ — oco. No entanto, quando
a trajetoria é nao oscilatoéria e tende a se aproximar da solugao, o ponto fixo é definido
como no6 estavel. Quando a convergéncia for oscilatéria (com atenuagao), o ponto fixo é
classificado como espiral estavel. Se trajetérias nao ficarem retidas a uma vizinhanga do
ponto fixo e divergirem, o ponto fixo é chamado de repulsor. Neste cenério, caso a diver-
géncia nao seja oscilatoéria, o ponto fixo é chamado de no6 instavel, mas, se a divergéncia
envolver oscilagoes com amplitudes cada vez maiores, o ponto fixo é chamado de espiral
instavel. Cumpre ressaltar que, quando um ponto fixo é classificado como ponto de sela,
tem-se que em uma das dire¢oes os pontos na vizinhanga do ponto de sela sao atraidos,

enquanto na outra diregdo os pontos sdo repelidos conforme figura 2.6 [47].

Figura 2.6: Ponto de sela

Fonte:[45]

Um ponto fixo é definido como ponto de sela quando existirem duas linhas especiais
passando pelo ponto, de modo que qualquer trajetoria que comece sobre a primeira linha

dirija-se para o ponto fixo quando t — oo e qualquer trajetéria que comece sobre a
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segunda linha afasta do ponto fixo para t — oo, e as demais trajetorias tendam assinto-
ticamente para a linha de divergéncia quando ¢ — o0 e se aproximem assintoticamente
da linha de convergéncia quando ¢t — —oo. A linha de convergéncia é chamada de estavel
do ponto de sela e a linha de divergéncia é chamada de variedade instavel do ponto de
sela [44].

Ja o ponto fixo definido como centro, se d4 quando as trajetérias vizinhas a ele formam
orbitas fechadas [46]. Logo, um centro é um ponto fixo neutralmente estéavel. Posta a
explanagao acerca das classificacao dos pontos, verifica-se que é possivel realizar uma
analise comportamental do sistema através da classificacao do espaco fasico. E, como
mencionado anteriormente, o retrato fasico é uma forma de representacao das varidveis
conjugadas do sistema dinamico, onde uma trajetoria no espago, corresponde a evolucao
temporal do sistema, em relacao a suas variaveis relevantes desde as condigoes iniciais

[25].

Na figura 2.7 é ilustrado de maneira geral todos os tipos de classificacao ou trajetoria
de um sistema bidimensional. Destarte, para analisar a dinamica local de um sistema
de equagoes diferenciais e compreender a estabilidade e o comportamento ao redor dos
pontos de equilibrio, o método da matriz jacobiana é uma ferramenta aplicada. Assim, sera
apresentado um modelo de sistema aplicando essa metodologia. Mas antes, de calcular a
matriz jacobiana em relagao as variaveis do sistema, é necessério identificar os pontos de

equilibrio.

Figura 2.7: Diagrama de pontos fixos de um sistema bidimensional

t'=dA =0

saddle points
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dal, degenerale odes

Fonte:[45]

Para melhor compreensao sera considerado o sistema linear abaixo,

(2.10)
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que pode ser escrito na forma matricial, apresentado pela equagao (2.11).

HEEBAEH "

Para a aplicagdo do método da matriz jacobianal47], é necessario o célculo de duas

variaveis da matriz: 7 (trago) e A (determinante).

a b
c d

A= (2.12)

Essas duas variaveis, calculadas da matriz resultante da linearizacao da equacao do
sistema, permitem a classificacao do espago fasico em funcao do valor da equagao carac-

terfstica \> — 7\ + A = 0.

Quando A é negativo, cada direcao tera uma tendéncia oposta de se aproximar ou se
afastar do ponto fixo sendo, portanto, este ponto um ponto de sela. Ja no caso em que 7
¢ negativo, entdo o ponto fixo sera estavel, podendo ser um um nodo se 72 — 4A > 0 ou
uma espiral se 72 —4A < 0. Para 7 positivo, o ponto fixo sera instavel. Sendo neste caso,
72—4A > 0 um nodo e se 72 —4A < 0, um espriral. Finalmente, na situacdo em que 7 = 0
e A > 0, entao a dindmica leva a uma oscilacdo em torno deste ponto fixo, tornando-o
um ponto neutramente estavel, ao qual se d4 o nome de "centro". E, para o caso A =0,
tem-se uma linha de pontos fixos. Na figura 2.8 é representado os espirais estaveis (lado
esquerdo) e os espirais instaveis (lado direito ). J& na figura 2.9 ilustra-se os dois casos de
nos, no lado esquerdo do diagrama, o estado esta inicialmente localizado préximo ao no
estavel. O estado entao se move lentamente em direcao ao né e, eventualmente, o atinge.
No lado direito do diagrama, o estado esta inicialmente localizado proximo ao né instavel.

O estado entao se move rapidamente para longe do né e, eventualmente, diverge dele.

Figura 2.8: Espiral estavel (esquerda) e Espiral instavel (direita)
% | A=axib Xz

a<0 a=0 /‘—\
N~

Fonte:|[55]
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Figura 2.9: N6 estavel e n6 instavel, respectivamente.
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Fonte:|[55]

A partir desses conceitos, é possivel fazer analises de um sistema dindmico bidimensio-
nal. Como exemplo, consideraremos a equagao (2.13), onde k e k3 sdo constantes positivas
e reais. Para determinar os pontos fixos, se desacopla o sistema de duas dimensoes e realiza

a linearizacao, conforme explicada anteriormente.

T=1y

(2.13)
= —kx + ksa?

k1

Igualando © = 0 e y = 0, encontram-se para x os valores 0, + e E para y, encon-

tramos o valor de 0.

Em seguida, o sistema é modelado em ordem matricial jacobiana,

OF 9F
oG oG
Yy dr Oy Yy
obtendo seguinte resultado,

o)L oLV
— (2.15)
Y —ky + 3k2® 0 Y

Assim, para classificacao dos pontos, aplica-se o método da Jacobiana, onde calcula-se
o 7 e A da matriz conforme ja abordado. Dessa forma, os pontos encontrados na relagao

(z,y) sdo respectivamente:

e d(0,0)ondeT=0e A =0
o e(,/’;—;,O)ondeT:()eA<O

o f(—/® 0)ondeT=0e A >0

E )

Assim, para a equagao (2.13) os pontos encontrados e rotulados de d, e e f, podem

ser classificados, nessa ordem, como: centro, ponto de sela e ponto de sela.
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Para concluir, é importante ressaltar que um sistema bidimensional nao possui espaco
suficiente para a interagao complexa que caracteriza o comportamento caético. Da mesma
forma, embora os sistemas bidimensionais possam ser complexos e exibir padroes interes-
santes, eles nao podem demonstrar a forma de comportamento cadtico que é caracteristica

de sistemas tridimensionais.

Para que um sistema exiba um verdadeiro comportamento caodtico, é necessario que
seja maior que duas dimensoes (d > 2). Isso se da devido aos atratores do sistema
cadtico necessitarem de um volume maior para terem a forma caracteristica que possuem.
Assim, o sistema permite a existéncia de 6rbitas instaveis, bifurcacoes e outras interacoes
dindmicas complexas que levam & imprevisibilidade e & sensibilidade extrema as condig¢oes
iniciais. Considerando isso, na proxima secao serao abordados métodos de anéalise para

sistemas dinamicos caodticos, considerando alguns conceitos introdutorios.

2.2 Sistema Cadtico

O sistema caodtico é um tipo de sistema dindmico nao linear, que exibe um compor-
tamento imprevisivel e altamente sensivel as condicOes inciais. Sao caracterizados por
sua complexidade, aparente desordem e capacidade de produzir padroes que parecem

aleatorios.

Nesse sentido, reproduzir a analise de retrato de fase desse sistema pode ser algo
complexo, por apresentar sensibilidade as condices iniciais. As vezes, a analise visual do
retrato de fase pode nao ser suficiente para compreender completamente o comportamento.
Assim, anélises mais avancadas, como diagramas de bifurcagao e célculos numéricos de-

talhados, podem ser necessarias para uma compreensao completa do sistema.

Em sistema dinamicos, a teoria do caos é associada a nao linearidade das equagoes
que regem o sistema. Porém, nem todos os sistema nao lineares sao caéticos. O caos ¢é ca-
racterizado pela sensibilidade de um sistema as condi¢oes iniciais que, apresentando erros
ou mesmo perturbagoes, dao ensejo a produgao de resultados imprevisiveis [29]. Podemos
citar como exemplos de sistemas dinamicos cadticos, os seguintes modelos relacionados

abailxo:

e Mapa logistico: consiste em uma equacgao simples que modela a dindmica de uma
populacao em crescimento, considerando a limitagao de recursos. Embora, seja uma

equacao simples, ele exibe comportamento cadtico em determinadas condigoes.
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e Oscilador de Van der Pol: é um sistema que modela a dindmica de um oscilador
nao linear, usado em aplicacoes como transmissao de radio e radar. Exibe compor-

tamento cadtico em certas condigoes.

e Péndulo duplo: é um sistema mecéanico que consiste em dois péndulos acoplados,

que exibem comportamento cadtico em determinadas condigoes.

Outro exemplo classico de sistema cadtico sao as equagoes de Lorenz. Esse sistema é
composto por trés equagoes diferenciais nao lineares que descrevem a evolugao temporal de
trés variaveis: a velocidade relativa da conveccao do ar, a diferenga de temperatura entre
duas regioes proximas e o desvio da temperatura em relacao a uma média. Tais variaveis
foram usadas para servir de modelo para a dindmica de grandezas meteorolégicas. Dessa
forma, para o desenvolvimento deste topico, considera-se como essencial, apresentar e

discutir as equagoes propostas e estudadas por Edward Lorenz.

2.2.1 Equacoes de Lorenz

O meteorologista Edward Lorenz desenvolveu um modelo matematico simplificado
para simular as evolucoes climaticas. Inicialmente, imaginava-se que, modificar as condi-
¢oes iniciais acarretaria pequenas alteragoes no quadro do sistema como um todo. Toda-
via, obteve-se o contrario, as pequenas alteracoes iniciais provocaram efeitos despropor-
cionais e com padroes diferentes. Em funcgao disso, as equagoes de Lorenz se tornaram o
mais classico exemplo de sistema cadtico. O sistema de equagoes envolve trés variaveis

dependentes do tempo,z, y e z e tem a forma,

=0y —x)

z=uxy — bz,

onde o, r, b > 0 sao parametros do sistema. Nota-se que se trata de um sistema nao
linear, pois apresenta dependéncia em termos quadraticos xy e xz. Ademais, observa-se
também, que as equagOes possuem simetria sob a mudanga (z,y) — (—x,—y). Dessa
maneira, todas as solu¢oes sao simétricas. Além disso, o sistema de Lorenz é dissipativo,

ou seja, os volumes no espaco de fase se contraem sob o fluxo.
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Nessa perpesctiva, Lorenz, ao observar a dindmica estranha desse sistema, verificou
que, apesar do numero amplo de paradmetros, as solugoes dessas equagoes oscilavam e
nunca se repetiam de forma exata, mas sempre limitavam-se a uma regiao do espaco
fasico. Dessa forma, valendo-se da integracao numérica para obter a solucao desse sistema,
Lorenz estudou em particular o comportamento das equagoes para os parametros quando
c=10,r=28e b= %. A solugao z(t) em relagdo ao tempo mostra que o sistema esta
em equilibrio instavel, e depois sofre oscilagoes amplificadoras sobre um estado, até as
oscilagoes se tornarem muito fortes. Depois o sistema para o estado instavel e novamente
as oscilagoes se tornem muito fortes. Em seguida, comportamento do sistema alterna
continuamente entre esses dois modos. A principal caracteristica desse sistema é retratada
na figura 2.10, onde apresenta como os ntimeros sucessivos de oscilagoes, sobre um estado

ao outro, ocorrem em uma sequéncia irregular.

Figura 2.10: Série temporal de z(t) do sistema das Equagoes de Lorenz.
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Ao esbocar as curvas de trajetorias dessas equagdes em trés dimensoes, obtém-se
a forma do fluxo no retrato de fase, conhecido como atrator estranho. Projetando as
trajetorias tridimensionais em um plano bidimensional, as trajetérias parecem se cruzar

assumindo um formato similar a de asas de borboleta conforme figura 2.11.



2.2 Sistema Caotico 33

Figura 2.11: Atrator de Lorenz

Fonte:|13]

O termo "efeito borboleta" foi cunhado por Lorenz, que usou a imagem de uma
borboleta batendo suas asas no Brasil que poderia, teoricamente, provocar um furacao
no Texas. A ideia por tras disso é que pequenas perturbagoes em um sistema podem
causar mudancas em cascata que, eventualmente, afetam outros sistemas de maneiras
imprevisiveis. O efeito borboleta é uma consequéncia direta da sensibilidade as condi¢oes
iniciais em sistemas dinamicos ca6ticos. Uma pequena variacao nas condic¢oes iniciais pode
levar a uma divergéncia exponencial nas solugoes das equacoes diferenciais que descrevem
o sistema. Uma solugao nao periddica é instavel ou sensivelmente dependente, e se a
solugao geral de um sistema nao é periodica, o seu comportamento geral é cadtico [25].
Na proxima subsecao, sera apresentado um modelo de sistema que a evolugao depende

das condigoes iniciais.

2.2.2 Mapa logistico

Mapas sao relagoes matematicas, que representam sistemas dinamicos onde o tempo
é uma variavel discreta e a evolugao temporal da variavel z, ., depende do valor do estado
anterior, x, [8]. Apesar de serem versoes simplificadas de uma dindmica, mapas podem
ser aplicados em areas como economia, biologia e cosmologia. Um exemplo de sistema
dindmico nao linear abordado na literatura, exibindo um comportamento caotico, é a

equagao (2.17), conhecida como mapa logistico.

Tpr1 =TT, (1 — zp) (2.17)

Esta equacao foi descrita pelo biblogo Robert May em 1976, como um modelo popu-
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lacional para insetos, com x,, sendo o niimero de individuos na n-ésima geragao, e r como
uma taxa de crescimento da populagao [31]. Sendo r, um pardmetro de controle, variando
de 0 < r < 4. Ao variar os valores do parametro r, a equacao de mapa logistico apresenta
diferentes comportamentos. Por exemplo, suponha que a equagao (2.17) seja usada para

modelar matematicamente o comportamento da populacao de seres vivos.

A figura 2.12 apresenta um diagrama de bifurcagoes resumindo as classificagoes para
solucoes do sistema em fungao de r. O diagrama foi obtido tomando-se xqg = 0.01 e
descartando-se um certo nimero de interagoes iniciais, que correspondem ao transiente
da dindmica. Nota-se que para r no intervalo [0,1], os valores de = acabam tendendo
para zero, apesar do intervalo ndo aparecer na figura. Para r no intervalo [1,3], z,
tende a um tunico valor, independente de n. Para 3 < r < 3.5 o equilibrio oscila entre
dois valores. Quando 3.6 < r < 4 apesar de janelas periddicas, é encontrado um inicio
de comportamento cadtico. O comportamento cadtico é caracterizado pelo fato de que
infinitos valores de x,, podem ser obtidos dentro de um intervalo finito, preenchendo uma

linha vertical para um dado 7.

Figura 2.12: Mapa de Bifurcagao onde caos acontece com r == 3.54087
n VS 7

1

1 15 2 25

r

Fonte:|21]

Atribuindo valores para r entre 1 e 3, o mapa tem um atrator em x = T;T,l, uma vez
que z < 1. As populagoes pequenas tendem a estabilizar em funcao do seu crescimento
para um estado estavel de x = %, conforme ilustrado na figura 2.13 para o caso em que

r=2.0.
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Figura 2.13: x, obtido como solugao da equacao 2.17 para r = 2.0
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Fonte: Autor

Na figura 2.14, observa-se o comportamento resultante do mapa, caso o valor atribuido

seja pararT = 3.2, o ponto x = % é instavel gerando um segundo periodo desde que z > 1.

Apo0s o transiente, o sistema varia entre dois valores para x,,.

Figura 2.14: x,, obtido como solucao da equagao 2.17 para r = 3.2
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Se o parametro r da equagao for escolhido com valor acima de 3.3 até 3.5, o periodo
dois também se torna instavel, se duplicando novamente e fazendo com que o ciclo se

repita a cada quatro. A figura 2.15 mostra esse efeito para r = 3.5.
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Figura 2.15: x, obtido como solug¢ao da equacao 2.17 para r = 3.5
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Caso r esteja entre 3.5 e 3.9, uma instabilidade ocorre neste sistema, causando grandes
variacoes por conta dos ciclos se multiplicarem por diversas vezes conforme apresenta a
figura 2.16. Observa-se que nesta simulacao r = 3.9 e ap6s o transiente a variagoes da

solugoes ocorrem, instabilididade.

Figura 2.16: x,, obtido como solucao da equagao 2.17 para r = 3.9
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Observa-se que pequenas diferengas no valor da populagao inicial podem levar a re-
sultados dramaticamente diferentes no passar das geracoes. Apds r = 4, os valores da

populagao comecam a divergir conforme figura 2.17, uma assinatura do caos neste mapa.
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Figura 2.17: x, obtido como solug¢ao da equacao 2.17 para r = 4.0
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Fonte:Autor

Para comprovar a forte dependéncia das condi¢oes iniciais na evolugao de um sistema,
o mapa logistico foi simulado na regiao de comportamento cadtico. Para isso, usou-se a
taxa de crescimento r = 4.0 e as condicoes iniciais de o = 1-1073 e para o1 = x9+1-107?
na figura 2.18 (lado esquerdo).Nota-se que as trajetorias sao idénticas no inicio, mas depois
divergem. As cores vermelha e azul se desatrelam perto de 20 iteracoes.No lado direito, nas
cores verde e preto, ¢ demonstrado o mesmo comportamento cadtico, usando as condi¢oes
iniciais g = 1-1073 e para ;1 = 29 + 1 - 10~". No entanto, observa-se que, apesar
das pequenas diferencas numéricas nas condicoes iniciais, a tendéncia comportamental do

sistema é sensivel as condi¢oes simuladas.
Figura 2.18: Comportamento do mapa logistico para diferentes condigoes iniciais na regiao
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Fonte: Autor

Apesar do mapa logistico sugerir que uma equagao de diferenca possui como caracte-
ristica o caos, o célculo do expoente de Lyapunov, é uma forma de confirmar ou validar
a existéncia de caos no sistema. A seguir, serao abordados alguns conceitos e essa meto-

dologia de aplicagao para a equacao de modelo de crescimento populacional.
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2.3 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov|8| descreve a velocidade de fase com a qual dois pontos
proximos no espaco fasico se aproximam ou se afastam. E um método de medir a diferenca
entre os pontos iniciais considerando que a taxa de aumento da distancia entre eles seja

exponencial, conforme figura 2.19.

Figura 2.19: Expoente de Lyapunov
x(t) +8(?)

16l ~ 16(0)]| e*
NIV

Fonte: Autor

Por defini¢ao, adota-se a seguinte aproximagao:
e(n) = goe™", (2.18)

onde gy(n) é a distancia entre os pontos na enésima medida e A\ é o expoente de Lya-
punov. O expoente Lyapunov pode ter trés possiveis valores: positivo, negativo e nulo.
Se positivo, a trajetoria do sistema é divergente em funcao do tempo, caracterizando-se
como cadtico. Se negativo, o sistema é dissipativo, ou seja, houve perda de energia em
funcao de um atrito ou turbuléncia. E, se nulo, trata-se de um sistema conservativo. Cabe
ressaltar que, o célculo do expoente Lyapunov deve considerar um tempo longo apos o

transiente do sistema quando estabilizado.

Neste sentido, calcular o expoente de Lyapunov, dependendo da dimensao do sistema
pode ser computacionalmente intensivo. Assim, é possivel aplicar um método de aproxi-
macao para calcular o expoente de Lyapunov em um sistema dinamico. Para calcular o

expoente de Lyapunov usando a distancia de ¢, siga os seguintes passos:

1. Primeiramente, deve-se escolher uma condicao inicial para o sistema dinamico e
determinar duas trajetérias muito proximas, por exemplo, com uma diferenca inicial

de e.

2. Calcular os valores das trajetorias ao longo do tempo.
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3. A cada passo de tempo, calcular a distancia entre as duas trajetorias, ou seja, a

separagao entre elas. Seja A(t), a distancia entre as trajetorias no tempo ft.

4. Calcular o logaritmo da separacao, ou seja, a cada passo de tempo deve-se atualizar
o logaritmo da separagao. Calcule In(A(t)/e), onde € é a diferenca inicial entre as

trajetorias.

5. Calcular o expoente de Lyapunov pela média do logaritmo da separacao ao longo do
tempo. Ou seja, o expoente de Lyapunov é dado pela equagao (2.19), onde temos

1
A= lim - In—- (2.19)

t—o0 t 807

sendo a soma total do logaritimo das separacoes vai det =1 at =T, onde T é
o tempo final da integragao.Divida o logaritmo médio das separacoes pelo tempo

total decorrido.

E importante ressaltar que o célculo do expoente de Lyapunov é uma tarefa complexa
e requer cuidado, especialmente na escolha adequada de épsilon e no tempo de integragao.
Além disso, pode ser necessério realizar médias sobre diferentes condigoes iniciais para

obter uma estimativa mais precisa do expoente de Lyapunov.

Aplicando essa metodologia de forma computacional & equagao de modelo de cresci-
mento populacional, na equagao (2.17), verifica-se o comportamento cadtico, assim como
para o mapa de bifurcagao do sistema. No mapa logistico, obtém-se um comportamento
cadtico para a equagao (2.17), quando o parametro r for maior ou igual a 3, 54087. Calcu-
lando o expoente A para a mesma equagao, obtém-se o comportamento conforme a figura
2.20. Ao relacionar a analise do mapa de bifurcagao para a equagao (2.17) com o expoente

de Lyapunov, obtém-se a figura 2.21, que verifica e valida o comportamento cadtico.
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Figura 2.20: Expoente de Lyapunov para equacao 2.17

Expoente de Lyapunov para f(x) = rx(1-x)

Fonte:|21]

Figura 2.21: Grafico de sobreposigao do expoente Lyapunov e mapa de bifurcacao

Fonte:|21]

Dessa maneira, o método de Lyapunov pode ser utilizado para analisar a estabilidade

de modelos de crescimento populacional ou mesmo o comportamento de outros sistemas.

2.4 O oscilador de Duffing

O oscilador de Duffing[?] é um tipo especifico de oscilador nao linear que exibe um
comportamento complexo e cadtico. E um sistema dinamico descrito pela equacio dife-

rencial nao linear de segunda ordem conhecida como equagao de Duffing.

A equagao do oscilador de Duffing é dada por

mi + ci + kx + ksz® = F(t), (2.20)

onde m é a massa, x é a posicao do oscilador, t é o tempo, ¢ é o coeficiente de amorteci-

mento, k corresponde a rigidez, k3 é o coeficiente de nao linearidade e F'(t) é forca externa
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aplicada.

Escolhendo os parametros de modo que k3 = ¢ = F(t) = 0, a equagao torna-se a
equacao do oscilador harmonico simples. Mas quando k3 é diferente de zero, o sistema pode
exibir comportamentos complexos, como bifurcagoes e caos. A resposta do sistema pode
depender sensivelmente das condicoes iniciais, ou seja, pequenas variagoes nas condicoes

iniciais podem levar a resultados muito diferentes ao longo do tempo.

Observa-se que quando o coeficiente k é negativo, o termo linear no sistema reforga a
dire¢ao da forga externa. Isso pode levar a uma amplificacao do movimento oscilatério.
O sistema pode entrar em um regime de oscilagoes sustentadas com amplitudes muito
maiores do que a forca externa aplicada. Mas quando o coeficiente k é positivo, o termo
linear no sistema empurra a particula na direcao oposta a forca externa. Isso pode levar a
comportamentos interessantes, como a particula exibindo um movimento complexo com
vérias frequéncias e mudancas de amplitude ao longo do tempo. O sistema pode exibir

caos ou comportamento nao periodico.

As propriedades nao lineares e caoticas do oscilador de Duffing tem sido amplamente
discutidas ao longo dos anos. Um dos resultados mais importantes é a observacao de que
caos é muito mais facilmente obtido em um oscilador de Duffing de pogo duplo do que
pogo simples, quando excitado por uma forga harménica [27]. O sistema pode apresentar
configuragoes fisicas distintas dependendo do sinal dos parametros k e k3. Se k e ks forem
maiores que zero, a mola sofre um enrijecimento nao linear para grandes deformacoes.
Se ks for menor que zero, a mola sofre o efeito oposto, tornando-se menos rigida com a

amplitude.

Se k e ks forem positivos, entao o potencial associado a forca restauradora da mola
possui um tinico minimo, e o potencial é representado por um pocgo simples, como mostra
a figura 2.22(a). Sabe-se que o caos é mais facilmente obtido no caso em que o oscilador
de Duffing possui uma forca associada a um potencial de pogo duplo. Essa configuragao
ocorre se k for menor que zero e k3 for maior que zero. O potencial de pogo duplo esta

ilustrado na figura 2.22(b).
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Figura 2.22: Exemplos de pogo simples e duplo do oscilador de Duffing

C @ (b)

Fonte:|26]

Para analisar numericamente o sistema, simplifica-se a equagao através de uma mu-

danca de variaveis conveniente.

x A? [k w
S = Z; o = \/k_ 6 k’gkg, = E, T = Wp, Czw—ot (221)

Logo, a equagao (2.20) pode ser simplificada, diminuindo-se o niimero de parametros

livres

i+ ai — 2z + Br = cos((t). (2.22)

Para resolver o oscilador de Duffing utiliza-se o método de Runge-Kutta, discretizando
a equagao diferencial e através das iteragoes de tempo para obter a solugao numérica para
x(t) e y(t) = dx(t)/dt. A solugao da equagado (2.22) pelo software Octave mostra diferentes
comportamentos dindmicos dependendo dos valores dos parametros «a, £, e (.

Figura 2.23: Slmula(;ao do oscilador de Duffing com método de Runge Kutta com ( = 0.7

Grafico x(t) Grificoy()  RetratodeFase

Fonte:Autor

Observa-se que se nao houver energia (forga) suficiente, o sistema oscila em torno de
um dos minimos do potencial de dois pogos como ilustrado na figura 2.22. Se a energia
aumenta, o sistema pode transicionar entre os dois pocgos de potencial. A tendéncia é o
sistema ser periddico enquanto preso a um dos pocos. Este comportamento estéd ilustrado
na figura 2.23. Quando passa a transicionar entre dois pogos, o movimento pode ser

periodico, como ilustrado na figura 2.24 ou caotico, conforme figuras 2.26 e 2.27.
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Figura 2.24: Simulagao do oscilador de Duffing com método de Runge-Kutta com ( = 1.0
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Figura 2.25: Simulacao do oscilador de Duffing com método de Runge-Kutta com ¢ = 1.1
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Figura 2.26: Simulacao do oscilador de Duffing com método de Runge-Kutta com ¢ = 1.1
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Figura 2.27: Simulacao do oscilador de Duffing com método de Runge-Kutta com ( = 1.2
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Devido & din&mica rica do oscilador de Duffing, além do sistema oscilar em torno

de um pocgo ou dois pocos, como apresentado nos exemplos acima, temos bifurcacoes
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que resultam em movimentos periddicos, mas com oscilacoes bem complexas, conforme

observado na figura 2.28.

Figura 2.28: Simulagao do oscilador de Duffing com método de Runge-Kutta com { = 1.3
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Este capitulo destacou os métodos de anéalise de sistemas dindmicos, observando sua

complexidade para sistemas cadticos.

Contudo, a presente dissertacao tem como foco

apresentar o desenvolvimento de um modelo de circuito eletronico analogo ao circuito de

Duffing. No proximo capitulo, serao abordadas as equagoes desse circuito, considerando

algumas analises tedricas e numéricas.



Capitulo 3

Circuito eletréonico analogo ao osci-
lador Duffing

Neste capitulo, o circuito proposto por Tamaseviciute [51] é apresentado e analisado
como um anélogo eletronico ao oscilador de Duffing com potencial de poco duplo. As
equacoes de movimento para as correntes e tensoes relevantes no circuito sao deduzidas,
evidenciando sua analogia com a equagao Duffing (2.20). Em seguida, as previsdes numé-
ricas resultantes destas equacgoes sao apresentadas, para que possam ser comparadas com

os resultados experimentais posteriormente.

3.1 Equacgoes da dinamica do circuito

O circuito abordado no experimento é apresentado na figura 3.1. Ele é constituido
por dois diodos (D e Ds), um amplificador operacional (AO), e resistores (R, Rq, R3).
Além disso, na saida do amplificador operacional, temos um circuito RLC, composto por

um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C).

Figura 3.1: Diagrama esquematico do circuito analogo ao oscilador de Duffing.

Fonte: Autor
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Nesta secao, ¢ feita uma andalise do circuito apresentado, considerando as leis das
malhas, as caracteristicas dos diodos e do amplificador operacional. Para melhor com-
preensao, é importante destacar que o amplificador operacional é um circuito integrado
(CI) que pode ser facilmente configurado para amplificar ou atenuar sinais. Ele pode ser
usado em filtros de sinais, além de permitir a realizacao da soma, subtracao, integracao e

diferenciacao de sinais.

Figura 3.2: Simbologia de um amplificador operacional (AO)
V- —
Vo

v+ —*
Fonte: [56]

Na figura 3.2, pode-se observar uma representagao da simbologia elétrica de um am-
plificador operacional, onde Vo é a tensao de saida, V' a entrada nao inversora e V~ a
é entrada inversora. Basicamente, um amplificador operacional tem uma tensao de saida
baseada na diferenca entre os valores de tensao nas entradas inversora e nao inversora,

multiplicado pelo fator ganho da malha aberta (G), resultando na seguinte relagao

Vo=G((V*t-V"). (3.1)

Dessa forma, conectando a saida Vo a entrada inversora V' ~, através da malha, com os
resistores Ry e Ry, a configuracao do amplificador operacional da figura 3.1 é modificada,
onde o amplificador operacional é nao inversor com realimentacao negativa. A vista disso,
a tensao na entrada inversora é resultante da queda de tensao no resistor, R;. Nota-se
que nesta configuracao, a entrada inversora ¢ conectada por um né entre os resistores,
estabelecendo um divisor de tensao. Em outros termos, a tensao em V'~ é uma fracao
da diferenga de tensao entre Vo e V(t) do circuito ja ilustrado na figura 3.1, levando a

seguinte equacao

Ry

Vo= (V,-V(t)) Bt hs +

V(t). (3.2)

Substituindo na equagao (3.2) o valor de V,, conforme defini¢ao na equagao(3.1), tem-

se que
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Ry Ry
Vo=GVT —G——=V,+G | ———=V ()= V(t)], 3.3
Ry Ry
V=GVt -GV, + G—"=V (¢ 3.4
Rl + RQ Rl + R2 ( ) ( )
Simplificando a equagao acima, onde k = RlTRQ e k' = Rff&, a equagao (3.5) é
obtida.
V, = GVt — GEV, + GV (1) (3.5)

Colocando a variavel V, em evidéncia, leva-se a equagao (3.6).

(1+GE)V, =G (V* + KV (1)) (3.6)

E em seguida, dividi-se a equagao (3.6) pela variavel G, resultando na equagao (3.7).
Cabe ressaltar que G, é o ganho de malha aberta e como sua ordem de grandeza é alta,

1/G torna-se desprezivel. Isso leva a equagao (3.7).

KV, = VT + KV (). (3.7)

Assumindo que neste circuito o amplificador operacional é ideal, com ganho de malha

aberta e impedancia de entrada sendo infinita, tem-se que

V, = 1v+ + k/V(t) (3.8)
o k k Y °
S Vo=gVT +4V(1), (3.9)
ondegzl—l-g—feg’:g—f.

A analise da malha de saida leva a seguinte equacao para a tensao resultante do

amplificador operacional em func¢ao do circuito RLC:

Vo=Vr+ V. + Ve (3.10)

Na equagao (3.10), Vg é a queda de tensao sobre o resistor (R), V a tensdo no
indutor (L) e V¢ é a diferenca de potencial sobre o capacitor. A dindmica do circuito

deste experimento pode ser entendida focando na corrente da malha do indutor. As
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equacgoes de movimento do circuito sao derivadas a partir da analise da malha do indutor.

Relacionando a equacao (3.10, temos que

d
Vo=R-Ip+L- 7 I+ Ve (3.11)

Como ja dito, pelas leis da eletricidade o circuito da figura 3.1, em relagao a malha
aberta do amplificador operacional, resulta na equagao (3.1). Entretanto, para determinar
a tensao na entrada nao inversora do amplificador operacional, é importante destacar que

esta tensao é igual ao valor da diferenca de potencial sobre o par de diodos D; e Ds.

A malha do circuito que determina Vp contém o resistor (R3) em série com os diodos,
e a mesma esta sujeita a tensao V. Como Vp é uma funcao nao linear da corrente do
diodo e que também depende do seu proprio valor, definir a queda de tensao na entrada
nao inversora se torna complexo. Seréd detalhado na proxima subsegao como se determinar

Vp no circuito.

Na equacao (3.11) a variavel V, é substituida pela equacdo (3.9), determinando a

equagao (3.12)

d
LEIL = (gVD - Vc) - RIL + g/V(t), (312)

onde V' ¢é escrita como funcao explicita do tempo, e todas as demais tensoes e correntes
do circuito dependentes do tempo. E conveniente reescrever a equacao (3.12) da seguinte

forma,

d
LI = F(Ve) = RIL + gV (1), (3.13)

em que F(Vo) desempenha um papel equivalente a forga restauradora nao linear, que
atua sobre uma particula no movimento mecénico do oscilador Duffing, ou seja, F'(V)
equivalente ao termo —kxz + kszx® da equagao (2.20). Assim, para obter a forma final das
equagoes da dinamica do circuito, é necessario modelar a tensao nos diodos. Isso pode

ser feito na proxima subsegao. A forma de F(V¢) sera determinada a partir do modelo
dos diodos.
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3.1.1 Modelagem dos diodos e de F (V)

Antes de detalhar o comportamento dos diodos no circuito Duffing, diodo pode ser
definido como a uniao de um semicondutor P com N, constituindo um cristal inico. Esse
cristal é denominado de jungao PN ou diodo [12]. Geralmente, sao feitos de silicio ou
germanio. A principal caracteristica do diodo é sua relagao nao linear entre a tensao
aplicada e a corrente. Na figura 3.3, representa o comportamento genérico de um diodo

semicondutor de silicio.

Figura 3.3: Curva caracteristica de um diodo de silicio

Ip

RUPTURA REGIAO

CORRENTE DIRETA
INVERSA

| Vp

\

) JOELHO ~ 0,7 V
REGIAO

INVERSA

Fonte:|30|

O diodo, quando polarizado inversamente (Vp < 0 na figura (3.3)), atua como chave
aberta, praticamente nao conduzindo corrente. Quando polarizado diretamente (Vp > 0),
o diodo apresenta grandes variacoes de corrente para pequenas variagoes de Vp, numa re-
lagao aproximadamente exponencial entre tensao e corrente. O célculo da tensao sobre
um diodo em um circuito elétrico pode ser bastante complexo. Existem diferentes mo-
delos fisicos e elétricos que buscam aproximar o comportamento real do diodo [2]. Neste
trabalho, dois modelos foram adotados para comparagao. O primeiro modelo é o mesmo
adotado por Tamaseviciute [51] no trabalho em que apresentou o circuito da figura 3.1.

Nesse modelo, os diodos sao modelados como uma simples chave, aberta ou fechada.

Quando o diodo é diretamente polarizado, ele conduz ou comuta, desde que a tensao
aplicada seja maior ou igual a tensao de joelho (Vp). Ja na polarizagao reversa e quando a
tensao de comutagao é menor que o valor da tensao de joelho, o diodo tende a apresentar
uma resisténcia infinita. Isso significa, que o diodo se comporta como uma chave aberta no

circuito. Este comportamento pode ser descrito matematicamente pelo seguinte modelo,



3.1 Equagoes da dindmica do circuito 50

—VD , VC < —VD
Vi=9 Vo , =Vp<Ve<Vp (3.14)
VD , VC > VD.

Nesta equacao, Vp esta denotando a tensao de chaveamento, ou seja, acima desta
tensao o diodo conduz corrente com resisténcia zero e abaixo é uma chave aberta. Esta
tensao tem que ser escolhida de forma adequada para que o modelo seja minimamente
realista. Esta escolha, normalmente, estaréa baseada na corrente que espera-se flua pelo
diodo. No caso, o circuito que implementaremos essa corrente serda de, no maximo, da
ordem de 0,1 mA. Para tais correntes, os diodos aplicados apresentam Vp ~ 0.5 V, que

seréd a tensao adotada em futuras simulagoes.

Notamos agora, que o termo correspondente a for¢a F'(V) na equagao (3.14) é dado

por gVt — Vi, e, considerando o resultado acima, obtém-se a equagao (3.15).

_(VC + gVD) , VC < —VD
FVo)= —(¢—DVe , =Vp<Ve<Vp (3.15)
—(VC — gVD) , VC > VD.

A equacao (3.15) foi obtida aproximando-se a tens@o sobre o diodo polarizado direta-
mente como sendo constante. Como o modelo do diodo pode influenciar na dindmica nao
linear do circuito e resultar em diferencas significativas, neste trabalho foi utilizado tam-
bém um modelo mais realista do comportamento do diodo. Para obter resultados mais
realistas e confidveis de grandezas fisicas do circuito, foi usado o modelo desenvolvido por
Banwell e Jayakumar|2|. Este modelo apresenta uma solugao mais realista para a relagao
entre a tensao aplicada a um resistor em série com um diodo e a corrente resultante,

proporcionando um circuito mais preciso da queda de tensao do diodo.

Banwell e Jayakumar , consideraram o diodo modelado como um diodo Shockley, onde

a corrente e a tensao do diodo estao relacionadas pela equagao.

Vb
Ip =1Ig (e"VT — 1) (3.16)

Na equagao (3.16), a corrente de saturagao do diodo é representada pela variavel g,
Ip a corrente do diodo, Vi a tensao térmica do mesmo, e Vp € a tensao sobre o diodo.
Por fim, o fator de idealidade do diodo é representado pela variavel 1, que varia entre 1 e

2 para diodos de silicio.
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Banwell e Jayakumar|2|, conseguem obter uma equagao analitica e exata para a cor-
rente no diodo em funcao da tensao aplicada quando um resistor estd em série com o
diodo. No circuito da figura 3.1, os diodos estao em série com o resistor R3 e sujeitos a
uma tensao aplicada igual a Vi, a tensao sobre o capacitor. A equagao abaixo apresenta

a relacao da equagao de Bawell e Jayakumar, escrita em termos da fungao W de Lambert,

I V
Vr ( SR%#) (3.17)

Vo) =", W

Analisando a malha fechada para este modelo de diodo, a tensao na entrada nao

inversora é obtida como

VC — VR3, VC > 0V

(3.18)
Vo + Vgrs, Vo < 0V.

Como o potencial elétrico é dado pelo produto da corrente pela resisténcia, Vz3 pode

ser definido por:

Vas = In(|Ve|) - Ry (3.19)

Substituindo a equagao (3.19) na equacao (3.18) a expressao para for¢a externa usando

o modelo de Banwell e Jayakumar, torna-se
F(Ve)=(9—1) Vo —sign(Ve)g - Ip(|Vel|) - R3 (3.20)

3.2 Resultados das simulacoes numéricas

A fim de analisar a dindmica do circuito, as equacoes serao transformadas em um
fluxo ou em um conjunto de equacoes de 1° ordem. Para isso, serao realizadas mudancas

de variaveis onde

L t | L /
x=Vo, y= 6[L, T = \/T—C, O=w= 5, b= %R. (3.21)
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Representando as modificagoes de variaveis na equagao (3.12), tem-se que

L\/%_C% %y =F(x)— \/gy R+ V(t), (3.22)

resulta em,
dy
dr

onde adota-se que ¢’ = 1 e V(t) = Afsen(z) + a sen(rz)]. Nesse caso, V(t) ¢ a forca

F(z) — by + V(#) (3.23)

externa aplicada. Sendo r, a razao entre as duas frequéncias de excitacao do circuito. A
variavel, a , pode ser 0, se for uma tnica frequéncia, ou 1 quando héa duas frequéncias de

excitagao.

E importante ressaltar que, pela definicdo de capacitancia, tem-se que

av
C— = 1. 3.24
=1, (324

Logo, é deduzido g—f = y. Em seguida, o valor da for¢a externa de V (t) é substituido

na equagao (3.23), surgindo o sistema abaixo.

e =y

dr

% = F(x)— by + Alsen(z) + a sen(rz)] (3.25)
e _ O

dr

Resumindo, pode-se afirmar que F'(z) corresponde a forga para o oscilador de Duffing
ou para as forcas apresentadas na equagao (3.15) e equagao (3.20). A partir disso, com
base na equagao (3.25), analises e resultados de simula¢oes numéricas para as equagoes

serao apresentados e discutidos no capitulo 5.



Capitulo 4

O Sistema Experimental

Neste capitulo, discute-se a montagem experimental composta pelo circuito anélogo ao
oscilador de Duffing, sistemas de geragao sintética de sinais usados na sua excitagao com
uma e duas frequéncias e sistemas de leitura de sinais, usados para medir as tensoes no
circuito. Apresenta-se como foi realizado o controle de amplitude e frequéncia das formas
de ondas geradas e aplicadas no circuito, para que uma segunda plataforma Arduino
coletasse esses dados para posterior analise. As proximas subsegOes estao organizadas
visando estes objetivos: A plataforma de prototipagem Arduino e suas caracteristicas
funcionais sao apresentadas na subsegao 4.1. O desenvolvimento e implementacao do
circuito analogo ao circuito Duffing sao abordados na subsecao 4.2. A subsecao 4.3 visa
apresentar o processo de geragao de ondas através da técnica de sintese digital direta.
Detalhes praticos sobre a implementagao da geracao de ondas com uma e duas frequéncias
sao apresentados na subsecao 4.4. O leitor de tensoes com a plataforma de prototipagem

Arduino e os resultados discutidos desta implementacao sao apresentados na subsecao 4.5.

4.1 A plataforma de prototipagem eletronica Arduino

O Arduino é uma plataforma de prototipagem eletréonica com um microcontrolador
ATMEL AVR [32]. Os microcontroladores sao circuitos integrados, capazes de serem pro-
gramados e realizar o controle de sistemas com instrugoes bésicas, possibilitando a criagao
de diversos tipos de aplicagoes. Este tnico circuito integrado contém: microprocessador,
memoria RAM, memoria ROM, temporizadores, contadores, porta serial, conversores e

portas de entrada e saida, dentre outros.

A partir disso, tem-se que a plataforma Arduino é composta, essencialmente, por

duas partes: o hardware e o software. O hardware é uma placa eletronica que possui



4.1 A plataforma de prototipagem eletréonica Arduino 54

todos os componentes necessarios para o funcionamento do sistema. Em termos de soft-
ware, o Arduino é uma placa cuja programagao ¢ suportada por um compilador gee (C e
C+-+) baseado em Wiring|34] usa uma interface grafica construida em Java baseado em

Processing [43|. As vantagens do hardware sao as seguintes:

e Pode trabalhar ou receber diferentes fontes de energia, como baterias ou fontes de

alimentacao continuas;

e Permite o uso de circuitos internos (drivers, moédulos, circuitos integrados encapsu-
lados e outros) conectados a portas de saidas ou portas com fungoes especiais. Por
exemplo: pode-se utilizar um moédulo com acesso a comunicacao bluetooth conectado
as portas especificas da placa Arduino para enviar e receber dados para controle de

demais dispositivos conectados as portas de entradas e saidas.

e Facil de ser modificada e adaptada, pois os componentes eletronicos da placa sao

de facil obtencao no mercado brasileiro.

e Facil programacao, pois o codigo gerado é gravado na placa dentro de um chip

controlador (firmware).

Assim, por alinhar a esses motivos o baixo custo, os técnicos optam pelo uso do Arduino
entre outros microcontroladores, pois a maioria das plataformas disponiveis hoje em dia
usam controladores sofisticados, que acabam por elevar o custo destas. Existem diferentes
modelos de placas como: Arduino Nano, Arduino Mini, Arduino BT, Arduino Mega,
Arduino Due dentre outras. A diferencas entres elas se dao pelos recursos de hardware,
como: memorias, portas analogicas, CPU e outros. Nesse contexto, para a execugao
do projeto de pesquisa, foi escolhido a plataforma Arduino DUE, conforme o modelo
mostrado na figura 4.1, por possuir a maior velocidade de processamento, memoria e

conversores analogico-digital e digital anal6gico mais rapidos.
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Figura 4.1: Plataforma Arduino DUE

Fonte: [28]

Dessa forma, como dito anteriormente, a placa Arduino Due é uma plataforma da
familia Arduino que, devido ao processador ARM Cortex-M3, o Atmel SAM3XS8E, possui
alto poder de processamento. Os processadores ARM Cortex-M3 usam uma arquitetura de
32 bits, logo os registradores internos com banco de registradores podem realizar operagoes
de até 4 bytes em um tnico ciclo de clock. A arquitetura do conjunto de instrucoes suporta

uma mistura de instrugoes de 16 e 32 bits e 4GB de espa¢o em memoéria.

Em termos de porta digitais, a placa Arduino Due possui 54 portas de entradas e
saidas que podem ser utilizadas conforme a necessidade de seu projeto. As portas operam
com tensao de 3.3V. Além disso, possui 12 portas de entradas analdgicas e conta com uma
memoria Flash de 512Kb e 96KB de SRAM, onde sao armazenados dados e programas.

Essa placa também apresenta:

Clock de 84 MHz

4 UARTS (interfaces seriais)

Botao de reset

Botao “erase”, que elimina o programa presente na memoria da placa

2 TWI (Two Wire interface / Interface de 2 fios), que nada mais é do que a interface
12C

2 saidas analogicas, que sao nomeadas como DACO e DACI.
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Para a investigacao experimental da dinamica caotica do circuito eletronico, as ca-
racteristicas importantes da placa Arduino Due sao dois conversores digitais-analogicos
(DAC do acréonimo em inglés) e um conversor analogico-digital (ADC do acrénimo em

inglés).

De maneira geral, um conversor digital-analégico ¢ um circuito eletréonico que tem
a fungdo de converter sinais binarios/digitais para grandezas analdgicas como tensao ou
corrente. Os DACs sao formados por componentes basicos, fontes de referéncia, chaves e

amplificadores operacionais [5].

De acordo com manual da fabricante, o DAC opera na metade de velocidade do clock
externo ou MCK (Master Clock) e demora 25 periodos de clock para atualizar o valor
[ATMEL 15, p.1358]. Ou seja, o DAC opera com um clock de 42 MHz e tem uma taxa

méaxima de conversao de 1.68 MHz.

Os pinos DACO e DAC1 fornecem saidas analogicas reais de até 12 bits de resolucgao.
Isto é, podemos ter uma saida com 4096 valores diferentes dentro da faixa de limitacao
de tensao e corrente da interface utilizada do Arduino Due. Assim, na geracao de ondas
senoidais pela plataforma Due, podemos variar valores de amplitude até 4095 niveis,
considerando as caracteristicas e limitagoes do pino DACO, bem como a frequéncia. Os

pinos DACs especificamente possuem uma faixa de tensao de saida de 0.55V a 2.75V.

A partir das caracteristicas apresentadas, a proxima subsecao ird destacar particula-
ridades do circuito experimental e algumas melhorias para o sistema de geracao de ondas

automatizadas.

4.2 Circuito experimental

Para gerar um sinal adequado para ser aplicado ao circuito do oscilador de Duffing
e ser capaz de ler o sinal com as placas Arduino Due, foram adicionados mais elementos
ao circuito. Os circuitos adicionados podem ser visualizados de maneira esquematica na

figura 4.2. A figura 4.3 apresenta o diagrama elétrico correspondente.
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Figura 4.2: Diagrama em blocos do experimento

Amplificador com . Oscilador de
ganho variavel Filtros | Buffer- Duffing Buffer {— Somador

Fonte: Autor

Em funcao da necessidade de variar a amplitude de entrada, foi implementado um
amplificador operacional com ganho variavel. O bloco de filtro corresponde aos dois filtros
que existem: um filtro passa-alta e um filtro passa-baixa. O filtro passa-alta é responsavel
por eliminar a componente continua do sinal e o filtro passa-baixa elimina os degraus do
sinal gerado pelo DAC. Em seguida, um buffer! (ou buffer de tensao) é adicionado para
isolar o circuito Duffing e termos uma fonte de tensao mais proxima da ideal na entrada
do circuito oscilador de Duffing. Apds o circuito oscilador de Duffing, um segundo buffer

¢ aplicado como responsavel por separar o oscilador do estagio de leitura.

A figura 4.3 apresenta o diagrama eletrénico interno de cada bloco mencionado nos
paragrafos anteriores, ora relacionados na figura 4.2. O bloco responsavel pelo amplifica-
dor de ganho variavel recebe pela entrada inversora do amplificador operacional AO; as
tensoes do sinal gerado pelo DAC da plataforma Arduino Due e possibilita o ajuste da
amplitude do sinal enviado ao circuito de Duffing. O potenciémetro RVj, fisicamente é
um dispositivo de multivoltas, cuja finalidade é proporcionar no experimento uma melhor
precisao no ajuste da amplitude no amplificador variavel. Os capacitores C e Cy, junta-
mente com os resistores Ry e R3, desempenham a funcao de filtros. O oscilador de Duffing
corresponde ao circuito apresentado anteriormente na secao 3.1. O circuito somador de
tensao foi introduzido tendo em vista que o conversor ADC do Arduino Due tem uma
faixa de valores de entrada entre 0.0 e 3.3 V e as tensoes sobre o capacitor variam entre
valores positivos e negativos. Assim, é necessario condicionar os valores de Vi de modo a
serem compativeis com a faixa de leitura. Para tanto, o somador tem o papel de readequar
os niveis de tensao entre a saida do circuito oscilador de Duffing e o pino de entrada ADC
do Arduino Due.

'Um Buffer é um amplificador de ganho unitario usado para isolar e conectar um estagio de alta
impedancia de entrada a uma carga de baixa impedancia de saida [6]
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Figura 4.3: Diagrama do circuito implementado
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Fonte: Autor

Em realidade, o bloco do somador de tensao foi obtido, na pratica, empregando-se
um circuito subtrator nao-inversor, conforme observamos na figura 4.4. Esse circuito foi
utilizado pois permite adicionar uma tensao negativa ao sinal de entrada, elevando a
tensao como necessario, e ainda permite um ganho menor do que 1. Salienta-se, que este
ganho foi necessario, pois as tensoes medidas sobre o capacitor podiam ter amplitudes

maiores que os 3.3V disponiveis para a leitura do ADC do Arduino.

Figura 4.4: Diagrama do circuito somador

Fonte: Autor

Para que os sinais gerados, entao, ficassem dentro da faixa de tensao adequada, o

sinal de entrada teve sua amplitude diminuida pela metade. Isto foi conseguido usando o
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subtrator com ganho igual a 0.5. Uma tensao negativa de referéncia foi entao aplicada a

entrada inversora. A tensao total de saida sera dada por

R
Vout = (Ve = Vi) = 0.5(V2 = V2, (4.1)
8

onde a tensao V5 corresponde ao sinal na saida do buffer feito com o amplificador AO3 e
V; € a tensao constante negativa obtida ajustando-se o valor de RV5 no circuito divisor de
tensao. Vi foi ajustada para aproximadamente -3.3 V de forma a elevar o zero de tensao

ao meio da faixa de leitura do ADC.

4.3 Automacao de geracao e leitura de sinais

O objetivo do experimento com o circuito analogo ao oscilador de Duffing é verificar a
sua dinamica variando-se alguns parametros externos. No caso, os parametros escolhidos
foram a amplitude de oscilacao e a frequéncia do forcamento. Para poder comparar ade-
quadamente as previsoes tedricas com os resultados experimentais, era necessario realizar
uma varredura adequada dentro de uma faixa de valores de amplitude (A) e frequéncia
(f). Para auxiliar nesta tarefa, escolheu-se usar a plataforma Arduino para gerar e ler os
sinais elétricos relevantes, além de automatizar o maximo possivel o processo. Com isso,
foram utilizadas duas placas Arduino Due, respectivamente para geragao de frequéncias
e leituras dos dados. A necessidade do processo de automacao usar duas placas Arduino
Due, se da em funcao da capacidade de memoria da plataforma de prototipagem eletro-
nica apresentar lentidao, e nao garantir o sincronismo dos procesos de geracao e leitura.
Primeiramente, o circuito recebe frequéncias de excitacao geradas pela primeira placa
Arduino Due pelo pino DAC. A leitura dos sinais pelo ADC e o envio dos dados para
o computador é realizado pela segunda placa Arduino Due. Este arranjo é representado

esquematicamente na figura 4.5.

Figura 4.5: Diagrama em bloco do experimento automatizado

‘ Arduino da placa Geradora | ==

Circuito
Implementado

== ‘ Arduino de leitura

PC

<=

Fonte:Autor
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De maneira sucinta sera abordado de forma resumida a responsabilidade de cada item
ilustrado na figura acima. A placa geradora tem a funcao de gerar ondas com frequéncias
dentro de uma faixa de forma automatizada. O circuito eletrénico analogo ao de Duffing,
recebe em sua entrada o sinal de frequéncia automatizado. Em paralelo, enquanto a
frequéncia é aplicada, ou gerada, a placa Due de coleta realiza a leitura dos dados de
saida do circuito da frequéncia atual. A coleta é feita até 20 mil amostra por frequéncia
conforme frequéncia gerada, mas para que haja esse sincronismo entre gerar e coletar
dados, o processo de automacao é essencial. O processo de automacao entre as placas

Arduino de geragao e leitura de dados sera explicado com maiores detalhes na segao 4.7.

Em breve, sera explicado a implementagao dos processos de geragao dos sinais com
uma e duas frequéncias, bem como o processo de leitura e armazenamento dos sinais
gerados no circuito. Mas antes, a técnica de sintese digital direta sera abordada, que foi

fundamental para o processo de geracao.

4.4 Sintese digital direta

Para gerar os sinais senoidais simples e aquele resultante da soma de duas senoides,
empregamos o método de sintese digital direta (SDD). Antes de detalhar a implementagao

do método usando a plataforma Arduino, vejamos como funciona a SDD.

A técnica SDD utiliza um sinal de referéncia para definir intervalos de tempo, dentro
dos quais sao geradas amostras digitais de valores de uma sendide ou qualquer outra
forma de onda [53]. Cada amostra representa uma amplitude digital correspondente e
estas, por sua vez, sao convertidas por um conversor digital-analégico produzindo o sinal
elétrico de saida desejado. Por tdltimo, um filtro linear elimina os residuos da quantizacao,
produzindo o sinal analégico de saida, exatamente como implementado pelo gerador de

sinais e explicado na segao 4.2.

Nesse sentido, a forma de onda gerada por essa técnica tem sua duracao relacionada
ao clock de referéncia e a quantidade de passos das amostras digitais. Uma onda tem a

duragao de tempo para executar uma oscilagao completa em um periodo. Logo, se existe

uma onda A discretizada em X amostras e uma onda B em % amostras, conforme figura

(4.6), nota-se, que a onda com metade de amostras consegue executar uma oscilagao

completa na metade de tempo da onda A.
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Figura 4.6: Analise de periodo de onda de X passos e onda de X/2 passos
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Portanto, para um clock fixo, ou seja, se o tempo entre cada amostragem At é mantido
fixo, pode-se variar a frequéncia da onda gerada mudando-se X. Outra maneira de variar
a frequéncia da onda é, mantendo-se X fixo, altera-se o tempo At entre cada amostragem.
O periodo total sempre serd T = X At, em ambos os casos. No arranjo experimental
escolheu-se um ntimero fixo para X e variou-se At por meio de software, como explicagao

na secao 4.5.

4.5 Implementacao da Sintese Digital Direta no Ar-
duino Due

Neste experimento, foi simulada a técnica SDD com a plataforma Arduino Due, ma-
peando, dentro da memoria Arduino, em forma de vetores, os valores de amplitude da
forma de onda. Os termos do vetor foram limitados ao valor de até 2", onde n é o valor
da resolucao de bits do conversor. Apoés discretizada a onda em X, o DAC traduz o valor

da grandeza digital para analdgica.

Na figura 4.7, observa-se a discretizacao de uma senoide, que foi utilizada no presente
experimento, com 100 amostras. Cada passo contém o valor da amplitude digital que é
convertido em um valor analégico pelo conversor digital analégico (D/A). Considerando as
especificagoes e caracteristicas funcionais do Arduino Due, utilizamos a maxima resolucao

disponivel do DAC, de 12 bits, que limita os valores das amostras a faixa de 0 a 4095.
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Figura 4.7: Senoide com 100 amostras

Onda discretizada em 100 pontos

ww
i s,
a* "8,

Fonte: Autor

Conforme apresentado na secao 4.1, o DAC pode operar na frequéncia de até 1.68MHz.
Assim, como o clock do conversor D/A é utilizado como referéncia para a execugdo dos
ciclos de programa de conversao, isso interfere na frequéncia resultante do experimento.
Desse modo, quanto maior a frequéncia de referéncia pela técnica SDD, maior a capacidade

de ajuste de sintonia.

Um dos objetivos deste trabalho, era ter o controle mais refinado possivel das frequén-
cias, ou seja, controlar o tempo entre cada conversao realizada pelo DAC com o menor
intervalo de tempo possivel. Apos alguns testes, concluiu-se que o menor tempo de atraso
possivel era aquele gerado pela realizagao de uma instrucao nop, introduzida diretamente
em codigo de maquina. Assim, gerando sinais através da porta analdgica com a funcgao
DAC, a frequéncia foi controlada com uso da instrucao nop. Essa instrugao proporciona

uma melhor precisao nas frequéncias resultantes.

No processo de geracao de ondas para tnica frequéncia de excitagao ao circuito, cada
ponto discretizado recebe um valor de 0 a 4095, correspondente ao valor de amplitude.
Em seguida, é gerado um vetor com os atrasos referenciados pela técnica SDD, que pro-
porcionarao frequéncias dentro de uma faixa de 700 a 1300 Hz. Cabe ressaltar, que o
periodo das ondas foi controlado através da quantidade de operagoes da instrugao nop,
em um laco de repeticao. Cada repeticao adicional do lago, incrementa o atraso. Assim,
foi necessario realizar uma calibracao da relacao da instrucao nop com o periodo da onda
gerada. Esse processo de calibracao resultou em uma relacao de frequéncia em funcao do

ntmero de repetigoes.
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A partir dessas geracoes de atrasos, é possivel gerar uma relagao linear da quantidade
de atrasos pela instrucao nop com o valor de frequéncia desejavel. De modo que, a
porta analogica com a funcao DAC, gere esses 10 mil sinais com um atraso para obter as

frequéncias necessarias, através da instrucao nop.

Em termos de programagao, pode ser feita uma anélise com maiores detalhes do
processo de geracao de onda de uma tnica frequéncia de excitacao na figura 4.8. Nota-se
que, um vetor de nome “freq” é criado com 31 posicoes. Essas posicoes sao a quantidade
de nop’s ja considerando a relacao linear do tempo e atraso para obter as frequéncias. A
faixa de frequéncia, conforme ja abordado, é de 700 a 1300 Hz, sendo incrementada a cada
20 Hz, ou seja, sendo a primeira posi¢ao do vetor 700 Hz, a segunda posi¢ao corresponde
a 720 Hz e assim sucessivamente. Os valores das 100 amostras para gerar uma senodide
com resolucgao de 12 bits, sao declarados no escopo e no void setup sao repetidos 100 vezes
para gerar 10 mil amostras resultantes. Em seguida, no void loop a placa geradora envia
um pulso através do pino digital 8, e somente quando a placa de leitura receber, é que
ird coletar os dados depois do transiente. Assim, toda vez que a placa geradora muda de
frequéncia, esse pulso de nivel alto para baixo é captado pela placa de leitura e habilitado
para coletar os dados do circuito. Esse pulso entra para o gatilho da placa coletora de
dados até terminar a faixa de frequéncia e em seguida, manda o nivel l6gico zero até uma

nova amplitude ser ajustada manualmente e o processo automatizado seja reiniciado.

Figura 4.8: Codigo de geracao automatizada das ondas senoidais para 10 mil amostras

10milauto_700hz §

int senoidea[100]={2048,1919%,1791,1664,1538,1415,1294,117¢6,1061,950,8544,742,646,555,470,391,319%,253,195,
144,100,64,36,16,4,0,4,16,36,64,100,144,196,253,319,391,470,555,646,742,844,950,1061,117¢6,1294,1415,1538,
1664,1791,1919,2048,2176,2304,2431,2557,2680,2801,2919,3034,3145,3251,3353,3449,3540,3625,3704,3776, 3842,
3900,3951,3996,4031,4059,407%,4091,4095,4091,4079,4059,4031,3995,3951,3500,3842,3776,3704,3625,3540, 3449,
3353,3251,3145,3034,2919,2801,2680,2557,2431,2304,2176};

int fregq[31]={148,142,137,132,127,123,118,114,111,107,103,100, 97, 94,91,88,85,82,80,77,75,73,71,6%,67,65,
€3,61,59,57,56};

int resultado[10000];

int J,p=0;

void setup() {
analogWriteResolution(12);
for(int a=0;a<100;a++)
{for({int i1i=0;1<100;1i++)

{ resultado[jl=sencidealil;
J++id) )

lay(1000);

digitalwrite(8,0);
int a=freglpls
for(int u=0;u<300;u++)
(for (int p=0;p<l0000;p++)
{analogwrite (DACL, resultado[pl) ;
for (int k=0;k<a;k++)
{asm volatile ("nop\n\t"};// geracgaoc de atrasos
PH}
piti

gitalWrite(8,0);
ay (1000) 7}

Fonte: Autor
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O proceso de geracao de ondas automatizadas para duas frequéncias de excitacao é
idéntico ao de tnica frequéncia. Porém existe uma razao diferente entre elas, os vetores
relacionados a amplitude das mesmas, sao criados separadamente. Outro ponto a ser
ressaltado, é que a resolucao de cada onda gerada foi limitada a resolucao de 11 bits,
apesar do pino DAC ter 12 bits. Isso se deu para evitar o overflow pela onda resultante

da soma dessas duas frequéncias desejadas.

Antes de entrar em detalhes sobre o processo de geracao de ondas com duas frequéncias
de excitagao, é importante considerar a teoria de superposicao de senoides. Para uma
melhor analise de sinais dessa superposi¢ao de onda senoidal, é recomendavel connsiderar,
o resultado simulado da soma de duas ondas no Octave. A senoide (A) ¢ de frequéncia de
1.00 Hz e a senoide (B) é de 1/1.07 Hz, conforme figura 4.9. A primeira onda ¢ repetida
64 vezes dentro de um tempo de 64 segundos, logo cada ciclo completo da onda A dura
um intervalo de 1 segundo. J& a onda B ¢ defasada pela razao de 14 07 e a soma de ambas
é apresentada na onda resultante. Assim, é possivel observar as interferéncias das ondas

A e B pela superposicao.

Figura 4.9: Superposigao de ondas senoidais com razao de 1/1.07
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Fonte: Autor

Se temos os sinais AC (ou senoidal) Vi(t) = V cos(wit) e Va(t) = V cos(wot) , ao
somé-las temos uma tensao dependente do tempo, na forma
1 1
V(t) = Vi(t) + Va(t) =2V cos[é(wl — wy)t] cos[é(wl + wy)t]. (4.2)

Sinais periodicos tém uma razao de frequéncias que pode ser representada com um

numero racional com casas decimais finitas. J& para sinais aperiddicos, essa razao resulta
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em um nimero irracional. A partir disso, se estabele uma relacionacao para a razao das
frequéncias angulares w; e ws, conforme equacao a seguir, e verifica se o sinal resultante

serd ou nao aperiodico.

©_ B (4.3)
we 1Y

Para exemplificacao considere duas ondas, sendo uma de frequéncia 1.00 kHz e outra
de 1/1.07 kHz, conforme essa implementacao. Aplicando a equagao (4.3), temos a razao
entre as frequéncias, r = 100/107. Como essa razao é racional, o resultado é um sinal
peridédico. Porém, para corresponder a um periodo completo da onda resultante, seriam
necessarios 107 ciclos da frequéncia com menor periodo. Um sinal é peridédico quando,

dentro de um intervalo de tempo mensuravel, ele repete um comportamento padrao do

sinal, definido como ciclo.

Agora que os conceitos bésicos da teoria de superposi¢ao de ondas senoidais com
razoes diferentes foram explanados, podemos prosseguir com a explicagao da geracao de
ondas de duas frequéncias de excitacao. Para a segunda implementacao com a geracao
de ondas automatizadas com 2 frequéncias, foram geradas duas ondas senoidais, uma
com 100 pontos e a outra com 107 pontos. Na figura 4.10, mostramos o processo da
discretizacao das duas ondas em vetores e a forma de percorrer esses vetores, que contém

em cada posicao o valor de amplitude da onda.
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Figura 4.10: Fluxograma parte 1 do gerador de onda senoidal
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Fonte: Autor

Na figura 4.11, observa-se a aplicagao da teoria da superposicao pela soma dos vetores

2 entre

A e B, que resultam em uma onda com 10700 amostras, ou seja, o batimento
as duas ondas. O processo de gerar um vetor resultante garante o batimento entre as
ondas e em seguida, esse vetor é enviado como contetido para as portas analdgicas do
tipo DAC. Para o pino DAC gerar as ondas dentro das frequéncias, atrasos entra cada
amostras sao introduzidos. E até que todos os vetores resultantes de 10700 amostras
sejam executados dentro de 30 segundos, assim como na geragao de tnica frequéncia para

garantir os sincronismos, esse processo de ler o contetido do vetor que somou as ondas até

gerar pelo DAC fica em loop (repetigao).

20 fendémeno conhecido por batimento ¢é o resultado da superposicio de duas ondas que se propagam
numa mesma dire¢do com frequéncias ligeiramente diferentes de acordo com Ramos e Chiquito [10].
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Figura 4.11: Fluxograma parte 2 do gerador de onda senoidal
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Fonte: Autor

Na figura 4.12, em destaque na cor laranja, nota-se o trecho do cédigo responsavel
pela geragao de atrasos com a instrucao nop. Portanto, através desse trecho ajusta-se a

frequéncia do processo de geragao de ondas.
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Figura 4.12: Atraso com a instrucao nop entre as amostras

10milauto_700hz

int resultade[10000];

int j,p=0;

void setup() {
analogWriteResolution(12):;
for(int a=0;a<100;a++)
{for(int i=0;i<100;i++)

{ resultado[j]l=senoideali]:
Jt+ibb o}

void loop ()

{digitalWrite(8,1);// enviando o sinal 1 para a placa coletora

delay (1000) ;

digitalWrite(8,0):

int a=freqlpl:

for (int u=0;u<300;ut++)

{for(int p=0;p<l0000;p++)
{analogWrite (DAC1, resultado[p]):
for(int k=0;k<a;kt+)
{asm volatile ("nop\n\t");// geracao de atrasos
IB ]
pt+;
if (p>30)

{digitalWrite(8,0);

delay (1000);}

}

Fonte: Autor

Apesar de ser possivel alterar as frequéncias usando a quantidade de repetigoes da
instrucao nop, a relacao entre o nimero de repeticoes e as frequéncias obtidas era ini-
cialmente desconhecida. No entanto, poderia ser esperada uma relagao linear entre o
ntmero de repetigoes e o periodo. Na proxima secao, sera apresentado como esta relagao

foi verificada e como ela pode ser usada para o controle da frequéncia gerada.

4.5.1 Calibragao do gerador de ondas pelo DAC

No experimento, foi gerada uma tnica frequéncia de 10 mil amostras para servir de
referéncia para a implementacao de duas frequéncias em funcao das relacoes lineares e
calibragoes realizadas. Primeiramente, manteve-se a quantidade de passos fixos em 10
mil amostras e variou-se a frequéncia de saida. Essa variagao de frequéncia foi baseada
no controle do tempo de processamento entre a execu¢ao do comando nativo do Arduino

para o envio de uma nova amostra da onda ao DAC.

A frequéncia maxima de saida para uma sendide discretizada em 100 pontos, foi obtida
em torno de 2.5 kHz. Ou seja, cada ciclo completo da onda senoidal gerado pela técnica
SDD, durou um intervalo de tempo de 4 - 10~* segundos. Como cada ciclo ¢ gerado por
100 conversoes do DAC, conclui-se que o menor tempo possivel para cada conversao é de,
aproximadamente, AT /100 = 4us. A partir desses valores de base, é possivel controlar a

frequéncia da placa geradora através da insercao de atrasos a cada conversao do DAC.
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Tabela 4.1: Resultados experimentais

Repetigoes n | T(107°%s)
) 412
10 436
15 460
20 484
25 508
30 232
35 5H4
40 D78
45 604
50 626
95 650
60 676
70 722
80 770
90 818
100 865
110 913
120 960

Na tabela 4.1, temos os resultados obtidos para geracao de tnica frequéncia para uma
onda senoidal de 10 mil amostras. Esse processo de calibragao através de atrasos com
a instrucao nop, resultaram em uma base de tempo como referéncia. Esses dados foram

analisados a fim de se estabelecer uma relacao linear.

Para um ajuste entre a relagao do periodo de uma oscilagao e a quantidade de repeticao

da instrucao geradora de atraso, nop, foi utilizada a equacao da reta abaixo.

T=an+b (4.4)

Nesta equacao, T é o intervalo de tempo de uma oscilagao, n é o ntimero de repetigoes
de nop, a é o coeficiente angular e b, o coeficiente linear. As ondas senoidais geradas
com diferentes niimeros de repeticoes de nop foram medidas utilizando um osciloscopio
digital USB Hantek 6022BE. Os periodos e frequéncias eram medidos digitalmente pelo
proprio osciloscopio e entao anotados. Com o conjunto de pares de ponto experimentais
de (n,T), empregou-se o programa Mathematica para realizar um ajuste & equagao da reta
4.4 baseado no método dos minimos quadrados. Nesta subsecao, o método de calibracao
serd abordado considerando os resultados obtidos para a geragao pela repeticao de arrays

com 10 mil pontos.
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A reta ajustada tem a forma,

T = 388.37 + 4.768n. (4.5)

onde T' é dado em microsegundos. Pode-se ver a excelente qualidade do ajuste através da

figura 4.13, onde se tem a reta ajustada superposta aos dados experimentais.

Figura 4.13: Regressao linear de periodo e quantidade de nop’s para repeticao do array
com 10 mil amostras.
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Fonte: Orientadores

A equagao (4.5) indica que o menor periodo possivel é de 388.37 - 107%, o que corres-
ponde a uma frequéncia de 2575 Hz. O menor incremento temporal viavel ¢ = 4.768-10%s.
A figura 4.14, apresenta a relagao da quantidade de repeti¢oes da instrugao nop e frequén-
cia. Para a geracao de ondas com 10 mil pontos, sem a automatizacao com vetor de
frequéncia, observa-se que seria necessario aproximadamente 128 instrugoes nop’s para

gerar 1 kHz.

Figura 4.14: Frequéncia da onda senoidal em funcao da repeticao da nop’s.
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Na proxima segao, serd abordado o desenvolvimento de um coletor de dados feito
com a plataforma Due, com objetivo de apresentar resultados do uso do gerador de sinais

automatizados aplicado ao oscilador Duffing.
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4.6 Leitura de amplitude de ondas complexas com Ar-
duino Due

Apoés a geracao de ondas, conforme ja abordada na secao 4.3, uma placa especifica
realiza a leitura dos valores analogicos resultante de aplicacao do circuito eletronico. Esses
valores sao lidos pelos pinos ADC pela placa Arduino Due e amarzenados em sua memoria
RAM. Em seguida, o processo de coleta de dados para armazenamento no computador

em forma de arquivo".txt"ou ".dat"se inicia.

Os dados sao captados ou lidos por uma porta de entrada analdgica (A0) conforme
trecho do codigo implementado na figura 4.15. Essa porta coleta as informacoes e converte
pelo ADC, e trafega esses dados pelas portas de comunicacao RX e TX através do cabo

USB do Arduino para o computador (notebook/PC).

Figura 4.15: Coédigo no IDE Arduino para leitura de onda com até 20 mil pontos de
amostras

int lido[20000];

int 1,x,j,cont=0;

void setup() {

serial.begin(74880);

analogReadResolution(12);

pinMode(8,TNPUT); }

void l-.:*-.-L:-[:) :

while{digitalRead(8)==0)
(
delay(100); }
delay(3000);
while(i<20000)
{lido[i]=analogRead(A0);
for(int k=0;k<2190;k++)
{asm volatile ("nop\n\t");

}oi++;
while (x<20000)
{ serial.println(lido[x]);

X++;
1

J
for(int u=0;u<10;u++)
{ serial.println("e");}
for(int w=0;w<10;w++)
[ serial.println("4e95");}
X=0;
i=8;
cont++;
if(cont>30)
exit(e);}

Fonte: Autor
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A comunicacao da placa Arduino com o computador se da pelos pinos de dados do USB
(Rx e Tx) com sua IDE, pela janela monitor serial. O pino de transmissao de dados (Tx)
é ligado ao de recepc¢ao de dados do computador e vice-versa. Esse tipo de comunicacao é

classificada como assincrona, onde dados sao transmitidos de forma sequencial, bit a bit.

Nesta implementacao, a velocidade de comunicagao é de 74880 bits por segundo e essa

frequéncia é setada na IDE do Arduino.

Para relacionar a taxa de leitura com a quantidade de instrucao nop lida pela porta
analégica do Arduino, foi usada como referéncia uma onda quadrada de 1 kHz. Assim, o

tempo de cada semi-ciclo positivo e negativo é respectivamente de 5 - 10~* segundos.

Desta forma, foi realizada a contagem do ntimero de leituras de cada ciclo de 1 ms da
onda quadrada, e com isso, foi calculado o tempo de cada leitura individual em func¢ao do
numero n de repeticoes do laco de atraso com o comando nop. A equacao da reta para o

tempo de leitura é dada pela equagao (4.6), onde o tempo é dado em segundos.

At =4.715-107% +4.974 - 10 ®n (4.6)

Na figura 4.16, tem um grafico da reta ajustada dos pontos experimentais e mostra que a
expectativa de uma relagao linear é satisfeita. A partir desse resultado, é possivel estimar

a frequéncia de leitura baseada na quantidade de nop’s conforme ilustrado na figura 4.17.

Figura 4.16: Relagao dos pontos experimentais e da reta ajustada

0.000014

0.000012

= 0.000010 -
N

8.x107 [

6.x107%

4.x107% by I I I I
0 50 100 150 200
n
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Figura 4.17: Taxa de leituras por segundos
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Fonte: Orientadores

A relacao linear entre a geracao de frequéncia e a leitura proporciona a automatiza-
¢ao da analise de caos para o circuito Duffing. Na préoxima subsegao, sera abordado o

sincronismo entre os dados gerados e recebidos pelas placas.

4.7 Implementacao da automatizacao

Esta secao visa apresentar a abordagem que foi adotada para a implementacao no
circuito anélogo ao de Duffing com a geracao de ondas e coleta de dados de forma au-
tomatizada. Observa-se pelo fluxograma na figura 4.18 que, no inicio, a placa geradora
envia ondas com uma frequéncia pré-programada. O processo de geracao, consiste de
enviar sinais analogicos pela porta DAC do Arduino Due com atrasos entre cada amostra.
Simultaneamente, a placa de leitura dos dados fica aguardando receber um sinal como
nivel logico da placa geradora, para dar inicio ao armazenamento dos dados lidos. Ape-
nas quando esse sinal l6gico da placa Arduino geradora for recebido pela placa coletora, o
processo de armazenamento prossegue. Cabe ressaltar que esse sinal serve para garantir a
comunicagao e sincronismo entre o processo de geracao de ondas e coleta de dados. Nota-
se que o processo de armazenamento de dados em um arquivo do tipo ".txt"s6 acontece
apos a coleta de dados. A leitura de dados sao no total de 20 mil pontos por cada uma
das 31 frequéncias que serao geradas automaticamente. Vale destacar que as ondas gera-
das sao coletadas apenas ap6s um tempo correspondente ao estado transiente do sistema.
Com isso, um perfodo de 3 segundos durante a leitura do pino ADC é descartado apds o
inicio do processo de geracao. Assim, apos a leitura e armazenamento dos 20 mil pontos,
o proximo ciclo de leitura inicia para uma nova frequéncia gerada, ou seja, o processo se

reinicia.
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Figura 4.18: Fluxograma do processo (Automagao)
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Fonte: Autor

O processo de geragao de uma tunica frequéncia de excitagao aplicada ao circuito
analogo de Duffing, consiste na geracao de 100 pontos de uma onda discretizada. Os
valores de amostras sao repetidos 100 vezes gerando um vetor resultante de 10 mil pontos,
que sao armazenados. A placa geradora envia um sinal digital através do pino 8 para a
placa coletora. em seguida o vetor de 10 mil pontos é enviado pelo pino DAC para ser

aplicado no circuito.

Existem 31 frequéncias a serem executadas dentro de uma faixa de frequéncia conforme
ja abordado na secao 4.4. Antes da proxima frequéncia ser gerada de forma automatizada,
a placa de leitura ou coleta, confirma que os dados foram lidos. Além disso, para garantir
que haja sincronismo entre as placas geradora e coletora, um tempo de 30 segundos foi
estabelecido para manter o loop de repeticao de geragao da onda de tnica frequéncia
dentro desse tempo.Por isso, as 10 mil amostras sao enviadas ao DAC repetidamente por
300 vezes, uma vez que o tempo médio para cada envio é de 0.1s, mas variando com a

frequéncia do sinal gerado.
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J& o processo de geragao automatizada para duas frequéncias, s6 se diferencia devido
o processo ter duas ondas geradas. Nesta implementacao usamos uma onda de frequéncia
f e a segunda com uma razao de 1.07 de f. Logo, é gerado o vetor resultante de 10700
amostras. Apoés, enviar um sinal digital para placa de coleta, a geracao de onda com
a frequéncia estabelecida se incia. Em paralelo, ocorre o processo de leitura dos dados,

conforme ja abordado anteriormente.

Para entendimento e comprovagao de que existe uma relagao linear satisfatoéria, um
método experimental de calibracao também foi adotado. Observa-se que o atraso pela
instrugao nop no programa de leitura foi de 2190, garantindo assim uma taxa de 8800
leituras por segundo. Com o apoio do orientador, foi observado que uma boa amostragem
de pontos em um ciclo de tempo é entre 5 a 10 amostras. Logo 8 pontos de amostragem
foi escolhido por ciclo, nos dando uma taxa de leitura de 8300 Hz. A fim, de coletar
dados cadticos em frequéncias que nao estavam sendo geradas, o vetor de frequéncia

automatizada foi modificado para a faixa de 700 Hz a 1300 HZ.

Figura 4.19: Montagem experimental

Fonte: Autor

A figura 4.19 mostra uma foto da montagem do experimento, apresentando as duas
placas Arduino Due junto ao circuito eletronico montado em um protoboard. E impor-
tante ressaltar, a importancia do sincronismo desse processo de geragao de ondas e coleta

de dados automatizada, como ja explanado. Finalizando a implementagao de forma au-
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tomatizada, nota-se que a introducao do loop para mudanca automaéatica do ntmero de

, . . . .
nop’s causou um atraso extra inesperado. Por isso, houve a necessidade de uma recali-
bracao que resultou na relacao de geragao de atrasos por quantidade de instrugoes nop’s
conforme equagao(4.7). No momento em que a memoria interna do Arduino era desti-
nada para executar o vetor de amostras dentro do loop, o tempo de geracao de ondas era
influenciado. Ao realizar analises dessa mudanga no tempo de atraso, a equacao (4.5) é

substituida pela equagao,

T = 370,32 + 7.168n. (4.7)

A figura 4.20 apresenta a regressao linear da equacao acima, onde em funcao da
quantidade de nop’s obtemos uma relacao linear ao tempo para obtermos a faixa de

frequéncias desejaveis

Figura 4.20: Regressao linear de nop e periodos para vetor de 32 pontos com valores de
frequéncia
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Fonte:Orientadores

Na proximo caitulo, serao abordados os resultados de medicao automatizada pelas
plataformas Arduino Due. Além disso, os dados coletados serao analisados e comparados

com as simulagoes tedricas.



Capitulo 5

Resultado

5.1 Resultados teodricos

Esta dissertacao fez parte de um trabalho mais amplo de pesquisa que contou com o
apoio dos orientadores e professores colaboradores do Departamento de Ciéncias Exatas.
Os professores realizaram as simulagoes numéricas do sistema apresentado na equagao
(3.25) com o objetivo de verificar a caotificagdo do sistema induzida pela excitagdo por
duas frequéncias. Foi investigada a dindmica do sistema em funcao da variacao dos para-

metros externos correspondentes & amplitude da tensao de excitacao, A e a sua frequéncia

As simulagoes a seguir foram realizadas empregando-se os valores medidos para os
componentes do circuito. No caso, os valores foram R = 20.3 Q, L = 34.6 mH, Ry =
4.0 Q, C' =476 nF, Ry = 10.12 k), Ry = 10.15 kQ2 e R3 = 10.12 k2. Os diodos D; e
Dy eram modelos 1N4148. Os parametros fisicos dos diodos, presentes na equagao (3.6),
foram medidos pelo orientador e que resultaram ser: Ig = 5.01 n e n = 1.99, para um

Vi =26 mV.

Durante o processo de comparagao entre os resultados teéricos obtidos usando a equa-
¢ao (3.25) com os resultados experimentais, uma discrepancia significativa foi observada.
Isto levou a uma investigagao posterior por parte dos orientadores, que concluiram que o
modelo tedrico precisava ser aperfeicoado. No caso, introduziu-se no modelo o efeito da
corrente que flui pelo ramo do circuito contendo o resistor R3 e os diodos. Na modelagem
inicial, seguiu-se a ideia de Tamaseviciute [51|, de que esta corrente seria desprezivel em
relacao a Ir. Esta mudanca na primeira equagao decorre diretamente do uso da equa-
¢ao para as correntes I;, = Io + Ip, juntamente com as transformagoes de varidveis da

equagao(3.21). Contudo, ela tem um efeito significativo, ao alterar a dissipagao no cir-
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cuito. A corrente neste ramo deixa de se transformar em energia armazenada no capacitor
C, tendo efeito semelhante ao do resistor R, ao fazer parte da energia do circuito RLC' se
dissipar. As equagoes usadas nas simulagoes abaixo sdo uma variagdo da equagao (3.25)

sendo na realidade

& = y—rl

& = F(z)— by + Alsen(z) + asen(rz)] (5.1)
= —

dr

Vé-se que a mudancga matemética é pequena e introduz um termo de dissipagao nao-
linear na forma pIp(z). Contudo, o efeito desse termo extra trouxe os resultados teoricos

muito mais proximo aos resultados experimentais, como sera discutido adiante.

5.2 Resultados experimentais

A figura 5.1 apresenta os resultados numeéricos obtidos para o expoente maximo de
Lyapunov para o caso de excita¢do por uma tnica frequéncia. Em 5.1(a), observa-se que
o caos pode ser facilmente obtido no sistema dentro da faixa de amplitude e frequéncia
considerada, a regido nos lembra uma cabega de cobra. Destaca-se na figura 5.1(b) a
regiao prevista na qual haveria caos. Esta regiao é bastante descontinua, apresentando
uma mistura de pequenas regioes com caos e com periodicidade. Para efeito de compa-
ragao, na figura 5.1(c) as previsdes numeéricas sdo apresentada caso fosse utilizada uma
forga como a da equagao de Duffing(2.20) ao invés do modelo mais realista do circuito.
Observa-se que a regiao da cabeca de cobra é deslocada , aparecendo apenas a parte in-
ferior, para altas frequéncias. Esse deslocamento se da, pelo circuito implementado nao
reproduzir exatamente o oscilador Duffing e mostra a importancia do mesmo ser modelado

adequadamente.
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Figura 5.1: Mapa de cores para o maior expoente de Lyapunov para a dindmica de
excitagdo de uma frequéncia dada pela equagdo (5.1) para (a) e pontos com expoente de
Lyapunov positivo destacado em cor clara(b). Em (c¢) temos resultados para o caso em
que a forga é aquela do oscilador de Duffing
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Fonte:Orientadores e colaboradores

A fim de aumentar os pontos cadticos no mesmo dominio considerado para 1 frequéncia
de excitagao, na figura 5.2 é obtido o resultado para excitacao de 2 frequéncias. Pode-se
observar que a regiao cadtica teve uma expansao significativa. Comparando as figuras 5.1
e 5.2, nota-se que o total da area do espaco de parametros ocupada por caos corresponde

a cerca de 30% para excitacao por uma frequéncia e passa a 65% no segundo caso.

Figura 5.2: Mapa de cores para o maior expoente de Lyapunov para a dinamica de
excitagdo de 2 frequéncias (r = 1/1.07) dada pela equagao (5.1) para (a) e pontos com
expoente de Lyapunov positivo destacado em cor clara(b). Em (¢) temos resultados para
o caso em que a forga é aquela do oscilador de Duffing
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Na Figura 5.3 alguns modelos dos resultados obtidos experimentalmente sao apresen-
tados. Para todas a imagens a taxa de amostragem é de 50 kHz, a amplitude de 250
mV e foi descartado o transiente dentro do periodo de 3 segundos conforme ja explanado
no capitulo anterior. Observa-se a alta complexidade do comportamento periédico para
o pogo duplo nas figuras 5.3(a) e (c), as linhas verticais vermelhas limitam o ciclo de
oscilacao periddica. Destaca-se que a dinamica periddica é complexa pelos movimentos
periodicos apresentarem oscilagoes bastante complexas. As figuras 5.3(b) (d) (f), lado di-
reito, sao janelas de tempos menores do lado esquerdo, respectivamente, de (a) (c) e (e).
Nota-se também, que aumentando a frequécia ocorre uma evolugao distinta da dinamica
do sistema. E finalmente, a dindmica caética é observada para f = 1200kHz conforme

figura 5.3(e).

Figura 5.3: Séries temporais experimentais para excitagdo por duas frequéncias (a) e (b)
f =T40Hz,(c) e (d) f = 920Hz,(e) e (f) f = 1200Hz
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Fonte:Orientadores e colaboradores
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Como ja comentado no Capitulo 4, o objetivo da analise experimental do circuito era
realizar uma varredura nos parametros de frequéncia (f) e amplitude de excitagao (A).
Os dados coletados a partir desta varedura foram, entao, analisados de duas formas pelos
orientadores e o colaborador Sebastian Ujevic. Uma andlise puramente visual buscando
verificar os padroes de repeti¢oes periddicas ou sua auséncia, indicando a possibilidade de
caos. Uma anélise mais formal foi feita empregando-se o método de teste 0-1. Resumida-
mente, neste teste a séria temporal experimental é analisada gerando um parametro, K,
que tende a 0 (zero) quando a dinidmica é periddica e a 1(um) quando é cadtica. O teste
0-1 provou-se mais dificil de aplicar ao caso de duas frequéncias do que no caso de uma
frequéncia. Isso decorreu de alta complexidade das oscilagoes periddicas para a excitacao
com duas frequéncias, que geram um valor minimo de fundo para K que nao se aproxima
tanto de zero. Na figura 5.4 os resultados sao apresentados para uma tnica frequéncia de

excitagao.

Figura 5.4: Resultados experimentais para excitagao por uma frequéncia
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A figura 5.4(a) mostra as regioes de caos e periodicidade para o caso de excitagao por
uma frequéncia. A figura 5.4(b) mostra os valores correspondentes de K. Os valores de K
mostram uma clara distin¢ao entre os dois regimes dinamicos. Para comparacao, a figura
5.4(c) mostra as previsoes teoricas calculadas com as equagoes (5.1) usando os pontos da
grade correspondentes as medi¢oes experimentais. H&4 um bom acordo qualitativo entre
teoria e experimento, pois as regioes de caos também apresentam uma estrutura similar
a cabeca de uma cobra. A boa concordancia quantitativa entre teoria e experimento é
evidenciada pela figura 5.4(d), que destaca as regides onde o caos foi observado tanto na

teoria quanto experimentalmente.

A figura 5.5(a) mostra uma grande regiao continua de caos no caso de excitagao por
duas frequéncias. Na figura 5.5(b), as regioes de dindmica periddica apresentam valores
comparativamente altos de K devido a sua complexidade. No entanto, ainda é clara a
existéncia de uma grande regiao continua com K mais proximo de um. A figura 5.5(c)
mostra as previsoes tedricas calculadas usando os pontos da grade correspondentes as
medicoes experimentais. Neste caso, a concordancia entre teoria e experimento ¢ melhor
do que a observada para excitacao de tnica frequéncia. Isso é uma consequéncia da sensi-
bilidade paramétrica mais fraca no caso de excitagao de duas frequéncias. A superposicao
das regioes com valores tedricos e as experimentais resulta na grande regiao continua vista
na figura 5.5(d). Consequentemente, se um determinado conjunto de parametros A e f
fossem escolhidos para operar o circuito com base nas previsoes tedricas, haveria uma
grande chance de que o caos fosse realmente obtido experimentalmente. Obviamente,
existem algumas escolhas que maximizam essa oportunidade, e isso é um problema que
poderia ser resolvido teoricamente levando em conta as incertezas estimadas sobre os

varios componentes e parametros do sistema.
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Figura 5.5: Resultados experimentais para excitagao por duas frequéncias
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Felizmente foi comprovado experimentalmente a forte caotificagdo prevista para o
oscilador Duffing de pogo duplo sob excitagao de duas frequéncias. No préximo capitulo

serao apresentadas as conclusoes obtidas deste trabalho.



Capitulo 6

Conclusao e Trabalho Futuro

6.1 Conclusao

Este trabalho apresentou uma analise experimental aprimorada do circuito investi-
gado, utilizando um modelo realista da funcao potencial equivalente do circuito. Esse
modelo, baseado na relagao corrente-tensao realista dos diodos, permitiu a derivagao das
equacgoes de movimento de forma mais precisa, ao mesmo tempo em que manteve a sim-

plicidade das equagoes do oscilador de Duffing conforme a teoria apresentada.

Resultados teoricos e experimentais destacaram a viabilidade do circuito investigado
como uma fonte confidvel de sinais cadticos em tempo continuo. Sob a excitagao por duas
frequéncias, a dinamica caética demonstrou ser estavel contra imprecisoes nos parametros
externos e internos do circuito. Embora a robustez do caos esperado para a excitagao
por duas frequéncias no circuito analogo ao oscilador de Duffing, conforme discutido em
outros estudos, nao tenha sido abordada, este trabalho se concentrou na confirmacao da

caotificagao.

Além disso, o trabalho incluiu uma breve discussao sobre sistemas dinamicos em geral,
pontos fixos, estabilidade e dimensionalidade. A introdugao do conceito de caos e sistemas
caoticos, usando o exemplo do oscilador de Duffing, proporcionou um entendimento mais
amplo do contexto em que o experimento se insere. A anélise qualitativa da dindmica do
circuito analogo ao oscilador de Duffing contribuiu para a compreensao do sistema e dos

objetivos do trabalho.

O novo método de caotificacao baseado na excitacao por duas frequéncias e o uso
de ferramentas para o reconhecimento de sistemas cadticos foram fundamentais para o

sucesso do experimento. Os resultados praticos obtidos no experimento confirmaram a
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grande sensibilidade de um sistema dinamico quando excitado por duas frequéncias.

Embora os resultados deste trabalho tenham se concentrado na confirmacao da exis-
téncia de um atrator cadtico robusto, eles também abriram possibilidades de aplicagoes
futuras, como mudancas paramétricas, especialmente em areas relacionadas a comunica-
¢Oes seguras e criptografia. Por fim, este trabalho demonstrou que a analise experimental
esta alinhada com os resultados numéricos de estudos anteriores, fornecendo uma base

solida para pesquisas futuras e aplicacoes praticas.

6.2 Trabalho Futuro

A abordagem proposta nesta pesquisa demonstrou eficicia na manipulacgao e controle
das amplitudes na geracao de ondas. No entanto, a continua busca por aprimoramentos
tecnologicos nos conduz a identificar areas de potencial aprimoramento. Um desses pontos
diz respeito ao controle das amplitudes, que, atualmente, é realizada por meio de um
potenciometro multivoltas. Neste contexto, vislumbramos a automacao desse processo

por meio da adogao de um potencidmetro digital no lugar do potenciémetro multivoltas.

O potenciometro digital representaria um avango em comparac¢ao com sua contrapar-
tida analodgica tradicional. Esse dispositivo, ao invés de utilizar um caminho condutivo
continuo, emprega um elemento resistivo digital composto por uma série de resistores
eletronicamente distribuidos. Cada segmento desse elemento resistivo digital corresponde
a um valor de resisténcia especifico. A principal caracteristica diferenciadora do potencio-
metro digital reside na sua capacidade de ajuste controlado por meios digitais, viabilizado,

neste contexto, pela plataforma Arduino.

Com o uso do potenciometro digital, a configuracao da amplitude das ondas torna-
se um processo altamente flexivel e automatizado, nao mais dependente da intervengao
fisica do operador para girar um "knob”, como é o caso dos potencidometros tradicionais.
A capacidade de selecao e definicao precisa do valor da resisténcia desejada torna-se uma

realidade acessivel por meio da interface digital.

O emprego do potencidémetro digital, com sua notavel capacidade de controle digital,
promete ser um avango significativo para a pesquisa e aplicagao pratica, permitindo uma
manipulacao precisa e programével das amplitudes das ondas geradas. Esse desenvol-
vimento tecnologico traz consigo o potencial de aprimorar a eficiéncia e a precisao das
aplicagoes que dependem do controle das amplitudes, e representa um caminho promissor

a ser explorado em futuras pesquisas.



6.2 Trabalho Futuro 86

Outra aplicacao para circuito analogo ao Oscilador de Duffing é a geracao de ntime-
ros aleatérios de alta qualidade que desempenha um papel crucial em diversas aplicacoes,
como criptografia, simulagoes numéricas e experimentos cientificos. Para aplicar essa abor-
dagem, é necessario coletar dados gerados pelo circuito anaélogo ao oscilador de Duffing
em intervalos regulares. Os dados coletados serao representativos das oscilagoes catdticas
do sistema. Isso permite criar uma sequéncia de ntumeros que reflita as caracteristicas
caodticas do circuito. Os dados coletados serao armazenados e preparados para analises

subsequentes.

Uma vez que é gerado uma sequéncia de ntimeros a partir do circuito analogo ao
oscilador de Duffing, diversas técnicas podem ser aplicadas para analisar a qualidade
dos ntumeros aleatorios. Isso inclui a realizacao de testes estatisticos, como o teste de
Kolmogorov-Smirnov e o teste de autocorrelagao, para verificar se os nimeros gerados
atendem as propriedades desejadas de aleatoriedade. Além disso, é necessario examinar

a distribuicao dos ntimeros para garantir uma distribui¢ao uniforme.

Portanto, a utilizagao do circuito oscilador de Duffing para a geracao de ntimeros
aleatorios representa um emocionante campo de investigacao futuro para este trabalho.
A capacidade do circuito de producao de séries temporais cadticas e imprevisiveis, sugere
que ele pode ser uma fonte valiosa de nimeros aleatérios. A analise subsequente garantira
a qualidade e confiabilidade desses numeros, o que pode ter implicagoes significativas em

varias aplicagoes praticas.
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